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Introduction 

Le cadr e genera l pou r l'ensembl e d e c e text e consist e e n u n espac e vectorie l d e 
dimension finie  (c'est-a-dir e u n modul e libr e d e ran g fini  su r Z ) gradu e 

somme d e n  - f 1  facteur s direct s E a, 0  <  a  <  n,  e t mun i d e toute s le s somme s 
partielles 

Ei =  @E a, J C { 0 , l , . . . , n } . 

Pour tou t ran g r , l a grassmannienn e 

Gir'E =  {F  ^  E  \  dimF =  r} 

est u n schem a projecti f e t liss e su r SpecZ . Ell e s e decompos e e n strate s localemen t 
fermees 

GT2E =  {F<-*E\  d i m ( F n  £7j ) =  d j , V I C  { 0 , . . . , n}} 

indexees pa r le s familie s d  =  (d/)/c{o,...,n } d'entier s dj  G  N qu i verifien t 

- d 0 =0,  d{o,...,n } =  r i 
- di  +  d j <  d /u j +  d / n j , V I , J . 

Dans l a l i t teratur e mathematique , le s familie s d  —  (dj)  qu i verifien t ce s condition s 
sont appelee s «  matroi'des »  d e ran g r  su r { 0 , . . . , n}  e t le s strate s associee s G r J 
sont appelee s «  cellules d e Schuber t mince s » . I I fau t dir e tou t d e suit e qu'e n ge -
neral I'adherenc e d'un e cellul e d e Schuber t minc e dan s Gr r ' n'es t pa s reunio n d e 
cellules d e Schuber t mince s e t qu'o n n e sai t pa s donne r d e condition s necessaire s e t 
suffisantes su r u n matroid e d  pour qu e l a s trat e G r J n e soi t pa s vide . L a conditio n 

r ~  d{ 0,...,n}-{a} =r a< r g £ a , V a , 

est evidemmen t necessair e mai s ell e n'es t pa s suffisante . 

Quoi qu'i l e n soit , chaqu e strat e G r J es t respecte e pa r Tactio n d u group e 
Aut(£o) x  • •  -xA\it(En) =  Aut(E m) e t e n particulie r d e son centr e GJ^ +1. L'actio n d u 
tore GJ^ +1 s e factoris e a  traver s u n tor e quotien t G J ^ + 1 / ( G ^ + 1 ) ^ qu i agi t libremen t 
et o n peu t introduir e l e schem a q  uasi projecti f 

G?~/ =  Gr2 E/(Gn
m

+1/(Gn
m

+%). 

Ce text e a  pou r obje t d e presente r e t d'etudie r u n proced e genera l d e compac -
r,E 

tification equivariant e d e tou s le s schema s quotient s Gr d ' .  Pou r illustre r cett e 
probiematique, i l convien t d'examine r quelque s exernple s : 

E X E M P L E 1 . S i E a =  A r , 0  <  a  <  n , e t dj  =  0 , VI £  { 0 , . . . , n } , Gv r^E classifi e 

les sous-espace s d e dimensio n r  e n positio n general e dan s ( A r ) n + 1 . Ell e s'identifi e 

iii 
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a G L ? + 1 / G L r e t o n a 

G7f =  P G L ? + 1 / P G L r . 

Le problem e d e construir e de s compactification s equivariante s de s quotient s 
PGL™+ / P G L r es t celu i qu e l 'auteu r a  rencontr e e n premie r e t qu i P a fai t s'inte -
resser au x cellules d e Schuber t minces . I I y a  ete amen e e n cherchan t a  resoudr e le s 
singularites de s compactification s de s champ s d e chtouca s d e Drinfel d ave c struc -
tures d e niveau. L e premier travai l de l 'auteur dan s c e domaine es t la prepublicatio n 
[Lafforgue, 1998 ] qui trai t e l e cas de P G L r / P G L r . L e proced e genera l d e compac -
tification de s PGL™ + 1 /PGL r es t introdui t dan s Particl e [Lafforgue , 1999] . 

II fau t signale r qu e d e so n cot e G . Falting s a  rencontr e l e mem e problem e d e 
compactification equivariant e de s PGL™+ / P G L r e n voulant resoudr e le s singulari -
tes de s modeles locau x de s varietes d e Shimura e n les places d e mauvaise reduction . 
Cela es t dej a evoqu e dan s le s remarques d e conclusio n d e Particl e [Faltings , 1997] . 
Posterieurement a  Particl e d e l 'auteur , i l a  propos e un e constructio n dan s Particl e 
[Faltings, 2001] . Comm e o n v a voir , i l s'aver e qu e bie n qu e l e princip e d e cons -
truction d e Falting s soi t tre s differen t d e celu i d e l 'auteur , le s objet s auxquel s o n 
parvient son t identique s :  c'est-a-dire qu e coincident no n seulement le s «  structure s 
logarithmiques »  o u «  champs torique s »  d e bas e mai s auss i le s compactification s 
elles-memes. 

E X E M P L E 2 . S i r a =  r  —  d{0,...,n}-{a} e s t e-ga l a  1  pou r tou t a , o n appell e 

« espace d e configuration s d u matroi'd e d  » l e sous-schem a localemen t ferm e C r^n 

de (F" - i )n+ i de s families d e n + 1  points P 0 , P i , . . . , P n £  P r - 1 tel s qu e pour tout e 

partie I  C  { 0 , . . . ,  n }, l e sous-espac e projecti f d e P r _ 1 engendr e pa r le s P a , a  G  /, 

soit d e dimensio n r  —  d{o,...,n}-/ —  1-

II es t respect e pa r Pactio n d u group e projecti f P G L r e t o n introdui t C^  = 

C ^ ' n / P G L r . O n a  l e theoreme facil e mai s importan t : 

T H E O R E M E ([Gel'fan d e t MacPherson , 1982]) . Si  r a =  1  = rgE a, 0  <  a  <  n, 
r application 

(F^E =  E 0(B---®En)^ (Ker ( F -»  E a) G  P ( i ? V ) ) " = o 

induit un  isomorphisme 

REMARQUES. -  Comm e Ofe r Gabbe r P a fai t remarque r a  l 'auteu r (citan t 
en particulie r l e livr e [Artin , 1957]) , i l result e trivialemen t d u theorem e d e Thale s 

3 n 

que tou t schem a integr e d e type fini  su r Z contien t comm e ouver t u n espace C d
: d e 

configurations d e point s dan s l e pla n projectif . E n effet , l e theorem e d e Thale s di t 
que l a multiplicatio n e t Paddition , don e auss i tou t polynom e a  coefficient s entiers , 
se modelisen t pa r de s relations d'aiignemen t dan s l e plan . 

- L e mathematicie n russ e Nikola i Mne v a  demontr e e n 198 6 qu e pou r tou t 
schema X  affin e e t de type fini  su r Z, il existe un entier N  e t un ouver t [ / ^ I x A ^ 

3 n 

dont l a projectio n su r X  es t surjectiv e e t qu i est d e l a form e U  =  C d ' . 

II result e d u theorem e d e Gelfan d e t MacPherso n e t d e ce s remarque s qu e 

deja le s Gr d ' e t a  fortiori le s Gr d ' son t universel s a u sen s de s motif s e t on t de s 

singularites arbitraires . I I peu t don e paraitr e deraisonnabl e d e vouloi r etudie r le s 

Gr^' e n genera l e t plu s sag e d e se limite r au x schemas homogene s PGLJ? + 1 /PGL r 
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et a  leur s compactiflcations . Mai s i l s e produi t qu e tou s le s schema s GTJ  san s 
exception von t apparaitr e comm e «  pierres d e constructio n »  de s strate s d e bor d 
des compactification s de s PGL™ + 1 /PGL r e t n e serait-c e qu e pou r cett e raiso n o n 
est amen e a  le s considere r tous . 

Toutes le s construction s d e c e text e son t fondee s su r l e plongemen t d e Pliicke r 

G r r ' ^ ^ P ( A r £ ) . 

La graduatio n d e l'espac e E  indui t un e graduatio n canoniqu e d e se s puissance s 
exterieures 

ArE= 0  K hE. 
iesr>n 

indexee pa r S r'n —  {i  =  ( i o , . . . , in) G  Nn + 1 |  z o -f •  •  •  + i n =  r}  e t o u le s facteur s 

directs son t le s A i E. =  A io E 0 ®  •  • •  <g > A in E n. 
Si d  =  {di)ic{o,..., n}

 e s t u n matroid e d e ran g r , o n lu i associ e l e polyedr e 
convexe 

(io,...,in) G ^n+l IQ H \-i n =  r  e t ^ i a >  di,  V J > 
aei J 

et so n sous-ensembl e S  =  S R H N n + 1 =  S R f l S r , n de s point s entiers . Dan s l e presen t 
texte, le s ensembles S R OU S  associe s a  des matroide s d  seront appele s de s «  convexes 
entiers »  (dan s l a l i t teratur e mathematiqu e su r l e suje t qu e Tauteu r n ' a commenc e 
a decouvri r qu e tardivement , o n parl e pluto t d e «  polytopes d e matroide s ») . li s 
apparaissent dan s l 'etud e de s cellule s d e Schuber t mince s a  caus e d e l a propositio n 
fondamentale suivant e : 

PROPOSITION. Si  S  C  S r,n est  un  convexe  entier  associe  a  un  matroide  d,  alors 
dans la  grassmannienne 

Gvr'E ^ P ( A r E)  =  \  (x^es^  € riA^.-wU, 

la cellule  de  Schubert  mince  Gr J est  definie  comme  sous-schema  localement  ferme 
par 

x%_ =  0 , V i ^  5 , 

x^o, V ies . 
Voici le s propriete s de s convexe s entier s qu i son t importante s pou r c e qu e nou s 

allons fair e : 
(1) S i S R et S  son t associe s a  u n matroid e d  =  (dj) , o n a  pou r tout e parti e / 

de { 0 , . . . , n } 

dj =  min < /^ jiQ i =  ( i 0 j . . . ,z n) G  S , 
<aei I 

et S R est l e polyedr e convex e engendr e pa r l'ensembl e fini  S. 
La theori e de s matroide s es t don e equivalent e a  cell e de s convexe s entier s S 

ou SR . Dans tou t l e texte , o n adopter a l e poin t d e vu e de s convexe s entier s qu i 
est meilleu r pou r nou s (i l perme t d e parle r d e faces , d e pavages , . . . ) e t o n noter a 

Gr^ ,  Gr^ ' ,  . . .a u lie u d e Gr^ ' ,  Gr d ' ,  . . . 

(2) Le s face s d 'u n convex e entie r son t de s convexe s entiers . 
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(3) U n polyedr e convex e qu i adme t u n pavag e pa r de s convexe s entier s es t u n 
convexe entier . 

(4) S i S  C  S r'n es t u n convex e entie r d e dimensio n ( = di m 5M ) n  —  p, i l exist e 
une decompositio n canoniqu e 

{ 0 , . . . , n } =  J o I I •• • I I Jp , r  =  ro-\  h  r p, 

S =  S°  x - x ? , S R =  S g x  •  • •  x 5g , 

ou chaqu e 5 * es t u n «  pave entie r »  (c'est-a-dir e u n convex e entie r d e dimensio n 
maximale ni  —  \Ji\  —  1) dan s 

Y^^ =  ri 

(5) Tou t pav e entie r S  C  5 r ' n contien t un e bas e d u resea u de s point s entiers . 

Revenant au x coordonnee s d e Pliicker , l a propositio n fondamental e ci-dessu s 
est complete e pa r l e lemm e tou t auss i fondamenta l : 

LEMME. Si  S  C  5 r ' n est  un  convexe  entier  et  S'  est  une  face  de  S,  I'oubli  des 
coordonnees en  dehors  de  S' 

Gm\ Y[(^E.  -  {0} ) -+ Gm\ J ] (A^E.  - {0} ) 
\ieS \i£S' 

(xi)ies »- > {xi)ies f 

definit un  morphisme 

G r ^ - ^ G r ^ . 

Quand S'  est  definie  dans  S  par  une  seule  equation  ^2 aeIia —  dj,  il  s'ecrit 
{F^E)^ ((F  H  Ei ©  F/F  H  £7 ) - + £ 7 ©  ElEi  =  E). 

Cette propositio n e t c e lemm e permetten t d e pose r l a definitio n suivant e qu i a 
fascine l 'auteu r depui s qu'i l s'e n es t aperg u e n 199 7 : 

DEFINITION. S i S_  est u n pavag e d'u n convex e entie r S  C  5 r , n te l qu e pou r 
toutes cellule s S'  e t 5 " , 5 ' P i S" es t un e fac e a  l a foi s d e S f e t S" , o n introdui t l e 
sous-schema ferm e 

G r ^ - G m \ ]\{A iE.-{0}) 
\ies 

des familie s d e vecteur s no n nul s (x^  6  A LEm)ies telle s qu e pou r tout e cellul e S f d e 

5 , l a sous-famill e (xj)i€S' definiss e u n poin t d e GrJ , . 

Si To n fai t decrir e a  5 ' 1'ensembl e de s «  facettes »  d u pavag e 5  (c'est-a-dir e 
l'ensemble de s cellule s d e 5  e t d e leur s face s d e toute s le s dimensions) , partiellemen t 
ordonne pa r l a relatio n d e face , i l result e d u lemm e preceden t qu e le s cellule s d e 
Schubert mince s correspondante s GrJ , constituen t u n system e projecti f fini , e t l e 
schema Gr^ ' n'es t autr e qu e l a limit e projectiv e d e c e systeme . 

On not e (df)jc{o,...,n } l 'uniqu e matroid e don t provien t u n convex e entie r S. 

Presque pa r definition , le s schema s Gr ^ on t l a descriptio n modulair e suivant e : 

COROLLAIRE. Le  schema  quasi  projectif  G r J classifie  les  families  (Fs>)  de 

sous-espaces de  E  indexes  par  les  cellules  S f de  S_  telles que  : 
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- d im(F S ' f l Ej)  =  df,  V I , \/S' y 

- si  S'  et  S"  sont  deux  cellules  ayant  une  face  commune  definie  par  une  equa-
tion X^aG / ^oc  —  d^  —  r  —  dSj (avec  J  =  { 0 , . . . , n } —  / ) , on  a  les  egalites 
croisees 

Fs> n  Ej  =  Fs»/F s» H  Ej dans  Ej  =  E/E Jf 

Fs» HEj  =  Fs>/F s> H  Ej dans  Ej  =  E/E Iy 

entre sous-objets  et  objets  quotients  dans  les  deux  suites  exactes 

0 - > F S / H  Ej - • F s> - > Fs>/Fs>  H  ET - > 0 , 

0 -  F 5 / / H  ^j - > F 5 / / - > F 5 / / /F 5 / / HEj^O. 

L'etape suivant e dan s le s construction s consist e a  «  met t r e e n famill e »  le s 
schemas Gr J associe s au x different s pavage s S_  d 'un mem e convex e entie r S  C  S r,n. 
On commenc e pa r «  mettre e n famill e »  le s pavage s eux-meme s e n construisan t u n 
« cham p toriqu e »  A s j  A% (l e cham p quotien t d'un e variet e toriqu e A s pa r so n 
tore A%)  don t il s son t le s point s : 

Si S_  es t u n pavag e d e S  pa r de s convexe s entiers , o n not e C§  C  R 5 l e con e de s 
fonctions «  convexes » 

v: S-+R 

telles que , pou r tout e cellul e S'  d e S , i l existe un e fonctio n affin e £:  S  — » R  verifian t 

^ < v e t S ' =  { i eS | ^ ( i ) =  i;(i)} . 
Quand C f n'es t pa s vide , o n di t qu e S_  est u n «  pavage entie r convex e »  d e 

S. S i 0  design e l e pavag e trivia l d e 5 , C%  est l e sous-espac e de s fonction s affine s 

£: S  — » R ; tou s le s cone s C f son t stabilise s pa r C%. 

On montr e qu e l a famill e de s cone s quotient s C^jC%  C  M?  )C% constitu e u n 

eventail e t don e defini t un e variet e toriqu e A s d e tor e l e quotient A%  —  G ^ / ( G ^ ) 0 

de G ^ pa r l e sous-tor e ( G ^ ) ^ de s fonction s affine s S  —> • G m . Le s orbite s «A | son t 

indexees pa r le s pavage s entier s convexe s 5  d e 5  et , etan t donne s deu x pavage s 5 

et [/ , o n a  *4 f C  v4 ^ s i e t seulemen t s i S_  raffin e U_. 

Comme Valer y Alexee v l' a fai t remarque r a  I 'auteur , l e livr e [Gel'fand , Ka -
pranov e t Zelevinsky , 1994 ] contien t l a construction , pou r tou t polyedr e convex e 
engendre pa r se s point s entiers , d e l a variet e toriqu e d e se s pavage s pa r de s poly -
edres convexe s engendre s pa r leur s point s entiers . Dan s l e ca s d 'u n convex e entie r 
(en notr e sens ) 5 , l a variet e toriqu e A s es t simplemen t u n ouver t dan s cell e d e Gel -
fand, Kaprano v e t Zelevinsk y ;  son existenc e result e d e l a propriet e (3 ) de s convexe s 
entiers. Valer y Alexee v a  egalemen t appri s a  I 'auteu r qu e le s even t ails d e fonction s 
convexes qu i definissen t le s variete s torique s d e pavage s on t et e introduit s de s 190 7 
dans l'articl e [Voronoi , 1907] . 

Le premie r theorem e d e c e text e es t qu'o n peu t met t r e e n famill e le s schema s 
Gr^ associe s au x pavage s entier s convexe s S_  de S  pou r obteni r un e compactifica -

tion d e G r 5 : 

T H E O R E M E . Dans  le  schema  produit 

AsxGm\l[{AiE.-{0}), 
\ies 

il existe  un  sous-schema  ferme  Q SjE tel  que  : 
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(i) ft s>E est  invariant  par  Aut(E.)  =  A u t ( £ 0 ) x  •  •  •  x  A u t ( En ) et  par  G ^ / G m 

(agissant sur  A  via  A  K- > A- 1 et  sur  le  second  facteur  coordonnee  par 
coordonnee). 

(ii) La  fibre de  ft s,E au-dessus  de  1  G  A% C  A s est 

(iii) Plus  generalement,  la  fibre de  ft  ,E  au-dessus  du  point  distingue  as  de 

Vorbite A§  associee  a  un  pavage  S_  est 

Grf. 
o rp 

(iv) Le  quotient  ft  '  de  ft s,E par  Vaction  libre  de  G ^ / G m est  un  schema 
project if. / / est  muni  d'un  morphisme 

ns'E-^As/As
0 

O rp 

et done  de  strates  localement  fermees  ft$  qui  sont  les  images  reciproques 

des points  A§  jA%  de  A s/A%. Sa  strate  ouverte  est 

^ • E =  G / / / ( G ^ ) 0 =  G T / . 

Bien sur , c e theorem e defini t l e ferm e ft s,E d e manier e uniqu e comm e ensembl e 
mais a  priori  pa s comm e schema . Pou r leve r tout e ambiguite , o n defini t ft S'E pa r 
des familie s explicite s d'equation s obtenue s e n «  tordant »  le s equation s d e Pliicke r 
au moye n de s caractere s d e A s. O n renvoi e pou r cel a a u paragraph e 2.3 . 

Dans l e cas particulie r de s espace s d e configurations , e'est-a-dir e quan d r g i ^ , = 
o o  rp 

1 =  r a, 0  <  a  <  n,  o n not e simplemen t ft  a u lie u d e ft  '  . 
o rp 

Tout d e suit e apre s l a constructio n de s schema s S I '  ,  i l convien t d e donne r 
leurs propriete s fonctorielle s don t voic i le s plu s importante s : 

Les m o r p h i s m e s d e faces . S i S'  es t un e fac e d e 5 , o n a  de s morphisme s 
naturels s'inscrivan t dan s u n diagramm e commutati f : 

As/A% >A S'/AS
0 

Le morphism e d u hau t prolong e Gr ^ —> • Gr^' , e t celu i d u ba s associ e a  tou t pavag e 
entier convex e d e S  l e pavag e indui t d e l a fac e S'. 

Les i s o m o r p h i s m e s d e factor isat ion . S i S  C  5 r , n es t u n convex e entie r 
de dimensio n n  —  p  ave c le s decomposition s associee s { 0 , . . . , n } =  J Q II •  • •  II J p , 
S =  S°  x  •  • •  x 5^ , o n a  de s isomorphisme s canonique s compatible s : 

rf'B ^ ^ H S ' EJ° X  • • •  X  ti S"'Ej* 

I I 
As/A% -^+  A s°/As

0° x  •  •  •  x A SP/AS
0
P 
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En particulier , le s pavages entier s convexe s d e S  son t le s produit s d e pavage s entier s 
convexes d e S ° , . . . , S p. 

Dans l e cas de s espace s d e configurations , le s composes de s morphisme s d e face s 
et d e factorisatio n compactifien t le s morphisme s d'oubl i d 'un e parti e de s point s 
d'une configuratio n o u d e passag e a  l a configuratio n quotien t pa r l e sous-espac e 
projectif engendr e pa r un e sous-famille . 

On peu t cite r auss i : 

Les i somorph i sme s d e dual i te . S i r v =  rgE  —  r , l 'isomorphism e 

G r ^ ^  G r r V ' £ V 

(F^E)» (F ± - f £ v ) =  K e r ( E v - » F v ) 

induit de s isomorphisme s entr e cellule s d e Schuber t mince s 

GrSB ^  G r ^ £ V 

qui s e prolongen t naturellemen t au x compactification s : 

AS/AS
0-^ASV/A0

V 

La premier e questio n qu e pos e l e theorem e ci-dessu s es t l a suivant e : 

QUESTION 1 . Pour  E  =  £ 0 ©  •  • •  ©  En, r  et  S  C  S r'n arbitrages,  est-il  vrai  ou 

faux que  la  strate  ouverte  f£ 0' =  Gr ^ est  schematiquement  dense  dans  Q,  '  ? 

L'auteur n e connai t pa s d e contre-exemple . Mai s i l ne sai t pa s demontre r qu e l a 
reponse es t affirmative , mem e dan s le s «  situations generique s »  comm e le s compac -
tifications de s PGL™ + 1 /PGL r o u de s espace s d e configuration s d e n  +  1  point s e n 
position general e dan s P r - 1 . I I es t clai r qu e l e theorem e ren d compt e a u moin s e n 
partie d u phenomen e selo n leque l I'adherenc e d'un e cellul e d e Schuber t minc e n'es t 
pas e n genera l un e reunio n d e cellule s d e Schuber t mince s (voi r l e corollair e 2.11) . 
En u n sens , l a questio n 1  consiste a  s e demande r s'i l e n ren d compt e completemen t 
ou non . 

Dans c e texte , o n montr e qu e \l 0 =  G r 5 es t schematiquemen t dens e dan s 
o 17 1 

Vl '  seulemen t dan s le s ca s n  <  2  o u r  —  2  comm e consequenc e d'un e propriet e 
beaucoup plu s fort e : 

T H E O R E M E . Si  n  +  1  <  3  ou  bien  si  r  =  2,  on  a  : 

(i) Le  morphisme  de  structure  Q,  '  — » A  j  A% est  lisse. 

(ii) Pour  toute  face  S'  de  S,  le  morphisme 

fi -  n  x As'/A%> A s/A% 

est lisse. 

REMARQUES. -  S i r =  2  ou n + 1 =  2 , les varietes torique s A s son t toujour s 
o 17 1 

lisses s i bien qu e l'assertio n (i ) signifi e qu e le s 0  '  son t lisse s sur Spe c Z e t qu e leur s 
bords son t de s diviseur s a  croisement s normau x relatifs . E n revanche , s i n  +  1  = 3 , 
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les variete s torique s A s n e son t pa s lisse s e n genera l e t le s schema s Q  '  on t les 
memes singularite s qu'elles . 

- S i r  =  2  e t rgE a —  1  =  r a , 0  <  a  <  n , le s espace s d e configuration s 
Q 2  E  2  n 

fl0 =  Gr 5 ' =  C 5 s'identifien t au x espace s d e module s jMo,n+ i d e courbe s d e 
genre 0  (isomorphe s a  P 1) ave c n - j - 1 points marques , e t le s schemas projectif s Q 
s'identifient au x compactifications .A/fo,n+ i construite s pa r Grothendiec k e t Knud -
sen. I I faut signale r ic i que la description d e la combinatoire de s strates d e bord d e 
A4o,n+i e n terme s de pavages de S =  {(i a)^=o | 0 < 2 a < l , V a e t ^ i a =  2 } figur e 
deja dan s Particl e [Kapranov , 1993] . Plu s generalement , Kaprano v y  construi t de s 
compactifications d e tou s le s espaces d e configuration s «  generiques » , c'est-a-dir e 
classifiant le s familie s d e n  +  1  point s e n positio n general e dan s P r _ 1 , et montr e 
qu'a chaqu e poin t d u bor d es t associ e u n pavag e (entie r convex e dan s notr e ter -
minologie) d e l' « hypersimplexe »  S  =  {(i a)^=o |  0  <  i a <  1 5 V a e t ^2i a =  r }. 

g 

C'est l a meme descriptio n combinatoir e qu e pour le s strates de s Q correspondant s 
mais l 'auteu r ignor e encor e quell e es t l a relatio n exact e entr e le s compactification s 
de Kaprano v e t le s siennes dan s l a mem e situation . 

- S i r  =  2 , E&  = A 2 , Va e t S  =  £ 2 ' n , 0  '  es t un e compactification equiva -
riante e t liss e d e PGL^" 1" /PGL2 . Ce s compactifications son t auss i construite s pa r 
une autr e method e dan s Particl e [Faltings , 2001 ] qui contien t l a premier e preuv e 
correcte d e leu r lissite . 

- S i n  =  1 , E a =  A r , a  G  {0,1 } e t S  =  AS 7*'1, Q  '  es t l a compactificatio n d e 

De Concin i e t Proces i d e P G L ^ / P G Lr . O n remarque qu e ces compactifications fon t 
done parti e d e la mem e theori e qu e les Alo,n+i -

Q rp 

- S i n =  2 , Ea =  A r , a  G  {0,1 ,2} e t S  =  S' r '2, Q  '  es t une compactificatio n 
equivariante d e P G L ^ / P G L r qu i es t liss e su r l e cham p toriqu e de s pavage s d u 
triangle 5 r ' 2 =  {(^o ? *I? ̂ 2) ^  N 3 |  io  + i\  +  12  = r}.  Ell e a  et e introduit e dan s l a 
prepublication [Lafforgue , 1998 ] qui contien t un e preuv e de s propriete s d e lissit e 
differente d e cell e donne e dan s l e paragraph e 3. 5 d u presen t texte . Muni e de s 3 
morphismes d e faces, ell e compactifi e l a multiplication dan s P G L r . Cel a perme t d e 
compactifier auss i l e revetemen t d e Lan g d e P G L r au-dessu s d 'u n corp s fini . O n 
renvoie a u paragraph e III.3 c d e Particl e [Lafforgue , 2002 ] pou r un e application d e 
cette constructio n a  la resolution de s singularites de s compactifications de s champ s 
de chtouca s d e Drinfel d ave c structure s d e niveau san s multiplicites . 

Dans Particl e [Lafforgue , 1999] , on pretendait e t on croyait demontre r qu e dans 
le ca s des compactifications de s PGL|?+ / P G L r l e morphisme d e structur e 

a L  ^  t/\.  J  / l 0 

est toujour s lisse . Ce t enonc e es t encor e vra i pou r PGL3/PGL 3 mai s i l est fau x e n 
general. L e premier contre-exempl e es t P G L 4 / P G L 4 o u le morphisme d e structur e 
n'est pa s plat (mem e su r Q). O n peut remarque r auss i qu e chaque foi s qu e la strat e 

ouverte d 'u n Q  '  es t no n vid e e n caracteristiqu e 0  mai s qu e certaines strate s d e 
bord n'existen t qu'e n caracteristiqu e p  (c e qui se produit pou r le s compactification s 
des P G L ^ + 1 / P G L r o u des espaces d e configurations generique s quan d r  >  3 et que 
n es t asse z grand) , l e morphisme d e structur e consider e au-dessu s d e Zp o u mem e 
de F p =  Z / p Z ne peu t etr e plat . 
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D'autre part , i l result e d u theorem e d e Mne v qu e dej a dan s l e ca s de s espace s 
de configuration s d e point s dan s l e pla n projecti f l a fibre  generiqu e d u morphism e 
de structur e 

US'E^AS/AS
0 

peut avoi r de s singularite s arbitraires . 

Cependant, pou r qu e l a theori e general e de s schema s Q  '  devienn e interes -
sante, i l faudrai t certainemen t pouvoi r produir e de s familie s «  grandes »  (dison s 

C LP 

par exempl e universelle s a u sen s de s motifs ) d e schema s ft  '  don t o n sach e decrir e 

et resoudr e le s singularites . E t l 'auteu r n e voi t pa s quell e autr e propriet e o n pour -

rait demande r qu e l a lissit e d u morphism e d e structur e 0  '  — > A s /  A% consider e 

au-dessus d e Q  o u d e ¥ p. 

Voici un e premier e ide e simpl e qu'o n peu t avoi r pou r essaye r d e construir e de s 

schemas Q  lisse s su r leu r bas e A s /  A% a  part i r d 'u n espac e d e configuration s arbi -

t r age Cg Q dan s l e pla n projecti f P 2 e t d 'u n poin t generiqu e rj  de Cg Q .  Ajouton s 

aux configuration s d e Cg Q tou s le s point s d'intersectio n d e paire s d e droite s re -
liant de s point s d e l a configuration , e t met ton s su r l'ensembl e de s ancien s e t de s 
nouveaux point s toute s le s relation s d'alignemen t o u d e non-alignemen t qu i son t 
verifiees e n 77 . Cela defini t u n nouve l espac e d e configuration s Cg x qu i es t reli e a u 
precedent pa r l e morphism e d'oubl i de s nouveau x point s 

-^3,ni -^3,n 0 

ce morphism e es t un e immersio n localemen t ferme e don t l 'imag e contien t rj.  O n 

peut r e 
infinie 
peut recommence r l a mem e constructio n a  part i r d e Cg x e t obteni r ains i un e tou r 

- ^ 3 , n2 -^3,n i - ^3 , n0 

'••^CS2 ^C Si ^C So 

d'espaces d e configuration s Cg k d e plu s e n plu s fins.  Tou s contiennen t 7 7 mai s 
deviennent arbitrairemen t petits . I I es t clai r qu'apre s u n nombr e fini  d e pa s il s son t 

o 

lisses su r l e corps d e bas e Q  o u F p . Passan t maintenan t a  no s compactification s Q 
3 n , 

des Cg k ,  elle s s'ordonnen t e n un e tou r 

^ rf2 * - nSi * - n5° 

^ AS*/AS
0

2 — ^ i 5 i / 4 — > A S°/AS
0° 

qui prolong e l a precedent e e t o u le s morphisme s d e transitio n son t de s morphisme s 
de faces . 

QUESTION 2 . Se  plagant  sur  Q  ou  sur  F p, est-il  vrai  ou  faux  que  dans  la  cons-

truction ci-dessus,  la  compactification  f £ de  Cg k devient  automatiquement  lisse 

sur A Sk IA 0
k des  que  k  est  assez  grand  ? 

Si l a repons e a  cett e questio n etai t affirmativ e su r F p , cel a impliquerai t un e 
forme d e resolutio n de s singularite s e n caracteristiqu e p  d 'apre s l e theorem e 3.1 0 
du paragraph e 3. 3 auque l nou s renvoyon s (e t l e theoreme d e resolutio n equivariant e 
des singularite s pou r le s variete s toriques) . 
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Bien qu e jusqu 'a presen t nou s n e sachion s rie n dir e d e l a geometri e de s schema s 
o p 

projectifs ft  '  generau x e t qu'e n particulie r nou s ignorion s l a repons e au x ques -
q p 

tions 1  et 2 , nou s montron s dan s c e text e qu e pou r tou t convex e entie r 5 , O  '  es t 
solution d e deu x probleme s d e module s different s (e t mem e d e quatr e s i o n tien t 
compte de s isomorphisme s d e dualite ) associe s a  5 . L'auteu r a  et e amen e a  ce s ca -
racterisations modulaire s pa r l 'etud e d u travai l d e Falting s su r le s compactification s 
des P G L ? + 1 / P G L r . 

Rappelons que l es t l e poin t d e vu e d e Faltings . 
II par t d 'u n poin t g  d e PGL™ + / P G L r a  valeur s dan s l e corp s de s fraction s 

K d 'u n annea u d e valuatio n discret e A  e t i l cherch e a  l e prolonge r su r A  d 'un e 
maniere o u d'un e autre . Pou r cela , i l releve c e poin t e n u n (#c h • •  •  >  9n) £  GL™ + (K) 
et i l consider e le s position s relative s de s reseau x M a =  g a(A

r), 0  <  a  <  n , dan s 
Kr. A  multiplicatio n pre s pa r de s puissance s d e l'uniformisante , le s reseau x d e l a 
forme M  —  Ao • Mo - f •  • •  + A n •  Mn ave c A o , . . . , A n G  Kx, son t e n nombr e flni , e t 
les fibre s projectif s associe s P ( M ) su r Specy l on t l a mem e fibr e generiqu e P ( i ^ r ) . 
L'adherence schematiqu e P g d e l a diagonal e ¥(K r) dan s l e produi t de s P ( M ) es t u n 
schema projecti f e t pla t su r Spe c A qu e Falting s appell e u n «  schema d e Delign e » . 
II montr e qu e P g es t semi-stabl e c'est-a-dir e regulie r ave c u n diviseu r a  croisement s 
normaux pou r fibr e speciale . Cependant , l a formatio n d u schem a d e Delign e P g n e 
commute pa s ave c le s changement s d e bas e A  —>  A f pa r de s anneau x d e valuatio n 
discrete A'  ramifie s su r A.  Falting s construi t alor s u n autr e schem a P m i n projecti f 
et pla t su r Spec^ l qu'i l appell e u n «  modele minima l d e l'espac e projecti f »  e t 
qui es t un e contractio n d e P g a u sen s qu'i l es t mun i d 'u n morphism e birationne l 
surjectif P g — > P m i n don t l a restriction au-dessu s d e Spe c K es t u n isomorphisme . L e 
schema P m-m n'es t plu s semi-stabl e e t a  de s singularite s toroi'dale s mai s s a formatio n 
commute au x changement s d e base . Mieux , Falting s construi t un e compactificatio n 
ft d e PGLJ? + / P G L r muni e d'un e fibration  projectiv e e t plat e P  tell e qu e tou t 
modele minima l P m i n s e dedui t d e P  pa r l e morphism e d e changemen t d e bas e 
Spec A — > £1  qu i prolong e l e poin t donn e Spec i f — » P G L j ? + 1 / P G L r . 

Au chapitr e 5 , nous construison s de s fibration s projective s e t plate s generalisan t 
o pi 

celles d e Falting s su r tou s le s schema s Q  '  (pa s seulemen t le s compactification s 
des P G L ? + 1 / P G L r ) , 

nous decrivon s leu r geometri e e t nou s montron s qu'elle s son t 
universelles relativemen t a  u n certai n problem e d e modules . 

Avant cela , o n introdui t e t etudi e a u chapitr e 4  u n autr e problem e d e modules , 
different mai s equivalen t e n definitive , e t qu i apparai t comm e u n intermediair e na -

o p 

turel pou r passe r d e l a premier e constructio n de s ft  '  a  leur s fibration s projective s 
universelles. 

Afin d e formule r ce s deu x probleme s d e modules , o n a  besoi n d'introduir e un e 
seconde variet e toriqu e A s plu s fin e qu e cell e A s de s pavage s d'u n convex e entie r 
S c  .S fr 'n. 

Si S_  es t u n pavag e entie r convex e d e S  e t S f un e facett e d e 5  (c'est-a-dir e un e 

cellule o u un e fac e d e cellule) , o n not e C§  s , C  W s l e con e de s fonction s convexe s 
v: S  - • R 

telles qu e v  G  0$  e t S f —  {i  G  S  \  v(i) =  min(v)} . Le s cone s Cg  s, son t invariant s 
par l e sous-espac e R  de s fonction s constante s e t o n montr e qu e l a famill e de s cone s 
quotients C f 5 , / R C  R 5 / R constitu e u n eventail . Ell e defini t un e variet e toriqu e 
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As d e tor e A%  =  G ^ / G m don t le s orbite s A§  s , son t indexee s pa r le s pavage s ave c 

facette distingue e (S_,S f). 

P R O P O S I T I O N . (i ) Uhomomorphisme  de  quotient 

A% =  G sJGm - * G s
m/(Gs

m)0 =  A% 

se prolonge  en  un  morphisme  equivariant  d'«  oubli  de  la  facette  distin-
guee » 

As - > A s. 

(ii) Ce  morphisme  est  projectif  et  plat  [de  dimension  relative  di m S)  et  ses 
fibres sont  geometriquement  reduites. 

Comme o n v a voir , l a fibration  projective , plat e e t equivariant e A s — > A s 

formalise e n terme s d e geometri e algebriqu e l e recollemen t de s cellule s entr e elle s 
pour constitue r u n pavage , e n plu s de s relation s d e raffinemen t entr e pavage s dej a 
formalisees pa r A s. 

Cette fibratio n es t respecte e pa r l e tor e GJ^ +1 agissan t vi a 

G ^ + 1 -  (G SJ0 (A 0) •  • •, An) . - ( i =  ( t 0 ) . . . , i „ ) ~  A 0 ° . . . Ajr) . 

Si S_  est u n pavag e d e 5 , l a fibr e Ys_  de A s — » As au-dessu s d u poin t distingu e as 

de l'orbit e A$  es t u n schem a projecti f geometriquemen t redui t mun i d 'un e actio n 

de G^ + 1 . Voic i s a descriptio n geometriqu e : 

L E M M E . (i ) Ys_  est reunion  finie d  'orbites Ys>  indexees  par  les  facettes  S f 

du pavage  5 . 

(ii) Si  di m 5 ' =  n  —  p et  { 0 , . . . ,  n} =  J o I I •  • • II J p est  la  decomposition 

associee, le  fixateur dans  GJ^ +1 de  n'importe  quel  point  de  Y$'  es t l e sous-

tore «  diaqonal  » 

(G^l)s> = ( ? m
+ 1 = C m x - x C m M G i » x . . . x G i =  G^ 1 . 

(iii) L'adherence  schematique  Ys'  de  Y$'  dans  Ys  est  une  variete  torique  (nor-

male) projective  de  tore  GJ^ +1 / ' ( G ^1 ) s ' •  Ses orbites  sont  les  Ys>>  indexees 

par les  faces  S"  de  S f. 

Ainsi, le s composante s irreductible s de s fibre s d u morphism e A s — > As son t 
indexees naturellemen t pa r le s cellules de s pavages d e 5 . C e sont le s varietes torique s 
des face s d e ce s cellule s e t elle s son t recollee s entr e elle s pou r constitue r le s fibre s 
suivant le s meme s regie s combinatoire s qu e le s cellule s d 'u n pavag e pou r constitue r 
ce pavage . 

Revenant maintenan t a u schem a Q S'E au-dessu s d e A s, l e produi t fibr e 

US'E x As A s es t mun i d'un e actio n d e G ^ / G m =  A%  (qu'o n fai t agi r su r A s 

o rp 

via A  H^ A- 1 ) . L a premier e caracterisatio n modulair e d e Q  =  Q S,EjA% repos e 
sur l e resul t at suivan t : 

PROPOSITION. On  a  un  morphisme  canonique 

QS'E x As A s - > G r > £ 

qui est  respecte  par  I'action  de  A%  et  equivariant  sous  celles  de  Aut(E 9) et  en 
particulier de  G ^ + 1 . 
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Si (Fs'  c -> E)s'£S_  est  un  point  de  la  fibre G r J de  Q S,E au-dessus  de  as  et  les 

&s_,S' sont les  points  distingues  des  orbites  Ys>  c —> Y$_,  ce  morphisme  envoie  chaque 

((Fs>)s>es;as,s>) sur  F s<. 

On not e £ s l e fibre  equivarian t e t localemen t libr e d e ran g r  su r Q S,E x As A s 

ibre c 
voir comm e u n fibre  GJ^ +1-equivariant su r 

(Q3'E x As A s)/A% =  <T " x AS/Js A b/A%. 

image reciproqu e d u fibre  canoniqu e d e l a grassmannienn e Gr r ' .  O n peu t auss i l e 

Pour tou t schem a X  qui , comm e es t mun i d 'u n morphism e ver s 

le cham p quotien t A s/A% (e t don e e n particulie r d e strate s localemen t fermee s 

indexees pa r le s pavage s 5  d e 5 ) , o n not e X  l e produi t fibre 

X =  Xx AS/X%As/As
0. 

C'est un e fibration  projective , plat e e t G^ + 1-equivariante su r X  don t le s fibres  son t 
isomorphes (no n canoniquement ) au x schema s Ys_. 

Le fibre  £ s ci-dessu s es t u n poin t a  valeur s dan s S I '  d u cham p qu'o n peu t 
maintenant defini r : 

D E F I N I T I O N . Soi t Vec  '  l e cham p algebriqu e su r A s'/ A%  qu i associ e a  tou t 
schema X  mun i d 'u n morphism e 

X -  A s/A% 

le groupoi'd e de s fibres  £  localemen t libre s d e ran g r  e t G^ + 1-equi variants su r l a 

fibration X  qu i verifien t l a propriet e discret e suivant e : 

En tou t poin t d e X  qu i es t dan s l a strat e indexe e pa r u n pavag e ave c facett e 
distinguee ( 5 , S'), e t s i { 0 , . . . , n}  =  J o I I •  • • II J p es t l a decompositio n associe e a 
S", Tactio n su r l a fibre  d e £  d u sous-tor e fixateur  G ^ 1 =  (GJ^ +1)s/ <— » GJ^+1 s e 
fait pa r le s caractere s (Ao , . . . , A p) »— • A^, 0  <  i  <  p , chacu n apparaissan t ave c l a 
multiplicite d j . . 

A caus e d e l a form e particulier e d e l a conditio n discret e qu i es t impose e dan s 
r § 

la definitio n d u cham p Vec  '  ,  on a  : 

P R O P O S I T I O N . Si  (X  — > A s /A%,£)  est  un  point  de  Vec  '  a  valeurs  dans 

un schema  X,  on  peut  lui  associer  canoniquement  des  fibres £ a de  rangs  r a = 
r~~^fo n\-la\>  ^  —  a  —  n> sur  X  et  un  homomorphisme  lineaire  G 7^1-equivariant 

a = 0 a 

{oil p r x designe  la  projection  X  — • X). 

On not e Vec r,b l e sous-cham p ou ^ 

© a = o P r x £ot  es t injecti f e n tou t poin t d e X 

r $ 
On not e Vec r,b l e sous-cham p ouver t d e Vec  '  o u l 'homomorphism e £ 

o rp 

Voici l a premier e caracterisatio n modulair e de s schema s O 
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THEOREME. On  a  un  carre  cartesien 

QSlE ^  Vec r>s 

D 

oil la  premiere fleche horizontale  (qui  done  est  lisse  et  surjective)  est  definie  par  £ s 

et la  seconde  fleche verticale  est  £  i— > (£Q)™=0. 

Cheminant maintenan t ver s l a second e caracterisatio n modulaire , o n consider e 

un poin t (X  — > A s I  A%, £)  d u cham p Vec r,s a  valeur s dan s u n schem a X.  Pa r defi -

nition d e Vec r,s comm e ouver t d e Vec  '  ,  le fibre £  su r X  es t mun i d 'u n plongemen t 

canonique 

n 

a=0 

On not e £  Fouver t d e £  imag e reciproqu e d e r i a = o ( ^ —  W) P u^ s ^ ( ^ ) * e quotien t 
de £  pa r Factio n libr e d e G^ + 1 . 

P R O P O S I T I O N . Pour  £  comme  ci-dessus,  F(£)  est  une  fibration projective  et 
plate sur  X  qui  est  munie  d'un  morphisme 

lisse de  dimension  relative  r. 

La geometri e de s fibration s P(£ ) es t decrit e dan s l e paragraph e 5.3 . Leu r cons -
truction es t universell e a u sen s d u theorem e suivan t : 

THEOREME. Soit  Vroj r'S le  champ  algebriqu e sur  A s/ A%  qui  associe  a  tout 
schema X  muni  d'un  morphisme 

X - A s/As
0 

le groupoi'de  des  fibrations projectives  et  plates 

p: P->X 

verifiant p*Op  —  Ox et  R lp*Op =  0,  \/i  >  1 , et  munies  d'un  morphisme  lisse  de 
dimension relative  r  qui  releve  p 

n + 1 

Alors le  morphisme 

est une  immersion  ouverte. 

P : p  - > X/G; 

Vec r '5 - • Vroj r'S 

£ ^  F(£) 

Ce theorem e qu i occup e l e chapitr e 5  e t dernie r d u presen t text e appell e plu -
sieurs commentaire s e t questions . 

Tout d'abord , Fauteu r doi t dir e qu'i l n e sai t pa s caracterise r Vec r,s comm e 
ouvert dan s l e cham p algebriqu e Vroj r,s. Mai s o n peu t pose r l a questio n suivant e : 
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QUESTION 3 . Est-il  vrai  ou  faux  que  I'immersion  ouverte 

Vecr>s ^  Vrop s 

est aussi  fermee,  autrement  dit  que  son  image  est  une  reunion  de  composantes 
connexes ? 

Quand o n reflechi t a u sen s concre t d e cett e question , l e premie r ca s qu i s e pre -
sente es t celu i d'u n schem a projecti f e t liss e su r l e spectr e d 'u n annea u d e valuatio n 
discrete A  don t l a fibr e generiqu e es t u n espac e projectif . Est-i l vra i alor s qu e l a 
fibre special e es t auss i u n espac e projectif ? Comm e Fabrizi o Catanes e l' a montr e a 
1'auteur, l a repons e es t oui , mem e s i A  es t d e caracteristiqu e positiv e o u mixte . 

Pour demontre r l e theorem e ci-dessus , o n doi t prouve r e n particulie r qu'u n 
point d e Vec r,s adme t le s meme s deformation s qu e so n imag e dan s Vroj r,s. Pou r c e 
faire, 1'auteu r a  et e inspir e pa r Petud e cohomologiqu e de s deformation s de s «  sche-
mas d e Delign e »  qu i figurait  dan s un e versio n preliminair e d e Particl e [Faltings , 
2001] (mai s a  dispar u d e l a versio n definitiv e publiee) . O n montr e e n fai t (c'es t 
l'objet de s paragraphe s 5. 4 e t 5.5 ) qu e le s complexe s cotangent s relatif s associe s 
aux deu x probleme s d e module s Vec r,s e t Vroj r'S on t l a mem e cohomologi e no n 
seulement e n degre s 0 , 1  e t 2  comm e i l aurai t suff i mai s e n tou s degres . O n verifi e 
au paragraph e 5. 8 qu'a u moin s su r l a strat e ouvert e u n phenomen e identiqu e s e 
produit pou r le s isomorphisme s d e dualit e :  quan d deu x fibrations  d e typ e P(£ ) 
sont duale s l 'un e d e l 'autre , leur s fibres  tangent s logarithmique s on t mem e coho -
mologie e n tou s degre s bie n qu e le s dimension s d e ce s fibrations  soien t differente s 
en general . 

Cela sugger e qu' a l a fago n pa r exempl e d e 1'articl e [Ciocan-Fontanin e e t Ka -
C I ? 

pranov, 2001] , tou s le s schema s projectif s Q  '  devraien t s e releve r naturellemen t 
en de s «  schemas differentiel s gradue s »  qu i seraien t lisse s su r le s champ s torique s 
de pavage s A s j  A%. S i d'ailleur s o n reli t l a fauss e demonstrat io n d e l a lissit e d u 

morphisme d e structur e ft  '  — » As/'A% dan s Particl e [Lafforgue , 1999 ] (dan s l e 

cas d e s P G L P + 1 / P G L r ) , o n y  trouv e u n fau x calcu l d e dimensio n qu i es t e n fai t u n 

calcul d e caracteristiqu e d'Euler-Poincare . I I doi t pouvoi r s'interprete r comm e u n 

calcul d e dimensio n d'u n «  schema differentie l gradu e »  liss e qu i relev e ft  '  . 
Cependant, le s remarque s e t question s qu i interessen t l e plu s 1'auteu r a  propo s 

du theorem e ci-dessu s son t peut-etr e celle s relatives a  l a definition mem e de s champ s 
Vrops. 

Ces champ s son t muni s d'u n morphism e d e structur e su r A s/A% e t a  for-

tiori su r A sIA% s i bie n qu'il s son t reunion s d e strate s localemen t fermee s Vrofy 

indexees pa r le s pavage s entier s convexe s 5  de s convexe s entier s S. 
La strat e ouvert e Vroj^  associe e a u pavag e trivia l d 'u n S  classifi e de s variete s 

projectives munie s d 'u n morphism e liss e su r l e cham p quotien t Ys/G 7^1 d e l a va -
riete toriqu e Ys  de s face s d e S  pa r l e tore GJ^ +1. Cel a revien t a  classifie r de s variete s 
projectives munie s d e structure s logarithmique s d 'u n typ e donn e relativemen t aux -
quelles elle s son t lisses . Autremen t di t encore , o n classifi e de s variete s projective s 
dont le s singularite s son t prescrite s e t qu i son t munie s d'un e famill e d e diviseur s 
dont le s intersection s mutuelle s on t de s singularite s prescrites . 

Si maintenan t S_  es t u n pavag e entie r convex e d e 5 , l a s t rat e d e bor d Vrofy 
classifie de s schema s projectif s muni s d 'u n morphism e liss e su r l e cham p quotien t 
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Y s / G ^ + 1 d u schem a equivarian t Ys_  des facette s d e S_  par GJ^ +1. Le s composante s ir -
reductibles d e ce s schema s projectif s son t le s image s reciproque s d e celle s Ys>  /G 7^1 

de Y s / G J ^ 1 , elle s son t indexee s pa r le s cellule s S'  d u pavag e 5 , c e son t de s point s 

des champ s Trofy  e t elle s son t recollee s entr e elle s suivan t le s meme s regie s com -
binatoires qu e le s cellule s S'  pou r constitue r l e pavag e S_. 

On reconnai t l a un e situatio n frequent e e n geometri e algebriqu e (fibre s stables , 
chtoucas d e Drinfeld , variete s abelienne s e t semi-abeliennes , . . . ) ou , e n voulan t 
compactifier de s espace s d e module s classifian t u n certai n typ e d'objet s prescri t 
par un e donne e combinatoire , o n voi t apparai tr e a u bor d de s strate s localemen t 
fermees qu i classifien t de s familie s d'objet s d e type s similaire s mai s prescrit s pa r 
des donnee s combinatoire s «  plus petite s »  e t qu i son t recolle s entr e eu x suivan t 
certaines regies . 

Dans notr e situation , auss i bie n le s type s d'objet s classifie s qu e le s regie s d e 
recollement pou r le s strate s d e bor d e t qu e l e passag e contin u d e l a strat e ouvert e 
aux strate s d e bor d (o u le s singularite s prescrite s changent ) son t formalise s pa r l e 
systeme simpl e de s deu x variete s torique s l 'un e su r l 'autre , cell e A s de s pavage s e t 
celle A s de s pavage s ave c facett e distinguee . 

II es t frappan t d e constate r qu e dan s l a definitio n de s champ s Vroj r,s l e carac -
C zp 

tere lineair e d e l a constructio n initial e de s schema s projectif s Q  '  a  completemen t 
disparu e t o n peu t s e demande r jusqu'o u l a theori e peu t etr e generalise e pou r en -
glober peut-etr e certain s espace s d e module s classique s d e l a geometri e algebriqu e 
et leur s compactifications . I I sembl e clai r qu e l a theori e classiqu e l a plu s proch e d e 

o pp 

celle de s O  '  es t cell e de s champ s modulaire s M. g,n d e courbe s d e genr e g  ave c 

n point s marque s e t d e leur s compactification s M. g,n '•  le s «  morphismes d e face s » 
O rp 

reliant le s different s Q  '  corresponden t au x morphisme s d'oubl i d'un e part i e de s 
points marque s o u au x morphisme s «  triviaux »  consistan t a  oublie r tou t sau f te l o u 
tel poin t marqu e e t le s strate s localemen t fermee s d u bor d de s AA g,n s e construisen t 
en recollan t de s M. g^n' a u moye n d e ce s morphismes . 

o pp 

QUESTION 4 . Existe-t-il  une  generalisation  commune  de  la  theorie  des  Q  '  et 

de celle  des  M. g,n ? 
En particulier,  est-il  possible  de  formaliser la  combinatoire  des  M g^n et  de  leurs 

strates de  bord  au  moyen  d'une  famille  de  paires  de  champs  relies  (C  —>• C)  dont  les 

points de  Vun  correspondraient  a  des  pavages  d'un  certain  type  d'objets  et  les  points 

de Vautre  a  des  pavages  avec  facette  distinguee  ? 

Comme o n a  vu , l a theori e de s Ct  '  e t cell e de s M g,n on t un e intersectio n no n 
vide consistan t e n le s A^o,n - S i o n s e rappell e qu e le s courbe s elliptique s degeneren t 
en «  polygones d e Nero n »  c'est-a-dir e e n familie s d e droite s projective s recollee s 
circulairement, o n es t tent e d e pense r qu e l a combinatoir e de s M.\, n pourrai t s'ex -
primer e n terme s d e pavage s d'objet s ayan t l e mem e typ e d'homotopi e qu e l e cercl e 
(alors qu e dan s l a situatio n «  lineaire »  d u presen t texte , le s objet s qu'o n pav e pou r 

exprimer l a combinatoir e de s O  e t e n particulie r de s A4o, n son t de s polyedre s 
convexes, don e homotopiquemen t tr iviaux) . 

Quoi qu'i l e n soi t d e l a questio n 4 , l 'auteu r pens e qu e le s schema s ft  '  n e 
doivent pa s etr e etudie s isolemen t mai s relie s entre eu x pa r le s differents morphisme s 
fonctoriels, e n particulie r le s morphisme s d e faces , e t pa r le s processu s d e passag e 
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aux strate s d e bor d e t d e decompositio n d e ce s strates , d e mem e qu e l a theori e d e 
la «  tour d e Teichrmille r »  consist e a  regarde r le s M g,n tou s ensemble . 
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q pp 
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remarque (facil e mai s qu e j e n'avai s pa s faite ) e n novembr e 200 0 qu e le s espace s 
de configuration s son t universel s a u sen s de s motif s a  relanc e pou r mo i l'intere t d e 
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