
SUR LE SYSTÈME DE SOUSLIN D'ENSEMBLES DANS 
L'ESPACE TRANSFINI 

ISAIE MAXIMOFF 

Soit Ût le premier nombre transfini que précèdent N» nombres 
transfinis. La suite de nombres xa, (1 èxa<^i): 

(1 ) X = { Xi, X2, #3, * * ' , Xa, ' ' ' } , 1 S OL < 0<, 

sera nommée point de l'espace transfini d'ordre i. Nous le désignons 
par ƒ<*>. 

Appelons espace transfini à m dimensions l'ensemble de tous les 
systèmes [#(1), x(2\ • • • , x(m)] où #(s), ( l ^s^gra ) , est un point 
quelconque de 1%. Cet espace sera désigné par I%xw...xim) ou par I{x 
o ù I = [ ^ ¥ 2 ) • • •*<*>]. 

Une suite d'ensembles 

(2) Ei, E2, Ez, • • • , Ea, • • • , a < ui, 

de points de Ix est appelée convergente (0*) si pour chaque point X 
de cet espace il existe une valeur a = a0l dépendant de X, telle que X 
appartient nécessairement à tous les Ea, (a^ao), ou bien n'appartient 
à aucun des Ea, (a^a0). 

L'ensemble E de tous les points X qui appartiennent à tous les Ea, 
(a^ao) (ao dépend de X), est appelé limite (flt) de la suite conver
gente (2) et nous écrivons E = lima->QiEa-

Soit 

(3) Ei, E2, Es, • • • , Ea, - - - , a < Qi, 

une suite quelconque d'ensembles situés dans ity. Nous dirons que 
l'ensemble S = Ei+E2+E$ + • • • +Ea+ • • • , ( a<Üi) , est somme 
(Î2Z) et V ensemble P = EiE2Es Ea- • • • , (a<Q,i), est partie 
commune (12t) des ensembles de la suite (3). 

Il est évident que l'opération lima^Qt-S« se ramène encore aux 
sommes (12t) et aux parties communes (0,) par la formule suivante: 

l imEa = {EvEt-Ei £«• • • •) 

(4) "~^' +(E2-EyEA Ea- . . . ) + • • • 

+ (Ep'Ep+i-Ep+2- • • • ) + • • • 

où a<Q f-, j8<fi». 
Système initial. Prenons un système W d'ensembles quelconques M 

de l'espace I{§. Nous dirons que SDÎ est le système initial. 
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Tout ensemble E de 1-$ qu'on obtient, à partir des ensembles du 
système initial au moyen des deux opérations: somme (12») et partie 
commune (0*) répétées au plus une infinité Ri de fois, est dit ensemble 
du système B (de Borel) ou ensemble de Borel. 

Soit *> = (%, n2y ?*3, * • * , nKy * • • ), /c<Œ0, une suite quelconque de 
nombres nK tels que l^nK<Q,i. Désignons par {v} l'ensemble de 
toutes les suites v. 

Soit Fini), F(nin2), F(nin2ns)y • • • , F(nin2 - - • nK)y • - - une suite 
d'ensembles quelconques de iQ. Nous introduisons la désignation 

E(v) =; F (ni) -F(nin2) -F(nin2n^) F(nin2 • • • nK) • • • • . 

Si A est la somme de tous les ensembles E(v)y v parcourant tous les 
éléments de [v], convenons écrire A =©„£(V) ou 

(5) A = &F(ni) -F(nin2) -F(nin2nz) F(nxn2 • • • nK) • • • • , K < Q0. 

Nous dirons que l'ensemble A appartient au système de Souslin si 
tous les ensembles F(ni)y F(nin2)y F(nin2nz)y • • • , F(nin2 • • • nK)y • • • 
sont contenus dans le système B. 

Sans restreindre la généralité de définition on peut supposer ici que 

(6) F(ni)DF(nxn2)DF(nin2nz)D • • • DF(nxn2 • • • nK) D • • • . 

Il est évident que tout ensemble du système B appartient au système 
de Souslin. 

Par le raisonnement parfaitement analogue au raisonnement 
classique sur le système de Souslin dans l'espace ordinaire (voir Dr. 
F. Hausdorff, Mengenlehrey Berlin, 1927, pp. 92-93) on peut démon
trer le théorème suivant. 

T H É O R È M E 1. Si les ensembles F(ni, n2y • • • , nK)y (1 ^ /c<O0), dans 
la formule (5) appartiennent au système de Souslin, Vensemble A Vest 
aussi. 

En effet, soient F(n±n2 • • • nK) =@ awH aw où 

HaW = Af«(p 'Ma<f> 'Ma® ' ' ' ' 

et les ensembles M^K)'"nK appartiennent au système de Borel. 
Maintenant nous rangeons les éléments de la matrice 

Il ni n2 n% • • • Il 

_ \\oi\ a\ a\ • • < 
2 2 2 

\\ ai OL2 az • • • 
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en suite simple: wi, m2, W3, • • • , mS} • 
que la matrice A soit égale à la matrice 

, ( s<l î 0 ) , de telle manière 

B = 

W i W3 W B 

w2 m& wio 

m 8 W24 W40 

Après cela nous introduisons la désignation 

(a) 
r r , v •» wim3'-«m2r+l 

M [2 (2/C + l j j = AZm2r+lm2r+l3m2r+l6...m2r+l(2Kn), 

r = 0, 1, 2, 3, • • • , JC = 0, 1, 2, 3, 

De cette formule il suit que à tout ensemble M [s] correspond un et 
un seul système (wi, m2, • • , m2s) et inversement à tout système 
(nii, m2y - • - , m2s) correspond un et un seul ensemble M [s]. C'est 
pour cette raison on peut introduire la désignation nouvelle 

(b) M W 1 T O 2 ' • ">n,28 
= M[s]. 

Maintenant nous introduisons l'ensemble M^ m 1 m 2 * • • w 2 s W j ^ ! d'après 

(c) M„ = M. t m^^ ' • • m 2 s + i xvJ- m i m 2 • • • m 2 s • 

Ceci étant, on peut écrire la formule 

-4=@,F(%)F(%^2) • • -F{nxn2 • • • nK) • • • =©MAfmiAfmiTOïMmimam, • • • , 

où iA = (mim<mz • • • ). Comme ilfmim2...mK appartient au système de 
Borel, l'ensemble 4̂ appartient au système de Souslin, ce qu'il fallait 
démontrer. 

Voici les deux théorèmes qui sont conséquences immédiates du 
Théorème 1. 

T H É O R È M E 2. Si les ensembles Ea, (l^a< Qf), appartiennent au sys
tème de Souslin, la somme (Q,-): Ei+E2+E^-\- " ' ' + £ « + * * * Vest 
aussi. 

En effet, si nous posons F(n\n2 • • • nK)=Eni1 nous obtenons: 

&>F(tii) -F{nin2) -F{nxn2nz) F{nxn2nz • • • nK) • • • • 

= E1 + E2 + E3 + • • • + Eni + • • • , »i < Q,, /c < Oo. 

T H É O R È M E 3. 5i les ensembles En, (1 ̂  w< Q0), appartiennent au sys
tème de Souslin, V ensemble E\E2'Ez En- • • • Vest aussi. 
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En effet, si nous posons F(niu2 • • • nK) = EK1 nous obtenons: 

@F(»i)-F{nxn2) F{nxn2 • • • < ) • • • • = EVE2ES EK- • • • , 

K < fio. 

Si un ensemble A appartient au système de Souslin, nous l'appelons 
ensemble de Souslin. 

Soit A un ensemble de Souslin quelconque. Dans ce cas il y a lieu 
la formule (5). Nous introduisons la désignation r — (tii, n2, • • • , nK), 
( K < 1 2 0 ) , et nous dirons que le système r précède le système (r, n) 
= (nh n2, • - • , nK1 n) ou le système (r, n) suit le système (r). 

Soit Ro un ensemble quelconque de systèmes (wi, n2, • • • , nK) où 
1 ^nr<Çli', r = l, 2, 3, • • • , K; K<12 0 . Si r — {n\n2 • - - nK) appartient à 
Ro et s'il n'y a aucun élément (r, w) qui suit l'élément r et appartient 
à Ro, nous dirons que r est un élément final de R0. 

Étant donné un ensemble quelconque R0 d'éléments r, nous 
formons la suite des ensembles Ra provenant de l'ensemble donné Ro: 

(7) R0y Ri, R2, • • • , Ra, • • • , ^7> • * * 

de manière suivante. On obtient Ry, si y est de première espèce, 
Y = 7 * + l, en enlevant de l'ensemble précédent déjà défini i?7* tout 
élément final, et, si y est de seconde espèce, on obtient Ry en faisant 
la partie commune des ensembles précédents Ry>y ( Y ' < Y ) , déjà 
définis. 

D'après ce qui précède l'inégalité Y < Y ' entraîne RyDRy>. Dé
signons par Ay l'ensemble des éléments de Ry+i sans faire partie de Ry. 
On voit que la condition nécessaire et suffisante pour que A7 soit 
nul est que Ry+i = Ry. Chacun des ensembles 

(8) Ao, Ai, A2, A3, • • • , A7, • • • 

à la puissance égale au plus à fc$t-, et deux d'entre eux n'ont aucun 
élément commun. Il y a donc au plus une infinité fc$i d'ensembles (8) 
non nuls; les indices y de ceux des ensembles (8) qui ne sont pas nuls 
forment ainsi un ensemble de la puissance égale au plus à Nt-, par 
suite, il y a un nombre p, (p<Q»-+1), qui a la propriété suivante: si 
p'^Pi on a Ap/ = 0 d'où résulte 

(9) Rp = Rp+l = Rp+2 = • • • = Rp, = • • • , p' > p . 

Désignons par Rai+l la partie commune à tous les ensembles (7). On 
voit bien que les ensembles (7) sont, pour les valeurs suffisamment 
grandes de l'indice, identiques à Rai+1. 

Il y a un nombre bien déterminé qui est le plus petit de tels qu'on 
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ait Rr, = Rçii+v Nous le désignons par rj et dirons que rj est l'indice de 
i?0:pour %<r) on a R^ D RÇ+I et pour £^77 on a 2?$ = 2?!^. 

Désignons par 2£(2£0) l'ensemble 2£ = 2?,, = 2^+1 = 2^+2== • • • et par 
Ro(X) l'ensemble de tous les systèmes r=(nin2 • • • nK), K<£2 0 , tels 
que X appartient à l'ensemble F{r) = F(nxn2 - - - nK). Soit 77 le plus 
petit nombre tel que KR0(X) =RV(X) =Rv+i(X) = • • • . Dans ce cas 
rj est dit Vindice du point X, et nous écrivons l'égalité rj = rj(X). 

D'ailleurs, R(X) =RV(X) est aussi appelé indice du point X. 
Désignons par Av (B^) l'ensemble de tous les points X appartenant à 
l'ensemble A (B) où B = CA et ayant l'indice 77. Alors nous avons les 
formules 

A = A0 + AX + A2 + • • • +Ay+ • • • , 

B = BQ + Bx + B2 + • • • + By + • • • , 0 £ y < Qw. 

Il est évident que les ensembles 

AQ, Ai, A2, As, • • • , A7, • • • , BQ, BI, B2y BZ, • • • , By, • • , 

0 ^ y < 0<+i, 

n'ont aucun point commun deux à deux. Nous les appelons constitu
antes respectivement de A et de B. 

Maintenant nous allons démontrer notre théorème fondamental 
suivant. 

T H É O R È M E 4. Si A est un ensemble de Souslin quelconque, alors nous 
avons les développements 

A =AQ + A1 + A2+ • • • +Aa+ • • • , 

B = B0 + Bi + B2 + • • • + Ba + • • • , a < Qw, 

de Vensemble A et de son complémentaire B = CA en une infinité t&i+i 
d'ensembles constituantes Aa, Bai (0 ^ a < Î2t-+i), chacun desquels ap
partient au système B, 

Démonstration de ce théorème consiste de quatre parties. 
La première partie. Tout d'abord montrons que l'ensemble Rt-(X) 

défini précédemment contient tous les éléments précédents, c'est à 
dire, 

(10) ( f , » ) e i { ( X ) - > ( f ) e ^ ( X ) , 

où -^signifie l'implication logique. 
Cette proposition est vraie pour £ = 0. 
En effet, si (r, ri) appartient à Ro(X), on a X e F(r, ri), par suite, 

X e F(r) d'où il suit r z RQ(X). Maintenant supposons que cette prop-
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osition est vraie pour % = a et démontrons la pour % = a + l; d'après 
l'hypothèse faite r e Ra(X). Donc, Ra(X) contient (r) et (r, n), par 
suite, (r) n'est pas un élément final de. Ra(X); il en suit que 
(r)tRa+1(X). 

Soit 77 un nombre quelconque de seconde espèce, rç<£2i+i, et soit 
(r, n) e Ri,(X) ; alors (r, n) est contenu dans chaque Rç(X) où £<rj. 

Si (r, w) £i£s(X), on a (r) t R^X) pour tout £<??, par suite, 

La deuxième partie. Désignons par F$(r) l'ensemble des points X 
tels que r t i ^ ( X ) . Cela veut dire que la relation r e Rt-(X) est équiva
lente à la relation X e F$(r). Si X t F^(ry n) on a (r, n) e i ^ (X) , par 
suite, r e i ^ (X) d 'où il suit X t F^{r). Donc, 

(11) F{(f ,»)cF { ( r ) . 

Il est évident que 

(12) F 0 ( f ) = F ( r ) , Fefi(r) = © ^ ( r , » ) , F,(f) = © K ^ K O , »<Û<, 

où ©w est le signe de la sommation s'étendant sur tous n < 0* et 3)$<* 
est le signe de la partie commune s'étendant sur tous %<rj. 

La première des égalités (12) est une consequence immédiate de la 
définition de R0(X). En effet, la relation X = FQ(r) est équivalente à 
la relation r e Ro(X). Mais cette dernière est équivalente à la relation 
X e F(r). La deuxième des égalités (12) s'obtient par le raisonnement 
suivant: la relation X t Fç+i(r) est équivalente à la relation 
r tRç+i(X). Mais dans ce cas r n'est pas élément final de i ^ (X) , 
par suite, (r, n) t R$(X) d 'où X t Fç(rf n). 

La troisième des égalités s'obtient par le raisonnement analogue: 
la relation X t Fv(r) est équivalente à la relation r tRn(X) =3)$<,1?$(X). 
Mais la dernière est équivalente à la suite des relations: 

r £ i?0(X), r £ R^X), • • • , f e R£X), • • • , £ < 1?, 

équivalentes respectivement aux relations 

X eFo(r), X eFi(r), • • • , X eF ê (0 , ' ' ' , £ < *?• 

Mais le dernier système des relations est équivalent à la relation 
X £ S) € <f^W d'où il suit Fn(r) = £ ) K ^ C ) -

La troisième partie. Maintenant posons 

(13) S« = @ ^ ( r ) , 

(14) T^®r[FM-F^i(r)]. 

Fo(r) est ensemble de Borel, puisque F0(r)=F(r). En partant des 
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ensembles F0(r) et en tenant compte de formules (12) on peut dé
montrer que tous les ensembles F$(r) appartiennent au système B, 
par suite, Sç et T^ appartiennent aussi à ce système. 

Il est à remarquer que S^ est l'ensemble des points X pour lesquels 
Rz(X) 5*0, et Tç est l'ensemble des points X pour lesquels 

R((X) - RH1(X) * 0. 

La quatrième partie. Maintenant nous allons démontrer que 

(15) St = A + JlBn, r« = E ^, + E Bv. 

Pour cela nous faisons les remarques suivantes: En premier lieu, si 
X e A on a KRQ(X)T*0 et inversement si KR0(X)5*0 on a X t A. 
En second lieu, si X t B on a KR0(X) = 0 et inversement si KR0(X) = 0 
on a I e 5 . En troisième lieu, Rz(X) DR^+±(X) pour ^<rj(X) et 
Rt(X) = RM(X) pour ^r}{X) où rj(X) est l'indice du point X. 

Soit X un point quelconque de J § \ Nous considérons les cas possi
bles suivants: 

Le premier cas: X t S$. Dans ce cas R^(X)9£0. Inversement, si 
Ri(X)?*0 on a l e S j . Si I c i on a KRQ(X)^09 par suite, 
Ri(X) = 0 d'où X £ S*, c'est à dire, A c S^ Si X t B on a iLRoW = 0 , 
par suite, i ^ (X) = 0 , mais X t Sç, par suite, X t Rz(r) d'où £ <rç, c'est 
à dire, l'indice de X est supérieure à £. Donc 5^ = 4̂ +Erç>É^-

Le second cas: X t T$. Dans ce cas R${X) —Ri+x{X) F^O, alors rç >£, 
par suite, 2"$=E*>*^U+E*> A * De formules (15) on tire 

S* ~ Tt = A, + A, + A2 + • • • + ;!*, 
(16) (*•) 

7 , - 5É = 5o + 5 i + -B, + • • • + fr. 
Au moyen de ces formules par le procédé d'induction on peut 
démontrer que les ensembles A% et B$ sont contenus dans le système 
B, ce qu'il fallait démontrer. 

Maintenant posons les définitions suivantes: 
(a) Si pour un point x = {xi, x2f x3, • • • , xa, • • • }, (a<£2;), de 

l'espace 1^ tous les nombres xnf (1 ^ ^ < Œ 0 ) , sont finis, xn<&o, alors 
nous dirons que x possède un noyau x = {xi, x2y xs, • • • , xn, • • • }, 
(1 ^w<£20), qui est un point de l'espace de Baire 7(0). 

(b) Désignons par n{E) l'ensemble formé des noyaux de tout les 
points de E; n{E) est dit le noyau de l'ensemble E. 

(c) Si E0 est le noyau d'un ensemble E de Borel, nous dirons que J30 

est ensemble de Borel Qui) dans lf\ 
(d) Si Eo est le noyau d'un ensemble E de Souslin, nous dirons que 

E0 est ensemble de Souslin (^ t) dans I®\ 
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(e) Si E contient tout ensemble £ tel que n(E)=n(£>), nous dirons 
que E est normal. 

Ceci étant, prenons un ensemble de Souslin quelconque A de points 
de ijjp. D'après le Théorème 4 on a 

A = A0 + A1 + A2 + • • • +Aa+ • • • , 

CA = J50 + Bx + B2 + • • • + Ba + • • • , 0 S a < tii+1. 

Il est évident que si E est normal on a 

(17) n{CE) =C[n(E)] 

d'où il suit pour A normal 

n{A) = n(Ao) + n(Ax) + n(A2) + • • • + n{Aa) + • • • , 

C[n(A)] = <BQ) + n{Bx) + n{B2) + • • • + n{Ba) + • • • , 

a < Qi+i. 

Donc, nous avons obtenu le théorème suivant. 

T H É O R È M E 5. Pour tout ensemble a de Souslin Qui) dans 1^ on 
peut trouver les ensembles de Borel (Nt) : 

#0, #i, a2j • • • , aa, - • • , Jo, Ji , ^2, • • • , ba, • • • , a < Ö»-+i, 

de cet espace tels que 

a = ao + #i + a2 + • • • + aa + • • • , 

& = bQ + bi + b2 + • • • + ba + • ' • , a < Û<+i. 

TCHEBOKSARY, U.R.S.S. 


