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PROPRIETES DE MAXIMALITE CONCERNANT
UNE REPRESENTATION DEFINIE PAR LUSZTIG

J.-L. WALDSPURGER

RESUME. Let A be a symplectic partition, denote Jord®”(\) the set of even
positive integers which appear in ), and let a map € : Jord®®(\) — {#1}.
The generalized Springer’s correspondence associates to (A, €) an irreducible
representation p(, €) of some Weyl group. We can also define a representation
p(A, €) of the same Weyl group, in general reducible. Roughly speaking, p(A, €)
is the representation of the Weyl group in the top cohomology group of some
variety and Q(A, €) is the representation in the sum of all the cohomology groups
of the same variety. The representation p decomposes as a direct sum of p(\’, €’)

with some multiplicities, where (X, €’) describes the set of pairs similar to
(A, €). It is well know that (), €) appears in this decomposition with multiplicity
one and is minimal in this decomposition. That is, if (A, €') appears, we have
A > Xor (N,€) = (A ¢€). Assuming that A has only even parts, we prove
that there exists also a maximal pair (A™%% ¢™a) That is, (A%, ™meT)
appears with positive multiplicity (in fact one) and, if (X', €’) appears, we have
\maz > )\l or ()\/,6/) — ()\ma:L"Emaz).

INTRODUCTION

Soit N > 1 un entier. On note P(2N) l'ensemble des partitions de 2N, c’est-a-
dire celui des suites d’entiers A = (A} > Ay > ... > A\, > 0) telles que S(\) = 2N,
o S(A) = A1 + ... + A,. Deux suites sont identifiées si elles ne different que par
des termes nuls. Pour une telle partition et pour un entier ¢ > 1, on note multy (%)
le nombre d’indices j tels que A; = i. Notons P*¥"P(2N) le sous-ensemble des
partitions symplectiques, c’est-a-dire celles telles que pour tout entier ¢ > 1 impair,
multy (i) est pair. Pour A € P¥™P(2N), notons Jord®()\) I'ensemble des entiers
i > 2 pairs tels que multy (i) # 0. On note P#¥Y™P(2N) I'ensemble des couples (], €)
oll A € PH¥mP(2N) et e € {H1}Tord”" ),

Pour tout entier n € N, notons W,, le groupe de Weyl d’un systeme de racines de
type Bj, ou C,, avec la convention Wy = {1}. Notons Wy l’ensemble des couples
(k, p) ot k est un entier tel que k > 0 et k(k+ 1) < 2N et p est une représentation
irréductible de Wi _j(+1)/2- La correspondance de Springer généralisée, définie par
Lusztig, est une bijection (A, €) — (k(A,€), p(\, €)) de P#Y™P(2N) sur Wh.

Il est bien connu que P*¥™P(2N) parametre les orbites unipotentes dans le
groupe symplectique Sp(2N;C). L’ensemble P3¥Y™P(2N) parametre les couples
(C, &) formés d’une orbite unipotente C' et d’un systeme local Sp(2N; C)-équivariant
irréductible sur C. On note (Cy ¢, Exc) le couple paramétré par (A, €) € PY™P(2N).
Pour un tel couple (C’, £’), on définit le prolongement d’intersection IC(C’, £’), qui
est supporté par la fermeture C’ de C’, et ses faisceaux de cohomologie H™IC(C",

Received by the editors June 8, 2018, and, in revised form, August 22, 2019.
2010 Mathematics Subject Classification. 05E10, 20C30.

©2019 American Mathematical Society

379


https://www.ams.org/ert/
https://www.ams.org/ert/
https://doi.org/10.1090/ert/533

380 J.-L. WALDSPURGER

&"). Lusztig a montré que ces derniers sont nuls si m est impair. Si C est une autre or-
bite unipotente, la restriction de H>™I1C(C”,£') & C est somme directe de systémes
locaux Sp(2N; C)-équivariants irréductibles. Si £ est un tel systéme local sur C, on
note mult(C, £; C’, £’) 1la multiplicité avec laquelle intervient £ dans la restriction &
C de @mezHP™IC(C',E'). Soient (), €) et (N, ¢€) les éléments de PSY™P(2N) pa-
ramétrant respectivement (C, &) et (C’,€’). On pose mult(\, e; X', €’) = mult(C, E;
C',&"). Supposons que cette multiplicité soit non nulle. Il est clair qu’alors A < X
pour lordre usuel des partitions. Lusztig a prouvé que k(A e) = k(N €).

Partons maintenant de (X, €) € P*¥™P(2N). Posons pour simplifier & = k(A, €).
On définit la représentation p(A, €) de Wi _p(x+1)/2 par

E()\7 6) = 69()\’,e’)E'Psymp@N)mu[t(Aa €] A/7 el)p()\/a 6/)'

Les coefficients mult(), €; X, €') interviennent de fagon essentielle dans de nombreux
travaux concernant les groupes réductifs finis, la premiere occurence étant peut-étre
[1] theorem 24.4. Ce qui nous concerne plus directement est que la représentation
p(A, €) controle les restrictions aux sous-groupes parahoriques des représentations
de réduction unipotente des groupes p-adiques (voir [2] et [5] proposition 5.2). Or
on sait peu de choses sur cette représentation. Il nous semble qu’en général, outre
ce que l'on a déja dit ci-dessus (mult(\, e N, €') # 0 entraine k(N €') = k() €)), on
ne connait que la propriété de minimalité

mult(A, e; N, e¢’) # 0 entraine X' > A ou (N,€') = (A €); dans ce dernier cas
mult(\, € A\ €) = 1.

Le but de ’article est de démontrer que, sous une hypothese de parité sur A, la
représentation p(\, €) possede aussi une propriété de maximalité. Précisément, nous
démontrerons le théoréme suivant.

Théoréme. Soit (A, €) € PSY™P(2N). Supposons que X n’a que des termes pairs.
Alors il existe un unique élément (N €M) € PSY™P(2N) vérifiant les pro-
priétés suivantes :

(i) mult(A, e Xma may =1 ;

(i) pour tout élément (N,€') € P3Y™P(2N) tel que mult(\, e; N, €') # 0, on a
)\/ < Amaz oy ()\/,GI) — ()\maa:76maw).

En fait, notre méthode permet une certaine latitude sur I'ordre choisi pour com-
parer les partitions, ou plus exactement les éléments de P3Y™P(2N). Pour tout
entier n € N, notons simplement sgn le caractére signature de W,,. Pour (\€) €
PeY™P(2N), notons (°A,° €) I'élément de PY™P(2N) tel que k(°A,€) = k(A €) et
p(A%€) = sgn ® p(A, €) (la notation ne doit pas préter a confusion : °\, resp. ®e,
ne dépend pas seulement de A, resp. €, mais du couple () ¢)). En général, cette
opération n’est pas décroissante pour ’ordre usuel des partitions, c’est-a-dire que,
pour (A, €), (N, €) € P¥™P(2N), la relation A < X’ n’entraine pas *\" < *\. Tou-
tefois, nous démontrerons le théoréme suivant.

Théoreme. Soit (A, €) € PY™P(2N). Supposons que X\ n'a que des termes pairs.
Alors il existe un unique élément (A", em™™) € PY™P(2N) vérifiant les propriétés
sutvantes :

(1) mule(\, e SN seminy =1 ;
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(i) pour tout élément (N,€') € PSY™P(2N) tel que mult(\, N, %€¢') # 0, on a
)\min <N ou ()\/,6/) — ()\mzn76mzn)

De plus, on a (SA™" #min) = (\maz gmaz)

Dans un article ultérieur, nous utiliserons ce résultat pour prouver que certaines
représentations (tres particulieres) de groupes p-adiques admettent un front d’onde.

Le couple (A™%% ¢™e%) peut se calculer explicitement. Par contre, nous n’avons
pas trouvé de formule "simple” pour calculer le couple (A™", ™) (il peut évidem-
ment se calculer a partir de (A%, €™%*) et des formules explicites pour la représent-
ation de Springer généralisée, mais ce calcul n’est pas ”simple”).

Les preuves des théoremes sont purement combinatoires. Comme on le sait, les
représentations irréductibles d'un groupe W, sont paramétrées par les couples (a, 3)
de partitions telles que S(a) + S(8) = n. Une multiplicité mult(A, e; X', ') peut se
récrire mult(«, 850/, 8") ou («, B) parametre p(A,€) et (o, ') parametre p(N,¢€).
Shoji a développé une théorie des fonctions symétriques associées a des couples
de partitions. En particulier, & ’aide d’un couple («, 8) et d’un ordre < sur l’en-
semble d’indices de ce couple, il définit un polynéme du type polynéme de Kostka.
Pour un autre couple (o, '), on peut définir la "multiplicité” mult(«, 3, <;a’, 8)
de (o/, ') dans ce polynome. Sous certaines hypothéses sur (A, €) (la paire as-
sociée & (a,)) et pour un ordre < bien choisi, Shoji prouve que mult(a, 3, <
;o 81 = mult(«, 5; o/, B) pour tout (o, 5'). Nous généraliserons un peu ce résultat
en A2 : il est valable pourvu que A n’ait que des termes pairs. Les assertions des
théoremes ci-dessus deviennent des assertions concernant les paires (a/, 3’) telles
que mult(a, B,<;a/,8") # 0. Et la définition de ces multiplicités est purement
combinatoire.

Au premier paragraphe, on considére un couple de partitions («, ) et un ordre
< sur 'ensemble d’indices de ce couple. On définit des ensembles P(«, 3, <) et
P4 p.s(a, B, <) formés de couples de partitions (v, i) déduits de (o, 3) par une com-
binatoire simple. On montre au paragraphe 3 que ces couples sont précisément ceux
qui interviennent dans le polynéme de Shoji associé & («, 8, <) avec des propriétés
de maximalité du type de celles intervenant dans les théoremes ci-dessus. Entre-
temps, le paragraphe 2 est consacré a prouver divers lemmes techniques concernant
ces ensembles P(a, 5, <) et Pa p;s(e, §,<). Ils peuvent étre négligés en premiere
lecture et méme en deuxiéme. Au paragraphe 4, on étend comme on 'a dit le
théoreme de Shoji et on en déduit les théoremes, a ’aide des résultats de maxima-
lité prouvés au paragraphe 3. La description explicite du couple (A™%® ™) est
donnée au paragraphe 5.

1. DEFINITIONS

1.1. Suites de nombres. On note R l'ensemble des suites infinies A = (A1, Ag, ...)
décroissantes de nombres réels qui vérifient la propriété suivante : pour tout réel
r, il n’existe qu’'un nombre fini de termes A; > r. Pour A € R et pour r € R, on
note multy(r) le nombre d’indices ¢ > 1 tels que A; = 7. Pour ¢ € N, on pose
Se(A) = A1 + ... + Ac. On munit R de lordre défini par : A < X si et seulement
si S(A) < S.(\) pour tout ¢ € N. Pour A\, N € R, on note A + X la suite (A\; +

1, A2+ A, ...). Elle appartient & R. On note A LI X’ 'unique élément de R tel que
multyux (r) = multy(r) + multy (r) pour tout r € R.



382 J.-L. WALDSPURGER

Notons Ry I'ensemble des suites finies A = (A1, ..., A;) décroissantes de nombres
réels. On note [(\) la longueur [ de la suite. Les définitions ci-dessus valent pour
les éléments de Ry :

la fonction multy ;

la somme partielle S.(A) pourvu que ¢ < I(A); on pose S(A) = Sjx)(A);

Pordre A < X pourvu que [(\) = I(N).

Pour A € R et X' € Ry, on définit comme ci-dessus la suite AU X € R.

On appelle partition une suite infinie A\ = (A1, Ag, ...) décroissante de nombres
entiers positifs ou nuls qui ne contient qu'un nombre fini de termes non nuls. On
note t(A) ce nombre de termes non nuls. Pour tout entier n > ¢()), on identifiera
si besoin est la partition A & la suite finie (Aq,..., A,). On note P lensemble des
partitions. On note () la partition dont tous les termes sont nuls. Les définitions
ci-dessus valent pour les éléments de P :

la fonction multy, dont on restreint ’ensemble de définition & N5o = N — {0};

la somme partielle S.(A); on pose S(A) = Syn)(A);

lordre A < X

la somme A + )\ et la réunion A U \.

Pour A € R et p € P, on définit comme ci-dessus la suite A + pu € R.

Lemme. Soient A\, N, pu, 1’ € R.

(1) Supposons N < XN et u < p';alors N\Upu <N Uy

(i1) Supposons pu = p'. Alors A < N si et seulement si XU p < X U p.

(iil) Supposons A < X et p < u'; alors AU = N Uy si et seulement si A = N

et u=p'.

Les mémes conclusions valent si l’'on suppose
AMN ER et p,p' € Ry avee l(p) =1() ;
ou i, i € R et \,N € Ry avec I(N) =1(N);
ou M, N, u, 1’ € P.

Preuve. Remarquons d’abord que, par définition de la réunion, pour ¢ € N, S.(AUw)
est le sup de Sq(A) + Sp(u) quand (a,b) parcourt les couples d’entiers positifs ou
nuls tels que a + b = c.

Démontrons (i). Soient a,b tels que S.(AU p) = Sa(N) + Sp(p). Puisque A < N
et u < p/,ona S(A) <S.(N) et Sp(p) < Sp(p'), dou

Se(AU ) < Sa(N) + Sp(1) < Se(N U ).

Cela étant vrai pour tout ¢, on conclut AU p < XN U p/, d’ou (i).

Démontrons (ii). L’assertion ”seulement si” résulte de (i). Supposons A U p <
A U p. Soit ¢ > 1 un entier. Notons d le plus grand entier positif tel que pg > A,
si un tel entier existe et d = 0 sinon. On vérifie que Seiq(N U p) = Sc(N) + Sa(w).
On a S.(A) + Sa(p) < Scya(A + p) d’apres la remarque débutant la preuve et
Sera(A+ 1) < Serg(N + p) puisque AU p < X Up. Dou

Se(A) + Sa(p) < Se(N) + Saly)
puis S.(A) < S.(N). Cela étant vrai pour tout ¢, on conclut A < N, ce qui démontre
(ii).

Démontrons (iii). L’assertion ”si” est évidente. Supposons AUy = X' Uy'. D’apres

(i), on a
AUp < AduUp <XNuy.
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Les deux termes extrémes étant égaux, ces inégalités sont des égalités. A fortiori
NUp <AuUp' et AU < AU p. En appliquant (ii), on obtient ' < X et ' < p.
Puisque les inégalités opposées sont vraies par hypothese, ce sont des égalités, ce
qui démontre (iii).

Les variantes du lemme se démontrent de la méme fagon. O

1.2. Ordres sur les ensembles d’indices . Soient «, 8 € P. Considérons des
entiers n > t(a), m > t(B) et identifions «, resp. 8, & une suite de longueur n,
resp. m (on peut avoir n = 0 ou m = 0). Pour différencier les ensembles d’indices
de a et B, on considere que celui de « est 'ensemble des (z,0) pour ¢ = 1,...,n et
que celui de 8 est l'ensemble des (i,1) pour i = 1,...,m. Notons I la réunion de
ces ensembles d’indices. Soit < un ordre total sur [ induisant I'ordre naturel sur
chacun des sous-ensembles d’indices de a et § (c’est-a-dire que, pour e = 0 ou 1,
(i,e) < (j,e) si et seulement si i < j). Appelons le triplet (n,m,<) un ordre sur
l’ensemble d’indices de («, B).

Considérons deux tels ordres (n,m, <) et (n/,m’, <’). Disons qu’ils sont équiva-
lents si et seulement s’ils vérifient les conditions suivantes :

soit ¢ > 1 tel que a; > 0 (ce qui implique i < n et ¢ < n’ puisque n,n’ > t(«a)
par hypothese) ; alors 'ensemble des j € {1,...,m} tels que (j,1) < (i,0) est égal a
celui des j € {1,...,m'} tels que (j,1) <’ (,0);

soit j > 1 tel que 5; > 0; alors ensemble des ¢ € {1, ...,n} tels que (4,0) < (4,1)
est égal & celui des i € {1,...,n'} tels que (4,0) <’ (j,1).

On voit que dans chaque classe d’équivalence, il y a un unique représentant
“minimal” (n,m, <) tel que n et m soient minimaux. On le note plus précisément
(n<, m<,<). Notons I son ensemble d’indices et (t<,e<) le plus grand élément de
cet ensemble. Les ordres équivalents sont les (n',m’, <) tels que n < n’, mo < m/,
<’ coincide avec < sur I, (t«,ec) <’ (i,0) pour i € {n +1,...,n'} et (tc,ec) <
(4,1) pour j € {m< +1,...,m’}. Autrement dit, ils se déduisent de I’ordre minimal
par une suite de I'une ou l'autre des opérations suivantes : on part d'un ordre
(n,m, <) et on le remplace par (n+ 1, m,<’), resp. (n,m + 1, <’), en décidant que
<’ coincide avec < sur 'ensemble d’indices de (n,m,<) et que (n + 1,0), resp.
(m+1,1), est I’élément maximal pour <.

Remarquons que si, par exemple e« = 0, on a n = t(«) ainsi qu'il résulte des
définitions mais on peut avoir m< > t(8). Par exemple, pour o = (o, 2,0, ...) et
B =(51,0...) avec ag > 0 et 81 > 0, Vordre (2,3, <) défini par

(1,0) < (1,1) < (2,1) < (3,1) < (2,0)

est un ordre minimal.

Dans la suite, on considere des classes d’équivalence d’ordres sur I’ensemble d’in-
dices de (o, 8). On notera simplement < une telle classe. Lorsqu’on saura que les
constructions effectuées ne dépendent que de cette classe d’équivalence, on suppo-
sera implicitement fixé un représentant (n,m,<) de cette classe. Si on écrit une
inégalité telle que (1,0) < (1, 1), on supposera implicitement que n,m > 1.

On utilisera souvent la propriété suivante :

(1) supposons (1,0) < (1,1) et m< > 0; alors n. > 0.

En effet, si ay # 0, c’est clair. Sinon, on a a = (). Alors I’hypothése mo > 0
implique que 3 # (), donc B; # 0. Puisque (1,0) < (1,1), on a alors n. > 0 par
définition de ce nombre.
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Soit X un sous-ensemble fini de I’ensemble d’indices N+ de a. On définit une
partition extraite o de « en supprimant les termes «; pour ¢ € X et en réindigant
les termes restants. Autrement dit, notons ¢x : N5g — N5 ¢ — X 'unique bijection
croissante. On pose a; = v, , (5)- Soit ¥ un sous-ensemble fini de I’ensemble d’indices
N.g de 8. En utilisant cet ensemble, on définit de méme une partition extraite
B’ de B. Considérons maintenant un ordre (n,m,<) sur ensemble d’indices de
(cr, B). Notons n’ le plus grand entier strictement positif tel que ¢ x(n’) < n si un
tel entier existe, n’ = 0 sinon. On définit m’ de fagon symétrique. On vérifie que
n' > t(a’), m’ > ¢(4’). On munit 'ensemble d’indices I’ de (o, 5) de 'unique ordre
<’ induisant 1’ordre naturel sur chacun des sous-ensembles d’indices de o’ et 3 et
tel que (4,0) <’ (4,1) si et seulement si (px (%),0) < (¢y(j),1). On obtient un ordre
(n',m’, <) sur 'ensemble d’indices de (o/, 8'). On vérifie que n/ +mor < no+me
et que cette inégalité est stricte si X N{1,...,nc} ou Y N{1,...,mc} est non vide (si
ces deux ensembles sont vides, o = a et 8’ = 8 et Pordre (n',m’, <’) est équivalent
a Pordre de départ).

Remplagons maintenant (n,m, <) par un ordre équivalent (72,m,<) et X et YV
par des ensembles X, Y. Supposons que

XN {1, ...,n<} = X N {1, ...,n<}, YN {]., ...,m<} = Y N {]., ...,m<}.

On vérifie que les partitions extraites o’ et 8’ ne changent pas et que le nou-
vel ordre obtenu (72,7, <") sur Pensemble d’indices de (o/, ') est équivalent &
(n',m’;<’). On dira que la classe d’équivalence de <’ est 'ordre induit par <. C’est
toujours cet ordre que nous utiliserons et nous le noterons sans plus de commen-
taire conformément au couple de partitions extraites (<’ si, comme ici, ce couple
est noté (a/, '), <’ si le couple est noté (af, 3" etc...). La formation de I’ordre
induit est transitive au sens suivant. Soit (o, 8’) un couple de partitions extraites
de (a, B) et soit (o, 8”) un couple de partitions extraites de (a/, 8). On construit
lordre induit <’ sur U'ensemble d’indices de (o, 8"), puis l'ordre induit <” par <’
sur 'ensemble d’indices de (a”, 3”). Alors cet ordre <" est aussi 'ordre induit par
< en considérant (a”, ") comme un couple de partitions extraites de («, 3).

1.3. L’ensemble P(«, 3, <). Pour la suite de la section, on fixe o, € P et une
classe d’équivalence d’ordre < sur I’ensemble d’indices de («, 3).

Nous allons décrire deux procédés (a), resp. (b). Ils construisent un entier v,
resp. u1, un couple de partitions (o, ') et une classe d’équivalence d’ordre sur
l’ensemble d’indices de (o, 8').

Pour le procédé (a), on fixe un représentant (n,m, <) de l'ordre tel que n > 1.
On pose a; = 1. On note by le plus petit élément de {1, ...,m} tel que (1,0) < (b1, 1)
§’il en existe, puis az le plus petit élément de {1,...,n} tel que (b1,1) < (ag,0) s’il
en existe, puis be le plus petit élément de {1,...,m} tel que (ag,0) < (bg,1) s’il en
existe etc... On arréte le procédé quand il n’y a plus d’élément vérifiant I'inégalité

requise. On pose v1 = &g, + By, + Qay + By + - On note o' la partition extraite
de a en supprimant les termes d’indices ay, as, ... et B’ la partition extraite de
en supprimant les termes d’indices by, bs,.... Comme on ’a dit en [[L2 on munit

I’ensemble d’indices de (o, 8) de Pordre <’ induit de (n,m, <). Il est clair que

(1) 11+ 5(a') + 5(8) = S(a) + 5(B)-
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Vérifions que les objets que 1'on vient de construire ne dépendent pas (& équiva-
lence pres en ce qui concerne les ordres) du représentant (n,m, <) choisi. Introdui-
sons un autre représentant (n, m, <) avec n > 1. On en déduit de nouvelles suites
ai,as, ... et by, by, .... Pour un entier ¢ > 1, montrons que :

(2) si a. existe et a. < n., alors a. existe et on a a; = a; pour i = 1,...,c et
b;=b;pouri=1,....,c—1;

(3) si b. existe et b. < mc, alors b. existe et on a b; = a; et b; = b; pour
1=1,...,c.

On démontre ces assertions par la récurrence suivante : (2) pour ¢ = 1 puis (3)
pour ¢ = 1 puis (2) pour ¢ = 2 puis (3) pour ¢ = 2 etc... Pour ¢ = 1, la conclusion
de (2) est vérifiée : a; = a; = 1 par définition. Au-dela, les démonstrations de (2) et
(3) étant similaires, on se contente de (2). On suppose donc que ¢ > 2, que a, existe
et que a. < ne. Puisque (b.—1,1) < (ac,0), 'inégalité a. < n. et les définitions
des entiers n et mc entrainent que b._; < mc. En appliquant (3) pour ¢ — 1,
on obtient déja que a; = a; et b; = b; pour ¢ = 1,...,c — 1. Puisque a, < n,
on a aussi a, < n. Puisque a. < nc et que les ordres (n,m, <) et (n,m, <) sont
équivalents, les inégalités (b.—1,1) < (4,0) et (b.—1,1) < (4,0) sont équivalentes
pour i = {1, ..., a.}. Par définition, a. est le plus petit élément i € {1,...,n} tel que
la premiere inégalité soit vérifiée. C’est donc aussi le plus petit élément de {1,...,n}
tel que la seconde le soit. Cette derniere définit a. qui est donc égal a a.. D’ou la
conclusion de (2).

En utilisant (2) et (3) et leurs symétriques en échangeant les réles des deux
ordres, on voit que les suites a1, as, ... et a1, asq, ... contiennent les mémes éléments
de {1,...,n.} et que les suites by, bo, ... et by, b, ... contiennent les mémes éléments
de {1,...,m<}. Ces suites ne different donc que par des indices ¢ pour lesquels les
termes oy, resp. (;, sont nuls. On voit alors que les termes v; et (o, f) construits
ci-dessus ne changent pas quand on remplace l'ordre (n,m, <) par (n,m, <). Les
ordres obtenus sur ’ensemble d’indices de (o, ') sont équivalents d’apres Cela
acheve notre vérification.

Remarquons que, si ne # 0, on a soit oy # 0, soit 55, # 0 d’apres la définition
de n<. Donc vy # 0. Il résulte de cette remarque, de la preuve ci-dessus, de (1) et
de que

(4)sine=0,11 =0, a =a, 8/ =3 et Pordre <’ est équivalent & <;

(5) sine >0,v1 #0, S(&)+ S(B) < S(a) +S(8) et ner + mer < ne +me.

Le procédé (b) est similaire & (a), en échangeant les rdles de a et 5. On fixe
un représentant (n,m, <) de l'ordre tel que m > 1. On pose by = 1. On note ay
le plus petit élément de {1,...,n} tel que (1,1) < (a1,0) s’il en existe, puis by le
plus petit élément de {1,...,m} tel que (a1,0) < (bg, 1) 8’il en existe etc... On pose
11 = Bp, +Qa, + By +ay+..... On note o’ la partition extraite de a en supprimant les
termes d’indices ai,as, ... et B’ la partition extraite de S en supprimant les termes
d’indices b1, ba, .... On munit 'ensemble d’indices de (¢/, ') de V'ordre induit de
(n,m, <).

On définit un ensemble de couples de partitions P(«, 3, <) par récurrence sur
Ne +me. Sine =me =0 c’est-a-dire si « = =0, on pose P(0,0,<) = {(0,0)}.
Supposons que ne + m< > 0. Si ne > 0, on applique le procédé (a), qui crée
un nombre v; un couple de partitions extraites (o, 8'). D’aprés (5), Iensemble
P(o/,8,<’) est déja défini. On note P%(a, 3, <) l'ensemble des couples ({v1} U
v, ') pour (V') € P(a/,8',<’). Sine =0, on pose P*(c, 3,<) =0. Si m< >0,
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on applique le procédé (b), qui crée un nombre p1 un couple de partitions extraites
(o, ). On note P’(«, 3, <) I'ensemble des couples (v, {u1} U p') pour (v, p') €
P(o/,B',<"). Si m< =0, on pose P’(a, 3, <) = (). Finalement, on pose P(a, 3, <)
= P%a,3,<) U P%a, B, <).

Remarque. Un élément de P(«, 8, <) est obtenu en appliquant une suite de procédés
(a) ou (b). Cette suite n’est pas toujours unique. Par exemple, supposons n. = 1,
me = 2, (1,0) < (1,1) < (2,1) et B1 = Ba. Alors le couple ({a1 + S1},{52,0})
appartient a P(a, 8, <) et peut étre obtenu par applications successives des procédés
(a) puis (b) ou des procédés (b) puis (a).

On vérifie aisément que

(6) si N< = 0 ou M< = 0, P(aaﬂ,<) = {(aaﬂ)}v

(7) S(v) + S(p) = S(a) + S(B) pour tout (v, u) € P(a, B, <).

Considérons des partitions o’ et 5’ extraites de a et 8. On vérifie que

(8) soit (v, u') € P(a/,B',<’) et soit i € N5g; alors v est de la forme o,y +
By, + g, + ..., ol les entiers ay,aj, ..., resp. by, b, ... vérifient (a7,0) < (by,1) <
(a5,0) < (b5, 1) < ...

Conservons ces partitions extraites o et 8’. Rappelons que le procédé (a) crée
un nombre ;. Montrons que

(9) pour tout (v, ') € P(o/,8',<’), on a vy > vj.

Avec les notations de la construction (a), on a v1 = g, + Bp, + @4y + ... En
appliquant (8), on a aussi v = ayr + By, + gy +.... Si a] existe,onaa; =1 < aj. Si
b existe, puisque (af,0) < (b7,1), on a aussi (a1,0) < (b],1). Puisque by est le plus
petit indice vérifiant cette inégalité, by existe et by < b}. Le procédé se poursuit
et on obtient que si un élément des suites a},aj, ... ou by, b, ... existe, 1’élément
correspondant des suites a1, as,... ou by, by, ... existe aussi et lui est inférieur ou
égal. L’inégalité cherchée en résulte.

Il résulte de (9) que, pour tout élément (v, u) € P*(a, 3, <), v1 est bien le plus
grand élément de v (autrement dit, la notation est cohérente).

Le procédé (a) crée des suites a; = 1, ag, ..., b1, ba, ..., un élément vy = ag, +Bp, +
Qg+ ... €t des partitions o, 8. Le procédé (b) crée des objets qu’ici, nous notons en
les soulignant : des suites b; =1, by, ..., @y, @y, ..., un élément = Bp, +a, +Bo, + -
et des partitions g’,ﬁ'. Supposons (1,0) < (1,1). On voit que by = 1, puis, par
récurrence, a; = az, by = ba, @y = az... Doty = oq +p, o ={a}Ud, ﬁ/ =p.
Il y a un résultat similaire si (1,1) < (1,0). En résumé :

: _ ! / ! __ /. :

(10) si (1,0) < (1,1), 1 = g +#1’ o ={aifud, g =p;si(1,1) < (1,0),

po=ptuv, o =d, g ={p}uUp.
1.4. L’ensemble Py p.s(c, 8, <). Soient deux réels A, B et un réel s > 0. On
introduit les éléments suivants de R :
[A,—oo[s={A,A—s,A—2s,..}, [B,—oo[s={B,B—s,B—2s,...}
et, pour v, u € P,
AA,B;S(Vv p) = (v+[A, —ools) U (1 + [B, —0ls).

Appliquons a («, ) le procédé (a) du paragraphe précédent, qui crée un nombre v
et des partitions extraites (a/, 3'). Soit (v, ') € P(a/, 8, <’), posons v = {v1 } U/,
w=p'. Alors, d’apres[[3)(9), on a

(1) Aapis(vp) = {v1 + Ay U Aa—s B:s (V1)



UNE REPRESENTATION DEFINIE PAR LUSZTIG 387

On définit un sous-ensemble Py p.s(a,
ne +me. Sia = =0, Paps(0,0,<)
Considérons les deux conditions

(2) ne > 0;

(3) me =0, 0u (1,0) < (1,1) et a1 + A > B, ou (1,1) < (1,0) et f; + B < A.

Si elles sont toutes deux satisfaites, on utilise le procédé (a) qui crée un élément
v1 et des partitions o et 3’ et on note P§ p..(c, 8; <) 'ensemble des couples ({v }U
v, w') pour (V1) € Pa_s p.s(a/,B,<’). Si (2) ou (3) n’est pas vérifiée, on pose
PX,B;s(aa Ba <) = @

Considérons les conditions

(4) me > 0;

(5) ne =0,0u (1,0) < (1,1) et a3 + A < B, ou (1,1) < (1,0) et 1 + B > A.

Si elles sont toutes deux satisfaites, on utilise le procédé (b) qui crée un élément
1 et des partitions o’ et 5’ et on note Pz’B;S(a,B;<) I’ensemble des couples
(V' {pa} U ') pour (v, 1) € Pap_ss(a/,B',<"). Si (4) ou (5) n’est pas vérifiée,
on pose PZ7B;S(Q, B;<) =0.

Finalement, on pose Pa p.s(, 3, <) = P} p..(a, 8), <) UngB;S(a, B, <). On voit
que les conditions d’au moins un des couples (2) et (3) ou (4) et (5) sont satisfaites,
donc P4 p.s(a, 8, <) est non vide. Il peut contenir plusieurs éléments puisque les
conditions des deux couples peuvent étre vérifiées. Mais reprenons la construction
en remplagant la condition (3) par la condition plus forte

(3) me =0,0u (1,0) < (1,1) et oy + A > B, ou (1,1) < (1,0) et 51 + B < A.

Alors les conditions d’un unique couple (2) et (3’) ou (4) et (5) sont vérifiées. La
construction fournit alors un unique élément de P4 p.s(c, 3, <) que nous appelons
I’élément canonique de type (b). On définit de méme un élément canonique de type
(a) en renforgant la condition (5).

Supposons n< > 0 et m< > 0. Soit (v, 1) € Pa p:s(a, 8,<). Si (v,p) € P4 . (a,
B,<), posons A\; =v; + A. Si (v, ) € ngB;S(a,ﬁ, <), posons A1 = u1 + B. Alors

(6) A1 est le plus grand terme de Ag p.s(v, ).

On ne perd rien & supposer que (v, u) € P§ p . (, 3, <). On applique le procédé
(a) qui crée le nombre vy et des partitions extraites (a/,3’). Soit (V/,pu') €
Pa_sps(a, B, <) tel que v={r1} U, u =y Notons Ay le plus grand terme
de Ay—s g:s(V,1'). D’apres (1), on doit prouver que A; > Ag. On a Ay = sup(v] +
A—s,pi+ B). Daprés [L3[(9), on a v < vy, donc vj + A—s <1 + A = A;.
Notons By le nombre créé par le procédé (b). D’apres l'assertion symétrique de
[3(9), on a pj < A, - Supposons (1,0) < (1,1). Puisque P p. (o, 8, <) n’est pas
vide, on a a1 + A > B. D’apres [L3(10), on a 1 = a3 + By Donc py + B <
p,+B=rv1—ai+B <v+A= A\ Supposons maintenant (1,1) < (1,0). Puisque
P§ p..(a, B,<) n'est pas vide, on a 81 + B < A. D’apres[[3(10), on a B, =B+
Done py + B<p, +B =1+ B+uv < A+v; = A1 Cela démontre (6).

Supposons toujours n« > 0 et m< > 0, soit (v, u) ’élément canonique de type
(b). On a alors I'inégalité plus précise suivante :

(7) supposons que (v, 1) € P§ p (v, 8,<); alors A\ est strictement plus grand
que tous les autres termes de Ay p.s(v, 1).

Par définition de I'élément canonique de type (b), puisque (v, 1) € P} p. (o, B, <),

B),<) de P(a,,<) par récurrence sur
= {(@,0)}. Supposons n. + m< > 0.

c’est que Pz’B;S(a, B, <) est vide. On a donc les inégalités strictes a1 + A > B si
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(1,0) < (1,1) et 1+ B < Asi (1,1) < (1,0). En glissant ces inégalités strictes
dans la preuve ci-dessus, on obtient (7).

La construction de l'ensemble P4 g.s(a, 8,<) ne dépend évidemment que de
A — B. Autrement dit

(8) pour tout réel C, on a I'égalité Payc prcis(, 8, <) = Pa ps(a, B).

1.5. La partition a=. Pour A = (A, \2,...) € P, on note A= = (Ao, A3, ...) la
partition extraite obtenue en supprimant A;. Le couple (a™, ) est un couple de
partitions extraites de (a, 3) et on munit son ensemble d’indices de I'ordre induit,
que 'on note <. On vérifie aisément les propriétés suivantes :

(1) si (1,0) < (1,1), on a 'égalité m< = m<r;

(2) si (1,0) < (1,1) et ner = 0, la situation est la suivante : a = (aq,0...),
B =(51,..., Bm,0...), avec (1,0) < (1,1) < ... < (m, 1) < (2,0); pour ¢ > 1, posons
v = (a1 + 6;,0,..), u* = (b1, -, Biz1, Biz1,-..); alors P(a, 8,<) = {(v*, u");i €
Nxo}.

Montrons que

(3)simer =0cet (o™, B3) # (0,0), alors m< = 0.

En effet, ’hypothése m, = 0 implique que 8 = ). La seconde hypothése implique
alors @~ # (). Par définition de m<, on a (¢(a™),0) <’ (1,1). Alors (¢(a),0) < (1,1),
d’ot m< = 0.

Les propriétés suivantes se démontrent comme [[.3[10). Appliquons & («, 3) le
procédé (a). Il construit un nombre v; et des partitions (¢, 3’). Alors

(4) si (1,0) < (1,1), le procédé (b) appliqué & (o™, 8) construit le nombre p, =
v1 — aq et les mémes partitions (¢, 5') ;

(5) si (1,0) <~ (1,1), ce qui équivaut a (2,0) < (1,1), le procédé (a) appliqué a
(™, B) construit le nombre v; = v; — a1 + az et les partitions (o', ') ;

(6) si (1,0) < (1,1) et (1,1) <~ (1,0), ce qui équivaut & (1,1) < (2,0), le procédé
(a) appliqué a (a~, ) construit le nombre vy, = v; — a3 — B et les partitions
(o {B} U B).

Appliquons & (a, 8) le procédé (b). Il construit un nombre 1 et des partitions,
notons-les («”,8”). Alors

(7) si (1,0) < (1,1), le procédé (b) appliqué a (a—, 3) construit le méme nombre
p1 et les partitions (o, 8”).

Supposons que l’ensemble ngB;S(a,ﬁ; <) n’est pas vide. Soient A’, B" des réels
tels que A > A’, B’ > B. Montrons que

(8) si (o, B) # (0,0), Vensemble P}, g, (a”, B, <) n'est pas vide.

Puisque Pz’B;S(a,B; <) n’est pas vide, on a m< > 0. D’apres (3), on a aussi
m<r > 0. Si n.- = 0, analogue de [[L4[5) est vérifiée, donc Pf‘,ﬁB,;s(a_,ﬂ,<_)
n’est pas vide. Supposons n.- # 0, donc aussi n # 0. Supposons d’abord (1,0) <~
(1,1), c’est-a~dire (2,0) < (1,1) donc aussi (1,0) < (1,1). Pour vérifier 'analogue
de la condition [C4Y(5), on doit montrer que oy + A" < B’. Cette condition pour
(o, B) nous dit que ag + A < B. Or

af + A =as+A' <a; +A<B<B.

Supposons maintenant (1,1) <~ (1,0), mais (1,0) < (1,1). On a toujours a; + A <
B et on doit montrer que $; + B’ > A’. Mais

Bi+B >B >B>a;+A>A>A
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Supposons enfin (1,1) < (1,0), a fortiori (1,1) <~ (1,0). On a cette fois 51 +B > A
et on doit montrer que 8; + B’ > A’. Mais

JLr+B >p+B>A>A.
Cela prouve (8).
1.6. Définition de py p.s(a, 8, <).
Lemme. Soient (v,p) € P(a, 8,<) et (v, 1) € Pa p.s(a, 8,<). Alors

(1) AA,B;S(Va ,U) S AAyB;S(V7 lu') ;
(ii) on a Aa p.s(v, ) = Aa g.s(V, 1) si et seulement si (v, u) € Py p.s(a, 8, <).

Preuve. L’assertion 7si” de (ii) résulte trivialement de (i). On va donc démontrer
cette assertion (i) ainsi que l’assertion ”seulement si” de (ii).

On raisonne par récurrence sur n. +mc. Si ce nombre est nul, ou plus générale-
ment sine =0oumc =0, Py ps(a,3,<) =P, 8,<) = {(a, B)} et les assertions
sont triviales. Supposons n. > 1 et m< > 1. Les éléments (v, u) et (v, ) sont
construits selon des procédés (a) ou (b). Supposons d’abord qu’ils soient construits
par le méme procédé, disons par le procédé (a). Celui-ci construit un terme v et
un couple de partitions (o/,5’). On a v = {v1} UV et p = p/ pour un élément
(v, w') € P(o,8',<’). On en déduit 1'égalité

AA,B;S(Va p) ={vi +Aju AA*S,B;S(V/, /‘/)-
De méme

Aapsw,p) ={vni + AAUAAs 5V, 1),
ou (v, ') est un élément de Pa_, p.s(a’, 8, <’). Alors I'inégalité Aa p.s(v, 1) <
A4 ps(v,p) équivaut d’apres le lemme [Tl & Tinégalité Aa_s p.s(v/, 1) <
Aa_s ;s(V', ') qui est connue par récurrence. La premiere inégalité est une égalité
si et seulement s’il en est de méme pour la seconde. Pour celle-ci, 1’égalité entraine
par récurrence que (v, ') € Pa_s p.s(¢/, ', <’). Mais alors, par construction, on
a (v, u) € Pa ps(a, B).

Supposons maintenant que (v, u) et (v, u) soient construits selon des procédés
différents. On ne perd rien & supposer (1,0) < (1,1). Supposons d’abord que (v, )
soit construit & l'aide du procédé (a) et que (v, p) le soit selon le procédé (b).
Le procédé (a) définit un élément que l'on note ici v; et un couple de partitions
extraites (a/,3'). Le procédé (b) définit un terme p; et un couple de partitions
extraites (o/, 3’). D’apres [L3[(10), Phypothese (1,0) < (1,1) entraine que v; =
ar + 1, o = {ay U/, B = B Plus précisément, I'indice (1,0) se conserve
dans la construction de (&', 8) (on n’enléve pas le premier indice de la partition «
pour construire la partition extraite o). Puisque (1, 0) est le plus petit indice pour
Pordre <, c’est aussi le plus petit pour ordre <’. Les relations ci-dessus entrainent

(1) AA,B;S(Vau) = {041 +/141 +A} uAAfs,B;s(VCIJ/)u

(2) AA,B;S(V7 M) = {:ul + B} U AA7B—S;S(V/? /.L/),
pour des couples (v, ') € Pa_s ps(a’,3,<") et (v, 1) € P(/, 3, <).
Introduisons un couple (v, ') € Pa p—s;s(a’,8',<'). Puisque P§ g (a, 3, <)
contient (v, ) et est donc non vide, la relation [L4(3) est vérifiée et a; + A >
B. A fortiori a; + A > B — s. Supposons n.: > 0. Alors (v, ') appartient &
Pl p_ss(a,8,<’). Le procédé (a) appliqué a (o, ) construit un nombre V) et
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un couple de partitions extraites (o, 3”). On a (V/,p') = (v} Uv", u"), pour un
couple (V"' ") € Py_g p_s.s(a”, 5", <"). On a

AA,st;s(Z/,H/) = {le + A} U AAfs,st;s(V”; ,LLH)-
Levons I'hypothese nos > 0. Sines =0, on a o’ = 3 = () puisque (1,0) est le plus
petit élément de I'ensemble d’indices de (a/, 3’). Alors v} = 0 et 1’égalité ci-dessus

est encore vérifiée, avec (v, ") = (0,0). L’hypothese de récurrence entraine que
ApB_sis(V ) < Aap_s;s(V, 1), Avec (2), on obtient
Aapis(vy i) <+ By U{ry + A} U Aa—s s (V" 1),

Notons jz} le nombre issu du procédé (b) appliqué & (o/, 3’). Puisque (1,0) <’ (1,1
onav) = aj+i) = ar+p) dapres[L3[(10). D’apres Uassertion symétrique de[3((3),
on a p1 > f}. En utilisant 'inégalité ay + A > B, on voit que {uy + B}U{v| + A} <
{a1 + p1 + A} U {@} + B}. Donc

(3) AA,B;S(Va M) < {al + A} U {ﬂ/l + B} U AAfs,st;s(VIC /'L//)'
D’apres [L5(4) et [LE(7), le procédé (b) appliqué a (o, 3) crée le nombre i} et le
couple de partions («,8”). Donc (v",{f}} U u") est un élément de P(a’, 3, <')
et on a

);
)

Aa—spis (" Ay} U ") = {iy + BYUAa—s psis (", 1),
Par récurrence, on a

AA—&B;S(V//v {myup”) < AA—&B;S(V/v w')

et, avec (3), on obtient
AaBis(v,p) < {ar + i + AU AAfs,B;S(VIJ‘/)'

En comparant avec (1), on obtient I'inégalité cherchée Aa p.s(v, ) < Aa p.s(v, ).

Supposons que A p.s(v, 1) = Aa p.s(v, p). Alors toutes les inégalités ci-dessus
doivent étre des égalités. D’abord Ay p—s;s(V', 1) =Aa,B—s;s (¢, ). Par récurrence,
cela entraine que (V/,p') € Pa p_ss(a/,B'). Puisque le couple (¢, ') était un
élément quelconque de cet ensemble, on peut supposer qu’il est égal a_(z/ ,1'). En-
suite {p1 +B}U{v)+A4} = {a1+pu1+A}U{i] +B}. Cela entraine que a; +A = B ou
que i7 = p1. Dans le premier cas, le procédé (b) est permis pour définir 'ensemble
PIZ’B;S(a, B, <). Le couple (v, ) est construit a I’aide de ce procédé et de I’élément
(V' 1) € Pap_ss(c,08',<’). Donc (v, p) € Pa g.s(a, 8, <). Supposons maintenant
A4 = p1. On doit aussi avoir Pégalité Ay_s p.s (V" {F1 }UL") = Aa_s Bs(V', '), ce
qui entraine par récurrence que (v”, {i}}Up") € Pa_s p.s(a/, B, <'). L’élément de
P4 p.s(a, B, <) construit a l'aide de ce couple est ({v1}Uv", {3} Up"), ou encore

({on +pyuv” {ai} Up). Le couple (v, ) est
' o) = W {mup’) = (30" {pup”) = {ea+a U’ {ppup”).
Puisque i} = p1, ce couple est égal au précédent, donc (v, i) appartient & Pa p.s(a, 5).
On suppose maintenant que (v, ) est construit a l’aide du procédé (a) et que
(v, ) Vest & laide du procédé (b) (on suppose toujours (1,0) < (1,1)). Cette
derniére condition impose que la relation [[L4)3) est vérifiée, donc oy + A < B .On
reprend le raisonnement en échangeant les roles de (v, i) et (v, p). Les égalités (1)
et (2) sont inversées, c¢’est-a-dire que l'on a

(4) AA,B;S(V) I,L) = {IJ/l + B} U AA,B—S;S(V/a /J/)7
(5) AA,B;S(Va M) = {al + 1241 + A} u AAfs,B;s(VZ ,U//)u
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pour des couples (v, ') € Pap_ss(a,B,<') et (V, 1) € P(/, ). Cette fois,
o' = {a;}Ua tandis que B’ = 3'.

Introduisons un couple (V/, ') € Pa_ p;s(o/, 8, <"). Supposons provisoirement
que mss > 1 et montrons que le couple (V/, ') appartient a P‘Z_SyB;S(o/,B’, <).
C’est évident si no, = 0 puisqu’alors seul le procédé (b) est autorisé. Supposons
n< > 1. Contrairement & ce qui se passait plus haut, ’élément (1,0) de I’ensemble
d’indices de (a, ) ne s’identifie plus a ’élément (1,0) de l'ensemble d’indices de
(o, 8"). Pour l'ordre <’, on ne sait pas quel est le plus grand des indices (1,0) et
(1,1). Supposons que (1,0) <’ (1,1). Puisque o’ est une partition extraite de «, on
aaj < ap.Onadit que a; + A < B. A fortiori of + A — s < B et cela impose
le procédé (b). Supposons maintenant que (1,1) <’ (1,0). L’inégalité a; + A < B
entraine A < B, a fortiori 5] + B > A — s. Cela impose encore le procédé (b),
ce qui démontre l'assertion. Le procédé (b) construit le nombre H/l et un couple
de partitions extraites (o, 8”). On a (v/,p') = (v, {p|} U p"), pour un couple
(V' ") € Pa_gsp_ss(a,5"”). On a supposé m~, > 1 mais la conclusion reste
valable si m~, =0 :onaalors p =0, (¢, ") = (o/, B') et (v, p") = (', p'). En
tout cas, on a

AA—57B;S(Z/;HI) = {H/l + B} U AA—57B—5;S(VN7 /’L//)-
L’hypothese de récurrence entraine que Aa_s p;s(V', ') < Aa_s Bis(V/, 1), Avec
(5), on obtient
AA,B;s(Vv ﬂ) < {oq + py + A} U {Ell + B} U AA—S,B—S;S(V”7 u”).
Drapres l'assertion symétrique de [L3(9), on a g/ < p;. En utilisant I'inégalité
a1 +A < B, on voit que {a1 + py + Ay U{p, + B} < {ou +p) + AU {p, + B}.
Donc
(6)  Aaps(vip) <{p +ByU{ar+p) + A UAA_ 5 (V" 1)

Considérons le couple (o, 3') = ({a1} U/, B"). Symétriquement & ce qui se passait
dans la premiere partie de la preuve, (1,0) reste 1’élément minimal pour lordre <.
D’apres[Ihl(4), le procédé (a) crée I’élément ay +HI1 et les partitions (o, 8”). Donc
le couple ({a1 + ) } U2, ") appartient & Pa,B,<’). On a

Aapss({ar +p 3 uv” 1"y = {ar + pf + AU A5 Bsis (V" 1),
D’ot, avec (6),
Aapis(v, ) < {py + B UM —gs({on + Hll} NEZNT)

Puisque ({o +HI1} Uv”, ") appartient & P(a/, 3, <’), on sait par récurrence que
AA,B—S;S({a]. + H;} u V//v /’LN) < AA,B—S;S(V/a ”/) Alors

AA7B;S(V7 /’L) < {I“Ll + B} U AA7B—S;S(V/7 IJ’I)'

En comparant avec (4), on obtient l'inégalité cherchée Aa p.s(v, 1) < Ag p.s(v, p).

Supposons que Ag g.s(v, ) = Aa p.s(v, p). Alors toutes les inégalités ci-dessus
doivent étre des égalités. D’abord Aa_s p.s(V', ') = Aa_s B:s(V, 1t'). Cela entraine
par récurrence que (', u') € Pa_s p.s(a/,8',<’). Comme dans la premidre partie
de la preuve, on peut alors supposer (', ') = (v, 1'). Ensuite {a1 +p; +AU{p] +
B} = {a1+p) +Au{p, + B}. Cela entraine que aq +A4 = B ou que pj = pty. Dans
le premier cas, le procédé (a) est permis pour construire I'ensemble P§ . («a, B)
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et (v, ) est issu de ce procédé et du couple (v, u') € Pa_s p.s(a/, 3, <'). Donc
(v, 1) € Pa ps(a, 8, <). Supposons E/1 = p1. On doit encore avoir Ay p_s.s({o1 +
o p") = Aap—ss(V', p'). Par récurrence, cela entraine que ({oq + p} U
V' ") € Pap_ss(a,B,<’). L’élément de PfZLB;S(oz, B, <) issu du procédé (b) et
de ce couple est ({a1 +p FUv", {py }Up"). Le couple (v, p) est ({a1 +py UV, pt'),
ou encore ({a1 + pq} Uv” {p)} Up”). L'égalité p/ = p, entraine que (v, ) est
égal au couple précédent, donc (v, u) appartient & Pa p.s(a, 5, <). Cela acheve la
démonstration. ]

Le lemme autorise la définition suivante.

Définition. On note pa p.s(a, 8, <) I'élément Ay p.s(v, ) de R pour un élément
quelconque (v, 1) € Pa p.s(a, 5, <).

Remargue. 11 résulte de [[3(6) que, si nc = 0 ou me =0, on a pa ps(a,f, <) =
A4 Bs(a, B).

2. PROPRIETES DES ENSEMBLES P(«, 3, <)

2.1. Appartenance a P’(a,(3,<). Pour toute la section, on fixe un couple de
partitions («, 3) et un ordre < sur leur ensemble d’indices.

Lemme. Supposons m< > 0 et notons p, le nombre construit par le procédé (b).
Soit (v, u) € P(a,B,<). Supposons py1 = py. Alors (v, ) € P(a, B, <).

Preuve. Puisque (v, 1) appartient & P%(a, 3, <) ou & P’(a, 3, <), on peut suppo-
ser (v,pn) € P%a,B,<). Le procédé (a) crée le nombre 14 et un couple de par-
titions (o/,8). On a (v,pu) = ({1} UV, ') avec (V1) € P(o/, ', <"). Notons
py le nombre construit par le procédé (b) appliqué a (o, 8"). D’apres 'assertion
symétrique de [[3(9), on a les inégalités py < p) < py. Mais g} = p1 et g = py
par hypothése. Donc pj = p} = p,. D’aprés 'hypothese m. > 0 et 'assertion
symétrique de [L3(5), on a pq; # 0. Donc p) # 0 et mer # 0 d’apres lasser-
tion symétrique de [[3)(4). L’égalité p) = p} permet d’appliquer le lemme par
récurrence : on a (v, ') € P*(a’, B',<’). Le procédé (b) appliqué a (o, 8’) crée le
nombre pf = py et un couple de partitions (o, 5”). On a (v, 1) = (v, {p, FUu"),
pour un couple (v, ") € P(a”, ", <").

Supposons (1,0) < (1,1). D’apres [L3[(10), le procédé (b) appliqué a («, 3) crée
le nombre p; = v — ay et le couple de partitions (a/, ') = ({1} U/, 8'). Pour
Pensemble d’indices de ce couple, (1,0) reste I'indice minimal. Le procédé (a) ap-
pliqué & ce couple crée le nombre a; + p} = v et le couple de partitions (a/, 3”).
Alors ({v1}Uv", 1) appartient & P(a/, 5, <'). Par le procédé (b), on en déduit le
couple ({v1} Uv”, {pu} U ) € P’(a, B,<). Mais ce couple est égal & (v, 1), donc
(v,p) € P’(a, B3, <).

Supposons maintenant (1,1) < (1,0). D’apres [[3(10), le procédé (b) appliqué
a (a, B) crée le nombre p,; = 1 + 11 et le couple de partitions (a’,ﬂ'*). L’indice
(1,1) reste minimal pour l'ordre sur l'ensemble d’indices de (¢, 3’). Le procédé
(a) appliqué a (o, ﬁ/_) crée le nombre pj — 1 = vy et le couple de partitions
(o, 8"). Donc ({11} Uv", i) appartient & P(a/, 3=, < ). Par le procédé (b), on
en déduit encore le couple ({v1} Uv", {p,}Up”) € P°(a, B3, <). On conclut comme
ci-dessus. ]
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2.2. L’ensemble P’“l(a, 3, <). Soit ¢ € N. On définit un sous-ensemble P%l)(a, 3,
<) de P(a, 8, <) de la fagon suivante. Sim. = 0, on pose P?ll(a, B, <)=P(a, B, <).
Supposons m. > 0. Si ¢ = 0, on pose Pb[O](a,6,<) = P(«, ,<). Supposons
c 2 1. Le procédé (b) construit un terme gy et un couple de partitions extraites
(o, 8"). Alors PPl (, 3, <) est I'ensemble des couples (v/, {u1 }Up’), pour (v/, ') €
Pbc 1]( B/ )

Considérons un couple (v,pu) € P(a,3,<) et un entier ¢ > 1. Pour tout d €
{1,...,¢}, on suppose donnés des réels A(d), B(d). On considere la propriété

(1 ) Sa(p+ [B(d), —00[s) = Sa(pa(ay,Ba);s(@, B, <)) pour tout d € {1,...,c}.
Lemme. Supposons (1) vérifice. Alors (v, ) appartient & P°ll(a, B8, <).

Preuve. Si m< = 0, la conclusion est triviale. On suppose m. > 0. Supposons
d’abord ¢ = 1 et posons pour simplifier A = A(1), B = B(1). Soit (v,u) €
Pb(a, B,<). Alors p; est le nombre construit & I'aide du procédé (b). D’apres I'as-
sertion symétrique de [[3)9), on a p; < p,. Donc

SI(M+ [B7_OO[S) = M1 +B S I~'L1 +B = SI(IJ’—’_ [B>_Oo[s)

S Sl (AA,B;S(V7 N)) S Sl (pA,B;s(a7 67 <))
Les deux termes extrémes étant égaux par hypothese, ces inégalités sont des égalités.
Donc p11 = p;. Le lemme 1] implique alors que (v, 1) appartient & P?(a, 3, <).
Mais, pour ¢ = 1, on a P’(a, 3,<) = prll (a, B, <) par définition, ce qui démontre
I’assertion de 1’énoncé.

Supposons maintenant ¢ > 1 et raisonnons par récurrence sur c. L’hypothese
(1) pour ¢ est plus forte que celle pour ¢ = 1. On applique ce que 'on vient
de démontrer : (v, ) appartient a P°(a, 3, <). Le procédé (b) crée le nombre 1y
et un couple de partitions extraites (o/,8’). On a (v,u) = (v, {1} U p') pour
un couple (v, ') € P(a/, ', <’). Soit d € {2,...,¢}. Fixons un couple (v/, ') €
Pa(a),B(d)—s;s(@, B, <’). On a alors

A a(a),B(d)—sis(V's 1)) = Daca),Ba)—sis(a, B, <).

Le couple (v, {u1 }Up') appartient & P(«, 8, <) : il est issu de (v/, p’) par le procédé
(b). On a la suite d’inégalités :

Sa(p + [B(d), —o0s) = p1 + B(d) + Sa—1 (1 + [B(d) — s, —00]s)
< 1+ B(d) + Sa—1(Aaay, Biay—s:s (V' 1))
<1+ B(d) + Sa—1(paay,Ba)—s;s(@’, 5, <))

=u + B(d) + Sdfl(AA(d),B(d)fs;s(V ).

Puisque Aaa),B(ays (Vs {rat Up') = {p + B(d)} UAa),B(a)-s;s (Vs 1), la suite
d’inégalités se prolonge en

p1+ B(d) + Sa—1(Aaqa),Ba)—s;s (V' 1)) < Sa(Aacay,Bays (V' {m} Up'))

< Sa(pacay,B(a);s(; B, <))

Les termes extrémes de la suite d’inégalités obtenue sont égaux par hypothese. Donc
toutes ces inégalités sont des égalités. Cela entraine

Sa—1(p' + [B(d) — 5, —00[s) = Sa—1(pa(ay,B(a)—ss(&, 8, <")).



394 J.-L. WALDSPURGER

Pour d = 1,...,¢ — 1, posons A’(d) = A(d+ 1) et B'(d) = B(d+ 1) — s. L’égalité
ci-dessus se récrit

Sa(p' +[B'(d), —o0ls) = Sa(par(ay,(ay.s(e’, B/, <))
pour d = 1,...,¢c — 1. Autrement dit, (o/, ') et (v/,u’) vérifient les mémes condi-
tions que (a, B) et (v, u), Ventier ¢ étant remplacé par ¢ — 1. Par récurrence, cela

entraine (v/, i) € Ple=1(a/, ', <’). Mais alors, par construction, (v, i) appartient
a P’(a, B, <). O

2.3. Relation entre P(a,3) et P(a™,3). On note Z">° Iensemble des suites
infinies (A1, Ag,...) d’entiers relatifs. Soient z,¢ € N avec ¢ > 1. On définit une
application ., : ZN>0 x ZN>0 — 7ZN>0 x 7ZN>0 de 1a fagon suivante. Soit (v, W) €
ZN>0 x ZN>0 Alors i, (v, p) est Pélément (v, p) de ZN>0 x ZN>0 défini par :

V= (@4 vV, ) 0= (s oo By By g )
Lemme. On suppose (1,0) < (1,1).

(i) Pour tout (v,p) € P(a,B3,<), il existe (v,p) € Pla™,3,<7) et c > 1 de
sorte que (V, 1) = Le,a, (U 1)

(ii) Soit ¢ € Nsg et soit (v, p) € P, 8,<7). Alors tea, (v, 1) appartient d
P(a, 8,<).

Preuve. Si (o, 8) = (0,0), les assertions résultent de I'égalité ¢ o(0,0) = (0, 0) pour
tout ¢. On suppose désormais (o, 3) # (0,0) et on raisonne par récurrence sur
Ne + M.

Prouvons (i). Soit (v, u) € P(a, B,<). Supposons que (v,u) € P%a,3,<). Le
procédé (a) crée le nombre vy et des partitions extraites (o, 5'). On a v = {11} U
V', u = p' pour un couple (v, p') € P(d/, 5, <). D’apres [LI[4), le procédé (b)
appliqué & (a~, ) crée le nombre B, =v1—og et les mémes partitions (o/, 5). En
conséquence, le couple (v, p) = (V' {Vl — a1} U ') appartient & P(a™,8,<7). O
vérifie que (v, i) = t1,0, (¥, ).

Supposons au contraire que (v, 1) € P*(a, 8,<). Le procédé (b) crée le nombre
w1 et des partitions (o/, 8'). L’hypotheése (1,0) < (1,1) implique que le plus grand
terme de o’ est ay et que (1,0) est encore le plus petit élément pour l'ordre <'.
Onav=vpu={u}Uy, pour un couple (v, ') € P(c/, 5, <’). Par hypothese
de récurrence, il existe ¢ > 1 et (¢, /) € P(a'~,8,< ~) de sorte que (v, /) =
Leyar (U ). D’apres [LB(7) le procédé (b) appliqué a (o™, ) crée le méme nombre
p1 et les partitions (o' =, ). En conséquence, le couple (v,pu) = (v, {p1} U ')
appartient a P(a™, 8). Mais on voit que (v, pt) = teq1,a, (2, 1t). Cela acheve la preuve
de (i).

Prouvons (ii). Le procédé (b) appliqué & (o, ) crée un nombre uy et des par-
titions extraites (o/,3"). On a v = v/, p = {p1} U p/ pour un élément (v/, ') €
PUle=1(o/, B, <"). En effet, sim_ - > 0, cela résulte de ’hypothese (v, u) € P (a~,
B,<7) et de la définition de ce dernier ensemble. Si au contraire m.- = 0, on a
pr = 0et (/,3) = (a™,B) et il suffit de prendre (v',n’) = (v, p). Supposons
d’abord ¢ = 1. Parce que (1,0) < (1,1) et d’apres [[{4), le procédé (a) appliqué
a (a, B) crée le nombre 1 = a3 + p1 et les mémes partitions (o/,5’). Alors le
couple (v U/, i) appartient & P(c, 8, <). Or ce couple est égal & 1 o, (v, p). Sup-
posons maintenant ¢ > 2. Toujours parce que (1,0) < (1,1) et d’apres [LH(7), le
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procédé (b) appliqué a (a, 8) crée le méme élément p; et le couple de partitions
(o, 8") = {a} U/, 8). Ona o’ = a ~. On applique le lemme par récurrence :
Vélément (v, 1) = te—1,0, (V/, 1) appartient & P(a”, 8", <"). Alors, par le procédé
(b), le couple (v, ) = (", {1} U 1) appartient & P(a, 3, <). On vérifie I'égalité
(U, 1) = tea, (v, ). Cela acheve la démonstration. O

2.4. Nombres d’éléments ”de type b”. Introduisons 1’élément canonique de
type (b) (v, p) € Pa p.s(e, 8, <). Soit ¢ € Ny . Il existe des entiers a,b € N tels que
a+ b = ¢, de sorte que 'ensemble des ¢ plus grands éléments de pa p.s(a, 5, <) =
A4 ps(v, p) soit la réunion de celui des a plus grands termes de v L +[A, —oo[; et
de celui des b plus grands termes de p + [B, —oo[s. Les entiers a et b ne sont pas
completement déterminés car les deux éléments de R intervenant peuvent avoir des
termes communs : si par exemple le a-iéme terme de vU+[A, —oo[s est égal au (b+1)-
itme terme de p+ [B, —o0[s, le couple (a — 1,b+ 1) convient lui-aussi. On choisit a
et b de sorte que b soit le plus grand possible. On note alors ba p.s(c, 8, <;c) = b.

Lemme. (i) Pour tout réel B tel que B < B < B+ s, on a les inégalités
bA,B;s(a, Bv < C) < bA,E;S(aa ﬂ, < C) < bA,B;S(aa ﬂ, < C) +1
pour tout ¢ > 1.

(ii) Pour tout ¢ > 1 et pour tout entier b € {ba p.s(e, B, <;c),...,c}, il existe un
réel B > B tel que by p.s(a, 5, <;c) = b.

Prewve de (i). Fixons ¢ > 1, posons b = ba p.s(v, 8,<;¢), b = ba,ps(, 5, <;c).
Introduisons les éléments canoniques de type (b) (v, 1) € Pa pis(a, 5, <) et (v, p) €
PA,E;S(O" B8,<).

Supposons d’abord ne = 0 ou m< = 0. Alors (v, u) = (v, 1) = (a, 8). Posons
A’ = a+[A, —oofs, At = B+ B, —0[,, A' = B+ [B, —o0[,. Par définition, b, resp.
b, est le plus grand entier i € {0,...,c} tel que A} > A%, . resp. Al > A%, .. En
particulier A} > A%, ,. Puisque B> B,ona Ay =A}+B—B> A} >A%, |, ce
qui, d’apres la caractérisation ci-dessus, entraine b > b. Si b > ¢—1, on a forcément
b<b+1pusqueb<ec. Sib<c—1, onaAé_s_1 < Ag_b. On a alors

1 1 1 0 0
Ao <Ay —s=0M +B-B—s<Al_, <Ay g,

donc encore b < b+ 1 d’apres la caractérisation ci-dessus.

Supposons maintenant n. > 0 et m. > 0. Supposons d’abord que les éléments
(v, p) et (v, p) soient construits a I'aide du méme procédé, par exemple le procédé
(b). Ce procédé crée un nombre p = p et des partitions (o/, ). On a (v, p) =
(V' {patup’) ot (v, i) est I'élément canonique de type (b) de Pa p_s.s(c/, ', <).
D’ou

v+ [Av —OO[S: v + [A’ _Oo[sv M+ [Bv —OO[S: {Nl + B} U (MI + [B -5, _Oo[s)'
D’apres [LA(6), u1 + B est le plus grand élément de la réunion des deux suites ci-
dessus. Il en résulte que b=1sic =1 tandis que b = 14 ba p_ss(c/, 8/, <';5¢—1)
si ¢ > 2. Le méme résultat vaut pour b : b = 1 si ¢ = 1 tandis que b = 1 +
bap—ss(e, 5, <';¢—1) si k > 2. Le résultat cherché s’en déduit immédiatement
si ¢ = 1 et par récurrence si ¢ > 2.

On suppose maintenant que les éléments (v, 1) et (v, ;) sont construits a laide
de procédés différents. Supposons d’abord (1,0) < (1,1). Si (v, u) est construit &
I'aide du procédé (b), on a a; + A < B. Mais alors a; + A < B et (v, u) est aussi
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construit & l’aide du procédé (b), contrairement & I’hypothese (si a1 + A = B, la
construction de I’élément canonique de type (b) privilégie le procédé (b)). Donc
(v, ) est construit a l’aide du procédé (a). On a donc a1 + A > B (on ne peut pas
avoir égalité pour la raison que I’on vient de donner). L’élément (v, i) est construit
a l'aide du procédé (b) donc a3 + A < B. Le procédé (a) construit le nombre 14
et des partitions (¢, 8"). Puisque (1,0) < (1,1), le procédé (b) construit d’apres
[L3(10) le nombre p et les partitions («/,8") = ({a1} U/, B"). On obtient

(1) V+[A7 _OO[S: {Vl +A}|—|(V/+[A_S’ _OO[S)’ ﬂ"'[Bv _OO[S: :U‘/+[B’ _OO[Sv

ou (v, 1) est ’élément canonique de type (b) de Pa_s p.s(c, 5, <’). Comme plus
haut, v1 + A est le plus grand élément de la réunion des deux suites ci-dessus. Plus
précisément, il est strictement supérieur aux autres d’apres [[4(7). De méme,

(2)  w+[A, —oo[s= 1 +[A, —ocls, p+[B,—ools= {p, +B}U (1 +[B—s,—c[y),

ot (V/, ') est 'élément canonique de type (b) de Pa p_s.5(¢/,8,<’). Le nombre
By T+ B est le plus grand élément de la réunion des deux suites ci-dessus.

Appliquons le procédé (b) au couple (o, ). Il crée un nombre que nous notons
par anticipation p; et un couple de partitions (a”,8”). Notons (v, u”") 1’élément
canonique de type (b) de Pa_s p—s:s(a”,8”,<"). Montrons que

(3) on a (V,u') = (V' ,{p} U ") et uy + B est le plus grand élément de
AA—S,B;S(V/v ,UJ/)

Supposons d’abord m., > 0. Si (1,0) <’ (1,1), I'inégalité o; + A < B entraine
of+A—-—s<ar+A—s < B-—s < B et, par définition, (v, ') est construit &
laide du procédé (b), d’olt la premiere assertion de (3). Si (1,1) <’ (1,0), la méme
inégalité entraine f1 + B > B —s > a; + A — s > A — s et la méme conclusion.
Supposons maintenant m., = 0. Alors 8/ = 0, y1 = 0 et (¢”,8") = («/, ). La
premiere assertion de (3) est alors évidente. Si m<, > 0 et no, > 0, la seconde
assertion de (3) résulte de [L4(6). Sim<e =0 ounc =0,ona (v, u') = (o, 5) et
la seconde assertion se résume & l'inégalité u1 + B > o) + A — s. Celle-ci résulte de
la suite d’inégalités

p1+B>B>B—-s>a1+A—s>a)+A—s.

Cela prouve (3).

Notons que (1,0) reste le plus petit élément pour l'ordre <’. Le procédé (a)
appliqué a (o, ﬁ/) crée un nombre que nous notons par anticipation v; et le méme
couple (o', ") d’apres [[H(4). Notons (v, ') I’élément canonique de type (b) de
Pa_s p_ss(a”,8"”,<”). Montrons que B

(4)ona (V,u) = ({y, b Ur’, 1"’ et vy + A est strictement plus grand que les
éléments de AAjS,E,S;S(g”,E”). B

Supposons d’abord n., > 0. On a (1,0)<’(1,1). L’inégalité a; + A > B entraine
a1 + A > B — s et, par définition, (', 1) est construit par le procédé (a), d’ou la
premiere assertion de (4). Supposons maintenant ne = 0. Alors o =0, v, =0
et (”,8") = (¢/,B). La premitre assertion de (4) est alors évidente. Si ne > 0
et mo > 0, la seconde assertion de (4) résulte de [4(7). Supposons n. = 0
ou m_sz = 0. Cette hypothese entraine m., = 0 d’apres [L2(1). Cette derniére
égalité entraine 8 = () et (v, ') = (/, (). La seconde assertion de (4) se résume &
I'inégalité v, +A > B—s. Par construction, vi>ai=a;. Doy, +A>a1+A>
B > B — s, ce qui achéve de prouver (4).
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Supposons maintenant (1,1) < (1,0). Si (v, i) est construit a I’aide du procédé
(b), on a f1 + B > A. Mais alors f1 + B > A et (v,p) est aussi construit a
laide du procédé (b), contrairement & 1’hypotheése. Donc (v, i) est construit & I’aide
du procédé (a). On a donc f; + B < A (on ne peut pas avoir égalité pour la
raison donnée plus haut). L'élément (v, u) est construit a 'aide du procédé (b)
donc 1 + B > A. Le procédé (a) construit le nombre v et des partitions (o, 8.
Puisque (1,1) < (1,0), le procédé (b) construit d’apres [L3(10) le nombre i et les
partitions (o/,8') = (0/,6,7). On obtient les mémes relations (1) et (2) que plus
haut, avec les mémes propriétés.

Notons que (1,1) reste le plus petit élément pour l'ordre <’. Appliquons le
procédé (b) au couple (o, ). 1l crée le nombre py et un couple de partitions
(a”, 8"). Notons (v", /") Pélément canonique de type (b) de Pa_s g_s.s(a”, 87, <").
On démontre encore la relation (3) de la méme fagon que l'on a démontré (4) ci-
dessus : l'utilisation des inégalités a; + A > B et a3 + A < B est remplacée par
celle des inégalités 81 + B > A et 1 + B < A. Appliquons le procédé (a) au couple
(o/,8'). Tl crée le nombre v, et le méme couple de partitions (o, 3”). Notons
(g”,_ﬁ”) I’élément canonique de type (b) de Pa_s p—s.s(¢’, 5", <”). On démontre
encore (4) de méme que l'on a démontré (3) ci-dessus.

Ces relations (1) & (4) sont donc démontrées en tout cas. En utilisant (1) et (3)
et les propriétés de maximalité de v; + A et u1 + B que 'on a indiquées, on voit que
b=0sic=1,b=1sic=2etb=14ba_sp_ss(”,8",<";¢—2)sic>3.De
méme, en utilisant (2) et (4) et les propriétés de maximalité de p,tBety +A4,
onvoit queb=1sic=1louc=2b=1+ba_sp_ss(a", B, <"5¢c—2)sic>3.
L’assertion (i) de ’énoncé en résulte, par récurrence dans le cas ou ¢ > 3.

Cette assertion (i) entraine que I'image de la suite i — ba pyis:s(a, 5, <;¢), pour
i € N, est un intervalle d’entiers contenant b p.s(a, 8, <; ¢). Pour démontrer (ii), il
suffit de prouver que cette image contient c. Puisque ’ensemble P(«, §, <) est fini,
on peut choisir un entier h tel que h > v; et h > p; pour tout (v, u) € P(a, 8,<)
et tout ¢ > 1. Choisissons B tel que B + s — s¢c > h + A. Considérons 1’élément
canonique de type (b) (v, 1) € Pa, :s(a, 5, <). Le c-ieme terme de p+ [B, —oo; est
e + B+ s — sc. 11 est strictement supérieur a v1 + A qui est le premier terme de
v+ [A, —ools. On a alors ba g.s(a, B, <;c¢) = ¢ par définition de ba p;s(c, 8, <;c).
Cela acheve la preuve. O

2.5. Premier lemme de majoration.
Lemme. On suppose (1,0) < (1,1). Pour tout ¢ € Nsq, on a l’inégalité
Se(pa,pis(a™,B,<7)) < Se(pa,pis(a, B, <) < Se(pa,pis(a,5,<7)) + o1 + b
Il y a un lemme symétrique en échangeant les roles de a et 5. On doit alors
supposer (1,1) < (1,0). La démonstration de ces lemmes sera donnée en [Z71
2.6. Deuxieme lemme de majoration.
Lemme. Pour tout ¢ € Nsg, on a linégalité
Se(pa,p—s;s(, B, <) < Se(pa—s,B;s(a, B, <)) + sup(ar + A — B,0).

La encore, il y a un symétrique de ce lemme obtenu en échangeant les roles de
« et B et, simultanément, ceux de A et B. La démonstration sera donnée en 2.8

Pour démontrer ce lemme, le lemme précédent et leurs symétriques, on raisonne
par récurrence sur n< + m. C’est-a-dire que ’on vérifiera les quatre lemmes dans
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le cas n« = m< = 0 (en fait dans les cas n. = 0 ou m< = 0). Ensuite, on supposera
que ne + m< > 0 et que les quatre lemmes sont vérifiés pour des couples (o, 8)
tels que nes + mer < ne + mc<. On ne fera les démonstrations que des lemmes
énoncés, celles des symétriques étant évidemment analogues.

2.7. Preuve du lemme Supposons d’abord m. = 0. A fortiori m.- = 0.
Alors = (Da pA,B;S(avﬂa <) = (a + [A, _Oo[s) U [B, _Oo[s et pA,B;s(aivﬂv <7> =
(a”+][A4, —0[s)U[B, —o0[s. Onaa™ < a, d’ott a™ +[A, —oo[s< a+[A, —o0]s, puis
pa.Bs(a™,8,<7) <paps(a,B,<) dapres le lemme [Tl La premiére inégalité de
I’énoncé en résulte. Soient a,b € N tels que a + b = c et
Se(pa,p.s(a, B,<)) = Sala + [A, —oo[s) + Sp([B, —0ls).
On vérifie que S, (a + [A, —o0[s) = Sa(a™ + [A, —0[s) + a1 — agy1 < Su(a™ +
[A, —o0[s) + ay. Alors
Sc(pA,B;s(awBa <)) S Sa(a7 + [A, _Oo[s) + Sb([B7 _Oo[s) +

S Sc(pA,B;s(aa ﬂ7 <7)) + aq.
D’ou la seconde inégalité de ’énoncé.

On suppose maintenant m< > 0. En vertu de [L2(1) et [LI[1), cela entraine
ne > 0 et mo— > 0. Considérons d’abord le cas particulier ou n.- = 0. On a
décrit 'ensemble P(a;, 8, <) en[[5(2) et on utilise les notations de cette description.
On a a” = 0 donc paps(a™,B,<7) = [A, —oo[sL(B + [B, —o0]s). Evidemment
[Av _OO[SS Vm+1+[A’ _OO[S et 6"_ [Bv _OO[SS Mm+1 + [Ba _OO[S puisque Merl = B
D’apres le lemme [I.1] on a donc

pA,B;s(Oéia ﬂ, <7) S AA,B;S(Verlv Merl) S PA,B;s(O‘a Ba <)'

D’ou la premietre inégalité de I’énoncé. Choisissons i tel que pa ps(a, 8, <) =
A4 p.s(V, pt). Soient a,b € N tels que a + b= c et
SC(AA’B;S(Vivﬂi)) = Sa(Vi +[A, —oo[s) + Sb(:“i + [B, —o0[s).
On a Sa(V_i + [A7 _Oq[s) S aq + Bz + Sa([A7 _Oo[s) S aq + ﬁl + Sa([A7 _OO[S) eta
puisque pi* < 3, Sp(u' + [B, —oo[s) < Sy(8 + [B, —ocs). D'ou
SC(AA,B;S(Vi7/'Li)) S aq + 61 + Sa([Aa _Oo[s) + Sb(ﬂ + [-87 _Oo[s)
S aq + ﬂl + SC(AA,B;S(®7ﬂ)>7
ce qui équivaut a
Se(pa,Bs(a, B,<)) < a1+ B1 + Se(pa,ps(a, B,<7)).

C’est la seconde inégalité de I’énoncé.

On suppose désormais n > 0, m< > 0, n.- > 0, m<_ > 0. Supposons d’abord
a; + A < B, donc I'ensemble Pf,yB;s(a,ﬂ, <) n’est pas vide. D’apres [LH(8), l'en-
semble PZ,B;s(a_vﬁv <7) n’est pas vide non plus. On applique le procédé (b) a
(a, B). Il crée un nombre u; et des partitions (o, 8’). Un élément de PfLB;S(a, B, <)
est de la forme (v, {p1} U p') ot (v, 1) € Pa p_s:s(c/,5',<’). D’olt

pA,B;S(aa ﬁ7 <) = {/1*1 + B} U pA,st;S(O‘Z Bla </)-
De plus, p11 + B est le plus grand terme de pa p.s(a, 5, <) d’apres [4)6). Donc

. i+ B, si c=1
Sc(pA,B;s(Oé,Ba<)) = { p1+ B+ Sc—l(pA,B—s;s(O/7/8/7</))7 sic> 2.
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On applique le procédé (b) a (a—, ). D’apres[LI[7), il crée le méme nombre p; et
les partitions (o' =, 8’). On obtient de méme
i+ B, si c=1

S A.B:: O[i, ,<7 = { r_ ’_ .

C(p ’ 79( ﬂ )) M1 + B + Scfl(pA,st;s(a 7ﬁ/> < ))7 Sl C 2 2
Les inégalités a démontrer sont alors claires si ¢ = 1 et s’obtiennent par récurrence
si ¢ > 2, compte tenu de U'inégalité o + 8] < a1 + B1.

Supposons maintenant «; +A > B. L’ensemble ngB;s(a, B, <) n’est pas vide. Le
procédé (a) appliqué a (a, 8) crée un nombre v et des partitions (o, 5). Comme
ci-dessus, on a

(1) pA,B;s(au 67 <) = {Vl + A} U pAfs,B;s(ac ﬁlu </)7
et 1 + A est le plus grand terme de pa p.s(e, 5, <).

Supposons (1,0) <~ (1,1) et a; + A > B. L’ensemble P§ 5 (a™,3,<7) n'est
pas vide. D’apres[LE(5), le procédé (a) appliqué a (o™, 8) crée le nombre v —ay +ao
et les partitions (o’ ~, ). On obtient comme ci-dessus

pA,B;s(O‘77B7 <7) = {Vl — a1 +ag + A} UpA—s,B;s(ali7B/a <l7>7

oll v1 — a1 + a2 + A est le plus grand terme de pa p.s(a™,5,<”). En comparant
avec (1), la premiere inégalité de ’énoncé s’en déduit, par récurrence si ¢ > 2. La
seconde est aussi claire si ¢ = 1. Si ¢ > 2, on a par récurrence

Sc(pA,B;s(a_7 67 <_)) =+ A + Scfl(pAfs,B;s(ac ﬁlu </))

Svi+ A+ Se1(pa-sps(a ™, 8, < 7)) oy + B
< Se(paps(a™,8,<7)) + a1 —az +af + B
Mais o) < ag et 1 < 51, d’ott I'inégalité cherchée.

Supposons (1,0) <~ (1,1) et a; + A < B. Alors l'ensemble Pf,7B;S(oF,[3,<*)
n’est pas vide. D’apres [[5(4), le procédé (b) appliqué & (a—, ) crée le nombre
v1 — aq et les mémes partitions (o, 8'). On obtient comme ci-dessus

(2) pA,B;s(a_7 67 <_) = {Vl —a1 + B} u pA,st;S(O/a ﬁ/> </)7
ol 1 —ag + B est le plus grand terme de py p;s(a™, 5, <™ ). On compare avec (1). Si
¢ =1 on doit prouver que 1 —a1+B < +A<vi—a;+B+a1+61 =v1+ 51+ B.
La premiere inégalité résulte de I’hypothese a; + A > B. La seconde résulte de
I'hypothese a; + A < B qui implique A < B, a fortiori A < B + 3. Supposons
¢ > 2. Le lemme et son symétrique nous disent que

Scfl(pA,st;s(a/’ B/a </)) < Scfl(pAfs,B;s(a/’ B/, <I)) + sup(a’l +A- Ba 0)7

Sc—l(pA—s,B;s(O/a 6/7 </)) S Sc—l(pA,B—s;s(O/a 6/a <,)) + Sup(ﬁi + B — Aa 0)
D’apres ’hypothese ay + A > B et parce que o) < ay, on a sup(aj + A — B,0) <
a1 + A — B. De méme, on vient de voir que A < B + 31 et on en déduit sup(3] +
B—A4,0)< B+ B— A Alors

Sc(pA,B;s(a77 /Ba <7)) =1 —Qa1+ B + Sc—l(pA,B—s;s(a/7 /8/7 </))
<vi—ai+ B+ Se1(pa—sps(e,f,<)) +a1+A-B =
v+ A + Scfl(pAfs,B;s(O/a 5,7 </))
- Sc(pA,B;s(aa ﬂ, <))7
et
Sc(pA,B;s(a7 67 <)) =+ A + Scfl(pAfs,B;s(ac ﬁlu </))
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é v+ A + Scfl(pA,st;s(a/; ﬂ/a </)) + 61 + B-A
=vi—o1+B+Sc1(pap-ss(@,5,<)) + o1+ b
= Sc(pA,B;s(a_7ﬁ7 <_)) +a; + 61-
Ce sont les inégalités cherchées.

Supposons (1,1) <~ (1,0) et 1+ B > A. Alors PfLB;S(OF,B, <7) n’est pas vide.
On obtient la méme relation (2) que dans le cas précédent et on conclut de méme
(on n’a utilisé 'inégalité o + A < B du cas précédent que via son implication
B1+ B > A, laquelle est ici vraie par hypothese).

Supposons enfin (1,1) <~ (1,0) et 1+ B < A. Alors P§ 5. (o™, 3,<7) n'est pas
vide. D’apres [LH(6), le procédé (a) appliqué & (a™, 8) crée le nombre v; — ay — (1
les partitions (o, 8") = («/, {1} U 8’). On obtient

pA,B;s(Oéi, Bv <7) = {Vl — Q1 — ﬂl + A} u pAfs,B;s(leél,S,)
et v1 —ay — B1 + A est le plus grand terme de pa p.s(~, 5, <7). En comparant
avec (1), le lemme en résulte immédiatement si ¢ = 1. Si ¢ > 2, on remarque que
(', 8") = (a/, 7). On peut appliquer le symétrique de notre lemme a (g’,é/). On
obtient
Sc—l(pA—s,B;s(O/a 5,7 </)) < Sc—l(pA—s,B;s(Q/a éla S/))
< Sec1(pa—s,Bis(@, 8, <) + o + By
D’ou
Sc(pA,B;s(a_v ﬁa <_)) =V — a1 — 61 + A + Scfl(pAfs,B;s(Qlyﬁlag/))
<vp—ar =B+ A+ Se1(pa—s,pis(o,3,<") + o) + 51
<uv + A+ Scfl(pAfs,B;s(az Bla </))
= Sc(pA,B;S(au 67 <))7
car of < aq et B] < f1. On a aussi
SC(pA,B;s(OZ, B, <)) = +A+ SC—l(pA—s,B;S(O/v /8/5 </))
S v+ A + Scfl(pAfs,B;s(Qla élv S/))
= Se(pa,pis(@™, B, <7)) + a1 + B
Cela acheéve la preuve du lemme O

2.8. Preuve du lemme Supposons d’abord n. = 0 ou m< = 0. Alors

pA,st;s(aaﬁy <) = AA,st;s(Oﬁﬁ) et PA—s,B;s(Oé,B7<) = AAfs,B;s(aaﬁ)' Soient
a,beNtelsquea+b=cet

Sc(Aa.B-ss(a, ) = Sa(a+[A4, —o0[s) + Sp (B + [B — s, —00]s)-

Sia=0,onab=cetS.(8+[B—s,—0[s) < Sc(B+[B, —o0[s) < Se(Aa—s B:s(, ),
d'ott Sc(Aa,B-s;s(a, B)) < Sc(Aa—s,B:s(a, 8)). Si au contraire a > 1, on vérifie que

So(a+[A, —o0[s) = Se—1(a+[A — s, —00[s) + aq + 4,
Sp(B+ [B — s, —0[s) = Sp1(B + [B, —<[s) — Bp+1 — B.
D’ou
Se(Aa,B—sis(@; B)) = Sa—1(a+[A—s, —00[s)+Sp41(B+[B, —o0[s) +aa—Per1+A-B
< Se(Aa—s,Bs(a, B)) + a1+ A— B.

Supposons désormais n< > 0 et m > 0. Supposons d’abord que des éléments de
Pap_ss(a,B8,<) et Pa_s p.s(a, B,<) puissent se construire par le méme procédé
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(a), resp. (b). Ce procédé crée un nombre vy, resp. p1, et des partitions (o/, ). Par
un calcul déja fait plusieurs fois, on obtient

(1) pA,st;s(aa B, <) = {Vl + A} UPAfs,st;s(O/a ﬁla <I)7
pA—s7B;s(aa ﬁv <) = {Vl + A— 5} u pA—2s,B;s(O/a 6/a <I)7
resp.
(2) pA,B—S;S(avﬂa <) = {,Ul + B — S} l—lpA,B—QS;S(O/vﬂ/7 </)a
pA—S,B;S(aa ﬂ7 <) = {:ul + B} |—|pA—s7B—s;s(O/, ﬂ/a </)'

Les premiers termes 1 + A etc... sont les plus grands termes des suites en question.
Si ¢ > 2, on utilise notre lemme par récurrence et on obtient

SC(pA,B—S;S(a7B7 <)) S s+ S’(Lp(Oé/l + A~ s = B7 0) + SC(pA—S,B§S(aa ﬂ7 <))
S Sup(al + A - B7 S) + SC(pA—s,B;S(aa ﬂ7 <))7

resp.

SC(pA,st;s(aa ﬂ, <)) < —s+ sup(a'l +A—-B+ S, O) + Sc(pAfs,B;S(O" Bv <))
< SUP(Oél +A- B, _3) + Sc(pAfs,B;s(aa ﬂ, <))

Les majorations ci-dessus sont aussi vraies si ¢ = 1 : elles résultent immédiatement
de (1) et (2). Dans le cas du procédé (b), 'assertion du lemme est alors immédiate.
Dans le cas du procédé (a), il reste & voir que s < a3 + A — B. Or, dans ce
cas, on a supposé que le procédé (a) était loisible pour construire des éléments de
Pa_s ps(a,B,<). Si (1,0) < (1,1), cela impose directement 'inégalité voulue. Si
(1,1) < (1,0), cela impose 1+ B < A—s. Mais alorsa; + A—B>A—-B—f; > s
comme on le voulait.

Supposons maintenant que les éléments de Pa p_s.s(a, 8, <) et Ps_s p:s(e, 3, <)
ne puissent pas se construire par le méme procédé. On voit que cela impose I'une
des conditions suivantes :

(3) (1,0) < (1,1)et B—s<a; + A< B+s;

4)(1,1)<(1,0)et A—s<fB1+B<A+s.

On voit que les éléments de P4 p_s.s(av, 8, <) se construisent & I’aide du procédé
(a) tandis que ceux de Pa_s p.s(c, B, <) se construisent a I'aide du procédé (b). Le
procédé (a), resp. (b), crée un nombre vy, resp. p1, et des partitions (o, 8'), resp.
(c/, B"). On obtient comme plus haut

PA,B—s;s(Oé, 67 <) = {Vl + A} u pAfs,st;s(

B, <
pAfs,B;s(a7ﬁ7 )_{N1+B}UPA s,B— ss( é S)

Supposons (3) vérifiée. D’apres[L3(10), on a vy = ax+pq et (o, ') = ({1}, 3').
L’indice (1,0) reste le plus petit indice pour Pordre <’. Si ¢ = 1, on obtient

Sl(pA B—S'S(a767 <)) = Q1 + A-B + Sl(pA—s B'S(aa 67 <))

et la majoration cherchée est claire. Si ¢ > 2, on applique le lemme 25 & (o ﬁ ).
On obtient

Sc(pA,B—s;s(a767<))_V1+A+Sc l(pA s,B— ss( ﬁ S ))

<V1+A+SC l(pA s,B— SS( ﬁ <)):Ofl+A_B+Sc(pAfs,B;S(a7ﬁ7<))'

D’ou la majoration cherchée.

),
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Supposons (4) vérifiée. D’apres[L3(10), on a u1 = B+ et (o, 8') = (o, {f1}U
B'). L’indice (1, 1) reste le plus petit indice pour 'ordre <’. Si ¢ = 1, on obtient
S1(pa,B—sis(@, 8, <)) = =1 + A= B+ S1(pa—s,B;s(av, 8, <)),
et la majoration cherchée est claire: —f1+A—B < a3+ A—B < sup(a; +A—B,0).
Si ¢ > 2, on applique le symétrique du lemme a (o, ). Il nous dit que
Se1(pa—s,B—sis(a, 8, <")) < Sec1(pa—s,—s;s(’, B, <)) + o + Bi.
On obtient
Sc(pap—ss(a,3,<)) =vi+ A+ Se1(pa—sp—ss(a’, f,<))
S =P+ A+ Se1(pa—sposis(@, 5, <)) + oy + 5
= Sc(pa—s,B;s(, 3, <))+ A—B— 1 + o) + B
Puisque 3] < 1 et o) <y, 0n a
A—=B—-p1+a)+ B <oq+A—B<sup(ag + A— B,0).
Cela acheve la preuve. [J

2.9. Troisieme lemme de majoration .

Lemme. Supposons (1,0) < (1,1). Soient un entier ¢ > 1 et un réel B > B.
Posons b=ba_s p.s(™,8,<7;c) et supposons b > 1. Alors on a l’inégalité

Sc(pAfs,ﬁ;s(a_7ﬁ7 <_)) + aq + A - B - S + Q(B + S — ﬁ) S Sc(pA,B;s(au 67 <))

Preuve. Soit (v, p) 'élément canonique de type (b) de Pa_s p:s(a™,8,<7). Avec
la notation de 3] supposons d’abord que

(1) t1,a, (v, p) appartient a P(a, 3, <).

Posons (v, ) = t1,a, (v, 1), rappelons que v = (a1 + 4, vy, ...) et = p~. Posons
a = ¢ — b. Par définition de b, on a

SC(pA—s,E;S(Ofv B,<7)) = SQ(Z +[A = s, —0o0s) + SQ(H +[B, —ocls).

On a
Sp(p+ [B, —o0[s) = Sp(p + [B, —o0[s) + b(B — B)

et
Sp(p+ [B, —oo[s) = Sp(p) + Sp([B, —o0ls)
=p, + Sp—1(p") + Sp—1([B, —00[s) + B+ s — bs
= Sp-1(p+ [B,—oc[s) + p, + B+ s —bs.
On a aussi

Sa(v+[A—s,—00fs) = Saq1(v +[4, —0[s) —an —p, — A
En rassemblant ces égalités, on obtient
Se(pa—s,Bs(a™,8,<7))+a1+A—B—s+bB+s—B)
= Q-H(V + [Av _OO[S) + Sb—l(u + [Ba _Oo[s)
S SC(AA,B;S(Vu /14)) S Sc(pA,B;s(a7 67 <))
Cela conclut.
D’apres le lemme 23] 'hypothese (1) est vérifiée si (v, p) appartient & I'ensemble

P'U(a~,3,<7). Clest le cas si me = 0. On peut maintenant supposer m. > 0,
d’ott ne > 0 d’apres[L2(1). Supposons n.- = 0. On a (v, u) = (0, 5) et on voit que
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t1.0, (0, B) appartient & P(a, 3, <) : c’est le couple (v1, ut) défini en[L5[2). Donc (1)
est encore vérifiée dans ce cas. On suppose désormais n.- > 0. Si (v, ) appartient
a P’(a™, B,<7), de nouveau le lemme 3] entraine que ’hypothése (1) est vérifiée.
On suppose donc (v, u) € P*(a™,,<7). Par construction de I’élément canonique
de type (b), cela entraine que 'une des conditions suivantes est vérifiée :

(2) 1,00 <~ (L,)etas+A—s=a] +A—s> B;

(3) (1,1) <~ (1,0) et f1+ B < A—s.

Supposons (2) vérifiée. Cela entraine oy + A > B et I'ensemble P%(a, §, <) n’est
pas vide. Le procédé (a) appliqué & (a, 8) construit un nombre vy et des partitions
extraites (o, 8). Comme on I’a déja vu, on a

(4) pA,B;s(aa ﬁv <) - {Vl + A} upA—s,B;s(O/v B/a </)a
et v1 + A est le plus grand terme de pa p.s(«, 8, <). D’apres [[L5(5), le procédé (a)
appliqué a (a—, ) crée le nombre v; = 11 — a1 + az et les partitions (al’,ﬂ’).
Notons (v, ') 1'élément canonique de type (b) de Pi_sps(@=,8,< 7). On a
(zp) = (U, W),

(5) Aa—spis(vop) ={vy + A— st UAa_o5 Bis (V1)
De plus, d’apres [[L4[7), le nombre v; + A — s est strictement plus grand que tous
les autres termes de cette suite de nombres. Cela entraine ¢ > 2 (sinon on voit que
b = 0 contrairement & ’hypotheése) et que bA_QS)E;S(O/_,/B/, <=ie— 1) =b. On
applique le lemme par récurrence a (¢, 8"). On obtient

Scfl(pA72s,§;s(O/—a B/; </_))+a2+A_B_2S+Q(B+S_§)§ Scfl(pA,B;s(alv ﬂ/,<l))~

D’apres les formules ci-dessus, on a

’ ’

SC(pA—S,E;S(o‘77 /87 <7>) = Zl + A -5+ SC—l(pA—287§§S(a 7? 5,7 < 7))
=1 —o1+as+A—5s+ Se—1(pa—2s,B:s(@ A< 7)),
Sc(pA,B;s(au 67 <)) =1+ A + Scfl(pA,B;s(O‘Z 6/7 </)-

En utilisant les trois inégalités précédentes, on obtient 1’inégalité de 1’énoncé.

Supposons maintenant (3) vérifiée. Onaa;+A>A>A—-s> 5 +B>B>B
et, de nouveau, I’ensemble P*(«, 8, <) n’est pas vide. Le procédé (a) appliqué a
(v, B) construit un nombre v1 et des partitions extraites (o/,3’). On a encore la
relation (4). D’apres [LD(6), le procédé (a) appliqué a (o, ) crée le nombre v, =
v1 —aq — f1 et les partitions (o, 8') = (o/,{f1} U B’). Notons (¢, p') 'élément

canonique de type (b) de Ps—_s p.s(c/, ', <’). On a encore la relation (5) et les

relations ¢ > 2 et bA_237§;s(g/,él; ¢ — 1) = b. Remarquons que l'indice (1,0) est le
plus petit indice pour lordre <’ et on a ' = ﬁl_. Appliquons le symétrique du
(i) du lemme 23] 11 affirme I’existence d’un entier d > 1 et d’un élément (v/, u’) €
P(d/, B, <) de sorte que
V= V], V1 Vs o)
H/ = (Vél + /Bla:u‘/la :u/25 )
On reprend le calcul fait plus haut sous '’hypothese (1). On a
Sp(p' + [B, —ocls) = Sp(p’ + [B, —ocls) + b(B — B),
Sp(p' + [B, —ools) = Sp(p') + Sp([B, —oc[s)
= v+ B+ Sy (1) + Sy ([B, —00[s) + B+ s — bs
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=v)+Bi+B+s—bs+ Sp_1(4 +[B,—o0[s).
Notons que @ > 1 puisque v; + A — s est strictement plus grand que les autres
termes de (5). On a

Sﬂ_l(zl + [A — 25, —00[5) = Sg—l(ZI) + Sa—1([A — 25, —00[5)
= Q—l(zl) + SQ[A - S, _Oo[s) - A + s.

En tout cas,

d’ou
Se1(V +[A—2s,—00[s) < —Vj— A+ s+ S, (V + [A — s, —0]s).
En rassemblant ces calculs, on obtient
Se-1(Pa-2s,5:5(e, B/, <)) = Sa-1(¥/ + [A = 25, —00s) + Sp(p + [B, —o0l;)
<—v—A+5+S, (V' +[A—s, —00[s)+b(B—B)+v,+ 1+ B+s—bs+Sy_1(u+[B,—cs)
<Pi—A+B+25s+b(B~s—B)+Se1(Aa—spis (V. 1t'))
<B1—A4+B+25+b(B—s—B)+ Sc_1(pa—sps(a,8,<).

En vertu de (4) et (5) et de I'égalité v, = v1 — ay — (1, cela entraine
Se(pa—s,pis(a™,B,<7)) =v1—o1 — 1+ A— 5+ Sec1(pa—2s,8:s(a’, 8, <))
<+ A+ S 1(pa—sps@,B,<")—a1 —A+B+s+bB—s— B)
= S.(pa<(,B,<)) —a1 —A+B+s+bB~s—B).

Mais cette inégalité est celle que ’on voulait démontrer. (Il

2.10. Certains ensembles de couples de partitions. Notons Q;(«, 5, <) 'en-
semble des couples (v, i) € P x P tels que, pour tous réels A, B, on ait la majoration

(1) AA,B;S(V7 //') S pA,B;s(av /Ba <)~

Le lemme nous dit que P(a, 8,<) C Qs(a, B8, <).
Soit (v, u) € P x P. Notons R (v, u; a, 5, <) Uensemble des quadruplets de suites
t = ((A(c))ex1, (B(€))e>1, (a(€))e>1, (b(€))e>1), ot les A(c) et B(c) sont des réels et
les a(c), b(c) sont des entiers positifs ou nuls, vérifiant les propriétés suivantes :
(2) pour tout ¢ > 1,

SC(AA(C),B(C);S(Va ‘LL)) = Sa(c)(l/ + [A(C)v _OO[S) + Sb(c) (/‘ + [B(C)a _OO[S);
(3) pour tout ¢ > 1,

SC(AA(C),B(C);S(V) /J/)) = Sc(pA(c),B(c);s(a7 B, <))7
(4) pour tout ¢ > 1, on a a(c) < a(c+ 1) et, pour tout n € N5, il existe ¢ > 1 tel
que a(c) = n.

Pour un tel quadruplet, on note c°(t) le plus petit indice ¢ tel que a(c) = 1. On
note Ry(a, 8, <) 'ensemble des couples (v, u) € P x P tels que Rs (v, u; o, 8, <) # 0.
On a

(5) soient (v,u) € PxPet A, B € R; supposons Ay p.s(v, 1) = pa.pis(e, 8,<);
alors (v, 1) € Rs(e, B3, <).
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En effet, on pose A(c) = A et B(c) = B pour tout ¢ et on choisit pour a(c) le
plus grand entier tel que (2) soit vérifié. On voit alors que (4) est aussi vérifiée.

Fixons (v, 1) € P x P et un entier k > 1. Définissons une partition 2/ par

6) v =v;+1sii=1,. k-1, ) =v;sii>k

Si k =1, on a simplement v/ = v~. Notons M (ay, v, u, k) ’ensemble des parti-
tions ' telles que

(T) i > pa > phy > pa > oo
®)ar+S()—S(p) =ve +1—k.
Proposition. Supposons (1,0) < (1,1) et soit i’ € M(ay,v, u, k). Supposons que
(ku/, w') appartienne o Qs(a™, 8,<7). Les propriétés suivantes sont alors vérifiées.
(i) Le couple (v, ) appartient ¢ Qs(a, B, <).

(i) Si (v, p) appartient & Rs(a, B,<), alors k =1 et (v, p') € Ry(a™,8,<7).
Fizons v € Rs(v, u;a, B, <) et notons ¥ = %(x). Alors (v—, ') est l'unique
couple de partitions tel que tco o, (v, 1) = (v, ).

(iii) Si (v, p) appartient & Rs(o, 8, <) et (v—, 1) appartient ¢ P(a™, 3,<7), alors
(v, 1) appartient 6 P(a, 8, <).

Preuve de (i). Fixons A et B et démontrons 'inégalité (1). Soit ¢ € N5y, fixons
deux entiers a,b € N tels que a + b = c et

Se(Aa,Bis(v, ) = Sa(v + [A, —o0ls) + Sp(p + [B, —o0ls).

ky; — 1 pour tout i =1, ..., a, donc

Supposons d’abord a < k. Alors v; =
Su(v+[A, —o0ly) = Su(*v/ + [A, —o0[s) — a.
D’apres (7), on a aussi
Sp(p+ [B, —o0[s) < Sp(p' + [B, —oc[s).
Donc

("0 + [A, —ools) + Sy(i + [B, —o0ls) —a

Se(Aap("v ') —a
Se(pa,pis(a™, B,<7)) —a,
la derniére inégalité résultant de ’hypothese (kul, 1) € Qs(a™, B,<7). On applique
le lemme et on obtient
SC(AA,B;S(Vv ﬂ)) < Sc(pA,B;S(O‘a B, <)) —a< Sc(pA,B;s(aa B, <)'

Supposons maintenant a > k, a fortiori a > 1 et b < ¢. On a défini en [2.4] 'entier
ba—s ps(a™,B,<7;c). Sl est supérieur ou égal & b+ 1, on pose B = B. Sinon, le
(ii) du lemme 24 dit qu’il existe B > B tel que ba_s p.s(a™,3,< ;¢) =b+1. On
fixe un tel B. Dans les deux cas, on pose b = ba_; p.s(™, 5, <7;¢). On calcule

Sy([B, —o0s) = Sp41([B, —o0[s) + (b+1)(B+s—B) — B —s.

SC(AA,B;S(I/7 ,U/)) < S,
<
<

D’ou
Sb(llf + [B7 _Oo[s) = Sb(ﬂ) + Sb([B7 _OO[S)
= Sp(p) + Sp+1([B, —0[s) + (b+ 1)(B+s—B)— B—s
= Sp(k) = Spa1 (1) + Sp1 (4 + [B, —ocls) + (b+ 1)(B +s—B) — B —s.



406 J.-L. WALDSPURGER

Gréce a (6) et a ’hypothese a > k, on a
Sav) = vk +1—k+ Sa_1(").

D’ou
Sa(v+[A, —o0[s) = Sa(v) + Sa([A, —00[s)
=+ 1—k+Sa 1 (") + A+ Se_1(JA— s, —00s)
—A4vp+1—k—+S, (" +[A— s, —ool,).
En posant

X=A+uv,+1—k+Sy(p) — Sp41() + (b+1)(B+s—B)— B—s,
on obtient
(9)  SelMapulvw) = X +Sucr ("0 + [A — 5, —00l) + Spaa (W + [B, ~o0.)

<X+ Se(Baoma (V1) < X+ Selpaapala”, 6,<7)).
Montrons que
(10) X <a1+A—B—-s+b(B+s—B).
On écrit
Sp(1) = Sp1(1) = S(p) = S(1') = prosr + fpo — fro2 + s — -
La série finale est alternée, les valeurs absolues de ses termes étant décroissantes
d’apres (7). Sa somme est donc négative ou nulle, d’ott Sp(u) — Sp1(1') < S(p) —
S(p'). Alors
X<A+wv+1—k+Su)-SW)+®+1)(B+s—B)—B-—s
=y +A-B-s+(b+1)(B+s—B).
Pour démontrer (10), il reste & prouver que
(b+1)(B+s—B)<b(B+s—B).

Or, par construction, on a soit B = B et b+ 1 < b, soit b + 1 = b. L’'inégalité
ci-dessus en résulte, d’olt aussi (10).

On utilise (9) et (10) et on applique le lemme (notons que son hypothese
b > 1 est vérifiée puisque b > b+ 1). On obtient

SC(AA,B;S(V) /J)) S Sc(pA7B;s(aa 67 <))
Cela acheve de prouver (i). O
Preuve de (ii). On fixe un élément v = ((A(c))e>1, (B(€))e>1, (a(c))e>1, (b(€))e>1)
de R, (v, ; @, B, <). On pose c® = ¥(t). On reprend la démonstration ci-dessus en
faisant varier le couple (A, B). Précisément, pour tout ¢ > 1, on refait les calculs
ci-dessus en remplagant le couple (A, B) par (A(c), B(c)) et en choisissant a = a(c)
et b = b(c). Cette démonstration prouve I'inégalité
SC(AA(C),B(C);S(Vu /14)) S Sc(pA(c),B(c);s(aa ﬁ7 <))

Or on sait par I'hypothese (3) que celle-ci est une égalité. Donc toutes les inégalités
que l'on a utilisées dans la preuve sont forcément des égalités.

Dans le cas ol a(c) < k, on a en fait démontré I'inégalité

SC(AA(C),B(C);S(Va M)) < Sc(pA(c),B(c);s(au 67 <)) - G(C).

Donc a(c) = 0. Puisque, d’apres (4), il existe ¢ tel que a(c) = 1, cela entraine k = 1.
Dot '/ =v~.
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Pour ¢ < ¢ (ce qui ne se produit que si ¢ > 2), on a a(c¢) = 0 donc b(c) = c. On
a utilisé I'inégalité

Sb(c) (M + [B(C)a _OO[S) < Sb(c) (M/ + [B(C)’ _Oo[s)'

C’est maintenant une égalité. Avec (7), cela entraine u, = p; pour tout i < b(c) = ¢,
donc pour tout i < ¢. On a aussi utilisé deux inégalités qui deviennent les égalités

(11) Sa(C)(V_+[A(C)7 _OO[S)+Sb(c) (M/+[B(c)7 _OO[S) = SC(AA(C),B(c);s(V_a Nl))’
et
(12)  Sc(Ma(e),B(eys(v 1) = Se(pace),B(eys(@™, 8, <7)).

Pour ¢ > 0, on a utilisé I'inégalité

—Hb(c)+1 T #L(C)Jrz = Hb(c)+2 + /LZ(C)+3 —...<0.

Elle devient une égalité. Grace a (7), cela entraine u; = p;—1 pour tout i > b(c) + 2
Dans le cas ¢ = ¢°, on a a(c®) = 1 donc b(c?) = ¢® — 1. D’ott i} = p;—1 pour tout
i > %+1. On a vu ci-dessus que p; = p; pour i < c°. Alors tous les termes de p’ sont
déterminés sauf yi/,. Mais les égalités précédentes montrent que p/o = S(u') —S(p).
La relation (8) et I’égalité k& = 1 déterminent alors i, : on a oy + o = v1. En se
reportant a la définition de I'application .o 4, , on voit que (v, ) = 10 o, (v, ).
Notons que cette égalité détermine uniquement le couple (v, ).

On a introduit un nombre B que 'on note maintenant B(c) et utilisé deux
inégalités qui deviennent les égalités

(13)  Sae)-1(v~ +[A(e) = 5, =00[s) + Sye41 (1’ + [B(c), —o0s)

= SC(AA(C)—S,E(C);S(Vi’ NI))

(14) SC(AA(C)—S,B(C);S(Viﬂ:u’/)) = SC(pA(c) s,B(c);s ( 7B7 ))

Si ¢ <, posons A'(c) = A(e), B'(c) = B(e), d'(c) = a(e) =0, b/'(c) = b(c) = c. Si
¢ > posons A'(c) = A(c) — s, B'(c) = B(e), a’(¢) = a(c) — 1, V'(c) = b(c) + 1
Alors le quadruplet v/ = ((A'(¢))e>1, (B'(€))e>1, (@'(€))e>1, (V' (¢))e>1) appartient a
Rs(v, 1507, 68,<7). En effet, 'analogue de (2) résulte de (11) et (13), I'analogue
de (3) résulte de (12) et (14) et 'analogue de (4) résulte de la relation (4) initiale
et de la définition de la suite (a’(¢))c>1. Donc (v~, u’) appartient & Rs(a™, 8, <7).
Cela démontre (ii). O

Preuve de (iii). On poursult la preuve ci-dessus. On a a/(c) = a(c) = 0 pour ¢ < °
et aussi a’'(c?) = a(c’) — 1 = 0. Donc ¥'(c) = ¢ pour ¢ < . Les analogues des
relations (2) et (3) nous disent alors que

SC(,U/ + [B/(C)5 _OO[S) =S¢ (pA’(c) B'(c ( 7ﬂa ))

pour tout ¢ = 1,...,¢%. Supposons (v~, ') € P(a™,3,<7). La condition du lemme
est vérifiée. Ce lemme nous dit que (v, /) appartient & pble’ l(a=,B8,<7). L

(ii) du lemme [Z3] implique alors que (v, u) appartient & P(«, 8, <). Cela prouve
(i) O
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2.11. L’ordre <4 g . On dit qu'un élément de R est sans multiplicités si c’est une
suite strictement décroissante. Soit k € Z. On suppose

(1) élément Ay _g_1.2(cx, B) de R est sans multiplicités.

Nous allons définir un ordre sur 'ensemble d’indices de («, ), dont la définition
fait intervenir «, 8 et k et que nous noterons <, g 5. Pour z € R, on note [z] sa partie
entiere. Choisissons un entier r assez grand pour que, en posant n = r + [k/2] + 1
et m = r — [k/2], on ait n > t(a) et m > t(B). On considere que ’ensemble
d’indices de («, 8) est ensemble I = ({1,...,n} x {0})U({1,...,m} x {1}). Ecrivons
Ap—k—1.2(c, B) = (A1, g, ...). Pour j € {1,...,n}, il existe un unique z; € N5q tel
que le j-ieme terme de o + [k, —oc[s soit égal & A,,. Pour I € {1,...,m}, il existe un
unique y; € N5 tel que le I-ieme terme de § + [k — 1, —oo[z soit Ay,. On définit
Uordre de sorte que (j,0) <q,,%x ({,1) si et seulement si z; < y;. Plus concrétement,
on voit que (J,0) <q,g,k (I,1) si et seulement si a; +k+2—-25 > f—k+1—2l. Si
on remplace 'entier r par r + 1, ’ensemble d’indices s’accroit des indices (n + 1,0)
et (m+1,1) et on vérifie que 'on a (n,0) <q g (Mm+1,1) <qr (n+1,0) si k est
pair tandis que (m, 1) <4 g% (n+1,0) <qpr (Mm+1,1) si k est impair. Il s’ensuit
que la classe d’équivalence de 'ordre ainsi défini ne dépend pas du choix de r.

Lemme. Soit k € Z. Supposons Uhypothése (1) wvérifiée. Alors l’ensemble
P _k—12(a, B,<apk) @ un unique élément.

Preuwve. Si ne, ,, = 0oumc, ,, = 0, cest trivial puisque P(a, 3, <apk) n'a
qu’un élément. On suppose n<, , , > 0et m._ ,, > 0. Lasituation étant symétrique
en la transformation (a, 8,k) — (8,a,—k — 1), on ne perd rien & supposer (1,0)
<apk (1,1). Comme ci-dessus, a l'aide d’un entier r, on fixe un représentant de
Pordre, que I'on note simplement (n,m, <). Par définition de cet ordre, 'hypothese
(1,0) < (1,1) signifie que aq + k > B1 — 1 — k. A fortiori, g + k > —1 — k et seul
le procédé (a) est autorisé pour construire les éléments de Py _1_g.2(c, 8, <). Ce
procédé crée un nombre v et un couple de partitions extraites (o, 5’). Il établit
une bijection entre Py _1_g.2(a, 8, <) et Py_o._1-k:2(c’, 8', <’). D’apres [L4(8), ce
dernier ensemble est égal & Py_q1 _p.2(c’, 5, <’). Pour montrer qu'il ne contient
qu’un élément, il suffit par récurrence de prouver que le triplet (o, 8, k—1) vérifie la
méme hypothese (1) que («, 8, k) et que les ordres <’ et <,/ g —1 sont équivalents.
En fait, pour une utilisation future, nous allons prouver un résultat un peu plus
fort : on va montrer que, pour k' = k — 1 ou k¥’ = k, le triplet (o/, ', k") vérifie
I'hypothese (1) et que les ordres <’ et <,/ g s sont équivalents.

Rappelons que le procédé (a) crée des suites aq, as, ..., ar et by, be, ..., by, cf. [L3
Les derniers indices T et ¢ vérifient soit t = T et (ar,0) < (by,1),soit T =1t+1 et
(b, 1) < (ar,0). Si r est assez grand, ce que l'on suppose, on a ar = n et by = m.
On a dit plus haut que (m,1) < (n,0) si k est pair tandis que (n,0) < (m,1) si k
est impair. Il en résulte que T' =t si k est impair et T' =t + 1 si k est pair. On pose
n' =n—T et m" = m —t. On va prouver les assertions

(2) soient ¢ € {1,...,n'} et j € {1,...,m'}; supposons (¢,0) <’ (j,1); alors on a
Iinégalité a; + k' +2 —2i > ) — k' +1 - 2j;

(3) soient i € {1,....,n'} et j € {1,...,m'}; supposons (j,1) <’ (¢,0); alors on a
Vinégalité 8 — K +1—2j > o} + k' +2 — 2i;

(4) soient i € {1,..,n'} et 5 >m/ +1;alors o, + k' +2—2i > -k +1—25;

(5) solent j € {1,....,m'} et i >n' + 15 alors 8} — k' +1—2j > k' +2 - 2i.

Montrons d’abord que ces assertions entrainent les propriétés voulues. Soient
1,7 € Nug. Sii < n' ouj <m’, les hypotheses de I'une des assertions ci-dessus sont
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vérifiées. Il en résulte que o + k" +2 — 2i # B, — k' + 1 — 2j (rappelons que, par
définition, on a o = 0sii > n' et B, =0si j>m'). Sii>n'et j>m' on aaussi
k'+2—2i # —k’ +1—27 car ces entiers ne sont pas de la méme parité. Il en résulte
que les suites o + [k, —oo[2 et '+ [—k' — 1, —oo[2 n’ont pas d’éléments communs,
c’est-a-dire que (o, 8', k') vérifie 'hypothese (1). En fixant un entier r’ assez grand,
on définit alors un représentant (n',m’, <) de 'ordre <./ g 1s. Quitte & accroitre 7,
on peut supposer que n’ < n' et m’ < m’. Montrons que (n’,m’, <’) et (n/,m’, <’)
sont équivalents. Pour cela, on doit prouver les deux assertions suivantes :

(6) soit 4, j € N5q; supposons o) # 0; alors la condition j < m' et (j,1) <’ (7,0)
est équivalente a la condition j < m' et (4,1)<’(4,0);

(7) soit 4,5 € N5 ; supposons B} # 0; alors la condition ¢ < n’ et (4,0) <’ (j,1)
est équivalente & la condition i < n' et (¢,0)<’(4,1).

Prouvons (6). La condition o} # 0 implique ¢ < n’ < n/. Supposons j < m’ et
(j,1) <" (i,0). Alors j < m' puisque m’ < m'. La relation (3) implique 3} — k' +
1—2j > o} + k' + 2 — 2i. Par définition de l'ordre <’, cela signifie que (J, ) '(4,0).
Inversement supposons j < m’ et (j,1)<(4,0). Cela implique 3; — k' +1 —2j >
o) + k' + 2 — 24, Jointe & (4), cette inégalité implique j < m’. Jointe & (2), elle
implique (4,1) <’ (¢,0). Cela prouve (6). La preuve de (7) est analogue.

Le lemme résulte donc bien des relations (2) & (5) que nous allons maintenant
prouver. On note ¢ : {1,..,n'} — {1,..,n} — {a1,..,ar} et ¥ : {1,...,m'} —
{1,...,m} — {b1,...,b;} les uniques bijections croissantes. Pour i € {1,...,n’}, soit
h(i) € {1,..., T} tel que apy < ¢(i) < ap(i4+1 (un tel entier existe puisque a; = 1
et ar = n). On vérifie que ¢(i) = h(i) + . La suite ¢ — h(i) est croissante. De
méme, pour j € {1,...,m'}, soit g(j) € {1,...,t} tel que by(jy < ¥(j) < by(jy4+1 (un
tel entier existe car bt =met b =1 d’aprés I’hypothese (1,0) < (1,1)). Alors
¥(§) = j+ g(j). La suite j — g(j) est croissante.

Soient ¢ et j comme en (2). Par définition, I'inégalité (,0) <’ (j,1) équivaut a
(#(i),0) < (¥(4),1). On a donc (an(),0) < (¢( ),0) < ( (7),1). Puisque by;) est le
plus petit entier I tel que (ap(;),0) < (1,1), on a byy < ¥(j) et méme by < ¥(j)
puisque ¥(j) n’appartient pas & la suite {by, ..., bs }. Sl (bh( 1) < (4(7),0), le méme
argument montre que ap(;)+1 < @(i), ce qui contredit la déﬁnition de h(i). On a
donc (¢(i),0) < (bp(s), 1). Par définition de 'ordre <, cela signifie que

Qg (4) +k+2— 2(}5(2) > /Bbh(i) —k+1-— 2bh(z)
On a agy) = aj. Puisque by < ¢(j), on a By, > Byy) = B} De l'inégalité
ci-dessus se déduit
o+ kK +2-20> 8 —F +1-2j+2X,

oll

X=kK—k+j—buu+oi)—
Pour prouver (2), il reste & montrer que X > 0. On a ¢(i) — ¢ = h(7). L’inégalité
br(i) < ¥(j) entraine que h(i) < g(j). La suite g — b, est strictement croissante. Il
en résulte que la suite g — q — by est décroissante. Alors

X=FK—k+j—bpu+h(i) 2K —k+j—by;) +9() =K —k+0() = by

Mais by(;y < ¥(j) par définition, donc X > &' —k + 1, d’ott X > 0 puisque &' — k
vaut 0 ou —1. Cela prouve (2).

Solent ¢ et j comme en (3). On a cette fois (¥(j),1) < (¢(4),0). On voit comme
ci-dessus que (by(;),1) < (¥(j),1) < (ag(j)+1,0) < (#(i),0). Notons que Iégalité
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by = m entraine que g(j) < t donc g(j) +1 < T et agy(;)41 existe. L'inégalité
(¥(4),1) < (ag(j)+1,0) entraine
By) —k+1-29() > Qagyn T K+ 2= 2ag0)41-
Puisque ag4(;)4+1 < ¢(i), on a h(i) > g(j) + 1 et on obtient comme ci-dessus
Bi—K +1-2j>a,+k +2—-2i+2Y,
ol
Y:k—k'+i—ag(j)+1 +¢(]) -7 :k—k/+i—ag(j)+1 +g(j).
De nouveau,

—ag(j)+1190) = —ag()+11+(9()+1)—1 = —anu)+h(i)—1 = ¢(i)—i—aps—1 = —i.
Dot Y >k — k' > 0, ce qui démontre (3).

Soient i et j comme en (4). Ona o} +k +2—-2i > k' +2—-2n" et —k'—1-2m’ >
—k’" +1 — 24. 1l suffit donc de prouver que k' +2 — 2n’ > —k’ — 1 — 2m/, ou encore
2" >2n'—2m'—=3.Onan’—m' =n—-T—-m+t = (r+[k/2]+1)—(r—[k/2])+t—-T.
Puisque T' =t + 1 si k est pair et T =t si k est impair, on obtient n’ —m’ = k.
L’inégalité 2k’ > 2n' — 2m’ — 3 cherchée est alors claire puisque k' > k — 1.

Soient ¢ et j comme en (5). Le méme argument nous ramene & prouver U'inégalité
2n' —2m/ +1 > 2k’. On a calculé n’ —m’ = k et I'inégalité s’ensuit puisque k' < k.
Cela acheve la démonstration. |

2.12. Une propriété de l'ordre <, 3.

Lemme. Soit k € Z. On suppose vérifiée Uhypothése (1) de 2T Alors on a
Végalité Pp /o _(h41y/2;1/2(, By <a,pk) = Pr,—1-ks2(a, B, <a,p.k)-

Preuve. On va démontrer ’assertion plus générale

(1) soient h, k € Z; supposons que Aj, _p_1.2(cr, B) et Ag _r_1.2(cv, B) soient sans
multiplicités et que les ordres <, g et <o,k soient équivalents; alors on a les
égalités
Prjo (k1) /20 /2(, B, <a,pk) = Pr,—1-n2(, B, <a,pn) = Pr,—1-k2(a, B, <a,,k)-

Notons pour simplifier < I'ordre <, g,,=<a,3,x- L’assertion est claire si n« =0 ou
m< = 0 puisqu’alors P(a, 8, <) n’a qu’un élément. Supposons n< > 0 et m< > 0.
La situation étant symétrique par la transformation («, 8, h,k) — (8,a,—k —
1,—h — 1), on ne perd rien & supposer (1,0) < (1,1). Le procédé (a) appliqué
a (a, ) crée un nombre v et un couple de partitions extraites (o, 8). Comme
dans la preuve précédente, ce procédé crée une bijection entre P, _j,_1.2(cv, 8, <) et
Pr_1,_p2(c/, B, <), ainsi qu'entre Py, _;_1.2(cv, 3, <) et Py_1,_k.2(a/, 5, <"). Mon-
trons que

(2) Pry2,— 1y /21/2(0 B, <) = Pl _ oy 251200 8, <).

Puisque (1,0) < (1,1), on doit prouver que ay + h/2 > —(k + 1)/2, c’est-a-dire
ay > —(h+k+1)/2. Clest clair si —(h + k + 1) < 0 puisque a3 > 0. Supposons
—(h+k+1) > 0. En interprétant < comme l'ordre <4 g5, hypothese (1,0) < (1,1)
signifie que a; + h > —h — 1, c’est-a-dire ar; > —2h — 1. De méme, en interprétant
< comme l'ordre <, gk, la méme hypothese signifie que oy > —2k —1. D’ot1 207 >
—2(h+k+1). Puisqu’on a supposé —(h+k+1) > 0,ona —2(h+k+1) > —(h+k+1),
d’ot1 21 > —(h+k+1) et 'inégalité cherchée oy > —(h+k+1)/2. Cela démontre

2).
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D’apres (2), le procédé (a) établit une bijection entre Py /o (k41)/251/2(c, B, <)
et P, 1)/2 —(kt1y/251/2(a’, B, <'). T suffit donc de prouver les égalités
P, - 1)/2,—(k+1)/2,1/2( B <) =Phoa—np(d, B, <) =Py k() B, <),
En interprétant < comme 'ordre <, g 1, on a prouvé dans le paragraphe précédent
que (o/, 3, h) et (¢, 8, h — 1) vérifiaient 'hypothese ZIT(1) et que les ordres <,
<a',8',h €6 <o g -1 étaient équivalents. De méme, en interprétant < comme 1’ordre
<aB.k0navuque (o, 5, k) et (o, 8, k—1) vérifiaient 'hypothese ZIT[(1) et que
les ordres </, <u gk €t <o g k—1 6talent équivalents. On peut donc appliquer
notre assertion (1) par récurrence & (o, 8) et au couple d’entiers (h — 1, k), ainsi
qu’au couple d’entiers (h, k — 1). Son application au couple (h — 1, k) donne direc-
tement la premiere égalité de (3). L’application au couple (h, k — 1) fournit ’égalité
Prjo—rj2z2(a,8,<") = Pro1ga(d,8,<). Mais Pyjo_pj21/2(a, 6, <") =
Pih—1y/2,—(k+1)/211/2(/, B',<") d’apres [LA(8). Cela donne l'égalité des termes
extrémes de (3). Cela acheve la preuve de (3) et de (1).
Le lemme est le cas particulier h = k de (1). O

3. MULTIPLICITES

3.1. Définition et énoncé de la proposition principale. Pour toute la section,
on fixe un couple de partitions («, 5) et un ordre < sur leur ensemble d’indices.

Fixons un représentant (n,m, <) de cet ordre. L’ensemble d’indices est alors
lensemble I = ({1,...,n} x {0}) U ({1,...,m} x {1}). Soit J I’ensemble des couples
((i,e), (4, f)) € I? tels que (i,e) < (4, f) et e # f. Posons X = N”. Un élément
de X s’écrit @ = (2(i.e),(j,£)) ((5,e),(G. f))e» avec des x(; ¢) j.¢) € N. Pour € X, on
définit un couple (a[z], f[z]) € Z™ x Z™ par

afz]; = a; + ( > (1,0),3,1)) — ( > L(5,1),3:,0))»

GE{L . (1,0)<(,1) FELL,.om}.(j,1) < (5,0)
Blxl; = B + ( Z T(1),6,0)) — ( Z T(3,0),(j,1))-
i€{1,...n},(4,1)<(4,0) i€{1,..n},(¢,0)<(4,1)

Pour (v, ) € Z™ x Z™, notons X (o, B, <;v, 1) 'ensemble des éléments = € X tels
que afz] = v et Blx] = p

Remarques. (1) On a S(afz]) + S(B[x]) = S(a) + S(B) pour tout z € X. On peut
donc se limiter aux (v, 1) tels que S(v) + S(p) = S(a) + S(B).

(2) L’ensemble X (a, 8, <; v, u) est fini. En effet, identifions ’ensemble d’indices I
a{l,...,n+m} de fagon croissante. Nos couples (a, 8) et («a[z], 5[x]) deviennent des
éléments de Z"T™. L’ensemble X devient un ensemble d’éléments () (ki) ot (K, 1)
parcourt un sous-ensemble ¥ de celui des couples tels que k,l € {1,...,n+m} et k <
l. Pour v = (Y1, es Yntm) € Z™T™, posons < 7,8 >=>"._, (mEmEL — )y,
On calcule

e, M

< (afa], Bla]), 8 >=< (a,8),0 >+ > (I —k)zk,.

(k,1)eT

Tous les coefficients de la derniere somme sont positifs donc, pour un entier ¢ € Z
quelconque, il n’y a qu’un nombre fini de z € X tels que < («[z], B[z]),d >=¢. Or
un élément de X (o, 8, <;v, p) doit vérifier < (alz], B[x]),d >=< (v, u), 0 >.

On note &,, et &,, les groupes de permutations de {1,...,n} et {1,...,m}. On
note sgn leur caractere signature usuel. Pour v € Z" et w € &,,, on définit v* et
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viw] par v = vy et vjw]; = vy + % — wi. On définit de méme p¥ et pfv] pour
weEZ™etveG,.

Soient (v, ) € P x P. Si t(v) > n ou t(u) > m, on pose mult(a, B, <;v,u) = 0.
Sinon, on consideére (v, ) comme un élément de Z™ x Z™ et on pose

mult(a, B;v, 1) = Z sgn(w)sgn(v)| X (e, B8, <; viw], pv])|.
weS,,vES,,

C’est un entier relatif. Montrons que
(3) cet entier ne dépend pas du représentant de ’ordre (n, m, <) que I’on a choisi.

Preuve. D’apres ce que 'on a expliqué en [[L2 il suffit de montrer qu’il ne change
pas si 'on remplace n par n + 1, resp. m par m + 1, et que I'on prolonge I'ordre
sur I par celui sur le nouvel ensemble d’indices I’ de sorte que (n + 1,0), resp.
(m+1,1), soit le plus grand élément de I’. Contentons-nous de considérer le cas ol
l’on remplace n par n+1. Notons (n+1, m, <) ce nouveau représentant et affectons
d’un ' les objets construits & I’aide de celui-ci. On peut supposer ¢(v) < n+ 1 et
t(pn) < m, sinon les deux multiplicités construites sont nulles. Soient v’ € &,41
et v € 6. Soit z € X'(o, B, <';v[w], p[v]). On a afx],ty1 = v[w']n41. Puisque
(n+1,0) est le plus grand élément de l'ordre <’ et que 11 = 0, cette égalité se
traduit par

(4) — Z T(5,1),(n+1,0) = Yw/(n+1) TN+ 1-— U)/(TL + 1)
j=1,....m

Le membre de gauche est négatif ou nul, celui de droite est positif ou nul. Ils
sont donc tous deux nuls. La nullité du membre de droite implique w'(n + 1) =
n+1et vypr = 0. Si v # 0, cest-d-dire si t(r) = n + 1, les ensembles
X'(a, B, <';v[w'], p[v]) sont donc tous vides, d’out mult(wa, B, <';v,u) = 0 =
= mult(a, 8, <;v, u). Supposouns ¢(r) < n. Dans la somme définissant mult(«, 8, <';
v, ), on peut se limiter aux w' € S,41 tels que w'(n + 1) = n + 1. Un tel
w’ ¢’identifie par restriction & un élément w de &,. La nullité du membre de
gauche de (4) implique que 2(; 1) (nt1,0) = 0 pour tout j. Alors, en supprimant
ces coordonnées nulles, on voit que 'élément x € X'(a, 5, <';v[w'], p[v]) s’identifie
a un élément de X (o, S8, <;v[w], p[v]). On obtient que |X'(«, 5, <’;v[w'], p[v])| =
| X (e, B, <; v[w], plv])|. L’égalité mult(a, 8, <';v, u) = mult(«, 5, <;v, u) en résulte.

O

Proposition. Soient (v, ) € P x P.

(i) Supposons mult(c, B, <;v,u) # 0. Alors (v,p) € Qs(a, 8, <) (cf. 2I0).

(ii) Soient A, B € R. Supposons Ay p.s(v, 1) = pa,ps(e, 8, <). Alors mult(c, 3,
<;v,p) # 0 st et seulement si (v, 1) € Pa p.s(a, 5,<).

(iii) Soient A,B € R. Supposons (v,u) € Paps(a,B,<). Alors mult(a, S,
<;v,u) =1.

3.2. Début de la preuve de la proposition. Si n. = 0 ou m. = 0, on choisit
le représentant minimal de I'ordre. L’ensemble J est alors vide et X est réduit a
un élément. On voit que mult(a, B, <;v,u) vaut 1 si (v,u) = (o, 8) et 0 sinon.
Puisqu’on a aussi P(a, 8, <) = {(«, 8)}, la proposition est triviale.

On suppose désormais n. > 0 et m< > 0 et on raisonne comme toujours par
récurrence sur ne + me. On fixe (v,u) € P x P et on choisit un représentant
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(n,m, <) de Pordre tel que n > t(v) et m > t(u). On ne perd rien a supposer
(1,0) < (1,1). On décompose

(1) mult(a, B, <;v,p) = Z multy (o, B, <;v, ),

k=1,...,n
ou

multy(a, B, <;v,p) = Z sgn(w)sgn(v)| X (o, B, <;v[w], uv])].
weS, , wl=k,veS,,

On fixe k € {1, ...,n}. On identifie &,,_1 & 'ensemble des w € &,, tels que wl =k :
un élément w’ € &,,_; s’identifie & w tel que wl =k, wi =w'(i — 1) sii=2...n
et w(i—1) <k wi=w@—-1)+1sii=2..,netw(—1) >k Ainsi, on
a sgn(w) = (=1)**Lsgn(w’). On note J' le sous-ensemble des ((i,e), (j, f)) € J
tels que (i,e) # (1,0) et J” le complémentaire, c’est-a-dire 'ensemble des éléments
((1,0),(4,1)), pour j € {1,...,m}. L’ensemble X se décompose conformément en
Xy x Xy et on peut identifier X ;» & N™. Par application (i,0) — (i — 1,0), J’
s’identifie & I’ensemble J~ analogue & J associé & (o, 3, <7) et au représentant
(n —1,m,<") de Pordre <. Alors X ;s s’identifie de méme & I’analogue X~ de
I'ensemble X. On écrit tout élément de X sous la forme (2/, (z;);=1,..m) avec 2’ €
X~. Pour 2’ € X, on définit (™~ [2], B[2']) de méme que l'on a défini (a[z], B[z]).
Pour « = (2, (zj)j=1,..,m), on calcule

afzly = a1 + Z xj;

Jj=1,....m

afz]; = a” [2']i—1 et Blz]; = B[2']; —xj pour i =2,...,net j=1,...,m.

Fixons w' € &,,_1, soit w € &,, 'élément associé. Un élément (', (x;)j=1,.m) €
X appartient & 'ensemble X (o, 5, <;v[w], u[v]) si et seulement si on a les égalités
suivantes

(2) an + Zj:l,...,m rj=vp+1—k;

(3) a7 [2']i—1 = Vi —wi+ipouri=2,..,n;

(4) Bla’]; —xj = po; —vj+j pour j =1,...,m.

La relation (3) se décompose en o™ [2];_1 = vy (j—1)y—w'(i—1)+isiw' (i—1) < k
et a”[2']i-1 = vy (i—1y41 —w (i — 1) +4 — 1 si w'(i — 1) > k. Définissons k) e p
par kl/; =v;+1lsii<ket kl/; = V41 si @ > k. La relation (3) équivaut a

(5) a~[2']; = *v,; — w'i + i pour tout i € {1,....,n — 1}.

Pour tout élément y = (y1,...,ym) € Z™, notons stab(y) le groupe des u € S,
tels que y* = y. Notons (Z™)* 'ensemble des y tels que y; > y2... > ym. Tout
élément y € Z™ s’écrit y = 2% pour un unique z € (Z™)T et un u € &, dont
la classe dans stab(z)\&,, est uniquement déterminée. On décompose X (o, 8, <;
viw], p[v]) en réunion

U, X (o, B, <;v[w], plv], z,u),
ol z parcourt (Z™)* et u parcourt stab(z)\&,, et ou X (a, B, <;v|w], p[v], z,u) est
le sous-ensemble des z € X (a, 8, <;v[w], pu[v]) tels que

(6) Bla’]; — j = zu; pour tout j =1,...,m.

L’ensemble X (v, 8, <;v[w], p[v], z,u) se décompose en produit d'un sous-
ensemble de X~ et d’un sous-ensemble de X ;. Le premier est I’ensemble des
éléments 2/ € X~ vérifiant les relations (5) et (6). Celles-ci ne dépendent que de
a‘,ﬁ,kul[w’],z,u, notons Pensemble en question X~ (a~, 8, <_;ku/[w’],z,u). Le
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deuxiéme ensemble est celui des (z;);=1
que

(7) zuj — j = poj — vj pour tout j = 1,...,m.

Remarquons que, si cette derniére relation est vérifiée, on peut remplacer (2) par
I’égalité

8) ar+5(z) =S(w)+ > o1 mi=v+1—k

Celle-ci est indépendante des z;. En conséquence, X (o, 3, <; v[w], u[v], z,u) est
vide si (8) n’est pas vérifiée. Si elle lest, le sous-ensemble de X~ est défini par
la seule relation (7) et il est loisible de noter X (u[v], z,u) cet ensemble. Notons
Z(ay, vk, 1) Vensemble des z € (Z™)" vérifiant (8). On obtient

m € Xy vérifiant la relation (2) ainsi

.....

_ _ _ /
X(awBa<;V[w]a/J/[’U]):uz,u;zEZ(al,Vk,,u,)X (Oé 7B7< ;kl/ [U}/],Z,U)XXJN(M[U],Z,U).

Puis
., _ ’
@ Y sl X(a, 8, <ol ul)l = 1K (07,8 < M ]2 w)
vES,, EISACINZ D!
u€stab(z)\Sm,
> sgn()| X (ufv], 2, u)|.

veES,,
Comme en ZT0] notons M (ay, v, i, k) 'ensemble des partitions p’' € P vérifiant

(10) gy > > phy > po > ..
et
(11) ar+SW)-S(p) =vk+1—k.

Notons que (10) entraine #(u') < t(u) +1 < m. Pour p/ € M(aq,v, 1, k), notons
z(p') € Z™ Pélément tel que z(u'); = p), —i. On a stab(z(y')) = {1}. La condition
(11) équivaut & (8) pour z = z(y'), donc 2(p') € Z(ay, vk, p). La condition (6)
pour z = z(p') équivaut & B[2]; = p,; —uj + j. Alors I'ensemble X~ (a™, 8,<7;
U [w'], (i), u) west autre que X~ (o, 8, <, %V [w], i/ [u]).

Montrons que ’'on a

(12) soit z € Z(a1, vk, 1) ; 81 D e, Sgn(V)[ Xy (plv], 2,u)| # 0, il existe p' €
M (o, v, pu, k) tel que z = z(¢') ; inversement, pour p' € M(aq, v, u, k), on a

> sgn()| X (ulv], 2(1'), u)| = sgn(u).
vES,,
La suite 1 — 1, ig — 2, ... est strictement décroissante. Puisque z € (Z™)7, il existe
d’unique entiers 0 < [ <lp < ... <, < m tels que
21 2...2zll 2,[1,1—1>le+1 Z...ZZ[Z Zu2—2>212+1 > ..

> 2, 2 Mm — M > 2 41 2 2 2y
Soit v € &,,. La relation (6) se récerit Ty,—1, = Zyy-15 — n + h pour tout h =
1,...,m. Puisque les zj sont des entiers positifs ou nuls quelconques, 1’ensemble
X g (u[v], z,u) a au plus un élément et il en a un si et seulement si z,,-15 > up —h
pour tout h = 1,...,m, ce qui équivaut a
(13) uwv=th <, pour tout h = 1,...,m.
Notons V I'ensemble des v € &,,, qui vérifient cette condition. On obtient

Y sgn()| X (ulv] z,u)| = Y sgn(v).

vES, veV
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Supposons la somme de gauche non nulle. Alors V' n’est pas vide. La condition (13)
pour v € V entraine uwv~'1,..uv"'h < I, en particulier I, = m. Introduisons le
sous-groupe ¥ des éléments de &,,, qui conservent chacun des intervalles {1, ...,1; },
{l; +1,...,15} .... On voit alors que l'action du groupe u~'Tu par multiplication &
droite sur &,,, conserve I’ensemble V. En fixant un ensemble V de représentants de
cette action dans cet ensemble, on obtient

Z sgn(v) = Z sgn(v) Z sgn(v').

veV veEV. veEu—1%u

La non-nullité de cette expression entraine que ¥ = {1}. On en déduit I, = h pour
tout h. On a alors

212 —1>202> U0 —2> 00> 2 >y — M.

En posant u = z;+i,onapu € M(a1,v, u, k) et z = z(p'). Inversement, si z = z(u')

pour u' € M(ay,v, pu, k), on alp, = h pour tout h. On voit par récurrence sur h que

la condition (13) est vérifiée si et seulement si uv™th = h pour tout h, autrement

dit w =v. On a alors V = {u} d’ou ) . sgn(v) = sgn(u). Cela démontre (12).
L’égalité (9) et la propriété (12) entrainent

Z Z sgn(w)sgn(v)| X (o, B, <;v[w], p[v])]

weS,,,wl=k vES,,

_ _ /
= (—1)F*! Z Z Z sgn(w')sgn(v)| X (o™, B, <7 Fv [w'], W' [v])).
pwWEM(ay,v,uk) wWeES,_1 vESH,
Autrement dit

(14) multy(a, B, <;v, p) = (=1)F*1 Z mUlt(Oéi,ﬂ7<7;kV/n“/)-
pEM (aq,v,pm,k)

3.3. Fin de la preuve. Supposons mult(«a, 8, <;v,u) # 0. D’apres les égalités
(1) et (14) de B2 on peut fixer k € {1,...,n} et ' € M(aq,v,u, k) tels que
mult(a™, 5,<7; kyl,u’) # 0. On applique le (i) de la proposition par récurrence :
(kz/, u') appartient & Qs(a™, 8, <7). Le (i) de la proposition Z-I0Inous dit que (v, u)
appartient a Q4(«, 8, <), ce qui prouve le (i) de la proposition Bl

Démontrons ’assertion suivante

(1) supposons (v, 1) € Rs(w, 8, <); alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) mult(a, 8, <;v,u) = 1;

(b) mult(e, B, <;v,p1) # 0;

(c)ilexiste k € {1,...,n} et ' € M(ay,v, u, k) tels que mult(a™, 8, <"; kV/,/J,/) #*
0;

(d) (v,p) € P(a, B, <).

Evidemment, (a) implique (b). On vient de voir ci-dessus que (b) implique (c).
Montrons que (d) implique (c). D’apres le (i) du lemme 23] si (v, u) € P(a, 8, <),
on peut fixer ¢ € {1,...,.m} et (v/,p/) € P(a™,B,<”) de sorte que (v,p) =
te, (Vs /). Posons k = 1. On a v/ = v~ = '/ et on vérifie que 1/ appartient
a M(ay,v,p,1). Comme on la vu en [ZI0, la condition (v/,pn') € Pla™,[,<7)
entraine que (v, 1) appartient a Qs(a™,B,<7). Le (ii) de la proposition 210 en-
traine que (1/’ 1) € Ry(a, B,<). On applique notre assertion (1) par récurrence : la
condition (v, ') € P(a™,8,<™) implique mult(a™, 8, < ;v , 1’) # 0. Cela vérifie
la condition ( ). Supposons maintenant (c) vérifiée et fixons k et u’ comme dans
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cette relation. Comme plus haut, on a (kl/,, 1) € Qs(a™,B,<7). Le (ii) de la propo-
sition @10 nous dit que k = 1 donc ¥/ = v~ et que la partition x4/ est uniquement
déterminée. Les sommes (1) et (14) de B2 sont réduites & un unique élément et on
obtient 1'égalité mult(c, B, <;v,u) = mult(a™ 5, < ;v ,u'). L’assertion (ii) de la
proposition 210 nous dit aussi que (v~,u') appartient & Rs(a™, 8,<7). Puisque
mult(a™,8,< ;v ,u') # 0, on applique notre assertion par récurrence : on a
(v—,p) € Pla™,B,<7) et mult(a,B,< ;v , 1) = 1. Avec I'égalité que l'on a
prouvée ci-dessus, cela entraine mult(a, 8, <;v,u) = 1, c’est-d-dire (a). D’autre
part, on peut appliquer le (iii) de la proposition [ZI0] qui implique que (v, u) ap-
partient & P(a, 3, <), c’est-a-dire (d). Cela démontre (1).

Supposons A p.s(V, 1) = paps(a,B,<). Donc (v,p) € Rs(a,B, <) d’apres
2.10(5). Alors (b) est équivalent a (c). Mais, sous I’hypothese A g p.s (v, 1) =pa.p:s(,
B, <), les conditions (v, u) € P(«, 8, <) et Pa p.s(a, B, <) sont équivalentes d’apres
le (ii) du lemme Cela démontre le (ii) de la proposition Bl

Si (v, p) € Py ps(a, 8, <), on a encore (v, 1) € Ry(a, 8, <). L'équivalence de (a)
et (d) implique la conclusion du (iii) de la proposition Bl [

4. COMPOSANTES EXTREMALES D’UNE REPRESENTATION CONSTRUITE
PAR LUSZTIG

4.1. La correspondance de Springer généralisée. Pour n € N, on note P(n)
I’ensemble des partitions de n, c’est-a-dire I’ensemble des partitions A € P telles
que S(A) = n. On note Py(n) I'ensemble des couples (o, 3) de partitions telles
que S(a) + S(B8) = n. On note W, le groupe de Weyl d’un systéme de racines de
type Cy, avec la convention Wy = {1}. On note W,’ 'ensemble des représentations
irréductibles de W,,. Il est bien connu que W, est paramétré par Py(n). Pour
(o, B) € Pa2(n), on note pqy, g la représentation de W,, paramétrée par ce couple. En
particulier, p,) ¢ est la représentation triviale et pp (1) est le caractere signature
usuel, que I'on note sgn.

Soit N € N. Notons P*¥"P(2N) I’ensemble des partitions symplectiques de 2N,
c’est-a-dire I’ensemble des partitions A € P(2N) telles que multy (i) est pair pour
tout entier ¢ impair. Pour A € P*¥™P(2N), on note Jord(\) 'ensemble des entiers
i > 1 tels que multy (i) > 0 et Jord®()\) le sous-ensemble des entiers pairs. On note
PsY™P(2N) I'ensemble des couples (A, €) ou A € P¥™P(2N) et € € {:I:l}‘]ordbp()‘).

La correspondance de Springer généralisée, définie par Springer et Lusztig, établit
une bijection entre P*¥™P(2N) et I'ensemble | J, WXFWCH)/Q, ou k parcourt les
éléments de N tels que k(k+1) < 2N. Ou encore avec 'ensemble | J, Po(N — k(k +
1)/2). Rappelons la définition de cette bijection.

Soit k € N tel que k(k+1) < 2N et soit («, 8) € Po(N —k(k+1)/2). On définit
un couple (Aq g, Ba,g) d’éléments de R par

si k est pair, Ay g = a+ [k, —o0l2, Bag =+ [—k—1,—00[2;

si k est impair, A, g3 =8+ [k —1,—00[2, Ba,g = a + [k, —0[a.

Soit (A,€) € P3¥™P(2N). Considérons 1’élément A + [—1,—oo[; de R. C’est
une suite d’entiers strictement décroissante. On introduit les deux éléments z =
(21, 22,...) et 2/ = (2], 75, ...) de R, strictement décroissants, tels que A+ [—1, —oo[;
soit la réunion de (221, 229, ...) et de (221 +1,225+1,...). On pose Aﬁ)\ =2'+[1, —o0]y,
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Bﬁ\ = 2z + [0, —c0[1. On calcule facilement, pour j > 1,

)\23‘,1/2 +2— 2], si )\23‘,1 est pair,
(A2 —1)/242 -2y, si Ag; est impair et Sa;(N)
(1)(a) A'i,j = est pair,

(Agj—2 +1)/24+2—2§, si j>2, Agj_o est impair et
Soj—2(A) est impair,

Xoj/2+1— 24, si Ag; est pair,
(Agj—1+1)/24+1—24, si Agj_1 est impair et So;j_1(N)
(1)(b) Bg\ﬁj = est impair,
()‘2j+1 — 1)/2 +1-— 2], si >‘2j+1 est impair et 52j+1()‘)
est pair.

On vérifie que les divers cas ci-dessus sont exclusifs I'un de 'autre.

Considérons I’ensemble (Ag\ U Bg\) - (Aﬁ)\ N Bg\), c’est-a-dire ’ensemble des entiers
relatifs qui interviennent dans Aﬁ)\ ou Bg mais pas dans les deux. Notons D) ’en-
semble des sous-ensembles finis de (Au)\UBg\) - (Aﬁ)\ﬂBg\) formés d’entiers consécutifs,

et maximaux pour cette propriété. On s’apercoit qu’il y a une bijection croissante
i+ A; de Jord®()\) sur Dy. On pose

Ay = (AL — U (A5 N A))U( U (BL N AY)),
i€Jordb?(N);e;=—1 i€Jordb?(N);e;=—1

By = (B! - U (BEnAg)u( U (45N AY)).
i€Jord®?(\);e;=—1 i€Jordb?P(N);e;=—1

On définit I’élément py . = Ay U By de R. Remarquons que l'on a aussi py. =
AL LB

On montre qu’il existe un unique entier k¥ € N tel que k(k + 1) < 2N et un
unique couple (a, 5) € Pa(N — k(k+1)/2) tels que (Aa g, Ba,g) = (Are, Bre). La
correspondance de Springer généralisée associe & (A, €) le couple (k, pq,5). On note
ce couple (k(\ €), p(A€)).

L’entier k(\,€) se calcule facilement. Notons i; > ... > 4., les éléments i €
Jord® () tels que multy (i) soit impair. Posons

M(\e€) = > (1)
I=1,....m;e;; =—1

Alors k(X €) = 2M (X, €) si M(A,€) >0 et k(A €) = —2M (A e) —1si M(Ae) <O0.

Considérons le cas particulier ot Jord(\) = Jord® (\), c’est-a-dire que A n’a que
des termes pairs. On peut considérer que € est une fonction définie sur ’ensemble
d’indices Nsq : si j € N5 est tel que A; # 0, on pose €(j) = €y, ; si A; = 0, on pose
€(j) = 1. On prendra garde de distinguer €(j) ou j est un indice et ¢; ol i est un
terme de A. Avec la recette ci-dessus, on calcule

Aye={N;/24+1—j;j € Nsg,e(j) = (—1)i+1,

Bye={X\i/2+1-j;j € Nso,e(j) = (=1)7}.
On constate que py . est sans multiplicités, cf. 2111
Remarquons qu’avec les mémes hypotheses, on a

(2) M(X\e) = Zj€N>o(_1)j+1€(j)T—1_
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Preuve. Remarquons d’abord que seuls les j < t(A) contribuent & la somme ci-
dessus : pour j > t(A), on a €(j) = 1 et le terme que 'on somme est nul. Soit
i € Jord”()), notons {j; ,...,j; } le sous-ensemble des j € Nxq tels que \; = i.
Pour tous ces j, on a €(j) = ¢; et la contribution de ces j au membre de droite de
(2) est

€ —1 Z (—1)i+1 = { 0, si ji — j; est impair ou si ¢; = 1,
2 (=1)7 si ji — j; est pair et ¢; = —1.

F=G7 eeds
Si € = 1, l'intervalle {j;,...,j;"} ne contribue pas au membre de droite de (2)
et ’entier ¢ ne contribue pas non plus & M (), €). Supposons ¢; = —1. On a j* —
§= = multy(i) — 1. Si multy () est pair, I'intervalle {j;, ..., ;" } ne contribue pas au
membre de droite de (2). L’entier ¢ ne contribue pas non plus & M (A, €). Si multy(7)
est impair, on a ¢ = 4; pour un ! € {1,...,m} et on vérifie par récurrence sur [ que

j; est de la méme parité que . Alors U'intervalle {j;", ..., j;r } contribue au membre
de droite de (2) par (—1)! et i contribue de la méme fagon a M (), €). Cela prouve
(2). |

4.2. Un résultat de Shoji. Soit (A, e) € P#¥™P(2N). On suppose que A n’a que
des termes pairs. Notons k& = k() €) et (o, 8) 1'élément de Po(N — k(k + 1)/2)
qui correspond a (A, €) par la correspondance de Springer généralisée. On a vu en
411 que la suite py . était sans multiplicités. D’apres les définitions, on a I'égalité
Pxe = Mg —k—1,2(c, 8). Donc hypothese (1) deZTIT]est vérifiée et 'on définit Pordre
<a,8,k sur Uensemble des indices de (a, 3).

Soit (N, €') € P#Y™P(2N), supposons k(N ,€') = k. Dans I'introduction, on a
défini la multiplicité mult(X, e; X', €'). Notons (o, ') € Po(N —k(k+1)/2) le couple
correspondant & (X, ¢€).

Proposition. On rappelle que \ est a termes pairs. Pour (X, €') comme ci-dessus,
on a l’égalité
mult(A, & N, €') = mult(a, B, <apr; 0, B').

Shoji démontre ce résultat en [4] p.685. En fait, ses hypotheses sont un peu plus
contraignantes que les notres aussi allons-nous reprendre sa démonstration. Notre
situation est plus simple que celle traitée par Shoji car il considere des familles de
partitions «¢ & e > 1 termes tandis que nous nous limitons aux paires de partitions,
c’est-a-dire au cas e = 2. Nous continuerons donc a noter nos familles comme des
paires et n’utiliserons pas la notation a de Shoji. De plus, les exposants + qui
interviennent parfois dans [4] sont inutiles dans le cas e = 2 et nous les faisons
disparaitre.

Les définitions de Shoji ne sont pas tout-a-fait les mémes que les nétres. Dans les
deux paragraphes suivants, nous adopterons le point de vue de Shoji. Introduisons
les notations requises. A I’aide d’un entier r assez grand, on construit comme en[2.17]
un représentant de l'ordre <, gk, que 'on note simplement (n,m, <). On note I
I’ensemble d’indices pour ce représentant et 1 le plus grand des deux éléments
(t(«),0) et (t(B),1) (vo est lindice (t<,e<) de [[2). Pour h € N, on note Py
lensemble des a € P telles que t(a) < h. Pour (o/,8') € P, X Py, on pose
A, )= (& +{2r +k,2r+k—2,..,6}, B8 +{2r -k —1,2r — k —3,...,£%}),

U (€9,¢%) = (0,1) si k est pair et (£%,£%) = (1,0) si k est impair. On pose
Ao, B) = (' +{2r+k2r+k—2,.. DU B +{2r—k—1,2r —k—3,...,6°}).
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Cet élément de Ry est I'ensemble des 2r+1 plus grand termes de Ay __1,2(c/, ),
auxquels on a ajouté 2r pour qu’ils soient tous positifs ou nuls. On pose simplement
A =A(a,B) et A =A(a, ). La suite A est formée des 2r + 1 plus grands termes
de Ap —k—1.2(c, B) = px e auxquels on a ajouté 2r. Comme pj ., cette suite est sans
multiplicités.

4.3. Démonstration de la proposition 4.2, premiére étape . La démonstra-
tion de Shoji s’applique pourvu que sa proposition 6.1 soit vérifiée. C’est-a-dire
qu’avec ses notations, on doit prouver 1'égalité Qo = Ra. Ainsi que Shoji ’explique,
il suffit de prouver l'assertion suivante. Ecrivons Ry comme combinaison linéaire
de fonctions de Schur so/ g/, & coefficients dans Q(¢) :

Ra = Z ra(e,B)sar g

(a’,8")€PnXPm

On doit prouver que, pour tout couple (¢/,3') € P, X Py, tel que ra(a/,8') # 0,
on a
(1) A, B) <A

On commence par calculer les coefficients 74 (o, 3'). On note (v{);—1 ., la base
canonique de Z" et (v})i=1,. . m celle de Z™. On identifie naturellement les éléments
de ces bases a des éléments de Z"™ x Z™. Notons J le sous-ensemble de Z™ x Z™
formé des éléments v§ — vf, pour les couples ((i,e), (j, f)) € I? tels que e # f,
(i,e) < (4,f) et (i,e) < vy. Notons K le sous-ensemble de Z™ x Z™ formé des
éléments v — v{, pour les couples ((i,¢e), (4, f)) € I? tels que e = f, (i,e) < (4, f)
et vy < (i,e). On pose A, = (n —1,n — 2,...,0) et on définit de méme A,,. Le
couple (a+ A, B+ A,,) est un élément de Z™ x Z™. Le groupe &,, agit sur Z" :
pour = (x1,....,x,) € Z"™ et 0 € &, on pose 7 = (Ty1, ..., Ton ). De méme, &,
agit sur Z™. Soit (o, 8') € P,y X Py, Pour d € N, posons

(2) A= Y sgn(o)sgn(r)

O'EGnﬂ'EGm
{X CTUK; X[ =d,(a+8p, B+ Am) — Y o =((a/ +A,)7, (B + Am) ")},
rxeX

D’apres [4] 3.13.1, on a légalité
(3) A, 8) =vaps(t)t Y (~)R (), 81,
deN

oll vq,g(t) est un certain polynéme non nul. On peut récrire 'expression (2) sous
la forme

(4) r4 (!, B') = Z sgn(o)sgn(T) Z | Xk (X g,0,7)],
ceS,,7€6,, X CTX 5 |1<d
oll
XK(XJ7U,T) = {XK C K; |XK| =d-— ‘XJ‘7
(@A B+A00) = > o=@ +2,)% (8 +A)7)+ > z}.
r€XK reXy
Introduisons le plus petit nombre I € {0, ...,n} tel que (n—1,0) < vy et le plus petit
nombre h € {0,...,m} tel que (m — h,1) < vy. Pour y = (y1, ..., yn) € Z", on pose
Y<n—t1 = (Y1, s Yn—1) €t Ysn—1 = (Yn—i+1, ---, Yn). Pour y € Z™, on définit de méme
Y<m—h €6 Ysm—n. Pour y = (y°,y") € Z" x Z™, on pose p<(y) = (Y, Y<m—n) €t
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ps(y) = (ygn_l,y;m_h). Remarquons que, pour y € K, on a p<(y) = 0. Donc K
s’identifie par p- & un sous-ensemble de Z! x Z". De plus, on a ps (a+ A, +A,,) =
(A, Ap). Pour J, o et 7 comme ci-dessus, 'ensemble X (X 7,0, 7) est donc vide si
la condition

(5) pela + Auf + An) = p<(((@ + A7 (B + An)) + Yoex, @)
n’est pas vérifiée. Si elle 'est, Xx (X ,0,7) s’identifie & Pensemble des X C K
tels que | Xg| =d— |X ]| et

(A = 3 o= pe (@ + A7, (5 + An)) + 3 ).
r€XK reXy
Notons S[X ;] ensemble des (0,7) € &,, X Gy, tels que (5) soit vérifiée. Supposons
que (o, T) appartienne a cet ensemble. Par cohérence avec ce qui précede, un élément
de Z! sera noté y = (Yn_i141, -, Yn ). On utilise les mémes notations qu’en L’en-
semble X (X 7, 0,7) se décompose en la réunion sur les z € (Z)*, o’ € stab(2)\&,
y € (ZM)*, 7' € stab(y)\S}, du sous-ensemble des X € X (X, 0,7) tels que

6)  (AnA)— > a=("y").
reX K
Ce sous-ensemble est non vide seulement si
(M) ) = (@ + A% (B +An)) + Y ).
x€X g

Cette condition ne dépend pas de I'ensemble Xg. Pour ¢/ € G; et 77 € Gy,
notons Z(o’,7’,0,7,X ;) I'ensemble des (z,y) € (ZY)* x (Z")* qui vérifient (7).
D’autre part, pour (z,y) € (ZY)* x (ZM*, o/ € &, 7' € &, et f € N, notons
Xk (f,2,y,0’,7") Pensemble des X C K qui vérifient (6) et ont f éléments. Si
(z,y) € Z(o',7",0,7,X 1), Vensemble des Xx € Xx(X,0,7) qui vérifient (6) est
vide. Si (z,y) € Z(o',7',0,7,X ), cet ensemble est égal & Xk (d —|X;|,2,y,0’, 7).
En rassemblant ces calculs, on obtient la formule suivante

8)  rale.f) =

Z Z sgn(o)sgn(T) Z Z

X CJT|Xs1<d (0,7)EG[X ] o'€6,,T'€EG (2,y)EZ (0!, 7, 0,7, X )
|stab(z)\71 ‘Stab(y)‘il ‘XK(d - |XJ|a Z,Y, U/a T/)|'
On plonge naturellement &; dans &,, : le groupe &; agit sur les [ dernieres coor-
données. De méme, on plonge &;, dans &,,,. On s’apergoit que action de &; x &,
conserve l'ensemble J. On en déduit une action X; +— X;l’T, sur ’ensemble des
sous-ensembles de X ;. La relation (7) équivaut a

(z9) =p=(((@ + 2)7 (B +0)7 )+ Y a).

/—1,7/—1

r—1
’

zeXg

r—1 _r—1
Autrement dit Z(o’, 7, 0,7, X ;) = Z(1, 1,00'71,7'7"71,)(3 '™ ). D’autre part,
I’action de &; X &p, ne change pas 'image d’un élément de Z™ x Z™ par la projection
r—1 _r—1
p<. Donc (0,7) € S[X,] si et seulement si (o0’ ", 77 ") € S[X7 7 . Dans
la formule (8), on intervertit les sommes en commencant par sommer en o’,7’.

On remplace ensuite X; par X?’Tl et (o,7) par (co’,77'). Ceci fait apparaitre
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des termes sgn(o’)sgn(r’). On utilise les propriétés ci-dessus et on intervertit de
nouveau les sommes. On obtient alors

9 i’ p)
Z Z sgn(o)sgn(r) Z |stab(z)|~t|stab(y)| !

XjCJ|Xs|<d (0,7)€S[X ] (z,y)€Z(1,1,0,7,X 5)
> sgn(o))sgn(r)| Xk (d — | X ]z, y.0", 7).
o'eS, T eSS,
Posons

et définissons de méme vy, (t). Notons ¢y le coefficient de ¢/ dans vy, (¢)v;(t). Montrons
que, pour f € Net (z,y) € (Z)* x (Z")*, on a

(10) > sgn(a)sgn(r)| Xk (f, 2, y,0",7)]
o'eG, eSSy,

— 07 si (Z,y) 7£ (AlvAh),
(_1)fcf7 si (Z7y) = (AlvAh)'
En reprenant les définitions, on voit que la somme a calculer est égale au pro-

duit de (—1)7 et du coefficient de X"\ XY, o 2 YUt/ dans le polynome

P(Xn—l-‘rla -~-aXn7t)Q(Ym—h+la ey Yma t)a ol

P(Xn-ts1son Xy ) = Y sgn(@)( [ XogoiinyXor (1)
o'€G, i=n—I+1,...,n

-1
H (1- tXJ,(j)XU'(i))7

n—Il+1<i<j<n

Q(methly-nme,t): Z Sg’I’L(TI)( H Yr}é(iw}thJrl)"'YT/(m*l))

T'eES) i=m—h+1,....m
[T -y
m—h+1<i<j<m
On récrit
P(anl#’la "'7Xn7 t) = Z Sgn(al) H (XU/(’L) - tXU/(J))
ST n—I+1<i<j<n
On sait que
H (Xori) = Xovr(5)) = sgn(a’) H (Xi — X))
n—Il+1<i<j<n n—I+1<i<j<n
On a donc aussi
P(anlJrla"'aXn’t) = ( H (Xi_XJ)) Z H
n—I+1<i<j<n o'€G; n—I+1<i<j<n

D’apres [3] 111.(1.4), on a

3 11 Xoriy =t Xor() _ alt),

0'€6; n—l+1<i<j<n Xor(i) = Xor(j)

XO'I(Z) - tXO'/(_]) .
Xor(iy = Xov(5)
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d’ou
P(anlJrla"'aXnvt) :vl(t) H (Xl_Xj)
n—l+1<i<j<n

Puisque z appartient & (Z')*, il est bien connu que le coefficient de X:Tlff...XfL"
dans ce polynome est nul sauf si z = A;, auquel cas ce coefficient vaut v;(t). Un
méme calcul s’applique & Q(Y;,—p+1, ..., Y, t). La relation (10) s’ensuit.

On utilise (10) pour simplifier (9). Seul le couple (z,y) = (A;, Ap) peut contri-
buer. Pour ce couple, |stab(z)| = |stab(y)| = 1. Ce couple contribue si et seulement
§’il appartient & Z(1,1,0, 7, X;), autrement dit si

(B0, An) = p (0 + A0)7, (8 + Aw)) + 3 ).
zeX g
Mais la conjonction de cette relation et de la condition que (o, 7) appartienne &
S[X ], c’est-a-dire que la relation (5) soit vérifiée, équivaut a 1’égalité

(1) (a+AnB+An) = ((0/ +A,)7, (8 + A7)+ Y
reXy
Pour tous 0 € &, 7 € &, et f € N, notons X;(f,0,7) 'ensemble des sous-
ensembles X; C J tels que | X ;| = f et que (11) soit vérifiée. On obtient

ra(a, ) = Z sgn(o)sgn(T) Z (=) eq_f|Xs(f,0,7)|.

0€G,,TES, f=0,....d

En reportant cette expression dans (3), on obtient

(12)  ra(@’,B) = vas() u®)on(t) Y (~1)7 sh (', 8,
feN
ol
sa@. 8= 30 sgn(o)sgn(r)|X(f,0,7)].
0€6,,TEGC,,
La formule (12) est similaire & (3), on s’est simplement débarrassé de I’ensemble K.

4.4. Fin de la démonstration de la proposition A ce point, nous allons
utiliser 'identification de I & {1,...,2r + 1} définie en 2111 : on identifie (j,0) & z;
et (I,1) & y;. Cette identification induit un isomorphisme ¢ : R® x R™ ~ R2"+1,
Les couples (o/, B') € P,, X P,, s’identifient ainsi & des éléments de R?" 1. On note
I, = {x1,....,xn} et I, = {y1, ..., ym }. Introduisons le groupe G = GL(2r + 1,C),
son sous-tore diagonal T' et le groupe X*(T') des caracteres algébriques de T'. On
a naturellement X*(7) ®z R = R* 1. On note V = R* ! et ()i=1. 2741 la
base standard de cet espace. La décomposition {1,...,2r + 1} = I, U I, définit un
sous-groupe de Levi semi-standard M de G : les éléments de M conservent les deux
sous-espaces de C?" 1 engendrés par les ¢; pour i € I, resp. i € I. On introduit la
chambre positive fermée C'T associée au sous-groupe de Borel triangulaire supérieur
de G. Autrement dit Ct est Pensemble des z = (X1, .oy Targ1) €V tels que 27 >
v > Topy1. Notons W = Gg,. 41 le groupe de Weyl de G relatif a T et WM e groupe
de Weyl de M. Via le plongement ¢, le groupe &,, x &,, du paragraphe précédent
s’identifie & WM. Comme on le sait, pour tout = € V, il existe un unique élément de
C™, que I'on note 1, de sorte qu'il existe w € W tel que w(z) = 2. On introduit
I'ensemble ¥ des racines €; — €; pour i # j et le sous-ensemble ¥ des racines
positives, c’est-a-dire des €; —¢; pour ¢ < j. On note aussi Y™ I’ensemble des racines
dans M, c’est-a-dire les ¢; — €; pour i # j, i,j € I, ou i,j € I,. On pose M+ =
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M N £+, Pour tout entier e € N, posons &, = {(e —1)/2, (e — 3)/2, ..., (1 —e)/2}.
L’élément g, 1 est égal & la demi-somme des racines positives et ¢(d,, d,,) est égal &
la demi-somme des racines dans £*>*. Nous noterons ces éléments ¢ et 6™ . Posons
J = 1(J). On voit que J est un sous-ensemble de ¥+ — M+ On note z 1’élément
de R?+1! défini par

si k est pair, z;, =n — 1 pour ¢ € I, et z; = m pour ¢ € I};

si k est impair, z; =n pour i € I, et z; =m — 1 pour ¢ € [;.

Avec ces définitions, on voit que, pour (¢/,8") € P, X P, t(A(d,5) =
(o, B)+20M 4z et A(o/, B') = 1(A(a/, ). Remarquons que 'ordre < a été défini
de sorte que t(A) = 1(A(a, B)) appartienne & C*, autrement dit A = A, 3) =
t(A(a, B)). A ce point, on se rappelle 'hypothése que A est sans multiplicités.
Puisque les termes de A sont des entiers, on a A; > A; 1 + 1 pour tout ¢ = 1, ..., 2r,
ce qui entraine

(1) A—peC™.

Soit (o, 8") € Py, X Py, supposons ra(a’, 3') # 0. D’apres[4.3(12), on peut fixer
0 €6, T€e &, e X;C Jdesorte que[d3|11) soit vérifiée. On voit que, dans cette
relation, on peut aussi bien remplacer A,, et A,,, par 6, et d,, car (A, —6n, Ay —01)
est fixe par o x 7. En posant X = (X ), v = (e, B), v/ = 1(a/, 3) et en notant
wM Iélément de WM auquel s’identifie o x 7, cette relation s’écrit

v+ M = wM (v 4 M — Zx)

zeX
Alors
A, B) =v +26M + 2 = wM(v+ M - Zx)—i—éM—i—z
reX
=wM(A—-6M -2 - Zx)—i—éM—i—z.

reX
L’élément z disparait de cette relation : il est central dans M et fixe par w™.
Pour démontrer que A(a’, ') < A, cf. £3((1), on est ramené au probléme suivant.
L’élément A vérifie (1). On se donne un sous-ensemble X C Xt — XM+ et un

élément w™ € WM. On pose

A=wMA—oM—>"z)+ M

reX
et on veut prouver
(2) AT <A.
On a ) 1
M _ _
zETT DM+ zeX zeTt+ —(TM+UX)

Dot 6™+ cyx=08+p, ou

3 =y (Xe- Y

reX zext—(ZM+UX)
On a
A=w"(A—=6—p)+ 6" =w(A -5+ ),
ot pff = —p + (wM)~1(6M). Par définition, I’élément A1 est insensible & la trans-
formation de A par n’importe quel élément de . Cela entraine
AT =(A—-d+u)".



424 J.-L. WALDSPURGER

Notons tC' le cone fermé engendré par les éléments de ¥ F. Pour prouver (2), il
suffit de prouver que (A — 4§ + p/)* € A — TC. Par définition, il existe w € W tel
que (A—8+ )T =w(A -5+ p'). Don

(A=6+u) = w(A=8)+(A—0)— (A—0)+w(y) = Aw(A—8)—(A—8)+w(u') 0.

Puisque A—d € CF, il est bien connu que w(A—J)—(A—0) appartient & —+C. Il reste
a prouver que w(p')—4 appartient aussi & ce cone. Notons F I'ensemble des éléments
de V qui s’écrivent %(Zyeyy - Zy62+7y y) pour un sous-ensemble Y C U1 et
notons £ P’ensemble des éléments de V' qui s’écrivent %(Zer y— ZyezM,+_Y )
pour un sous-ensemble Y C X+, En utilisant (3), on voit que —u + H € E pour
tout H € EM. D’autre part, E est conservé par Iaction de W et EM 1'est par celle
de WM. Puisque 6™ appartient & EM Pélément p/ = —p+ (wM)~1(6M) appartient
a F et aussi w(y') € E. Mais on voit que H —§ appartient & —C pour tout H € E.
En particulier w(u') — & appartient & —+C, ce qui achéve la démonstration. (]

4.5. Un théoréme de maximalité.

Théoréme. Soit (A, €) € PY™P(2N). Supposons que X\ n'a que des termes pairs.
Alors il existe un unique élément (N9%, €M) € PSY™P(2N) vérifiant les pro-
Ppriétés suivantes :

(i) mult(A, e Amo® emary =1 ;

(ii) pour tout élément (N €') € P3Y™P(2N) tel que mult(\,e; N €) # 0, on a
)\/ < Amaflf ou (A/’ 6/) — (Amaz’ emaz).

Preuve. Posons k = k() €). Puisqu’on se préoccupe de paires (N, €’) telles que
mult(\, e; N, €') # 0, on peut se limiter au sous-ensemble PY™P (2N );, des éléments
(N, €) tels que k(N,€') = k. Montrons tout d’abord que, pour (N, ¢€), (N, €") €
PsY™P(2N), on a l'équivalence

(1) N < N’ si et seulement si Prer < Darrert

On applique & A’ la construction de py/ o rappelée en LIl Pour ¢ € N5, on a

Se(X) = Se(N +[=1, —00[1) = Se([~1, —oo1).

On a décomposé X + [—1,—o0o[; en la réunion des suites (2z1,229,...) et (221 +
1,225 + 1,...). On vérifie par récurrence les propriétés suivantes :

pour ¢ pair, les ¢ plus grands termes de X' +[—1, —oo[; sont les 2z; et 2z, + 1 pour
i=1,...,¢/2, aexception du cas olt S.(\') est impair ; dans ce cas, A., est forcément
impair, les ¢ plus grands termes de A’ + [—1, 0oy sont les 2z; pour i =1,...,¢/2 — 1
et les 2z, + 1pouri=1,....c/2+1letona Zé/2+1 = Z¢/2;

pour ¢ impair, les ¢ plus grands termes de X + [—1, —oco[; sont les 2z; pour
i=1,...,(c—1)/2 et les 2z[ + 1 pour i = 1,...,(c + 1)/2, & Pexception du cas ou
S.(\') est impair ; dans ce cas A, est forcément impair, les ¢ plus grands termes de
N +[—1, —oo[; sont les 2z; pouri = 1, ..., (c+1)/2 et les 2z/+1 pouri = 1, ..., (c—1)/2
et on a z(c41)/2 = 2204_1)/2 + 1.

Posons ¢t = ¢~ = ¢/2 si c est pair, ¢ = (c+1)/2, ¢~ = (¢—1)/2 si ¢ est impair.
Posons aussi d.(N) = 1 si S.(\') est impair. Les propriétés ci-dessus entrainent
I’égalité

SC()\/ + [_la —00[1) = 250Jr (Zl) + c* + 2Sc* (Z) + 50()‘/)
On a
Set (z/) = Se+ (Aﬁx) - Sc*([lv _00[1)7
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Se- (Z) =S~ (Bfi\/) = Se- ([07 —00[1).
D’ou
Se(N) = 25+ (A5)) + 25 (BY,) +6.(\) + Ce,
o1 C, est un nombre indépendant de \'. On vérifie qu’en notant ag- et bg- les termes
de Aﬁ)\, et B)\,, on a
ad >bf >add >k >
Donc
St (A5) + 8- (BS)) = 5e(AL, U BY) = Selper).
D’ou
(2) Se(N) = 2Sc(pxr,er) + 0e(N) + C.
Supposons X < A, Alors S.(\) < S.(\), d’on
Se(Paer) < Se(paren) + e ()‘//)/2 ()‘/)/2 < Se(paren) +1/2.

Puisque les sommes intervenant ici sont entieres, on en déduit

Sc(p)\’,e’) < Sc(p)\//76//),

Cette inégalité étant vérifiée pour tout ¢ > 1, on conclut que py o < par .
Inversement supposons vérifiée cette derniere inégalité. Alors

Se(Pr,er) < Se(parer).
Avec (2), on en déduit
() Se(N) < Se(A") +0e(X) = (") < Se(A") + 8e(A).-
Si S.(N) est pair, §.(\) = 0, d’ou I'inégalité
(1) S.V) < 5.0,

Supposons que S.(\') soit impair et que (4) ne soit pas vérifiée. Alors (3) force
Iégalité S.(\) = S.(\') + 1. Puisque X est symplectique, le fait que S.(\') soit
impair entraine que X, est impair, que A, = X, ;| et que S._1(\) et Scy1(\) sont
pairs. On peut appliquer (4) pour ¢—1 (dans le cas particulier ¢ = 1, (4) est triviale
pour ¢ — 1 = 0). Puisque S¢(N) = Se_1 (V) + N, et Sc(N') = Se—1(N) + N, cette
inégalité (4) pour ¢ — 1 et I’égalité S.(\') = Sc(A\’) + 1 entrainent A, > A/ + 1.
Puisque A, = A, et N/, < A/, on a aussi A\, > A/, + L Alors Iégalité
Sc(N) = S.(\) + 1 entraine

Ser1 (V) = Se(N) + A1 = Se(N) + Adyy +2 > Sepa (V).

Puisque Sq41(\') est pair, les deux termes extrémes sont égaux d’apres (4) pour
¢+ 1. Cette contradiction invalide notre hypothese, donc (4) est forcément vérifiée.
Cette inégalité étant maintenant prouvée pour tout ¢, on en déduit X' < N\, ce qui
prouve (1).

Notons (a, 8) € P2(N — k(k + 1)/2) le couple correspondant a (A, €). La propo-
sition et la relation (1) permettent de récrire ’énoncé sous la forme

il existe un unique couple (a™**, M%) € P x P vérifiant les conditions

(1) mult(a, B, <apr; 0™, 1) =1;
(ii) pour tout couple (o', ") € P x P tel que mult(c, 5, <apr; ¢/, ) #0, on a
Ak,7k71;2(0/76/) < Ak,—k—l;Q(amaw>ﬁmam) ou (O/uﬁ/) _ (amaw7ﬁmax)_



426 J.-L. WALDSPURGER

La proposition 3.1 entraine que ceci est vérifié si et seulement si I’ensemble
Py _p—1.2(, 8, <a,pk) & un unique élément et, dans ce cas, (a™**, fM%) est cet
unique élément. Or cette unicité est justement affirmée par le lemme [ZI1] Cela
acheve la démonstration. |

4.6. Tensorisation par le caractéere signature. Pour toute partition u € P, on
définit sa transposée usuelle ‘i = (*uq, i, ...). Rappelons que
(1) pour tout i € Nxg, ‘u; est le nombre d’indices h € Nsq tels que pp, > i.
Posons R, = p+ [0, —o0[1, Re, = 'pu+ [0, —oo[;. Montrons que
(2) pour tout = € Z, on a 1'égalité

multg, () + multg, (1 —2)=1.

Preuve. Supposons multg,(r) = 1. Il existe alors un unique j € Nsq tel que
x = pu; + 1 —j. Cela entraine a la fois x +j > 1 et  + 5 > ;. Donc, d’apres
(1), "ppys; < J, puis ‘pgpj+1l—2z—j<l—z.Sipu =0, onazxz+j=1et
"lpyj+1—a — j est le plus grand terme de R:,,. L’inégalité précédente implique
que 1 — z n’intervient pas dans R:,, c’est-a-dire multp%(l —x)=0.S5ip; >0, on
ar+j—1>1et, dapres (1), Pégalité x = pu; + 1 — j implique ‘i1 ;1 > j. Donc
Ygrjo1+1—(x+j—1)>2—2 >1—2z. Alors 1 — z est strictement compris
entre deux termes consécutifs de R:, et n’intervient donc pas dans cette suite. De
nouveau, multh“(l — ) = 0. Supposons maintenant multg, () = 0. Soit j le plus
petit entier strictement positif tel que x > pj +1—j. Alorsz+j—1 > p;. Sij > 2,
puisque multg, (x) =0, 0ona p; 1+2—35 >z, donc x+j—1 < p;_1.D’apres (1), les
deux inégalités précédentes impliquent ‘p,4j—1 = j—1. On a supposé j > 2 mais le
méme résultat vaut si j =1 : I'inégalité x +j —1 > p; = pq entrainex +j5—1>1
et “pigpj—1 =0=7—1.On aalors en tout cas ‘pyj1+1—(z+j—-1)=1—z,
donc multg, (1 — x) = 1. Cela démontre (2). O

Pour tout g = (u1,p2,...) € R ou u € P, posons 2u = (2u1,2usa,...) et u? =
(1, p1, f2, f2, f3, ---)- Si o € P, on sait que *(2u) = (‘)2

Soit (A, e) € P#Y™P(2N). Posons k = k(A ¢€). Il existe un unique élément de
PsY™P(2N), que nous notons (*A,%¢) tel que k(°A,%€) = k et p(°A,%€) = sgn ®
p(As€).
Remarque. Nous adoptons cette notation faute de mieux. Elle n’est pas trés bonne
car *A ne dépend pas seulement de A\ et °¢ ne dépend pas seulement de € : ils
dépendent tous deux du couple (A, e€).

Notons («, ) € P2(N — k(k + 1)/2) le couple paramétrant p(A,€). On sait que
SgN ® pa,s = ptgto- Done (*8,'a) est le couple paramétrant p(*X, Se).
Lemme. On a l’égalité
201 /2, (1) /251 /2(c, B) = F(°A) + ([0, —oo1U[~1, —oo[1).
Preuve. Posons U = 2a+ [k, —oo[1, V = 28+ [—k—1,—o0[1, X = (*8)2+ [k, —oo[1,
Y = (*a)? + [~k — 1, —00];. Les définitions entrainent que
20y 2, — (k1) /2:1/2(0, B) = U L V.
Pour x € Z, on a multy (r) = multg,, (r —k) et multy (z) = multr, (x+Ek+1).
Gréce a (1), on en déduit

multy (z) + multy (—z) = 1.
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De méme
multy (z) + multx (—x) = 1.

Pour simplifier la notation, posons (i, 7) = (°A, %¢). Pour tout v = (v1,1a,...) € R,
onpose v —1=(v; —1,v5 — 1,...). On se rappelle que

pu,T = Ak,—k:—l;2(t67 ta) = (tﬁ + [k7 _00[2) U (ta + [_k - 17 _00[2)-

Par construction, on a X = (!8+ [k, —oo) U(!8+[k—1,—00[2), Y = ta+ [~k —
1, —oo2) U (fae + [k — 2, —oc[2). Alors X UY = p, » U (pu,r — 1). En rassemblant
les égalités précédentes, on obtient

(3) mUZt2Ak/2,—(k+1)/2;1/2(O‘7B) (z) + mUthlJ.,Tu(p[J.,T_l)(_I) =2

Introduisons les partitions ' et y” définies par p; = [u;/2], i = [(11; +1)/2] pour
j € Nyg. Montrons que, pour tout € Z, on a

(4) Pu,r U (p,u,‘r - 1) = R,u’ U (R#” - 1)

Onap,, = ABL U Bﬁ et ces suites sont calculées par les formules (1)(a) et (1)(b) de
A1l On voit que les termes de toutes les suites intervenant dans (4) font intervenir
un terme f; de la suite p. Il suffit d’analyser la contribution a ces suites de chaque
terme p;. Plus exactement, on analyse la contribution des termes u; pairs. Pour
les termes impairs, puisque u est symplectique, on peut les regrouper en paires de
la forme poj_1 = po; avec Sg;(p) pair ou pe; = poj+1 avec Saj+1(f) pair et on
analyse la contribution de chaque paire. Pour un indice j € N5 tel que pu; est pair,
w; contribue & p,, » par un terme p;/2 + 1 — j, donc & p, » U (p,,» — 1) par deux
termes f1;/24+1—j et pu;/2 — j. Mais le premier, resp. le second, est la contribution
de l'indice j a R,/, resp. R, — 1. Considérons un couple de termes impairs de la
forme po;—1 = po;, avec Spj(p) pair. Ils contribuent & p,, » par les termes A/ﬁm' et
Bﬁ}j, tous deux égaux & (pg; +1)/24 1 —25. Ils contribuent a p,, - U (p,,- — 1) par
quatre termes : deux fois (p2; +1)/2+1— 25 et deux fois (u2; —1)/2+1 —25. Les
indices 2j —1, 25 contribuent & R, par (ug; +1)/24+1—2j et (uo;—1)/2+1—-24. Ils
contribuent & R~ — 1 par les mémes termes. Les contributions aux deux membres
de (4) sont donc les mémes. Considérons maintenant un couple de termes impairs
de la forme po; = poj41, avec Sa;p1(p) pair. Ils contribuent & p,, ; par les termes

Afm’ﬂ et Bfw" tous deux égaux & (po; +1)/2—2j. Ils contribuent & p,, - LI (p,,r —1)
par quatre termes : deux fois (p2; + 1)/2 — 25 et deux fois (ug; — 1)/2 — 2j. Les
indices 2j,2j + 1 contribuent & R,/ par (ug; +1)/2 — 25 et (ug; —1)/2 —2j et ils
contribuent & R,» — 1 par les mémes termes. Les contributions aux deux membres
de (4) sont encore une fois les mémes. Cela prouve (4).

Drapres (1), on a multg (x)+multg, ,—1(—2) =1 et multg, , —1(z)+multg, ,(—z)
=1 pour tout z €Z. A 'aide de (3) et (4), on en déduit multan, ,, _ 1) 2(enp) (T) =
multp, ,, () +multg, ,-1(x), autrement dit

(5)  2Aps2—(kt1)/2:1/2(0, B) = Reyr U (Reyr — 1),

Montrons que

(6) pour tout j € Nyg, ona ‘u”; > "', > ", .

Soit h = *u/;. Alors [up,/2] = pj, > j, donc aussi py = [(un + 1)/2] > j et
‘plf > h. Soit maintenant h = *u" ;1. Alors [(un +1)/2] = pj > j + 1, donc aussi
= [n/2] > j et 'ul > h. Cela démontre (6).
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Il résulte de (6) que
U = (T ).
et que
Riyn U(Repr = 1) = ("3, = 1,007 = 1,005 = 2,0
= ("w' U ") + ([0, —oo[1U[~1, —oo[).
On sait que la transposition des partitions échange la somme et la réunion. Donc
(tp/ utp”) ="t + u). Mais, par définition, ¢/ + p” = p. D’ott
Repn U(Rey — 1) =+ ([0, —oo[1U[—1, —oc[1).
Avec (5), on obtient 1’énoncé. O

4.7. Un théoréme de minimalité.

Théoréme. Soit (A, €) € PY™P(2N). Supposons que A\ n’a que des termes pairs.
Alors il existe un unique élément (A", ™) € PSY™P(2N) vérifiant les propriétés
sutvantes :

(i) mult(A, € SN seminy _ q .
(i) pour tout élément (N,€') € PY™P(2N) tel que mult(\, N, %€¢') # 0, on a
PP YY) (/\/,El) — (/\min’emin)'
De plus, on a (SA™™ semin) = (\max gmaz)

Preuve. On pose k = k() €). De nouveau, seuls interviennent les couples (X, €’) tels
que k(XN €) = k, c’est-a-dire les éléments de P5¥™P (2N ). Soient (N, €'), (X', ") €
PY™P(2N). Notons (o, ) et (o, 5") les couples de partitions paramétrant
p(N,€) et p(A',€”). On a l'équivalence

(1) SN<* N si et seulement si Ay o (ot1)/2:1/2(0”, B")S< Mg j2,— (k1) 251 72(0, B7).

En effet, S\ < )\ équivaut a ‘(*N\”) < '(*\) et I’assertion résulte des lemmes
et [l

On peut reformuler la premiere assertion de I’énoncé sous la forme

il existe un unique élément (A, €) € P¥Y™P(2N);, vérifiant les propriétés

(i) mult(\, e A e) =1;

(ii) pour tout (X, €') € PY™P(2N); tel que mult(A, & N, €') # 0, on a ) < 5N
ou (N, €)= (A ¢).

Le couple (A™" e™i") de 1’énoncé est alors (), *¢). La derniére assertion de ’énoncé
affirme que (A, €) = (A%, ¢maT),

L’assertion (1) et la proposition permet de reformuler encore les assertions
ci-dessus sous la forme suivante :

il existe un unique couple (a, 8) € P x P vérifiant les conditions

(i) mult(a, B, <apriaB) =1;
(ii) pour tout couple (¢, ") € P x P tel que mult(«, B, <qpr;¢,8') #0, 0n a
Apso,—(kv1)/21/2(0s B') < Mgy, —(ry1) /251 /2(q, B) ou (o, B') = (a, B)-
La proposition B entraine que ceci est vérifié si et seulement si I’ensemble
P2, —(1+k)/2:1/2(@, B, <a,p,k) a un unique élément et, dans ce cas, (a,3) est cet

unique élément. On veut de plus prouver que cet élément est égal & 1’élément
(amar gmar) paramétrant (A ™). Dans la preuve du théoreme EF on a
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vu que (™", fM) était I'unique élément de P _x_1.2(av, 5, <qa,3,x)- Il nous suffit
donc de prouver que

Prjo,— k1) /2:1/2(0, B, <apk) = Pr—k—1.2(, B, <a,p.1)-
Or c’est ce qu’affirme le lemme 2,121 Cela acheve la démonstration. O

5. CALCUL EXPLICITE DU COUPLE (A% ¢™me®)

5.1. Définition d’un couple (),¢). Soit (), €) € P*¥™P(2N). On suppose que
tous les termes de A sont pairs. On va associer par récurrence & (X, €) un autre
couple (), €) € PSY™P(2N).

Si N =0, (A€ = (A ¢) est I'unique élément de PY™P(0).

On suppose N > 0. Comme en [} on considere que e est défini soit sur
Jord™(X\) = Jord(X), soit sur Iensemble d’indices Nsg : €(j) = ey, si Aj > 0 et
€(j) = 1si A\; = 0. Pour n = %1, notons J"7 = {j € N5g; (—1)7Te(j) = n}. Notons
& la réunion de {1} et de I'ensemble des j > 2 tels que €(j)(—1)7T # e(j —1)(—1).
Remarquons que le complémentaire de & dans Nsq est fini : on a j € & des que
J > t(\) + 2. On note J" Pensemble des j € J tels que j € &. Posons

= (3 A — 2170
s€6
Cet entier est pair et inférieur ou égal a 2IN. Nous montrerons que

(1) on a2 < ;.

Posons N’ = N — \;/2. Notons X’ la réunion des \; pour j € JW) et des Aj+2
pour j € J=<M) Les termes de cette partition sont tous pairs. Soit i € Jord®(\).
Par définition, on peut fixer ou bien j € JU) tel que i = Aj, ou bien j € J=) el
que i = A\j + 2 (un tel j n’est pas forcément unique mais on en fixe un). On pose
e =e(j)sijeJW & =—ej)sije J <M. Nous montrerons que

(2) cette définition ne dépend pas du choix de j;

(3) le couple (X, €') ainsi défini appartient a PSY™P(2N').

Puisque N/ < N d’apres (1), on sait par récurrence associer a (X', €) un couple
(X, &) € P¥y™P(2N"). Nous montrerons que

(4) A1 > N,

On note A la partition {\; }UX. Elle appartient & P*Y"?(2N). Nous montrerons
que

(5) il existe un unique € € {jzl}‘]ordbp(’\) tel que, pour i € Jord®(X'), on ait
€ = € et que &, = €(1).

On a ainsi défini le couple (), €) € P¥™P(2N). On reporte 4 [5.2] les démonstra-
tions des assertions (1) & (5).

Théoréme. Le couple (X%, ™) intervenant dans le théoréme est égal au
couple (N, €) défini ci-dessus.

La démonstration sera donnée en [5.41

5.2. Démonstration des assertions de [5.9I1 On conserve les hypotheses et no-
tations du paragraphe précédent en supposant N > 0. On écrit & = {s1, s2, ...}. Re-
marquons que, si on décompose J ! et J~! en réunions d’intervalles non consécutifs,
les éléments de G sont exactement les plus petits termes de ces intervalles. Puisque
s1=1€ JD on a plus précisément

(1) Je) = Uh21{52h—17 vy Sop — 1}, J—e) = Uh21{52h’ vy S2p41 — 1}.
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On a

(2) soient n = £1 et j € N5 ; supposons j,j + 1 € J7; alors \; > X\j 11 + 2.

En effet, la fonction j/ — €(j/)(—1)7"*! est constante sur J7. On en déduit
€(j) = —€(j + 1). Cela interdit a A; et \;y; d’étre égaux. L’assertion s’ensuit
puisque ces termes sont pairs par hypothese.

On en déduit

(3) pour h € N5g, on a As, — Ag,,; > 2(spq1 — sp — 1).

C’est évident si sp11 = s, + 1. Sinon, les termes sy, sy, + 1, ..., $p+1 — 1 sont tous
dans un méme ensemble J". D’apres (2), on a donc Ag, —As,,,—1 > 2(Spr1—8p—1).
L’assertion s’ensuit puisque Ag, ;1 > g, ;-

En vertu de (1), la définition de A\; donnée en [5.1] peut se récrire

@ M= A0) =2 (sor1 —san— 1)

h>1 h>1
= (Z >\S2h—1) + (Z(ASM - 2(82h+1 — S2h — 1)))
h>1 h>1

En vertu de (3), tous les termes du membre de droite ci-dessus sont positifs ou nuls.
La premiére somme contient A; > 2. Donc Ay > 2. Cela prouve BI[(1).
Par définition,

SN)=( > Ap)+20 W

JE€N>0,7¢6

En comparant avec la définition initiale de A; donnée en[5.1] on voit que A\; +S(\) =
S(A\) =2N. Donc S(\) =2N'.

Les termes de )\ sont des termes de A auxquels on ajoute éventuellement 2. Ces
additions de 2 ne perturbent pas ’ordre des termes. Précisément,

(5) soient p = +1,j € J et k € J"; alors j < k si et seulement si A; > \j, + 2.

SiAj > Ap + 2, on a a fortiori A; > A; donc j < k. Inversement, supposons
j < k. Soit s le plus grand terme de la suite & tel que s < k. D’apres (1) et les
hypotheses sur j et k, on a j < s, donc A\; > A,. D’apres (2), on a Ay > A\, + 2.
D’otu la conclusion.

Notons 7’ le nombre d’éléments de Nsg — &. Clest la somme des nombres
d’éléments de J+! et J—1. Montrons que

(6) e(1) = (=1)"".
On choisit un entier R > 0 tel que 7 € & pour tout 7 > R+ 1 et que R =
r’ mod 27Z. L’intervalle {1,..., R} est réunion disjointe de Jtt J=1 et d’un sous-
ensemble {s1,...,55} de &. Ona R =S+, donc S est pair. On a R+ 1 = sg41.
L’assertion (1) et la parité de S entrainent que R + 1 € J(U. D’autre part, pour

deux éléments conséeutifs j et 7+ 1 de &, on a €(j) = (5 + 1). Donc e(R +1) =

e(R+2)=..= 1 Les définitions impliquent que R+ 1 € JEDT = - .On a
donc J¢M) = J=D" " d’on (6).
Notons ¢ : {1,...,7"} = N5 —& lunique bijection croissante. En vertu de (5), la

partition )\ se Calcule de la facon suivante : pour j € {1,...,7'} tel que ¢(j) € Je),
N = Ap(jy s pour j € {1,....7"} tel que p(j) € J—e) /\’ = Ap(j) +2; pour j > 7/,
)\’ = 0. Pour 7 = +1, notons J" la réunion de lensemble des j € {1,...,7"} tels

que ¢(j) € J~" et de I'ensemble des j > 7/ tels que (—1)7+! = 5. Définissons une
fonction € sur Ny par
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pour n =+£let j € JTN{L,...1"}, €(j) = —ne(De(e(4));

pour j > 1, €(j) = 1.

La notation ¢ anticipe le résultat suivant :

(7) pour j,k € N5 tels que \j; = A}, on a € (j) = € (k) ; pour j € N5 tel que
A;=0,onac€(j)=1

Sij>r',ona\; =0ete(j) = 1. Supposons j <1’ et \; = 0. Alors ¢(j ) e Jeb
(sinon A} = Ay —|— 2 > 2) et A\y(j) = A} = 0. Puisque >‘<p(]) =0, on a €(p(j)) = 1.
Alors la deﬁmtlon implique €'(j) = 1, ce qui démontre la derniére assertion de (7).
Cela étant démontré, on peut supposer pour la premiere assertion que )\; =\, >0,
donc j, k < /. Tl suffit de traiter le cas ot k = j+1. Si ¢(j) et ¢(j+1) appartiennent
& un méme ensemble J7, on a /\ = Ap(j) T 6 /\jJrl = Ap(j+1) T ¢ pour un méme
nombre ¢ = 0 ou 2, et A,y > A¢(1+1)+2 d apres (2). Donc A > A’ || contrairement

a ’hypotheése. Done ¢(j) et ¢(j + 1) n’appartiennent pas & un méme ensemble Jn
et sont séparés par au moins un élément de &. D’autre part, p(j) et ¢(j + 1)
sont deux termes consécutifs de ’ensemble Ny — &. Autrement dit I'ensemble
{e(j)+1,...,0(j+1)—1} est non vide et est contenu dans &. Les indices @(j+1) —
et o(j + 1) appartiennent & un méme ensemble J7. Donc A, (j11)—1 > A1) + 2
d’apres (2). On a alors

NG Z Xo() Z Mgt Z o Z A1 Z Apn +2 2 A

Les termes extrémes étant égaux, ces inégalités sont des égalités. Les égalités
extrémes impliquent que ¢(j) € JU et o(j 4+ 1) € J~<1). Par définition, on a
ej) = elp(d)) et €y = —e(p(j +1)). On a e(p(f) = e((j + 1) — 1) puisaque
Ao() = Ap(j+1)—1 d’apres les égalités ci-dessus. On a aussi e(p(j + 1) — 1) =

—e(p(j + 1)) puisque ¢(j + 1) — 1 et ¢(j + 1) sont deux termes consécutifs de
J=<M), On conclut €(5) = ¢(j + 1), ce qui démontre (7).

Cette assertion entraine que la fonction €’ définie sur N g provient d’une fonction
¢ définie sur Jord”()\'). En comparant, les définitions, on voit que c’est la fonction
définie en [0l Cela entraine les deux assertions (2) et (3) de ce paragraphe.

Remarquons que les définitions des ensembles J " pour n = +1 sont cohérentes
avec celles de 5.1l C’est-a-dire que

(8) pour n =+l et j € J, ona (—1)7*€(j ) =1.

Si j > 1/, c’est immédiat. Supposons j < r’. Notons f(j) le plus grand entier
strictement posmf tel que sf(jy < @(j). Alors o(j) = j + f(j). Par définition,
©(j) € J7 donc e(p(j)) = n(=1)?) = n(=1)7+f0), 1l vésulte de (1) que f(j) est
impair si n = —e(1) et f(j) est pair si n = €(1). Donc €(¢(5)) = €(1)(=1)7. Alors
€(5) = —me(D)e(p(4)) = (=1)7 1y, ce qui démontre (8).

Montrons que

(9) onaX >N ;siA =\,ona €’5\,1 =€(1).

L’assertion est triviale si N’ = 0 puisqu’alors A} = 0 < \; d’apres [5.I(1). On
suppose N’ > 0. Remarquons que, puisque E&'l = €/(1) par définition, 1’assertion (9)
peut se reformuler ainsi : si €'(1) = (1), on a A\; > \;;si€'(1) # (1), ona Ay > \].

On introduit pour le couple (N, €’) les objets similaires & ceux introduits en [5.1]:
la suite &' = (s),s5,...) et les ensembles J' pour n = £1. On a remarqué en [5.1]
que j € & sij > t(N)+2 afortiorisi j > r’+2. L’indice 7'+ 1 appartient & J/(_l)rl7
cest-d-dire J ¢ d’apres (6). Il appartient & &' si et seulement si v’ appartient i
J' =< Notons S’ le plus grand indice h > 1 tel que s, <r'. Pour b’ € {1,..., 5"},
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posons (k') = f(s},,). Autrement dit ¢)(h’) est le plus grand indice h > 1 tel que
sp < @(s},,). Montrons que

(10) Yapplication v est strictement croissante ; pour b’ € {1,...,5'}, on a :

P(sh) = sy + 15

/\’ <)\Sd(h, et /\’ <)\Sd(h, —2sis), € J W,

= Y(h') mod AT "(1)e (1) =—let K =¢()+1mod 2Z si ¢ (1)e(1) = 1.

Soit n = £1 tel que s}, € J'. Alors @(s),) € J7". D’apres la définition, I'in-
tervalle {sy /), Sy(ny + 1,...,(8),,)} est contenu dans J~". S’il a au moins trois
éléments, ¢(s),,) — 1 est forcément égal a ¢(s;, — 1) et alors s}, — 1 appartient
a Jm. Cest impossible par définition de la suite &’ : les éléments s}, — 1 et s},
ne sont pas dans un méme ensemble J "1 Donc l'intervalle ci-dessus n’a que deux
éléments, c’est-a-dire ¢(s),,) = sy(p) + 1. D’apres (2), on a Asynry 2 Asynt1 2=
A y +2 > X, . La derniere inégalité se renforce en A, (s,) T 2=X, +2si

h! v h'!

o(sh,) € JW cest-a-dire si s}, € J' =M Appliquons (1) : puisque sy, € Jn W
est impair si et seulement si n = €'(1); puisque sy,y € J77, Y(h') est impair
si et seulement si —n = €(1). On en déduit les congruences annoncées. L’applica-
tion 9 est croissante par construction. Les congruences précédentes entrainent que
Y(h' 4+ 1) n’est pas de la méme parité que ¥ (h'). Donc 1) est strictement croissante.
Cela démontre (10).

Posons &' = {1,...,7"}N&" = {s], ..., 8 }. Puisque \; = 0'si j > ' +1, il résulte

de (10) que
SN < Z X <D A, 28 ng W)y,

s'eq’ h'=1,. heIm(v)

’
S"(Sh/

ot Im(v) est I'image de ¢. En appliquant les définitions de A; et A} de B.1l on
obtient

(1) M <M -
ol
X=( > A)+26nJ W42 f W) —2j W),
heNs o—Im(1)
Supposons €' (1) = €(1). D’apres (10), le plus petit terme (1) de I'm(1)) est pair.
Donc 1 & Im(v) et
X >\, —2|JW).
On a
As; = Z (As, — )\Sh+1) > Z (Asan — )\32h+1)'

heNsg heNsq

Gréce a (3), on obtient

Ag; > 2 Z (s2h41 — S2n — 1).
heNsg

Or, d’apres (1), cette derniere somme vaut |j_6(1)|. On en déduit X > 0, donc
N < Ay d'apres (11).

Supposons maintenant €' (1) = —e(1). D’apres (11), on doit prouver que X > 2.
D’apres les définitions, ¢ se restreint en une bijection de J ¢ N {1,...,7"} sur
J=<W) Lensemble J “M {1, ...,7'} est réunion disjointe de &' N.J <MW et de J <N
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{1,...,7"}. De plus, J <) est réunion disjointe de J < N {1,...,7'} et de J <M N
{r’ 4+ 1}, puisque j € & si j > ' + 2. On obtient

0] = |6 07O 17O = 10 g 1)),
En utilisant ’hypotheése €' (1) = —e(1), la définition de X se récrit

(12) X=( Y A )H2A&n“O|—2/&'nT D)) 427 ~“On{r/+1}].
heNs o—Im(y)

D’apres (1), |&'NJ < M)] est le nombre de termes impairs dans 'intervalle {1, ...,.8"}
tandis que |6’ N.J =< (1] est le nombre de termes pairs. Leur différence vaut 1 si S’
est impair, 0 si S’ est pair. L’expression (11) est alors somme de trois expressions
positives ou nulles, donc X > 0. Si S’ est impair, ’expression centrale vaut 2 donc
X > 2 comme on le voulait. Supposons S’ pair. Par définition de S’, I'intervalle
{s%/,...,7"} est contenu dans un méme intervalle J'. Puisque S’ est pair, on a
sy, € J=¢@) Qapres (1), donc 7 € J =M. On a vu plus haut que ' + 1 €
JeW) = J'=<M Alors ' + 1 n’appartient pas & &', donc ' +1 € J 1) Le
dernier terme de (12) vaut 2, donc X > 2. Cela acheve la preuve de (9).

Cette assertion (9) implique I’assertion (5) de Bl Cela achéve la vérification des
propriétés énoncées dans ce paragraphe.

5.3. Conservation de ’entier k. Les hypotheses sont les mémes qu’en 511
Lemme. On a [’égalité k(X €) = k() €).

Preuve. C’est trivial si N = 0. On suppose N > 0. Posons M = M(\,¢), M =
M (M, €), cf. 1l Rappelons que k(X €) = sup(2M, —2M —1), k(\, €) = sup(2M ,—2M
—1). L’égalité & démontrer équivaut & M = M.

Pour h € Z, posons 7(h) = 0 si h est pair, 7(h) = 1 si h est impair. Soit A > 0
un entier tel que €(j) = 1 pour tout j > h + 1. Montrons que

(1) 2M = |J'n {1, .., h} = [T 1N {1,...,h} — 7(h).

On utilise la formule EI}(2), que 'on peut tronquer & 'ordre h, les termes d’in-
dices supérieurs étant nuls. On obtient

2M = ( Y (=1)"e() —( Yo (=17,

j=1,...,h j=1,...,h

En appliquant les définitions , on voit que la premiere somme vaut |J*N{1,...,h}|—
|/~ {1,...,h}|. Le calcul de la seconde donne 7(h). D’ott (1).
Posons M’ = M (XN, €). On va prouver

r_ —-M, si e(1) =1,
2 M —{ M -1, sie(l)=-1.

Fixons un entier R tel que R = 7’ mod 27Z et que j € & pour tout entier j >
R+ 1. L’intervalle {1, ..., R} est réunion disjointe de J', J~1 et d’un sous-ensemble
{s1,...,55} de &. On se rappelle que ' est la somme des nombres d’éléments de J!
et de J~1. La condition de congruence que l'on a imposée implique que S est pair.
D’autre part, par définition de &, on a €(j) = e(j + 1) si j et j + 1 appartiennent
a4 6. Donc €(j) = 1 pour tout j > R+ 1 et on peut appliquer la formule (1) avec
h = R. On obtient

2M = \jl\ +[{s1,..-,85} ﬁJ1| — |j_1| —{s1,.., 85} N J_1| —7(r).
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La relation [5.2(1) et la parité de S entrainent que |{s1,...,ss}NJ| = [{s1,..., 85} N
J~1]. D’out
(3)  2M =T~ T ().

Pour calculer M’, on utilise la formule analogue & (1) en prenant h = 7’. On obtient
M =T {1, =T 0L, = ().

Puisque ¢ se restreint en des bijections de Jnn {1,...,7'} sur J~" pour n = =£1,
cette égalité devient
M =|J 7Y = | = ().
L’assertion (2) résulte des deux formules ci-dessus et de lassertion [£.24(6) qui nous
dit que 7(r") =0sie(l) =1, 7(r') = 1 si e(1) = —1.
Posons M’ = M (X, &). On va prouver

_, —M, ie(l) =1,
(4) M:{ —M —1, sise(l):—l.

Par définition, E(j) =€(j — 1) pour tout j > 2. La formule LT[ 2) entraine donc

2M = )+ (—1THEG) — 1) = (€(1) = 1) = > (=1)THEG) - 1)
§>2 ji>1
= (e(1) —1) —2M".
Puisque €(1) = €(1) par définition, on obtient (4). B
On applique notre lemme par récurrence : on a M "= M'. Alors les relations (2)
et (4) entrainent M = M. O

Extrayons de la preuve ci-dessus deux formules qui nous seront utiles plus loin.
Introduisons la notation suivante : pour u € {£1} et h € Z, posons h* = hsiu =1
et h* = —h—1siu = —1 (on prendra garde & cette notation : si uw = —1, h* n’est pas
Vinverse de h). Posons k = k(A €), k' = k(N,€), v = e(1)(=1)%, v/ = e(1)(—=1)¥*1.
Montrons que

(5) KV =k —1;

(6) k* = [J<M| = | <],

La définition k = sup(2M, —2M — 1) équivaut a kD" = 2. On a alors k¥ =
(2M)<() et, de méme, k' = (2M")~<(). Or Pégalité (2) équivaut a (2M7)~ (1) =
(2M)<™) —1. D’ott (5). On vient de voir que k¥ = (2M)*()). La relation (3) entraine
que ceci vaut [JD| = |J=<D| — 7() si (1) = 1, |JD| = [JO| 4 7(+') — 1 si
e(l)=—-1.0r7(r") =0sie(l) =1, 7(r') =1 si e(1) = —1. Dot (6).

5.4. Preuve du théoréme [B.Il Les calculs de cette preuve different selon les
différents cas €(1) = £1 et k pair ou impair. Pour tenter de les unifier, reprenons
les définitions de [£.1]

Soit u € {%£1}. Pour tout couple (A, ) € R x R ou (A,u) € P x P, posons
A ™)y = (A\p) stuw =1, (A", u*) = (g, A\) si u = —1. Pour tout entier h € Z,
posons comme dans le paragraphe précédent h* = hsiu =1 et h* = —h — 1 si
u = —1. Pour (\,€) € PY™P(2N) et (a, 5) € P x P, le fait que (a, ) parametre
la représentation p(\, €) équivaut aux égalités

(1) K,e:av+[k1}>_oo[2 Bg,e:ﬁv+[_1_kv7_oo[2>
oit k = k(A €) et v =u(—1).
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Soit N € Nsg. Fixons (A, e) € P¥™P(2N) et supposons que tous les termes
de X sont pairs. On pose k = k(A €). Soit (o, 8) € Po(N — k(k + 1)/2) le couple
paramétrant p(),€). On introduit les mémes objets J*!, J=1, & etc... qu'en Bl
On a calculé les suites Ay . et By en Il On en déduit les égalités

(2) Ne=f{Ni/24+1 -G e} BXo={N/2+1—-j5€e )
Considérons d’abord le cas particulier ot N = k(k + 1)/2. Le couple (a, ) est
forcément (0, (), donc (A, €) est uniquement déterminé. C’est-a-dire que ’ensemble
PY™P(2N);, est réduit & cet unique couple. Or (A\9% ™9%) et (), €) appartiennent
tous deux & cet ensemble (par définition pour le premier couple, d’apres le lemme
5.3l pour le second). Donc (), €) = (A, €) = (A emaz),

On suppose désormais N > k(k + 1)/2, donc (o, 8) # (0,0). On utilise les
constructions ci-dessus pour u = ¢(1). On pose v = u(—1)*. Nous voulons calculer le
couple (A% M%) Pour cela, on va calculer le couple (a™%*, M%) qui paramétre
p(Amex ¢mar)  Comme on 'a vu dans la preuve de L] c’est 'unique élément de
Py _1_k2(a, B,<a,p,k). Changer (o, 8, k) en (a”, 8, k) ne change rien si v =1 et
permute « et 8 ainsi que toutes les données affectées a ces partitions siv = —1. Il en
résulte que (a™*®v, fM%V) est, Punique élément de Pyv _1_gva(a?, BY, <av,gv ikv)-

Introduisons les uniques bijections croissantes ¢ : Nyg — J% et ¢ : Nyg — J 7.
Les égalités (1) et (2) entrainent

(3) af = Ag(j)/2 = k" +2j — ¢(j) — 1, B} = Ay(5)/2 + k¥ + 2j — (j) pour tout
J € Nxo.

Munissons ’ensemble d’indices de (o, %) d’un représentant (n,m, <) de Pordre
<qv,gv kv. On suppose n et m assez grands. Par définition de l'ordre, on a

(1) (GO <@l)ea)+k +2-2>p -k +1—2

S Ap()/2+ 1= 0()) > Apy/2+ 1 = (1) & ¢(j) < (D).

Puisque 1 € J*, on a ¢(1) = 1 donc (1,0) < (1,1). Puisque (a?,3%) # (0,0), on
ne > 0, cf. [L2(1). L'unique élément de Py _1_gv,2(a?, Y, <qv gv kv) est créé par
le procédé (a). Ce procédé crée des suites ay, as, ..., by, ba, ..., un nombre que nous
notons v; et un couple de partitions que nous notons (a, 3) extraites de (a?, 8v).
En notant (v, p) I'unique élément de Pyv_o _1_gv.2(ax, 3, <), on a alors

(5) Q™M kY —oola={v1 + kYU (v + [kY — 2, —00[2),

gty 4 [—k¥ — 1, —o0a= p + [—k" — 1, —o0]a.

La description (4) de l'ordre permet de calculer les suites aj,aqg, ... et by, b, ... :
si on découpe J* et J™" en intervalles d’entiers consécutifs maximaux pour cette
propriété, les images par ¢ des nombres a1, as, ... sont les premiers termes des inter-
valles de J¢(U) tandis que les images par ¢ des nombres by, bo, ... sont les premiers
termes des intervalles de J (). D’apres 5.2(1), on a ¢(an) = san_1 et 1(by) = s
pour tout h € Nyg. En utilisant (3), on obtient

vi=() ai)+(> B)

h€Nsg h€Nsg

= Z (A52h_1/2—k“+2ah—82h,1 — 1) + Z ()\S%/2+kv+2bh —Sgh)
heNsg heNso

Il n’y a qu’un nombre fini de termes non nuls dans chacune de ces séries. Il en est
de méme des termes \;,, ,/2 et Ay, /2, que I'on peut donc sortir des séries. On
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regroupe le h + 1-ieme terme restant de la premiere série et le h-ieme terme restant
de la seconde. Il reste isolé le premier terme restant de la premieére série. On obtient

Vv, = ( Z )\sh/2)+(—kv+201—81—1)+ Z (2ah+1 — Sop+1 — 1 —+ 2bh — Sgh)
heNso heNsq

Le terme isolé vaut —k" puisque a; = s; = 1. Pour h € Ny, ap41+bp, est le nombre
d’éléments de la réunion de I’ensemble des éléments de J" inférieurs ou égaux a
Son+1 €t de celui des éléments de J~* inférieurs ou égaux a sop. Cet ensemble est
la réunion de l'intervalle {1,...,s2p} et de {s2p+1}. Donc apy1 + by = s2p, + 1. Le
terme de la derniere série ci-dessus est donc sop + 1 — sop41. Ceci est 'opposé du
nombre d’éléments de J—<(1) compris entre Sop €t sap41, OU encore entre Sop_1 €t
Sop+1 puisque les termes de {s2p—_1, ..., S2p, — 1} ne sont pas dans J—<)_ La somme
de la série est donc égale & —|J~<(1)|. On obtient

vi=( > A /2) =k —|T W],

heNs
En se rappelant la définition de \;, cf. 5.1} on obtient
(6) v +E=)N/2.

La partition « est extraite de o en supprimant les termes a1, as, .... Puisque ¢ est
une bijection de ’ensemble des indices de a” sur J* et qu’elle envoie la suite a1, as, ...
sur J* N &, la partition « est naturellement indexée par J*. Posons n’ = |J*| et
notons ¢ = {1,...,n'} = Ns¢ — {ay, as, ...} P'unique bijection croissante. Alors

(7 oy = ;) pour j € {I,.,n'} et aj =0sij>n'+1.

Pour j € {1,...,n'}, on obtient grace & (3)

a; = )\¢0L(j)/2 -k + 2[’(.]) - ¢ © [’(.]) - L

L’application ¢o: est I'unique bijection croissante de {1, ...n/} sur J*. On se rappelle
le couple (N, ¢) de Bl et la bijection ¢ : {1,...7"} — Jt 1 J! de Cette
bijection envoie J =% N {1,...,r’} sur J* Posons ¢/ = ¢! o p o Alors ¢ est
l'unique bijection croissante de {1,...,n'} sur Jun {1,...,7"}. Soit j € {1,...,n"},
posons ¢ = ¢'(j) et soit h > 1 lentier tel que ap < ¢(j) < ap+1. On a alors
t(j) = j+ h. On a aussi sgp—1 < ¢ o 1(f) < Sop, C'est-a-dire sop_1 < p(q) < Sa2p,
donc p(q) = q + 2h — 1, c’est-a-dire ¢ o 1(j) = ¢+ 2h — 1. La formule (7) devient
o = Ay(g)/2 — k¥ +2j — q. Puisque ¢(q) € Ju = JU on a Ap(q) = Ay Posons
K = k(N,€) et v/ = u(—1)F*1. Dapres B3(5), on a k¥ = k' + 1. La formule
précédente se récrit aj+k/”/+2—2j = )‘:b’(j)/2+1_¢/(j)' Quand j décrit {1,...,n},
les termes de droite décrivent les n’ premiers termes de A;ﬂfe,, cela d’apres (2)
appliqué & (X, €). Donc les n’ premiers termes des suites o 4 [k¥', —oo[5 et AV
coincident. Montrons qu’il en est de méme des termes suivants. Puisque ceux-ci
décroissent de 2 en 2, il suffit de prouver que les n’ + 1-iemes termes coincident.
Celui de la suite de gauche est k'*" — 2n/. Celui de la suite de droite est 1 — ¢/, ot ¢’
est le plus petit élément de J "~u gtrictement supérieur & r’. Autrement dit, ¢’ est le
plus petit entier strictement supérieur &/ tel que (—1)¢ +! = —u. L’assertion [5.2(6)
dit que (=1)" = ¢(1) =u. Donc ¢/ =+ +2. Onaaussi k¥ = k¥ —1 = |J*|—|J ¥
d’apres B.3(5) et (6). On se rappelle que n’ = |J*| et que 7/ = |J*| +|J~%|. On en
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déduit 1’égalité cherchée Kv' —on' =1-— ¢'. En conclusion, on a 1’égalité
o+ [k, —oola= Ay
Des calculs similaires conduisent a 1’égalité
B+ K —1,—ooo= By
En comparant avec (1) on obtient que
(8) (a”l,,B”/) est le couple de partitions paramétrant p(N, €').

Introduisons le couple (X ™% ™% agsocié & (X, €'). Montrons que

(9) la représentation p(A\™*, ¢ ™) est paramétrée par le couple de partitions
(v, u?).

D’apres (8) et la preuve de 5] p()\/m”,e/m”) est paramétrée par 1'unique
élément de Pk/7_1_k/;2(a”l,,8”/, <av’,ﬁ“’,k')' Le couple (v,u) appartient a
Pro_o _1_jv2(a, 8, <). Or

Proo 1-pva(a, 3, <) = Pro1, g2, B, <) = Pro1 k2, B, <agro-1),
la premiere égalité provenant de [[4(8), la deuxieme du fait que l'on a vu dans
la preuve de ZI1l que Tordre < induit de <qv gv e était équivalent & Iordre
<a,B,kv—1. Puisque k" —1 = k", on obtient (o) € P g proo(@, B, <g g1 )
Par la méme symétrie que 'on a utilisée plus haut, cela équivaut a (V”/, p,”l) €
Pkf’,l,k/;g(a“/,ﬁ”', <av' g pr)s €€ qui démontre (9).

On applique le théoreme [5.1] par récurrence : on a (N'maz 'mazy — (X &) On
utilise la relation (1), ot 'on remplace (A, €) par (A, €) et u par —u. Alors v y est
remplacé par v’ et, d’apres (9), (o, 8) y est remplacé par (1/”,, u”/). On obtient

v + [k/'U/’ _00[2: A;T/uglv ﬁ + [_1 - k/'U/’ _00[2: B/_:/ugl'

D’apres (2), on a

AT = N2 41— 535 2 1, (1) () = —u).

Par construction, on a \j = X, €(j) = €j + 1). Dot

A5, = (/2 42— jij > 2. (-1 E) = u).

En se rappelant que v =k — 1, on obtient

v+ [k =2, —0or= {};/2+1 = j;j > 2,(-1)"E() = u}.
Autrement dit, v + [k¥ — 2, —o0[z est I'ensemble AY _ dont on supprime le premier
terme. Par construction, €(1) = €(1). Grace a (6), v1 + k" n’est autre que le premier

terme de AY . Gréce a (5), on obtient
Q™MaTY | [/CU, _00[2: A%}:,E'
Mais, d’apres (1), le membre de gauche est A%mae cmae. D'l
thaz’smaz = A’Lj\ll &

On démontre de méme
qu\bm,am7€maw = B§L7€~

Ces deux égalités entrainent (A, ™) = (), €). Cela démontre le théoreme [B.11
O
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