ENSEMBLES ET MORPHISMES STRATIFIES!
R. THOM

La catégorie des complexes simpliciaux, et des applications sim-
pliciales, si elle permet une description explicite des types topolo-
giques des espaces et des applications correspondantes, n’en présente
pas moins deux inconvénients:

(1) Elle exige en général une subdivision trop fine, topologique-
ment arbitraire, de I’espace sous-jacent. (On sait par exemple le
nombre élevé de sommets requis pour une triangulation d'un objet
aussi simple que le tore 72.)

(2) Certaines applications algébriques trés simples, comme I’ap-
plication du plan Ouwv sur le plan Oxy définie par x=u, y=uv (o-
Prozess de Hopf) ne peuvent étre réalisées simplicialement.

C’est dans le but de pallier ces défauts que nous introduisons ici la
catégorie des ensembles et morphismes siratifiés. La présentation
donnée ici est le fruit d'un long processus d’approximations succes-
sives, qui n'a sans doute pas atteint son état terminal. J'espére
néanmoins que l'essentiel de la structure peut étre considéré comme
définitivement dégagé. Qu’il me soit permis de remercier ici tous ceux
qui, dans divers séminaires, (3 I'l.LH.E.S. de Paris, 2 Brandeis) m’ont
aidé de leurs conseils, de leurs critiques, ou de leurs rédactions. Je
citerai en particulier: H. Cartan, D. Fotiadi, H. Hironaka, H. Levine,
S. Lojasiewicz, J. Mather, B. Morin, F. Pham, M. H. Schwartz,
O. Zariski. On reconnaitra au passage le réle fondamental des idées
de H. Whitney, qui, en introduisant les propriétés (A) et (B) des
ensembles analytiques, a fait faire & la théorie un progres décisif.

I. TafoRIE TOPOLOGIQUE

A. Une construction auxiliaire. Soit X.J, ¥ une application con-
tinue d'un espace topologique X dans une espace Y. Munissons la
réunion disjointe X\UY de la topologie engendrée par les ouverts
suivants:

(1) UCX, ou U parcourt I’ensemble des ouverts de X

(2) fF~Y(V)UV, ou V parcourt 'ensemble des ouverts de Y.

Soit M(f) I'espace ainsi défini; I'application f se factorise en
X5 M(f)L Y, ol 4 est une injection ouverte, et j une surjection.

Etant donné un diagramme commutatif d’applications de la forme
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le couple des applications &, k& permet de définir une application in-
duite de M(f) dans M(f’), ainsi qu’on le vérifie immédiatement. De
méme, 3 tout systéme d’espaces X liés par des applications continues
X;—>X; formant un diagramme D saturé pour la composition des
fleches, la construction précédente généralisée associe un espace
M (D), et un morphisme d'un diagramme D dans un diagramme D’
induit fonctoriellement une application de l'espace M(D) dans
I'espace M(D’).

Méme si X et Y sont des espaces séparés, I'espace M (f) associé i
une application continue X4, ¥ est en général non séparé (le long de
I'image fermée de Y dans M(f)). Pour obvier & cette difficulté, on
considérera, dans notre théorie, des morphismes locaux de X dans
Y: on se donnera un filtre X, d’ouverts de X, pour chaque X, une
application f, de X dans Y, avec la condition que si X3CX,, fs est la
restriction de f, & Xg. Si dés lors, 'intersection des X, est vide, alors
I'espace M(f) défini par les ouverts de la forme U (U ouvert de X), et
21 V)UV, Vouvert de 7, est alors séparé si X et ¥ le sont.

Dans la théorie qui suit, tous les espaces stratifiés qu’on va définir
seront séparés. C'est 12 probablement une restriction excessive, car de
nombreux espaces intéressants, comme certains quotients d’actions
de groupe, ou de feuilletages, ont souvent une sorte de structure
stratifiée, et sont cependant non séparés. Ici encore, une généralisa-
tion de la théorie serait souhaitable.

B. Notion de submersion contrdlée. Soient X et Y deux variétés
différentiables paracompactes (séparées, réunions dénombrables de
compacts); si une application f de X sur Y est de rang maximum
(égal a la dimension de Y) et si f est propre, alors f est une fibration;
ce résultat classique est vrai également si X est une variété a bord,
pourvu que la restriction de f au bord dX de X soit une submersion
(application partout de rang maximum). On appellera surmersion une
submersion surjective.

Lorsque I'application submersive f n’est plus propre, on ne peut
rien dire en général. Nous dirons que la submersion f de X sur Y est
une submersion contrdlée, s'il existe une fonction positive réelle
C= g: X—R, la fonction de contrile, ayant les propriétés suivantes:

(i) g est strictement positive, et il existe un a>0, tel que la différ-
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entielle dg n’est nulle en aucun point de la contre-image g~(]0 a]).
(ii) f restreinte 2 la variété & bord g=e€ est une submersion propre
sur Y pour tout e tel que (0<e<a).

THEOREME 1. B.1. Toute surmersion contrdlée XL, Y est une fibra-
tion différentiable.

D£MONSTRATION. On munit X d’une métrique riemannienne com-
pléte (par le théoréme de Hopf-Rhinow); dans toute fibre de la forme
f~Y(»), on forme le gradient de la fonction de contréle g, grad g. En
intégrant ce champ de vecteurs, on peut étendre une trivialisation
locale def] g;e—)YéfI g2¢, € <e, et par suite 3 tout X.

La démonstration précédente ne fait intervenir que la propreté
locale (au-dessus d’un voisinage d'un point y& Y) de la restriction
f] g=e. Ceci justifie la définition:

DzrFinNitioN 1.B.1. Soit X4, ¥ une submersion, et g une fonction
de X, différentiable, strictement positive, telle que dg ne s’annule en
aucun point de g=1]0, a]. On dira que g est une fonction de contréle
locale pour f, si & tout compact K de Y, on peut associer un 5(K) <a,
positif, tel que la restriction f ] g2 eNf-1(K)—K, soit une submersion
propre pour tout e <7(XK).

CoROLLAIRE 1. B.2. Si la surmersion f admet une fonction de coniréle
locale g, f est une fibration différentiable.

DEFINITION 1.B.2. Tapis d'une variété. On appelle tapis d’une
variété non compacte X une fonction de contréle pour la surmersion
triviale f: X—point.

ProposiTION 1.B.3. Pour qu'une variété X admetie un iapis, il faut
et il suffit que X soit difféomorphe & U'intérienr d'une variété compacte é
bord M.

En effet, I'intégration du champ grad g (pour une métrique rieman-
nienne compléte) permet de réaliser ce difféomorphisme entre X etg.
La condition nécessaire est évidente, car si X est 'intérieur de M, la
fonction distance au bord de M (pour une métrique riemannienne
sur M) est un tapis pour X.

On sait [1] qu'une variété X est difféomorphe 3 'intérieur d’une
variété i bord compacte M, si elle est connexe, simplement connexe,
simplement connexe & l'infini, et si son homologie entiére est de type
fini. L’existence d'un tapis 7x pour une variété X n’est donc pas une
grave restriction.

PRrOPOSITION 1.B.4. Soit XL, Y une surmersion, et g une fonction
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de controle locale pour f; si h est un tapis de Y, il existe une fonction de
controle globale g, pour f, ou g1 est, au voisinage de I'infini, de la forme
g/s(h of), o s est une fonction monotone croissante, C®,

D£MONSTRATION. Pour tout nombre positif b assez petit, consid-
érons le compact de Y défini par #=5. Il existe une valeur % (b) >0
telle que, f| g=a a <u(b) soit propre, et cette fonction % (b) est mono-
tone croissante, avec, si I’on veut, #(0) =0. On pourra donc minorer
cette fonction #(b) par une fonction C* croissante, % (b) > s(b), avec
5(0) =0. La fonction g;=g/s(h o f) est alors une fonction de contrdle
globale.

Fonctions de contréles équivalentes. Soient deux fonctions g, g
strictement positives sur X, sans point singulier pour des valeurs
assez petites. Supposons:

(i) que g<a, g1<b, définissent dans X le méme filtre (3 tout a>0
correspond un 5>0 tel que g;<b est contenu dans g<a, et récipro-
quement).

(ii) la submersion de f de X sur Y est de rang maximum sur les
variétés de niveau g=a, g =>b, pour tout a, b assez petit. Alors, si g
est une fonction de controéle locale ou globale pour f, il en va de méme
pour gy, et inversement. Les fonctions de controéles g et g, seront dites
alors équivalentes.

DErFINITION 1.B.3. Espace stratifié défini par ume submersion con-
trélée. Soient XL,V une submersion contrélée par g. On appellera
espace stratifié engendré par f 'espace M(f) obtenu en prenant sur la
réunion disjointe X\UY la topologie définie par:

(i) tous les ouverts U de X,

(ii) tous les ensembles de la forme {(g <ONfFY(M UV, ot V
parcourt une base des ouverts de V.

L’espace ainsi obtenu est séparé; si on remplace le contréle g par
un contréle g; équivalent, on ne change pas 'espace M(f). Car, pour
tout voisinage V relativement compact, les ouverts { (g <a)N\f~}(V) }
UV et { (& <b)ﬂf“1(V)}UV définissent le méme systéme fonda-
mental de voisinages.

D£FINITION 1.B.4. Deux surmersions contrdlées de X sur Y, fo f1
seront dites komotopes, s'il existe une surmersion contrdlée F: X XTI
— ¥’ XTI dont les restrictions aux faces t=0, t=1 sont f, fi (les con-
tréles de f, fi étant les restrictions du contréle de F).

TaEOREME 1.B.5. S7 fo, fi sont deux surmersions contrélées de X sur
Y, homotopes, alors les deux espaces stratifiés associés, M(fo), M(f1) sont
homéomor phes.

D£MONSTRATION. Soit G la fonction de contréle de I’homotopie; on
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reléve le champ de vecteurs unitaire sur / en un champ de vecteurs
tangent aux variétés de niveau de G dans X X I; 'application F étant
propre sur {G=a}f\F"(V)-——> V, on peut intégrer ce champ de vec-
teurs, ce qui permet de montrer que les sections {go<a } Nfo}(V) sont
transformées par ce champ en {gi<a}Nfi'(V); la topologie définis-
sant M (fo) est ainsi transformée en la topologie définissant M (f1).

Composition de submersions controlées. Soient X2, V%47 deux
submersions controlées, resp. par g: X—R, h: Y—R (localement). Si
K est un compact de Z, 'ensemble de ¥ défini par {A=a}Ng~*(K)
a<e(K), est appliqué proprement sur K par ¢, et est donc compact.
Pour la méme raison, I'ensemble {f=b}Np~1({h=a}Ng1(K)) est
compact, si b<n(K); si s est une fonction C*® croissante telle que
s(n(K)) =¢e(K), on vérifie que la fonction Inf(% o p, s(g)) est une fonc-
tion de controéle locale pour g o p. Une telle fonction est une fonction
différentiable & coins (i.e. une fonction qui s’écrit localement comme
Inf x; ol les x; sont des fonctions coordonnées locales). Il est clair
qu’on pourrait obtenir un contréle C® équivalent en lissant la fonction
dans un voisinage tubulaire de la variété coin.

La méme construction s’étend & une chaine d’un nombre quel-
conque de submersions contrélées: X1 —Xp,— - - - =X,

C. Théorie générale des ensembles stratifiés. Un ensemble stratifié
E est un espace séparé qui se présente comme une réunion finie de
variétés C® connexes, les strates X; de E. L’espace E peut s’obtenir 3
partir de la réunion disjointe des X; par un systéme de relations
d’équivalence, que nous allons décrire, et qui permettent de “recoller”
les strates entre elles.

On va définir inductivement les ensembles stratifiés par récurrence
sur le nombre de leurs strates.

Les ensembles stratifiés & une strate sont les variétés C® connexes
compactes, ou paracompactes munies d’un tapis (donc, difféomorphes
3 l'intérieur d’une variété & bord compacte). Les ensembles stratifiés
a deux strates X, Y sont ainsi définis: On se donne un ouvert UCX
(le “lambean d'incidence™) et une surmersion k: U—Y, admettant
pour fonction de contréle locale un tapis de X. Alors I’espace stratifié
M (k) associé A cette surmersion représente le mode général de défini-
tion d’un ensemble 3 deux strates X, ¥ ot dim ¥ <dim X. On repré-
sentera par le symbole Y <X (Y incidente & X) cette situation.

De maniére générale, un ensemble stratifié & (k+1) strates s'obtient
en prenant un ensemble E stratifié A k strates, et une variété & bord
M de dimension=dim E. On envoie alors le bord V de M (ou une
partie de ce bord) dans E par une application de recollement %
astreinte 3 une condition énoncée ci-dessous (condition Att); I’espace
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quotient de la réunion disjointe E\UM par la relation d’équivalence
définie par & définit un espace & (k1) strates.

DeriNiTION 1.C.1. Introduisons d’abord, formellement, le schéma
d’incidence d’un ensemble stratifié. A toute strate X de dimension 7
se trouve associé un nombre fini de strates de dimension inférieure 4 7,
Yy .. .Y, les strates du bord de X (ou incidentes 3 X). On note
Y;< X cette situation. La relation < est transitive pour les ensembles
stratifiés compacts. On appelera étoile de ¥ (noté St ¥) '’ensemble des
strates X ; telles que ¥ <X; une suite de strates X telles que X, <X,
< -+ + <X, sera appelée une chaine de strates de longueur k. A tout
couple de strates telles que Y <X, se trouve associé un ouvert de X,
Ly(X), le lambeau d’incidence de X relatif 4 V. Sur Ly(X) est définie
une surmersion kyx: Ly(X)— Y. Sur ce systéme des L et des %, on fait
I'hypothése suivante, de iramsitivité: Si Z< V<X, alors Ly(X)
NEky#(Lz(Y)) CLz(X) et, dans cette intersection, on a: kzx =kzy 0 kyx
(Trans).

Les submersions kyx admettent également un systéme de fonctions
de contréle qu’on définira inductivement. On suppose aussi que les
lambeaux d’incidence satisfont 2 la propriété de disjonction:

(Dis) Si Ly(X) N\ Lz(X) # &, alors Y <ZouzZ < VY.

Etant donnée une strate X de I'ensemble stratifié E, on appellera
“tube de X7, noté LX, la réunion des lambeaux d’incidence Lx(Y), ou
Y parcourt 'étoile de X, plus X elle-méme. Cette réunion est sup-
posée munie de la topologie induite de E; pour cette topologie, I'en-
semble des rétractions kxy: Lx(¥)—X définit une rétraction continue
de LX sur X, notée kx, dont la restriction 4 chaque lambeau Lx(Y)
est une surmersion.

Nous sommes maintenant en mesure de préciser la condition
imposée 3 I'application kz: V—E qui attache le bord V=9M dans E.
Clest:

DEFINITION 1.C.2. Pour toute strate X CE, la composée:

(Att) kxoh: WYLX)—> X

est une surmersion, 4 moins que k~1(L(X)) ne soit vide. Soit dés lors
A I’espace quotient obtenu de la réunion disjointe E\UM par 'identi-
fication k: V—E. Il est aisé de définir dans A les strates, les lambeaux
et les applications k; on prend d’abord un voisinage tubulaire du bord
V dans M, soit s: VX I—V une rétraction de ce voisinage sur le bord;
désignons par U lintérieur M —V de M; U devient une nouvelle
strate de A4, et il reste & définir le bord de U dans A, les lambeaux
d’incidence relatifs & U et leurs rétractions. Une strate X de E est
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incidente & U si h—1(LX) est non vide. (Comme l'image k(V) est
compacte, elle contient I'adhérence X de toute strate X, dés qu’elle
contient un point de X.) Or, on démontre inductivement que la fron-
tiére topologique d’une strate X est constituée de l'ensemble des
strates incidentes & X, (et celles-13 seulement). On prend alors pour
lambeau Lx(U) I'image (aprés identification sur E\UM), de I'ouvert
sTYA~Y(LX)). Il est aisé de vérifier que la condition (Dis) est alors
satisfaite; la rétraction kxy est définie—avant identification—
par kx o h o s. La relation (Trans) est alors de vérification immédiate.
I1 est de plus clair que 'adhérence topologique de U dans 4 consiste
en l'ensemble des strates du bord: en effet, dés qu'un point d'une
strate X de E est contenu dans h(V), X est tout entiére contenue
dans %(V) (& cause de la condition (Att)).

I. D. Normalisation des applications d’attachement et des lambeaux
d'incidence. On va montrer qu’'on peut—sans changer la topologie de
I’espace A—remplacer 'application d’attachement k: V—E par une
application k' normalisée de h, telle que la restriction de 4’ 4 la contre-
image d’une strate X de E soit une fibration, dont la fibre est une
variété & coins de dimension maximum dans V.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons dorénavant I’espace stra-
tifié compact; il suffit pour cela de postuler que toutes les applications
d’attachement k: V—E sont définies sur tout V.

DErINITION 1.D.1. Présentation d'un ensemble stratifié. Soit E un
ensemble stratifié de strates X;; une présentation de E consiste dans
la donnée, pour chaque strate X; d'une réunion de variétés & coins
Xi=Useaxy My fermées, indexées par I'ensemble 2(X,) des chaines
w de strates dont le dernier terme est X,; la chaine triviale {X;}
réduite & X, seul définit une variété de la forme rx,=a, dont l'in-
térieur est difféomorphe & X;. Le bord de chaque My est une réunion de
variétés & coins MyK qu'on peut indexer de la maniére suivante:
dans toute chaine w, marquons un certain sous-ensemble K de strates
(sauf X;elle-mé&me). Si on efface ces sous-ensembles, on obtient encore
une chaine de 'ensemble ©(X,), soit ' =w—K. On désignera par wx
la chaine w oll 'on a marque par 'accent comme devant étre sup-
primé—Ile sous-ensemble K de strates. Tout symbole wg définit alors
une variété M,, COM.NIM,_x et I'on a alors pour définir les inter-
sections des variétés M., les régles suivantes:

MunMo—K =M, ’
K

M,NM, =M, .
K JUK

On verra plus tard que, si | J| désigne le nombre de strates de I'en-
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semble J, M., est de codimension | J| dans X;. Si les ensembles J et
K sont disjoints, M., coupe M, transversalement le long de My, .
Deux variétés M.,, M., ne se rencontrent que si w; et w; sont des sous-
chaines d’'une méme chaine w EQ(X;).

Soient dés lors X, ¥ deux strates telles que ¥ <X. Désignons par
0O(X, Y) la totalité des chaines de strates aboutissant & X et conte-
nant Y; la réunion UM, w€0(X, Y) constitue le “lambeau d’inci-
dence normalisé” Ly(X). La rétraction kyx: Ly(X)— Y est une fibra-
tion, telle que I'image kyx: M, soit la variété M, oll ’ est la chaine
w arrétée a la strate Y. Il reste & préciser la topologie de ces variétés
M., ainsi que celle définie sur leur réunion par les applications d’at-
tachement % dans 'espace quotient E. Introduisons dans ce but une
notion:

DErINITION 1.D.2. Secteur associé & une chaine de morphismes.
Considérons, dans I’espace euclidien R* de coordonnées x;, 1=1, 2,

- -+, k, le simplexe standard de dimension k A* défini par les

inégalités: x3<x;, x3=<x; - - - xx <31 contenu dans le cube unité
0=x;=<1. On désignera par ao(x;=0), a;(x1=1, x;=0, ¢>1), - - -,
a;(xy=2x= -+ =x;=1, x;,,=0) ses sommets successifs.

Soit maintenant 4 —A4;—+—A;—--—A; une suite d’applications
continues entre (k+1) espaces topologiques. On considére 1’espace
fonctionnel .S des applications F de sommets a; du simplexe A* dans
la somme disjointe A,\J - - - \UA, assujetties aux conditions sui-
vantes:

F(a)) € Ao+ - - F(as) € 4+ - - F(a) € A

avec f;F(a;) = F(a;1).
Ces conditions définissent un sous ensemble fermé du joint des espaces
Agx - - - x4;, qu’'on désignera par le symbole S, w désignant la chaine
Ao— - - - =44, et qu'on appelle le secteur associé i la chaine w.

Le secteur associé & une chaine & deux éléments, un morphisme
f: A¢—A4;, n'est autre que le “mapping cylinder” de I’application f.
On observera que le secteur associé & une chaine «’ de morphismes
contient canoniquement le secteur associé i toute sous-chaine
=w'—K de o’ (o1, si 'on supprime un espace 4;, on compose les
applications adjacentes: A4;_=1,4,%,4,,; devenant A; ,%%-1,4,,,).
I1 suffit pour cela de se restreindre 4 la face du simplexe AX définie par
les sommets figurant dans «’. On désignera par S,k ce sous-
secteur.

Revenons maintenant & l'espace stratifié E, et considérons une
chaine de strates Xo<X;< - - - <Xj; dans chacune de ces strates
X, on a défini une variété & coins associée i la sous-suite tronquée
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Xo<X1< -+ - <X, soit M,i; cette variété admet également dans
son bord une sous-variété définie par le symbole X,< - - - <X
< X, soit N,; il existe alors une suite canonique de morphismes sur-
jectifs (restrictions des kx,_,x, & ;)

kox kl! kK—lK

(w) Xoe—Ny—N; -+ — Ng.

La réunion des variétés M,7, munie de la topologie quotient définie
par les applications d’attachement kx;_x; n’est autre que le secteur
associé A la chaine de morphismes (w).

Ainsi, pour un espace stratifié & deux strates X, ¥, Y <X, I'image
par le recollement kyx du lambeau d’incidence Ly(X) avec Y n’est
autre que le mapping cylinder de 'application surjective

E: [P,X]-> Y ou [V, X] désigne M v x;.

L’identification du quotient de la réunion des M.+, ' suites tronquées
de w, avec le secteur S, est compatible avec les injections M.,—M,
décrites plus haut.

Soient w une chaine de strates, w’ une sur-chaine de w et K =’ —w,
I'ensemble différence. Les injections canoniques M.,— M,, effectuées
pour toutes les chaines tronquées de ’ dans les M,s passent au quo-
tient et permettent d’injecter un sous-secteur S, x de S, dans S.

Ces définitions étant posées, on va maintenant montrer le

TrEOREME 1.D.1. Tout espace siralifié compact admet une présenta-
tion associée aux applications kyx données.

La démonstration se fait par récurrence sur le nombre des strates;
la propriété est, on I'a vu, vraie d’un ensemble stratifié compact a
deux strates; en effet, si Y<X, ¥ compacte, X est somme de deux
variétés A bord: une variété [X ] définie par rx=¢, 7x tapis de X, et
un lambeau d’incidence Ly(X), défini par 7x <¢; ce lambeau est la
variété M[Y, X] de la présentation; la variété N=M[P, X] est le
bord commun 4 [X] et My,x; défini par 7x =e.

Dans ce qui suit, on écrira pour simplifier [w] au lieu de M(,. On va
donc admettre que 'ensemble stratifié E, compact, & (k—1) strates,
est pourvu d’une présentation par des variétés & coins [w], et des
applications kyx: Ly(X)—Y. On forme un espace stratifié 4 en
attachant & E une variété i bord P, dont le bord V est envoyé dans
E par une application g satisfaisant & la condition (Att) du 1.C. On
va user d’une induction nouvelle relative & la “cohauteur” d’une
strate de E par rapport 3 P.

DzriNiTION 1.D.3. Une strate X de E est dite de cohauteur s rela-
tive & P, si s+1 est la plus grande longueur d’une chaine de strates






