
ENSEMBLES ET MORPHISMES STRATIFIÉS1 

R. THOM 

La catégorie des complexes simpliciaux, et des applications sim-
pliciales, si elle permet une description explicite des types topolo
giques des espaces et des applications correspondantes, n'en présente 
pas moins deux inconvénients: 

(1) Elle exige en général une subdivision trop fine, topologique-
ment arbitraire, de l'espace sous-jacent. (On sait par exemple le 
nombre élevé de sommets requis pour une triangulation d'un objet 
aussi simple que le tore T2.) 

(2) Certaines applications algébriques très simples, comme Tap-
plication du plan Ouv sur le plan Oxy définie par x = u, y = uv (<r-
Prozess de Hopf) ne peuvent être réalisées simplicialement. 

C'est dans le but de pallier ces défauts que nous introduisons ici la 
catégorie des ensembles et morphismes stratifiés. La présentation 
donnée ici est le fruit d'un long processus d'approximations succes
sives, qui n'a sans doute pas atteint son état terminal. J'espère 
néanmoins que l'essentiel de la structure peut être considéré comme 
définitivement dégagé. Qu'il me soit permis de remercier ici tous ceux 
qui, dans divers séminaires, (à l 'I.H.E.S. de Paris, à Brandeis) m'ont 
aidé de leurs conseils, de leurs critiques, ou de leurs rédactions. Je 
citerai en particulier: H. Cartan, D. Fotiadi, H. Hironaka, H. Levine, 
S. Lojasiewicz, J. Mather, B. Morin, F. Pham, M. H. Schwartz, 
O. Zariski. On reconnaitra au passage le rôle fondamental des idées 
de H. Whitney, qui, en introduisant les propriétés (A) et (B) des 
ensembles analytiques, a fait faire à la théorie un progrès décisif. 

I. THÉORIE TOPOLOGIQUE 

A. Une construction auxiliaire. Soit xJ> Y une application con
tinue d'un espace topologique X dans une espace F. Munissons la 
réunion disjointe X\JY de la topologie engendrée par les ouverts 
suivants: 

(1) UQX, où U parcourt l'ensemble des ouverts de X 
(2) f~l(V)KJV, où V parcourt l'ensemble des ouverts de F. 
Soit M(f) l'espace ainsi défini; l'application ƒ se factorise en 

X-l>M(f)J+Y, où i est une injection ouverte, et j une surjection. 
Etant donné un diagramme commutatif d'applications de la forme 
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I A Y 
hi kl 

X'-* Y' 
f 

le couple des applications h, k permet de définir une application in
duite de M(f) dans M(f'), ainsi qu'on le vérifie immédiatement. De 
même, à tout système d'espaces Xi liés par des applications continues 
Xi—*Xj formant un diagramme D saturé pour la composition des 
flèches, la construction précédente généralisée associe un espace 
M(D), et un morphisme d'un diagramme D dans un diagramme D' 
induit fonctoriellement une application de l'espace M(D) dans 
l'espace M(D'). 

Même si X et F sont des espaces séparés, l'espace M(f) associé à 
une application continue XM Y est en général non séparé (le long de 
l'image fermée de Y dans M{f)). Pour obvier à cette difficulté, on 
considérera, dans notre théorie, des morphismes locaux de X dans 
Y: on se donnera un filtre Xa d'ouverts de X, pour chaque Xa une 
application fa de X dans F, avec la condition que si XpC.Xa,f8 est la 
restriction de ƒ« à X8. Si dès lors, l'intersection des Xa est vide, alors 
l'espace M(ƒ) défini par les ouverts de la forme U ( U ouvert de X), et 
/ ^ ^ l O U F , V ouvert de F, est alors séparé si X et F le sont. 

Dans la théorie qui suit, tous les espaces stratifiés qu'on va définir 
seront séparés. C'est là probablement une restriction excessive, car de 
nombreux espaces intéressants, comme certains quotients d'actions 
de groupe, ou de feuilletages, ont souvent une sorte de structure 
stratifiée, et sont cependant non séparés. Ici encore, une généralisa
tion de la théorie serait souhaitable. 

B. Notion de submersion contrôlée. Soient X et F deux variétés 
differentiates paracompactes (séparées, réunions dénombrables de 
compacts) ; si une application f de X sur F est de rang maximum 
(égal à la dimension de F) et si ƒ est propre, alors ƒ est une fibration; 
ce résultat classique est vrai également si X est une variété à bord, 
pourvu que la restriction de ƒ au bord dX de X soit une submersion 
(application partout de rang maximum). On appellera surmersion une 
submersion surjective. 

Lorsque l'application submersive ƒ n'est plus propre, on ne peut 
rien dire en général. Nous dirons que la submersion f de X sur F est 
une submersion contrôlée, s'il existe une fonction positive réelle 
C00 g: X—>R, la fonction de contrôle, ayant les propriétés suivantes: 

(i) g est strictement positive, et il existe u n a > 0 , tel que la differ* 
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entielle dg n'est nulle en aucun point de la contre-image g_1(]0 a]). 
(ii) ƒ restreinte à la variété à bord g è e est une submersion propre 

sur Y pour tout e tel que ( 0 < € < a ) . 

THÉORÈME 1. B.l . Toute surmersion contrôlée X-L>Y est une fibra-
tion differentiable. 

DÉMONSTRATION. On munit X d'une métrique riemannienne com
plète (par le théorème de Hopf-Rhinow) ; dans toute fibre de la forme 
f~l(y)i on forme le gradient de la fonction de contrôle g, grad g. En 
intégrant ce champ de vecteurs, on peut étendre une trivialisation 
locale d e / | g è € — » F à / | g è e ' , e'<€, et par suite à tout X. 

La démonstration précédente ne fait intervenir que la propreté 
locale (au-dessus d'un voisinage d'un point y £ Y) de la restriction 
/ | g^€. Ceci justifie la définition: 

DÉFINITION l .B. l . Soit XJ+Y une submersion, et g une fonction 
de X, différentiable, strictement positive, telle que dg ne s'annule en 
aucun point de g_1]0, a]. On dira que g est une fonction de contrôle 
locale pour / , si à tout compact K de F, on peut associer un rj(K) <a, 
positif, tel que la restriction ƒ | g è e n / - 1 ^ ) — > i ^ , soit une submersion 
propre pour tout e<rj(K). 

COROLLAIRE 1. B.2. Si la surmersion f admet une fonction de contrôle 
locale g, f est une fibration différentiable. 

DÉFINITION l.B.2. Tapis d'une variété. On appelle tapis d'une 
variété non compacte X une fonction de contrôle pour la surmersion 
tr iviale/ : X—»point. 

PROPOSITION l .B.3. Pour qu'une variété X admette un tapis, il faut 
et il suffit que X soit difféomorphe à l'intérieur d'une variété compacte à 
bord M. 

En effet, l'intégration du champ grad g (pour une métrique rieman
nienne complète) permet de réaliser ce difféomorphisme entre X et g. 
La condition nécessaire est évidente, car si X est l'intérieur de M, la 
fonction distance au bord de M (pour une métrique riemannienne 
sur M) est un tapis pour X. 

On sait [ l ] qu'une variété X est difféomorphe à l'intérieur d'une 
variété à bord compacte AT, si elle est connexe, simplement connexe, 
simplement connexe à l'infini, et si son homologie entière est de type 
fini. L'existence d'un tapis TX pour une variété X n'est donc pas une 
grave restriction. 

PROPOSITION l.B.4. Soit XJ-*Y une surmersion, et g une fonction 



1969] ENSEMBLES ET MORPHISMES STRATIFIES 243 

de contrôle locale pour f; si h est un tapis de F, il existe une fonction de 
contrôle globale gi pour ƒ, où gi est, au voisinage de Vinfini, de la forme 
g/s (h of), où s est une fonction monotone croissante, C*>. 

DÉMONSTRATION. Pour tout nombre positif b assez petit, consid
érons le compact de F défini par h^b. Il existe une valeur u(b)>0 
telle que, f\g^a a<u(b) soit propre, et cette fonction u(b) est mono
tone croissante, avec, si Ton veut, u(0) = 0. On pourra donc minorer 
cette fonction u(b) par une fonction C°° croissante, u(b)>s(b)y avec 
s(0) = 0. La fonction gi—g/s{h of) est alors une fonction de contrôle 
globale. 

Fonctions de contrôles équivalentes. Soient deux fonctions g, gi 
strictement positives sur X, sans point singulier pour des valeurs 
assez petites. Supposons: 

(i) que g<a, g\<b, définissent dans X le même filtre (à tout a>0 
correspond un &>0 tel que g\<b est contenu dans g<a, et récipro
quement). 

(ii) la submersion de ƒ de X sur F est de rang maximum sur les 
variétés de niveau g = a, gi = b, pour tout a, b assez petit. Alors, si g 
est une fonction de contrôle locale ou globale pour/ , il en va de même 
pour gu et inversement. Les fonctions de contrôles g et g\ seront dites 
alors équivalentes. 

DÉFINITION l .B.3. Espace stratifié défini par une submersion con
trôlée. Soient Xl*Y une submersion contrôlée par g. On appellera 
espace stratifié engendré par f Y espace M(f) obtenu en prenant sur la 
réunion disjointe X\J Y la topologie définie par: 

(i) tous les ouverts U de X, 
(ii) tous les ensembles de la forme {(g<e)r\f~1(V) } U 7 , où V 

parcourt une base des ouverts de F. 
L'espace ainsi obtenu est séparé; si on remplace le contrôle g par 

un contrôle gi équivalent, on ne change pas l'espace M(f). Car, pour 
tout voisinage F relativement compact, les ouverts {(g<a)r\f~~l(V)} 
VV et { (g i<&)n/ - 1 (F)}VJF définissent le même système fonda
mental de voisinages. 

DÉFINITION l.B.4. Deux surmersions contrôlées de X sur F, f0 fx 

seront dites homotopes, s'il existe une surmersion contrôlée F:XXI 
—>FX/ dont les restrictions aux faces / = 0, t = l s o n t / 0 , / i (les con
trôles defo,fi étant les restrictions du contrôle de F). 

THÉORÈME l .B.5. Sif0,fi sont deux surmersions contrôlées de X sur 
F, homotopes, alors les deux espaces stratifiés associés, M(f0), M(fi) sont 
homêomorphes. 

DÉMONSTRATION. Soit G la fonction de contrôle de l'homotopie; on 
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relève le champ de vecteurs unitaire sur ƒ en un champ de vecteurs 
tangent aux variétés de niveau de G dans XXI; l'application F étant 
propre sur {G — a}r>iF~l(V)—*V, on peut intégrer ce champ de vec
teurs, ce qui permet de montrer que les sections {go<a} r\fcl(V) sont 
transformées par ce champ en {gi<a}C\fïl(V); la topologie définis
sant M(fo) est ainsi transformée en la topologie définissant M(fi). 

Composition de submersions contrôlées. Soient X!»F-Î»Z deux 
submersions contrôlées, resp. par g: X—+R, h: Y—+R (localement). Si 
K est un compact de Z, l'ensemble de F défini par {h^a}C\q~l(K) 
a<e(K), est appliqué proprement sur K par ç, et est donc compact. 
Pour la même raison, l'ensemble {f^b}r\p~l({h^a}P\g""x(X)) est 
compact, si b<t]{K); si s est une fonction C°° croissante telle que 
s(r}(K)) =e(K), on vérifie que la fonction Inf(h o p, s(g)) est une fonc
tion de contrôle locale pour qo p. Une telle fonction est une fonction 
différentiable à coins (i.e. une fonction qui s'écrit localement comme 
Inf Xi où les Xi sont des fonctions coordonnées locales). Il est clair 
qu'on pourrait obtenir un contrôle C00 équivalent en lissant la fonction 
dans un voisinage tubulaire de la variété coin. 

La même construction s'étend à une chaîne d'un nombre quel
conque de submersions contrôlées: J¥V-*X2—> • • - —>Xk. 

C. Théorie générale des ensembles stratifiés. Un ensemble stratifié 
E est un espace séparé qui se présente comme une réunion finie de 
variétés C00 connexes, les strates Xi de E. L'espace E peut s'obtenir à 
partir de la réunion disjointe des Xi par un système de relations 
d'équivalence, que nous allons décrire, et qui permettent de "recoller" 
les strates entre elles. 

On va définir inductivement les ensembles stratifiés par récurrence 
sur le nombre de leurs strates. 

Les ensembles stratifiés à une strate sont les variétés C00 connexes 
compactes, ou paracompactes munies d'un tapis (donc, difféomorphes 
à l'intérieur d'une variété à bord compacte). Les ensembles stratifiés 
à deux strates X, Y sont ainsi définis: On se donne un ouvert UQX 
(le "lambeau d'incidence") et une surmersion k: U—+Y, admettant 
pour fonction de contrôle locale un tapis de X. Alors l'espace stratifié 
M(k) associé à cette surmersion représente le mode général de défini
tion d'un ensemble à deux strates X, F où dim F < d i m X. On repré
sentera par le symbole Y<X (Fincidente à X) cette situation. 

De manière générale, un ensemble stratifié à (fe + 1) strates s'obtient 
en prenant un ensemble E stratifié à k strates, et une variété à bord 
M de dimension è dim E. On envoie alors le bord V de M (ou une 
partie de ce bord) dans E par une application de recollement h 
astreinte à une condition énoncée ci-dessous (condition Att) ; l'espace 
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quotient de la réunion disjointe E\JM par la relation d'équivalence 
définie par h définit un espace à (k + 1) strates. 

DÉFINITION l.C.l. Introduisons d'abord, formellement, le schéma 
d'incidence d'un ensemble stratifié. A toute strate X de dimension r 
se trouve associé un nombre fini de strates de dimension inférieure à r, 
Yi • • • F„ les strates du bord de X (ou incidentes à X). On note 
Yi<X cette situation. La relation < est transitive pour les ensembles 
stratifiés compacts. On appelera étoile de Y (noté St Y) l'ensemble des 
strates Xi telles que Y<Xi\ une suite de strates Xj telles que X\ <X2 

< • • • < Xk sera appelée une chaîne de strates de longueur k. A tout 
couple de strates telles que Y<X, se trouve associé un ouvert de X, 
LY(X), le lambeau d'incidence de X relatif à Y. Sur Ly(X) est définie 
une surmersion kyx: LY(X)—> Y. Sur ce système des L et des k, on fait 
l'hypothèse suivante, de transitivité: Si Z<Y<X, alors LY(X) 
r\kyx(Lz( Y)) C.LZ(X) et, dans cette intersection, on a: kzx = kzy o kyx 
(Trans). 

Les submersions kyx admettent également un système de fonctions 
de contrôle qu'on définira inductivement. On suppose aussi que les 
lambeaux d'incidence satisfont à la propriété de disjonction: 

(Dis) Si LY(X) n LZ(X) ?* 0, alors Y < Z ou Z < Y. 

Etant donnée une strate X de l'ensemble stratifié £ , on appellera 
"tube de X", noté LX, la réunion des lambeaux d'incidence Lx( Y), où 
Y parcourt l'étoile de X, plus X elle-même. Cette réunion est sup
posée munie de la topologie induite de E; pour cette topologie, l'en
semble des rétractions kxY'. Lx(Y)—*X définit une rétraction continue 
de LX sur X, notée kx9 dont la restriction a chaque lambeau Lx(Y) 
est une surmersion. 

Nous sommes maintenant en mesure de préciser la condition 
imposée à l'application h: V-+E qui attache le bord V=dM dans £ . 
C'est: 

DÉFINITION 1.C2. Pour toute strate X(ZE, la composée: 

(Att) kxoh: hrl(LX)-*X 

est une surmersion, à moins que h^1(L(X)) ne soit vide. Soit dès lors 
A l'espace quotient obtenu de la réunion disjointe E\JM par l'identi
fication h: V—*E. Il est aisé de définir dans A les strates, les lambeaux 
et les applications k; on prend d'abord un voisinage tubulaire du bord 
V dans My soit s: VXI—>Fune rétraction de ce voisinage sur le bord; 
désignons par U l'intérieur M — V de M; U devient une nouvelle 
strate de A, et il reste à définir le bord de U dans A, les lambeaux 
d'incidence relatifs à U et leurs rétractions. Une strate X de E est 
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incidente à U si h~l(LX) est non vide. (Comme l'image h(V) est 
compacte, elle contient l'adhérence X de toute strate X, dès qu'elle 
contient un point de X.) Or, on démontre inductivement que la fron
tière topologique d'une strate X est constituée de l'ensemble des 
strates incidentes à X, (et celles-là seulement). On prend alors pour 
lambeau Lx(U) l'image (après identification sur E\JM), de l'ouvert 
s~1(hr1(LX)). Il est aisé de vérifier que la condition (Dis) est alors 
satisfaite; la rétraction kxu est définie—avant identification— 
par kx o h o s. La relation (Trans) est alors de vérification immédiate. 
Il est de plus clair que l'adhérence topologique de U dans A consiste 
en l'ensemble des strates du bord: en effet, dès qu'un point d'une 
strate X de E est contenu dans h(V), X est tout entière contenue 
dans h(V) (à cause de la condition (Att)). 

I. D. Normalisation des applications d'attachement et des lambeaux 
d'incidence. On va montrer qu'on peut—sans changer la topologie de 
l'espace A—remplacer l'application d'attachement h: V-^E par une 
application h' normalisée de A, telle que la restriction de W à la contre-
image d'une strate X de E soit une fibration, dont la fibre est une 
variété à coins de dimension maximum dans V. 

Dans tout ce qui suit, nous supposerons dorénavant l'espace stra
tifié compact] il suffit pour cela de postuler que toutes les applications 
d'attachement h: V-^>E sont définies sur tout V. 

DÉFINITION l .D . l . Présentation d'un ensemble stratifié. Soit E un 
ensemble stratifié de strates X{\ une présentation de E consiste dans 
la donnée, pour chaque strate Xi d'une réunion de variétés à coins 
Xi = l)a>eQ(Xi) M? fermées, indexées par l'ensemble 0(XS) des chaînes 
co de strates dont le dernier terme est Xi\ la chaîne triviale {Xi} 
réduite à Xi seul définit une variété de la forme Tx^a, dont l'in
térieur est difféomorphe à Xt. Le bord de chaque M? est une réunion de 
variétés à coins M?K qu'on peut indexer de la manière suivante: 
dans toute chaîne co, marquons un certain sous-ensemble K de strates 
(sauf Xi elle-même). Si on efface ces sous-ensembles, on obtient encore 
une chaîne de l'ensemble Q(X t), soit co/=co—K. On désignera par co* 
la chaîne co où l'on a marque par l'accent comme devant être sup
primé—le sous-ensemble K de strates. Tout symbole cox définit alors 
une variété M^j^^dM^r^dM^^K et l'on a alors pour définir les inter
sections des variétés M„K les règles suivantes: 

M a C\ Mn—K = M (a , 

MùiT P \ Ma = Ma 
J K J\JK 

On verra plus tard que, si | j \ désigne le nombre de strates de l'en-
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semble / , MUJ est de codimension | j \ dans X,-. Si les ensembles J et 
K sont disjoints, Mœj coupe M(ÛR transversalement le long de AfWjUx. 
Deux variétés Mwv M^ ne se rencontrent que si toi et C02 sont des sous-
chaînes d'une même chaîne <o£Q(Xi). 

Soient dès lors X, F deux strates telles que Y<X. Désignons par 
0(X, Y) la totalité des chaînes de strates aboutissant à X et conte
nant Y; la réunion (JMU, uÇiO{X, Y) constitue le "lambeau d'inci
dence normalisé? LY(X). La rétraction kyx' LY(X)—>Y est une fibra-
tion, telle que l'image kyx: Mw soit la variété M*,*, où co' est la chaîne 
co arrêtée à la strate Y. Il reste à préciser la topologie de ces variétés 
Mm ainsi que celle définie sur leur réunion par les applications d'at
tachement k dans l'espace quotient E. Introduisons dans ce but une 
notion : 

DÉFINITION l .D.2. Secteur associé à une chaîne de morphismes. 
Considérons, dans l'espace euclidien Rk de coordonnées #»-, i = l, 2, 
• • • , k, le simplexe standard de dimension k A* défini par les 

inégalités: x2^Xi, xz^x2 • • • Xk^Xk-i contenu dans le cube unité 
O^Xi^l. On désignera par ao(xi = 0)1 ai(xi = l, # , = 0, i > l ) , • • • , 
ay(#i=#2= • • • =Xj = l, Xj+s = 0) ses sommets successifs. 

Soit maintenant Ao—>Ai-* >Ai—> >Ah une suite d'applications 
continues entre (fc + 1) espaces topologiques. On considère l'espace 
fonctionnel 5 des applications F de sommets a» du simplexe A* dans 
la somme disjointe A^KJ • • • \JAh assujetties aux conditions sui
vantes: 

F(a0) GAo-- F(a%) G Ai • • - F(ak) G Ak 

avec fiF(at) = F(ai+1). 
Ces conditions définissent un sous ensemble fermé du joint des espaces 
A0* • • • *Ak, qu'on désignera par le symbole Sai œ désignant la chaîne 
A0—> • • • —>Ai-->Ak et qu'on appelle le secteur associé à la chaîne œ. 

Le secteur associé à une chaîne à deux éléments, un morphisme 
ƒ: A0-+A1, n'est autre que le "mapping cylinder" de l 'application/. 
On observera que le secteur associé à une chaîne co' de morphismes 
contient canoniquement le secteur associé à toute sous-chaîne co 
=o)'—K de co' (où, si l'on supprime un espace Aiy on compose les 
applications adjacentes: Ai-J±±>AitL>Ai+i devenant Ai^1Ji^zl^Ai+1). 
Il suffit pour cela de se restreindre à la face du simplexe AK définie par 
les sommets figurant dans co'. On désignera par £[«',#] ce sous-
secteur. 

Revenons maintenant à l'espace stratifié £ , et considérons une 
chaîne de strates Xo<Xx< • • • <Xk\ dans chacune de ces strates 
Xi, on a défini une variété à coins associée à la sous-suite tronquée 
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XQ<XI< • • • <X{, soit MJ; cette variété admet également dans 
son bord une sous-variété définie par le symbole 3£o< • • • <^»_i 
<1tiy soit Nui; il existe alors une suite canonique de morphismes sur-
jectifs (restrictions des kx^Xi à Ni) 

, . "01 *12 "K—IK 

La réunion des variétés Mui, munie de la topologie quotient définie 
par les applications d'attachement kx^yXi n'est autre que le secteur 
associé à la chaîne de morphismes (<o). 

Ainsi, pour un espace stratifié à deux strates X, F, Y<X, l'image 
par le recollement krx du lambeau d'incidence LY(X) avec Y n'est 
autre que le mapping cylinder de l'application surjective 

I: [ ? , X] -> F où [F, X] désigne M [F ,X] . 

L'identification du quotient de la réunion des Afw»*, co*' suites tronquées 
de co, avec le secteur Su est compatible avec les injections MUK—^M^ 
décrites plus haut. 

Soient co une chaîne de strates, co' une sur-chaîne de w et ür=co'—co, 
l'ensemble différence. Les injections canoniques MUK—»Af«, effectuées 
pour toutes les chaînes tronquées de co' dans les Mj passent au quo
tient et permettent d'injecter un sous-secteur S^^K de S^ dans Sa. 

Ces définitions étant posées, on va maintenant montrer le 

THÉORÈME l .D. l . Tout espace stratifié compact admet une présenta-
tion associée aux applications kyx données. 

La démonstration se fait par récurrence sur le nombre des strates; 
la propriété est, on l'a vu, vraie d'un ensemble stratifié compact à 
deux strates; en effet, si Y<X, Y compacte, X est somme de deux 
variétés à bord: une variété [X] définie par r x è e , TX tapis de X, et 
un lambeau d'incidence LY(X), défini par Txée; ce lambeau est la 
variété M [Y, X] de la présentation; la variété N = M[Y, X] est le 
bord commun à [X] et M[Y,X) défini par TX = e. 

Dans ce qui suit, on écrira pour simplifier [co] au lieu de M((a). On va 
donc admettre que l'ensemble stratifié £ , compact, à (k — 1) strates, 
est pourvu d'une présentation par des variétés à coins [co], et des 
applications kyx: Ly(X)-+Y. On forme un espace stratifié A en 
attachant à E une variété à bord P, dont le bord V est envoyé dans 
E par une application g satisfaisant à la condition (Att) du l.C. On 
va user d'une induction nouvelle relative à la "cohauteur" d'une 
strate de E par rapport à P. 

DÉFINITION l .D.3. Une strate X de E est dite de cohauteur s rela
tive à P, si s+1 est la plus grande longueur d'une chaîne de strates 
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commençant en X et finissant en P . Ainsi, une strate Y directement 
incidente à P (sans strate intermédiaire Z telle que Y<Z<P) est de 
cohauteur un. 

Sur une strate Y de cohauteur un par rapport à P, l'application 
d'attachement g, qui est submersive, sert à définir kyp. Toute variété 
de la présentation du type [co, Y] s'étend en une variété de symbole 
[coFP], en prenant la contre-image par g dans VXI; sur F X 1 , on a 
la variété [w?P] ; par passage au quotient sur la réunion [coY] 
U[Ù)YP] définie par kYx, on a la topologie d'un secteur S(a), Y, P) 
associé à kYx[û$P]—>[ûF]—» • • • . Considérons maintenant le cas 
d'une strate F de cohauteur 2. 

On forme dès lors le tube L(F) , réunion des lambeaux d'incidence 
Dxi LY(Xi)t où X t £ S t F dans E. On définira dans ce tube LY une 
fonction /, nulle sur F, égale à un sur le bord de LY(Y). Dans chaque 
lambeau Ly(Xi), cette fonction / est celle-là même qui apparaît 
lorsqu'on identifie par quotient la réunion LY(Xi)\JY au secteur 
S(Y, Xi) (ici le "mapping cylinder" de kYx{: dLY(Xi)-^Y). Par suite, 
cette fonction t est de rang maximum dans chaque lambeau LY(Xi) ; il 
en ira par suite de même dans toute contre-image N(Xi) = g-l(LY(Xi)) 
pour la fonction induite to g, g étant submersive sur X». 

Introduisons maintenant le voisinage tubulaire VXI, paramétré 
par u, de V dans P; définissons, comme précédemment g comme la 
composée VXl-^V-hE. On voit que N=g~l(LY(Xi)) a une structure 
de produit local de la forme ]0, l ] X ]0, l ] X F X Y où F 
est la fibre (kYx{ o g)"1(y)r\d {t o g = l}, car l'application définie 
par (/, uy kYXiog) de N sur le carré demi-ouvert 0 < w ^ l , 0 < / g l 
multiplié par F, est une submersion propre. 

7, 

_ 

1 , /, 

'"LA - • 

FIGURE 1 

Dans ce carré, OUBT, O g w g l , 0 g / ^ l , o n v a considérer la droite 
O A d'équation w = 2/, qui rencontre la droite UB (u = l) au point A 
de coordonnées / = £, u = 1. L'application <ï> de OUBT dans lui-même 
(/, w)-^(/', u') définie parw' = z* 1 — /' = (1 —«/2)(1 —/) envoie linéaire
ment le carré OUBT sur le trapèze OABT (Figure 1). 

Normaliser l'application d'attachement g, c'est remplacer, dans 


