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KAZHDAN-LUSZTIG-POLYNOME UND EINE KOMBINATORIK
FUR KIPP-MODULN

WOLFGANG SOERGEL

ABSTRACT. This article gives a selfcontained treatment of the theory of Kazh-
dan-Lusztig polynomials with special emphasis on affine reflection groups.
There are only a few new results but several new proofs. We close with a
conjectural character formula for tilting modules, which formed the starting
point of these investigations.

1. EINLEITUNG

Bei dem Versuch, Kazhdan-Lusztig-Vermutungen fiir Kipp-Moduln aufzustellen,
habe ich mich in die Literatur iber Kazhdan-Lusztig-Polynome vertieft, insbeson-
dere in die Arbeiten von Kazhdan-Lusztig [KL79], Lusztig [Lus80a], Andersen
[And86], Kato [Kat85], Kaneda [Kan87] und Deodhar [Deo87, Deo91]. Es erschien
mir sinnvoll, diese Quellen neu zu fassen, um sie leichter zugénglich zu machen.
Damit beschéftigen sich die ersten Abschnitte dieser Arbeit. Das einzig neue Resul-
tat hier ist Theorem 5.1, neu sind jedoch manche Beweise und auch die Darstellung
als Ganzes (die im Ansatz allerdings auch schon in [Mil] und [Lus91] zu finden ist).
Insbesondere kommen die sogenannten R-Polynome in meiner Darstellung nicht
mehr explizit vor. Im letzten Abschnitt erreiche ich dann mein urspriingliches Ziel
und gebe eine Vermutung fiir den Charakter eines Kipp-Moduls an. Es folgt ein
graphisch dargestelltes Beispiel und ein Verzeichnis der wichtigsten Notationen.
Eine Darstellung der Grundlagen dieses Artikels, die die Resultate des folgenden
Abschnitts einschliefit, findet man in [Hum90]. Fiir den dritten Abschnitt vergleiche
man auch [Deo94].

Ich danke Henning Haahr Andersen, der mir seine Notizen mit verwandten
Uberlegungen zur Verfiigung stellte, und Corinne Blondel, Michele Couillens, Car-
oline Gruson, Jens Carsten Jantzen, Friedrich Knop und George Lusztig fiir ihre
hilfreichen Kommentare zu vorlaufigen Fassungen.

2. DIE GEWOHNLICHEN KAZHDAN-LUSZTIG-POLYNOME

Sei (W, S) ein Coxeter-System, [ : W — N die zugehorige Langenfunktion und
< die Bruhat-Ordnung auf W. Insbesondere bedeutet x < y also z < y, x # y.
Bezeichne £ = Z[v,v~!] den Ring der Laurentpolynome iiber Z in einer Variablen
v. Auf dem freien £-Modul {iber W,

H=HW,S) =P LT,

reW
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38 WOLFGANG SOERGEL

gibt es genau eine Struktur einer assoziativen £-Algebra so dafl 1T, T, = T, falls
I(z) +1(y) = l(zy) und T? = v~ 2T, + (v=2 — 1)T5 fiir alle s € S, siehe [Bous1], IV,
§2, Exercice 23. Diese assoziative Algebra H heifit die Hecke-Algebra von (W, S).

Sie kann auch beschrieben werden als die assoziative £-Algebra mit Erzeugern
{H}ses (fiir Hy = vTy), den quadratischen Relationen H2? = 1+ (v~! —v)H, sowie
den sogenannten Zopf-Relationen HsH; ... H; = HiH, ... H; bzw. H,H:H, ... H;
= H;H;H;... H; wenn gilt st...s =ts...t bzw. sts...t = tst...s fur s,t € S.
Alle H, sind invertierbar, genauer priift man leicht die Formel H; ! = H+(v—v~1).

Wir arbeiten von nun an mit H, = v"*)T}. Sicher gilt auch H,H, = H,, falls
l(x)+1(y) = I(zy). Mit den Hj sind also auch alle H, Einheiten in H. Es gibt genau
einen Ringhomomorphismus d : H — H, H +— H mit 7 =v~! und H, = (H,1)7".
Offensichtlich ist d eine Involution. Wir nennen H € H selbstdual genau dann,
wenn H = H.

Theorem 2.1 ([KL79]). Fir alle x € W gibt es genau ein selbstduales H, € H
mit H, € Hy + 3 vZ[v|H,.

Bemerkung 2.2. In [KL79] wird unser H, mit C! bezeichnet. Weiter arbeiten
Kazhdan und Lusztig mit der Variablen ¢ = v~—2 und mit der £-Basis der T}.

Beweis. Wir wissen ja schon, dafi Hy = H;' = Hs + (v —v7!) fiir alle s € S.
Insbesondere ist Cs = Hg + v selbstdual, also C, = C,. (Der mit der Materie
vertraute Leser sei gewarnt, dafi unser C in [KL79] mit C? bezeichnet wird, und
dort Cy fiir ein anderes Element der Hecke-Algebra steht. Sobald das Theorem
bewiesen ist, kénnen wir auch Cy = H schreiben.)

Die Rechtsmultiplikation von Cs in ‘H wird beschrieben durch die Formeln

H.C, = H,, + lez falls xs > x;
H,,+v "H, fallsxs < z.

Wir beginnen nun mit dem Beweis der Existenz und zeigen dazu durch Induktion
iiber die Bruhat-Ordnung die stérkere

Behauptung 2.3. Es gibt fiir alle z € W ein selbstduales H, € H mit H, € H, +
Zy<z vZ[v]|H,.

Sicher kénnen wir die Induktion mit H, = H. = 1 beginnen. Sei nun x € W
gegeben und sei die Existenz von H, bekannt fiir alle y < z. Falls x # e finden wir
s € § mit s < x und nach Induktionsvoraussetzung gilt

ﬂwsCS = Hm + Z hyHy
y<z
fiir geeignete h,, € Z[v]. Wir bilden
ﬁw = ﬂwscs - Z hy(o)ﬂyv
y<z
und unsere Induktion lduft. Damit wissen wir, dafl es die in der Behauptung
beschriebenen H, gibt. Die Eindeutigkeit der H, folgt leicht aus
Behauptung 2.4. Fir H € 7 vZ[v]H, folgt aus H = H schon H = 0.

Sicher gilt H, € H, +
folglich H, € H,+

y<z LH, mit H, wie in der vorigen Behauptung und

y<» LHy fiir alle 2 € W. Schreiben wir nun H = 3 hy H, und
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KAZHDAN-LUSZTIG-POLYNOME 39

wihlen z maximal mit h, # 0, so folgt aus H = H schon h, = h, im Widerspruch
zu h, € vZ[v]. Das zeigt die Behauptung, und das Theorem ist bewiesen. O

Definition 2.5. Wir definieren fiir z,y € W die hy, € £ durch die Gleichung

H, =) hy.H,
Yy

Bemerkung 2.6. Die hy, stehen mit den in [KL79] definierten Polynomen P, ,
in der Beziehung h,, = v!®~!WP, . Diese Gleichung ist natiirlich in £ =
Zv,v™] D Z[q] zu verstehen, mit ¢ = v~2 wie zuvor. Man sieht per Induktion
auch direkt, dafl Ul(y)_l(””)hy,m schon ein Polynom in ¢ mit konstantem Term 1 ist.

Die urspriingliche Definition der Kazhdan-Lusztig-Polynome in [KL79] war ndher
an der Charakterisierung, die wir im Folgenden geben. Betrachten wir nochmal
unser Theorem 2.1. Bis auf Vorzeichen gibt es ja keinen Grund, dort v iiber v—!
zu bevorzugen.

Theorem 2.7 ([KL79]). Fir alle z € W gibt es genau ein selbstduales H,cH
mit H, € Hy + 3, v Z[v='|H,.

Beweis. Wir betrachten die zwei involutiven Antiautomorphismen a und i von H
gegeben durch

a() =v, a(H) = (—1)!®H1 bzw.

i(v) =v, i(Hy)= Hz.
Sie kommutieren untereinander und auch mit unserer Involution d : H — H. Betra-

chten wir insbesondere die Abbildung dia : H — H, so gilt dia(H,) = (—1)'¥ H,
und dia(v) = v~1. )
Wir kénnen und miissen also H, = (—1)'®)dia(H ) nehmen und erhalten zusétz-

lich zur Existenz von H, noch die Formel

H = Z(_l)l(w)-%l(y)ﬁy)mHy_ O

EE
)

Bemerkung 2.8. Statt dia kann man ebensogut den Automorphismus b : H — H
verwenden, der gegeben wird durch b(H,) = H,, b(v) = —v~!. Er kommutiert
mit d und wir kénnen und miissen also H . = b(H,) nehmen. Die Involution b
kommutiert im tibrigen auch mit ¢ und a, und die vier paarweise kommutierenden
Involutionen d, b, i und a definieren eine treue Operation von (Z/27Z)* auf H.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer expliziten Formel fiir endliches W.

Proposition 2.9 ([KL79]). Sei W endlich, w € W das ldngste Element, und r =
l(w) seine Linge. So gilt H,, =3, cyy oW H,
Beweis. Bezeichne R die rechte Seite. Aus unseren Formeln fiir die Operation von
C folgt

{HeH|HCs=w+v )H VYseS}=LR.
Damit gilt R € LR und dann sofort R = R, mithin R = H,,,. |
Jeder mit der Materie vertraute Leser wird hier die Inversionsformeln aus [KL79] fur

endliche Coxeter-Gruppen vermissen. Wir behandeln sie im folgenden Abschnitt in
einem allgemeineren Kontext (siche 3.10).
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3. DER PARABOLISCHE FALL

Sei Sy C S eine Teilmenge, W; = (Sy) C W ihr Erzeugnis, W/ C W die
Menge der Représentanten minimaler Lange fiir die Rechtsnebenklassen W \W.
Insbesondere definiert also die Multiplikation eine Bijektion Wy x W/ = W. Beze-
ichne Hy = H(Wy,Sy) C 'H die Hecke-Algebra von (Wy,Sy). Man beachte, dafl
die quadratische Relation in der Hecke-Algebra auch (Hy + v)(Hs —v™1) = 0
geschrieben werden kann. Halten wir u € {—v,v ™!} fest, so definiert die Vorschrift
H; — u Vs € 8¢ eine Surjektion von £-Algebren

Yu:Hy = L.

Auf diese Weise wird £ ein H¢-Bimodul, den wir mit £(u) bezeichnen. Wir in-
duzieren und definieren die beiden H-Rechtsmoduln

M = M = L™ @, H,

N = Nf = L(-v)®n, H.

In beiden Moduln bilden die M, = 1 ® H, bzw. N, = 1 @ H, mit x € W/ cine
L-Basis. Die Operation von C; fiir s € S nimmt in diesen Basen folgende Form an:

Mys +vM, falls xs € WS, xs > x;
M,C, = My +v~ 1M, falls s € W/, zs < ;

(v+v M, falls s ¢ W/,

Nais +vN, falls s € WS, xs > x;
N, Cy, = Ny +v7IN, falls s € WS, xs < x;

0 falls 2s ¢ W/,

Um das einzusehen verwendet man, da aus = € WY, zs ¢ W/ schon folgt s = rz

mit 7 € Sy. (Insbesondere impliziert s < x schon zs € W/.) In der Tat folgt ja

sogar fiir beliebige € W und r,s € § aus rz > x und rzs < xs schon rzs = x.
Man priift leicht fiir alle s € Sy die Formel

B (v+v71) falls u = v~ 1;
pulCs) = { 0 falls u = —wv.

Da die Cs mit s € Sy ganz H als £-Algebra erzeugen, folgt ¢, (H) = ¢, (H) VH €
Hy¢. Mithin definiert die Vorschrift a @ H — @ ® H einen Homomorphismus von
additiven Gruppen

M- M, M—M

mit M, = M, und MH = M H fiir alle M € M, H € H. Analoges gilt fiir N.

Eine additive Abbildung F' zwischen zwei £-bzw. H-Rechtsmoduln nennen wir
“L-schieflinear” bzw. “H-schieflinear” genau dann, wenn F(MH) = F(M)H fiir
alle M und alle H € £ bzw. H € H. Besitzt ein Modul eine feste schieflineare
Involution, so nennen wir die unter dieser Involution stabilen Elemente “selbstdual”.
Es heifit also zum Beispiel N € N selbstdual genau dann, wenn N = N.

Theorem 3.1 ([Deo87]). 1. Fiir alle x € W/ gibts genau ein selbstduales M, €
M mit M, € My + 3, vZ[v|M,.
2. Fiir alle v € W/ gibt es genau ein selbstduales N, € N mit N, € N, +
>y VLUIN,,.
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KAZHDAN-LUSZTIG-POLYNOME 41

Beweis. Wir zeigen (1), der Beweis von (2) ist identisch. Um die Existenz von M,
nachzuweisen, machen wir eine Induktion iiber die Lénge von x und zeigen starker,
daf} wir M, von der Form

M, =M+ Z My, o M,y

y<x

finden konnen. Sicher konnen wir M, = M, nehmen. Sei nun M, konstruiert fiir
alle y € W/, y < x und sei s € S gegeben mit zs < z, xs € W/. Dann gilt

Mrscs = Mw + Z szz

z<x

fiir geeignete m, € Z[v]. Nach Induktion sind mogliche M, fir z < x bereits
bekannt. Wir bilden dann

Mr = Mrscs - Z mZ(O)Mz

und haben auch ein mégliches M, gefunden. Aus der Existenz dieser M, folgert
man wie im Beweis von Theorem 2.1 zunéchst M, € M, + Zy<w LM, und dann
die Eindeutigkeit der M . O

Bemerkungen 3.2. 1. Man definiere die my , € Z[v] durch
M, =Y my.M,.
y

Insbesondere ist also my,,; = 1, und my . # 0 = y < x. Wir betrachten
wieder die Variable ¢ = v=2 € £. Mit Induktion folgert man leicht, daf sogar
gilt v!W) =@, € Z[g]. Dasselbe gilt fiir die n,, , definiert durch

N, =) ny.N,.
Yy

Die v!®=t@)m, . bzw. '@ ~@)p, . sind Deodhars [Deo87] parabolische
Polynome PT{U fiir Deodhars Fille u = —1 bzw. u = g, falls 7 = y~ Wy,
o =z "Wy, und W; = Wy. Der Vergleich mit Deodhars Definition wird dem
Leser aber (wenn tiberhaupt) erst mit Hilfe von Theorem 3.5 gelingen.

2. Mogliche Interpretationen der parabolischen Polynome im Rahmen der Dar-
stellungstheorie falt Theorem 3.11.4 in [BGS96] zusammen. Bis auf die Trans-
formation v = ¢ und fiir Wg = W; sind die dortigen Polynome (P?(t)).,
genau unsere mg ,, und die (Pg(t))s,, stimmen bis auf einen Parameterwech-
sel mit unseren n, , iiberein, vergleiche 3.10.

3. Der Beweis enthalt eine induktive Beschreibung der M. Mit Induktion iiber
die Lénge von x erkennt man daraus, dafl fir alle y < = der Leitterm von
My, 2 genau vM#) =) ist. Diese Aussage hat keine Entsprechung fiir die N .
da N,C;s = 0 fiir gewisse y und s.

4. Die Berechnung der n,, , wird vereinfacht durch die bekannte Formel NV, C =
(v +v N, fiir alle 2 € W/, s € S mit #s < z. Man zeigt diese Formel
durch Induktion iiber z, wobei man ausnutzt, daf erstens C2? = (v + v~ 1)y
und zweitens n,(0) # 0 = zs < z im vorhergehenden Beweis. Es folgt
insbesondere ny, », = vny , falls y,x € Wf, s €S mit ys <y, rs < .
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Ebenso zeigt man, da8 M, Cs = (v +v~ )M, fiir alle z € W/, s € S mit
zs < x oder zs ¢ W/, und folgert mys , = vm, , falls y,z € W/, s € S mit
ys <y, xs < x.

5. Natiirlich gilt im Fall Sy = @ schon M =N =H, M, =N, = H
Ny.o = My z.

A1y Myx =
In einer abelschen Gruppe E mit Involution d bezeichne ET C E die Untergruppe
der selbstdualen Elemente ET = {e € E | de = e}.

Proposition 3.3. 1. HT C H ist die iber LT = Z[(v +v~1)] von den Cs mit
s € S erzeugte Unteralgebra.

2. M*T =HTM, und die M, bilden eine LT -Basis von M.

3. NT =HTN, und die N,, bilden eine LV -Basis von N'T.

Beweis. Bezeichne fiir diesen Beweis HT C H die iiber LT = Z[(v +v~!)] von den
Cs, s € S erzeugte Unteralgebra. Zeigen wir (2) oder (3) fiir das so definierte HT,
so folgt (1) als Spezialfall.

Wir zeigen hier (2), der Beweis von (3) ist identisch. Zunéchst liegen ja nach der
induktiven Beschreibung der M, alle M, in H™ M,. Andererseits bilden die M,
eine £-Basis von M, und ein M = > m,M, ist selbstdual genau dann, wenn alle
my, es sind. (|

Die my 4, ny . héngen wie folgt mit den “gewohnlichen” Kazhdan-Lusztig-Poly-
nomen zusamien.

Proposition 3.4 ([Deo87]). Seien x,y € W/.
1. Ist Wy endlich und wy € Wy das lingste Element, so gilt die Beziehung

My,xc = hwfy,wfr-
2. Fir beliebiges Sy gilt ny » = Zzewf(_v)l(z)hzyw

Beweis. (1) Wir betrachten die Einbettung von £-Moduln

C(v_l) — Hy

1 = .
Sie kommutiert natiirlich mit der Dualitdt, und nach dem Beweis von Proposition
2.9 ist sie auch mit der Rechtsoperation von H; vertraglich. Folglich definiert sie

eine Einbettung von H-Rechtsmoduln
(: M—H,
die ebenfalls mit der Dualitét vertréglich ist. Wir setzen r = I(wy). Nach Proposi-

tion 2.9 gilt
_ Z ,Ur—l(z)sz
2€EWy
und damit erhalten wir ((M,) = H,, ,,
" &y o fiir alle y,z € W, 2 € Wy
(2) Wir betrachten die offensichtliche Surjektion

§:H — N = L(—v) @y, H

woraus wir sogar stérker folgern my , =

= H Sie vertauscht mit der Dualitdt, und man priift miihelos, daf
(— ) )N, fiir alle z € Wy, € WY, Es folgt

{ﬂw falls z € W/;

mit §(H)
§(Hza) =

0 sonst,
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und die behauptete Formel ergibt sich sofort. O

Auch bei der Definition von N, M kann man sich fragen, ob man nicht v durch
v~! ersetzen kann. Die Antwort gibt folgendes

Theorem 3.5 ([Deo91]). 1. Fiir allex € Wf:qibts genau ein selbstduales ﬂr €
N mit N, € Ny +>, v 'Z[v"'IN,. Dies N, kann beschrieben werden durch
die Formel N, = Zy(—l)l(w)*‘l(y)my@Ny.

2. Fiir alle = € WY gibt es genau ein selbstduales M, € M mit M, € M, +
Zy v 1 Z[v™M,. Dies M, kann beschrieben werden durch die Formel M, =
Ey(_l)l(z)+l(y)ﬁy,mMy-

Beweis. Wir beginnen mit der Beziehung ¢_, = ¢,-1 o ia, es kommutiert also das
Diagramm
Hy —  L(—v)
ia | I
Hy — L(v71).

Wir konnen somit eine L-schieflineare Bijektion ¢ : N' — M erkldaren durch die
Vorschrift ¢(c ® H) = ¢ ® dia(H), und es gilt offensichtlich ¢(N) = ¢(N) VN €
N. Ebenso offensichtlich gilt ¢(N,) = (—1)"®) M,. Wir kénnen und miissen also
M, = (-1)'"¢(N,) und N, = (~1)"®¢~"(ML,) nehmen. 0

Als nichstes diskutieren wir Umkehrformeln. Dazu betrachten wir die £-Moduln
M* = Homg(M, L)
N* = Homg (N, E)

und erkldren auf diesen Riumen eine L-schieflineare Involution F +— F durch die
Vorschrift F(M) = F(M). Weiter definieren wir M} € M* durch M}(M,) =
62y und setzen M = (—1)@) M. Ganz genauso definieren wir N € N* durch
N#(N,) = 8, und setzen N* = (—1)!*) N*. Warum ich vorziehe mit den M? bzw.
N? zu arbeiten, wird erst spater klar werden. Vorerst hat das bedauerlicherweise
nur den Effekt, alle Formeln komplizierter zu machen.

Wir schreiben die Elemente von M* als formale Linearkombinationen F =
S m*M?* mit m* = (—1)!*)F(M,) € L. Das Zeichen oo iiber der Summe soll
daran erinnern, dafl formale unendliche Summen erlaubt sind. Analog notieren wir
die Elemente von N*. Nun ist M* € M*+3"72 LM? und fiir N* gilt Entsprechen-

des, denn die Matrizen der Dualitét auf M und M* (bzw. N und N*) sind bis auf
Vorzeichen transponiert zueinander.

Theorem 3.6. 1. Fiir alle x € WY gibt es genau ein selbstduales M* € M*
mit M* € M* + > " vZ[v]|M*.
2. Fiir alle x € WY gibt es genau ein selbstduales N* € N* mit N* € N* +
S vZ[v]NZ.

Beweis. Wir zeigen nur (1), der Beweis von (2) ist identisch. Fiir die Eindeutigkeit
miissen wir wieder zeigen, dal F' = (0 das einzige selbstduale Element von
ST WZ[v]M* ist. Aber sei F = Y. m*M?=. Ist F # 0, so finden wir y minimal
mit m¥ # 0. Dann gilt m¥ = m¥ und mit m¥ € vZ[v] ergibt sich ein Widerspruch.

Um die Existenz zu zeigen definieren wir schlicht M® € M* durch die Vorschrift

M*(M,) = (1),
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und miissen nur die Eigenschaften priifen. Selbstdualitéit ist evident. Schreiben wir
M® =37 m**M?, so gilt offensichtlich

Z(_l)l(z)—&-l(m)mz,zmz)y — 6z,y-
Die Ubergangsmatrix m. ,, ist aber eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der
Diagonalen und Eintrégen aus vZ[v] unterhalb der Diagonalen, mithin gilt dasselbe
fiir ihre Inverse, und es folgt m** € vZ[v] falls z # x sowie m™* = 1 (und sogar
zusétzlich m*»* # 0 = z > z). O

Wir fithren genauso auch die n** € Z[v] ein durch die Gleichung N* = > n**N*=
und erhalten auch die Umkehrformeln

Z(_l)l(z)—&-l(x)nz,znz,y _ 6m,y-
Im Fall S; = 0 schreiben wir H*, H*, H®, H® h*® statt M*, M}, M® M",
m®®. Die h** mit H* = >.°° h*»® H* sind also die renomierten inversen Kazhdan-
Lusztig-Polynome,

Z(_l)l(z)“(w)hz’mh%y = bay-

z
Ganz #hnlich wie in Proposition 3.4 lassen sich auch die parabolischen inversen
Polynome m*¥, n®¥ in den gewohnlichen inversen Polynomen A%Y ausdriicken.
Genauer gilt

Proposition 3.7. 1. Ist Wy endlich, wy € Wy das lingste Element und r =
l(wy) seine Linge, so gilt fir alle x,y € W/ die Beziehung
my® = Z (_U)r—l(z)hzy,wfz.
zEWy
2. Fiir beliebiges Sy gilt n¥'® = h¥® fiir alle x,y € W/.

Beweis. (1) Wir transponieren die im Beweis von 3.4 (1) betrachtete Abbildung ¢
und erhalten

¢ HY - MR
Aus der Formel fiir ¢(M,) folgt sofort ¢*(H?*) = (—v) U2 (=1)"M? fiir alle x €
WY, 2 € W;. Aus der Formel ((M,) = H,,, folgt sofort

cary - |

wieder fiir alle x € W/, t € W;. Wenden wir also ¢* an auf die Gleichung H"/* =
3% bYW 2 summiert iiber z € Wy, y € WY, so ergibt sich

Yy zEWy

(—1)"M* falls t = wy;
0 sonst,

und unsere Formel ist bewiesen. Etwas feiner kénnen wir auch ¢* auf H'™ mit
t # wy anwenden und erhalten Zzewf(—v)_l(z)hzy7m =0 fiir alle z,y € W/.

(2) Wir transponieren die im Beweis von 3.4 (2) betrachtete Abbildung £ und
erhalten

&N = H
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Aus der Formel fiir £(H,,) folgern wir
5* (Nr) — Z ,Ul(z)sz

zEWy

und die Formel fir £(H ,,) liefert £*(N*) = H®. Wenden wir also £* auf die
Gleichung N* = Z;O nY*NY an, so ergibt sich

ﬂw _ i Z Ul(z)ny7szy

Yy zeWy

und es folgt sogar feiner v!(*)n¥* = B2¥:* fiir alle 2,y € W/ und z € Wr. O

Um den folgenden Satz formulieren zu koénnen, mufl ich zuerst eine Sprechweise
einfithren. Sei ¢ : A — A’ ein Ringhomomorphismus, M ein A-Modul und M’
ein A’-Modul. Ein Homomorphismus additiver Gruppen ¢ : M — M’ heift
“p-linear” genau dann, wenn (rm) = @(r)(m) Vr € A, m € M. Fir die
Involution d : H — H mit d(H) = H ist also d-linear dasselbe wie H-schieflinear.

Offensichtlich wird unser M* ein H-Linksmodul durch die Vorschrift (HF)(M) =
F(MH)VH € H,F € M*,M € M. Wir erinnern an die Involutionen d, a, und
da = d o a auf ‘H aus dem Beweis von Theorem 2.7.

Theorem 3.8. Es gibt eine da-lineare Abbildung ¥ : N — M* mit Y(N,) =
M?* Vx.

Beweis. Ich behaupte zunéchst die Formeln

M, +vM; falls s € W/, 25 > m;
CsM; = M, +ov 1M falls zs € W/, zs < 3
(v+vH)M; falls zs ¢ W/.

In der Tat, die Matrix der Operation von Cs auf M in der Basis der M, zerfallt
in Einer-Blocke sowie Zweier-Blocke der Gestalt (] vll ). Sie ist also ihre eigene
Transponierte, und das liefert obige Behauptung.

Wir folgern die Existenz einer i-linearen Abbildung M — M* mit M, — M}.
Andererseits wissen wir nach dem Beweis von Theorem 3.5 um die Existenz einer
dia-linearen Abbildung ' — M mit N, +— (=1)"®M,. Wir verkniipfen diese
beiden Abbildungen, und der Satz ergibt sich. O

Natiirlich bleiben alle unsere Uberlegungen und Formeln giiltig, wenn wir A/, N
mit M, M vertauschen. Der Vollstdndigkeit halber schlieffe ich hier noch die
Umkehrformeln von Douglass fiir endliches W an.

Proposition 3.9 ([Dou90]). Sei W endlich und seien w € W bzw. wy € Wy die
langsten Elemente. So gilt

Z(—1)l(w)+l(z)mz@nwfzw,wfyw = 6w,y'

Bemerkung 3.10. Als Spezialfall erhdlt man so die Umkehrformeln von Kazhdan-
Lusztig [KL79]

Z(_l)l(m)+l(z)hz,mhzw,yw = 6r,y-

z
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Beweis. Setzen wir S; = wSyw, so definiert die Abbildung z — wywz eine ord-
nungsumkehrende Bijektion W9 = W/, Folglich haben wir eine H-schieflineare
Abbildung

N9 - N, NI Nu jwa

wo wir weiter mit N = A7 arbeiten. Verkniipfen wir diese Abbildung mit ¢ : N' —
M*, so ergibt sich eine a-lineare Abbildung

N9 M*, NY s MWswe,

Diese Abbildung vertauscht sogar mit den Dualitdten auf unseren Moduln, denn
N ist selbstdual und ebenso M*7* da ja wsw das maximale Element von W/ ist.
Dann geht unter unserer Abbildung aber notwendig N7 in M™% iiber, und wir
folgern

WFWY,WFWT

m = TLZ@ = Nywyw,wrw-

Jetzt miissen wir nur noch die Variablen transformieren und erhalten

T
m¥* = N pyw,wpzw- O

4. AFFINE SPIEGELUNGSGRUPPEN UND DER PERIODISCHE HECKE-MODUL

Fiir die im Folgenden zitierten Begriffe verweise ich auf die Standard-Referenz
[Bou81]. Seien V'O R D RT D A ein reeller Vektorraum, ein Wurzelsystem, ein
System positiver Wurzeln und die zugehorige Menge von einfachen Wurzeln. Sei
W C GL(V) die Weylgruppe und W = W x ZR die affine Weylgruppe. Fir y € V
bezeichne W,, bzw. W, seinen Stabilisator in W bzw. W. Es ist also W = Wj. Die
Gruppe W wird von ihren (affinen) Spiegelungen erzeugt und wir bezeichnen mit
F die Menge aller Spiegelebenen zu Spiegelungen aus W. Fiir F' € F bezeichne
sp € W die Spiegelung an F.

Die Zusammenhangskomponenten des Komplements aller Spiegelebenen V' —
Upe s F heiBen “Alkoven”. Wir bezeichnen die Menge aller Alkoven mit A. Die
offensichtliche Operation von W auf A ist frei und transitiv. Sei weiter

C={reV]|(r,a¥)>0 VacR"}

die dominante Weylkammer. Wir bezeichnen mit AT € A denjenigen Alkoven, der
in C liegt und dessen Abschlufl den Nullvektor enthélt.

Sei & C W die Menge aller Spiegelungen, die eine Wand von A1 punktweise
festhalten. So ist (W, S) ein Coxeter-System. Wir betrachten weiter die Bijektion
W 5 A w — wAt. Die offensichtliche Rechtsoperation von W auf sich selbst
entspricht dann einer Rechtsoperation von W auf A, notiert A — Aw. Fir A €
A, s € § kann man sich As wie folgt veranschaulichen: Man betrachte die Wand von
AT, die von s festgehalten wird. Genau eine Wand von A ist zu dieser konjugiert
unter der Operation von W auf V. Und As berithrt A genau in dieser Wand.

Jede Spiegelebene F' € F teilt V in zwei Halbebenen

V-F=FTUF-,

wo wir mit F't diejenige Halbebene bezeichnen, die jedes Translat der dominanten
Weylkammer trifft, also F* N (r4+C) # 0 Vr € V. Fir A € A,s € S schreiben
wir As = A (bzw. As < A) genau dann, wenn As C F* (bzw. As C F7) fiir die
Spiegelebene F' € F, die As von A trennt.
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Wir kénnen nun den “periodischen” Hecke-Modul P definieren. Als £ -Modul
ist P schlicht der freie Modul mit Basis A,

P =LA

AcA

Lemma 4.1 ([Lus80a]). Es gibt auf P eine Rechtsoperation von H derart, daf fiir
alle s € § gilt:

AC. — As+vA falls As = A;
T VAs+0v A falls As < A.

Bemerkung 4.2. Um den Modul M aus [Lus80a] mit diesem P zu identifizieren,
bendétigt man eine Langenfunktion 6 : A — Z im Sinne von Lusztig. Unser A hier
hiefle in Lusztigs Notationen ¢~ %(4)/2A. AuBerdem operiert bei mir H von rechts.

Beweis. Zunéchst betrachten wir fiir s € S die L-lineare Abbildung ps : P — P
mit

As+ v 1A falls As < A.

Fir p € ZR betrachten wir auch (u) : P — P, A — p+ A. Offensichtlich gilt
(1) 0 ps = ps o {u) fir alle p € ZR, s € S.

Nun erhalten wir ja offensichtlich eine Rechtsoperation von H auf P durch Struk-
turtransport iiber die £-lineare Bijektion H — P mit H, — A"t Vz € W. Diese
Rechtsoperation schreiben wir P « H fir P € P, H € H. Die Abbildung P — P,
P +— P« H schreiben wir auch p*(H).

Bezeichne A* C A die Menge aller Alkoven, die in der dominanten Weylkammer
liegen, also AT = {A € A| ACC}. Firz € W, s € S mit zA", xsAT € AT ist
x > xs gleichbedeutend zu 2 A" = xAts. Fiiralle A € A, s € S mit A, As € A"
gilt mithin

As+vA falls As > A;
ps(A) = {

ps(A) = AxCs.
Sei p € CNZR. Fiir jeden Alkoven A liegt nu + A in C, falls n > 0. Wir folgern
ps(A) = (—np)opso (nu)(A)

= (=np) o p"(Cs) o (nu)(A4),

fallsn > 0. Fir alle H € H, P € P ist also (—nu)op*(H)o(nu)(P) unabhingig von
n fir n > 0. Diesen Ausdruck nennen wir PH und haben damit die gewiinschte
Rechtsoperation von H auf P definiert. O

Bezeichne X C V das Gitter der ganzen Gewichte. Fir A € X definieren wir
FE) € P durch die Formel

By =Y oI (A4 24%).
zeW
Sei P° C P der von allen E) erzeugte H-Untermodul.
Theorem 4.3 ([Lus80a]). 1. Es gibt auf P° genau eine H-schief lineare Invo-
lution P° — P°, P — P derart, dafi Ex = E\ fiir alle A € X.

2. Fir alle A € A gibt es genau ein (unter dieser Involution) selbstduales P4 €
P° mit Py € A+ Y 5 vZ[v|B. Die P, bilden eine L-Basis von P°.
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Bemerkung 4.4. Fir A,B € A definieren wir pg 4 € Z[v] durch die Gleichung
P, = > pp aB. Bezeichne d(B,A) € Z die gewichtete Zahl der Spiegelebenen
H € F, die B und A trennen, wo wir H mit Gewicht 1 bzw. Gewicht (—1) zéhlen
falls B C H~ bzw. B C H*t. Lusztigs Polynome Qp 4 (siehe [Lus80a]) stehen
mit unseren pp 4 in der Beziehung pp 4 = v_d(BA)QB,A. Ich nenne die pp 4 die
“periodischen” Polynome.

Der Beweis des Theorems benotigt einige Vorbereitungen und wird erst gegen
Ende dieses Abschnitts gegeben. Wir wiederholen zunéchst Lusztigs Konstruktion
einer Operation von W auf P°.

Proposition 4.5 ([Lus80a]). Fir alle w € W gibt es einen Homomorphismus von
H-Rechtsmoduln (w) : P° — P° derart, dafi (w)E\ = Ey» fir alle A € X.

Bemerkung 4.6. Natirlich ist (w) durch diese Bedingung eindeutig bestimmt und
wir erhalten so eine Operation von W auf P°. Weiter ist fiir w = p € ZR dies (u)
offensichtlich die Einschrénkung auf P° unserer Verschiebung (u) von eben.

Beweis. Fir a € RT bezeichne F, C F die Menge der Spiegelebenen, die auf o
senkrecht stehen. Esist also F = Uae g+ Fa eine Partition von F. Die Zusammen-
hangskomponenten von V' — (Jpcz F heiflen die “a-Streifen”. Jeder a-Streifen
U ist von der Form U = F*™ N G~ fiir wohlbestimmte F,G € F,. Wir setzen
F =07U und G = 07U. SchlieBlich definieren wir fiir A € A, o € RT die Alkoven
alA=sgA, a]A=spA, falls A im a-Streifen U liegt und F = 0~ U, G = 07U
wie eben. Fir a € A eine einfache Wurzel betrachten wir nun den £-Untermodul
Po C P, der von allen A 4+ v(a | A) mit A € A erzeugt wird. Sicher bilden
diese Ausdriicke sogar eine £-Basis von P,. Wir konnen also fiir alle F' € F,, eine
L-lineare Abbildung
(sp) : Po — Pqu
definieren durch (sp)(A + v(a ] A)) =v(spAl) + al(spA).

Lemma 4.7 ([Lus80a]). P, ist ein H-Untermodul von P und (sp) : Py — Py ist
H-linear.

Beweis. Wir miissen zeigen, dafi fiir alle A € A, s € S gilt:
(i) (A4+v(alA))Cs € P,.
(i) (sp){(A+v(alA))Cs}={(sF)(A+v(a] A))}Cs.
Sei U der a-Streifen von A. Sei G € F die Spiegelebene, die As von A trennt. Wir
unterscheiden drei Falle.
1. G ist keine Wand von U. So ist G € F3 mit 3 € R — {a}. Insbesondere gilt
sp(GT) = (spG)T. Man folgert leicht (i) und (ii).
2. G = 01U, bleibt ganz dem Leser iiberlassen.
3. G = 07U, desgleichen.

Das Lemma ist bewiesen. O
Lemma 4.8 ([Lus80a]). Es gilt Ex € Py fir alle a € A und (sp)Ex = Es. fir
alle F' € F,.

Beweis. Bleibt dem Leser uiberlassen. (|

Insbesondere gilt also P° C P, und (sp)P° C P°. Fir w € W finden wir dann
(w) : P° — P° wie folgt: Wir schreiben w = sp---sg mit F,... ,G € Uyen Fa
und setzen (w) = (sp)o---o0(sg). |
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Fiir das Folgende ist es wichtig zu wissen, dafl wir die H-lineare Operation von
W auf P° zu einer L-linearen Operation der “erweiterten affinen Weylgruppe”
W =W x X ausdehnen kénnen.

Fiir beliebiges p € X betrachten wir dazu die £-lineare Abbildung (u) : P — P
mit A— p+ A VA € A. Sie vertauscht im Allgemeinen nicht mit der Rechtsop-
eration von H. Bezeichnet C; fiir einen Moment die Abbildung P — P, P — PCj,
so haben wir vielmehr

(H)oCs = C[u]s o (u)
fiir eine geeignete Permutation [u] : S — S der einfachen Spiegelungen, und es gilt
[+ v] = [u] o] fir alle p,v € X sowie [u] = id fiir u € ZR, insbesondere also
[wp] = [u] = [—p] " fiir beliebiges w € W, p € X.

Lemma 4.9. Es gibt eine L-lineare Operation ¢ : W — Aut P° von W auf P°
derart, dafy p(w) = (w) fir alle w € W und p(u) = () fir alle p € X.

Bemerkung 4.10. Sobald das Lemma bewiesen ist, werden wir fiir beliebiges w € W
stets ¢(w) mit (w) abkiirzen.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daf die Abbildung (w)(u)(w=1){—wu) auf P° die
Identitét ist, fiir alle 4 € X, w € W. Diese Abbildung vertauscht aber mit der
Rechtsoperation der Cs und bildet die E auf sich selber ab. O

Wir kénnen nun Teil (1) von Theorem 4.3 zeigen.

Proposition 4.11 ([Lusﬂ)a]). Es gibt genau eine H-schief lineare Abbildung P° —
P°, P P derart, daff Ex = E\ VAe X.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, wir miissen also nur eine solche Abbildung kon-
struieren. Sei wy € W das langste Element und r = I(wo) seine Lénge. Bezeichne
¢ : P — P die L-schieflineare Abbildung mit ¢(A) = weA. Fir alle s € S gilt
A= As & wpA < wpAs. Folglich gilt ¢(ACs) = ¢(A)C fiir alle s € S und ¢ ist
sogar H-schieflinear. Offensichtlich gilt auch ¢(Ey) = v~ " Ey,x. Insbesondere folgt
c(P°) C P°, wir definieren P = v"c{wg) P und sind fertig. O

Diese Dualitit kommutiert auch mit der Operation von W.
Proposition 4.12. Es gilt (w)P = (w)P fir alle w € W, P € P°.

Beweis. Bezeichne d : P° — P° unsere Dualtitit P — P. Es gilt zu zeigen, da8
(w)d = d(w) fiir alle w € W. Es reicht zu zeigen, daB (;)d(—p)d bzw. (w)d(w=')d
die Identitédt sind, fiir alle p € X bzw. w € W. Diese Abbildungen vertauschen
aber mit der Rechtsoperation der Cs und bilden die E) auf sich selber ab. O

Wir zeigen nun die Existenz der P 4. Dazu betrachten wir die partielle Ordnung
< auf A, die von den Relationen

A=spA falls Ac A, Fe F,AC F~

erzeugt wird. Die Aussage A < B soll also bedeuten: Es gibt eine Folge von
Alkoven A = Agy, Ai,...,A, = B und eine Folge von Spiegelebenen F; € F
derart, dal A; C F; und A;41 = spA4; fir i =0,...,n — 1. DaB < in der Tat
eine Ordnungsrelation ist, erkennt man zum Beispiel so: Man bezeichne fiir einen
Alkoven A € A mit b(A) € V ihren Schwerpunkt. So folgt aus A < B schon
b(A) € b(B) + R<gR™. Also folgt aus B < A < B schon b(A) = b(B) und damit
A=B.
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Offensichtlich ist unsere neue Notation mit der alten Notation A < As fiir s € S
vertraglich. Offensichtlich ist diese partielle Ordnung auf A auch invariant unter
Verschiebung mit p € X. Sie hat weiter folgende Eigenschaft:

Lemma 4.13 ([Lus80a]). Seien A,B € A und s € S. So folgt aus B < A < As
schon Bs < As.

Beweis. Die Bruhat-Ordnung auf W definiert natiirlich iiber unsere Bijektion W —
A, w— wA" auch eine partielle Ordnung < auf A. Weit im Innern von C stimmen
nun < und < iiberein. Das kann man genauer so formulieren:

Behauptung 4.14. Sei p € X NC gegeben. Fiir A, B € A sind gleichbedeutend:

1. A=< B.
2. nu+ A < nu+ B fir n > 0, d.h. fiir alle n ab einer geeigneten unteren
Schranke, die von A, B und p abhéngt.

Diese Behauptung folgt aus der Definition der Bruhat-Ordnung. In der Tat
bedeutet ja A < B genau, daf} es eine Folge von Alkoven A = Ay, A1,... A, =B
und eine Folge von Spiegelebenen F; € F gibt derart, dal A;11 = sp, A; und dafl
A; und AT nicht von F; getrennt werden. Sind also A, B € AT und ist F' € F eine
Hyperebene mit B = sp A, so gilt

A<B & ACF~
& Aund A' werden nicht von F getrennt
< A<B.

Die Aquivalenz von (1) und (2) im allgemeinen folgt leicht aus diesem speziellen
Fall. Mit der Behauptung folgt aber das Lemma leicht aus der analogen Eigenschaft
der Bruhat-Ordnung. |

Sei II C V die fundamentale Box
O={reV|0<(r,a’) <1 Vae A}

Fiir A € X schreiben wir kurz A +1I = II,,. Fiir jeden Alkoven A € A gibt es genau
ein A = A(A) € X mit A C II,.

Lemma 4.15. Sei A ein dominantes Gewicht, also A € X NC. So gilt B<\+ B
fiir jeden Alkoven B.

Beweis. Wir wahlen 7 € B und betrachten das Geradenstiick von 7 nach A+ 7. Es
treffe der Reihe nach die Alkoven B = Ag, A1, Aa, ..., A, = A+ B. Durch geeignete
Wahl von 7 kénnen wir sicher erreichen, dafl je zwei aufeinanderfolgende Alkoven
unserer Folge nur von einer Wand getrennt werden, A;11 = A;s; mit s; € S. Aus
X € C folgt nun A; < A;;1, mithin B < XA+ B. O

Wir konnen nun in Teil (2) von Theorem 4.3 die Existenz zeigen. Wir zeigen sogar
etwas genauer die folgende

Proposition 4.16 ([Lus80a]). Fir jedes A € A gibt es ein selbstduales P, € P°
derart, daff Py € A+ p_ 4 VL[] B und (w)P 4 = P, fiir alle w € Wy(a).

Beweis. Natiirlich reicht es aus, solche P4 fiir A C II zu konstruieren. Wir machen
eine Induktion iiber die geordnete Menge aller Alkoven aus IT und kénnen schon
mal mit
Py =Ey= Z ') (zAT)
zeW

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



KAZHDAN-LUSZTIG-POLYNOME 51

anfangen. Sei nun A C II ein Alkoven und seien mogliche Py fiir B < A, B C
IT schon konstruiert. Falls A # AT finden wir s € S mit As < A und As €
I1. Offensichtlich ist P4, Cs selbstdual und wir haben nach Lemma 4.13 und der
Definition von AC,
BASOS = Z pB
B=A

mit pg = 1 und pp € Z[v] fir alle B. Es konnten aber gewisse pg mit B # A
auch noch konstante Terme haben. Um diese storenden Terme unter Kontrolle zu
kriegen, miissen wir etwas weiter ausholen.

Zunéchst definieren wir nach [Lus80a] eine neue Operation von W auf A, notiert
B — w x B, durch die Vorschrift

wkx (A+A) = (w))+ A
fur alle A € X, A C II.

Lemma f1.17. Sei P € P° won der Form P =Y ppB mit pp € Z[v] fir alle B.
Seiw €W. Soist (w)P =Y, qgB mit qg € Z[v] und pp(0) = qu«5(0) fir alle B.

Beweis. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit w = sp mit F' € F, fir a € A.
Ich behaupte, dafl die Aussage dann sogar fiir alle P € P, gilt. Das hinwiederum
folgt sofort aus den Definitionen. O

In unserer Situation folgern wir nun, dafl pp(0) = p..p(0) fir alle z € W. Fir
jeden Alkoven B finden wir aber 2 € W mit B’ = z* B € A*. Aus pg # 0 und
B # A folgt pgr # 0 und B’ # A, mithin B’ < A. Aus B’ € A" folgt andererseits,
daB B’ = X\ + B" fiir geeignetes A € X NC und B” C II. Mit Lemma 4.15 folgt
B" < A, nach Induktionsannahme kennen wir also ein mégliches P/, und indem
wir dies Py, um A verschieben, auch ein mogliches Pp,. Wir betrachten nun

Py=P,0Cs - Z p5(0) Z<Z>£Bv
BeA+,B£A z
wo in der zweiten Summe z iiber (ein Reprisentantensystem fiir) die Nebenklassen
W/W(py lauft. Damit ist der Induktionsschritt geleistet und die Existenz der P,
gezeigt. O

Wir miissen nur noch die Eindeutigkeit der P 4 nachweisen. Nach Proposition 4.16
wissen wir ja sogar, dafl es eine Familie selbstdualer Elemente {P 4} ac.4 in P° gibt
mit

L (wPy=P,.a YVACAweW.

2. Pye A+ > vZ[B.

B<A

In der Tat kann man eine solche Familie gewinnen, indem man gewisse P, wie in
der Proposition fiir A C IT wahlt und durch Verschiebung dieser P, die P, fiir
A ¢ TI definiert. Wir zeigen nun

Proposition 4.18 ([Lus80al). 1. Eine solche Familie {P ,}aca ist schon eine
L-Basis von P°. .
2. Fir P € P° N> vZ[v]|B folgt aus P = P schon P = 0.

Bemerkung 4.19. Aus (2) folgt natiirlich die in Theorem 4.3 behauptete Eindeutig-
keit der P 4. Aus den vorhergehenden Uberlegungen oder auch aus Lemma 4.17
folgt dann die Formel (w)P 4 = P, 4-
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Beweis. Wir beginnen mit (1). Die P, sind offensichtlich linear unabhéngig. Wir
miissen zeigen, daf sie P° als £-Modul erzeugen. Es gilt also zu zeigen, daf fiir alle
A€ X, H € 'H das Element EyH im Erzeugnis der P4 liegt. Ohne Beschriankung
der Allgemeinheit diirfen wir hier A = 0 annehmen. Sicher reicht es also, wenn
wir zeigen, dafl jedes W-invariante @ € P° (also @ mit (2)Q = @ Vz € W) im
Erzeugnis der P, liegt. Wir schreiben dazu

Q= Z qBB.

BeA

Ist Q # 0, so gibt es B € AT mit gg # 0. (Um das zu sehen, kann man zum
Beispiel das kleinste n € Z mit v""Q € Y 5 Z[v] B wahlen und Lemma 4.17 auf v"Q
anwenden.) Wir machen nun eine Induktion iiber #{A € A% | 3B € AT mit qp #
0 und B = A}. Sei C € AT maximal mit g # 0. Wir betrachten

Q' =Q-) (2)qcPc,

wo z iiber (ein Reprisentantensystem fiir) die Nebenklassen W/W) ¢y lduft. So ist
Q' wieder W-invariant, und wir wissen per Induktion, da§ @’ im Erzeugnis der P 4
liegt. Damit ist (1) gezeigt.

Wir zeigen nun (2). Sicher ist jedes selbstduale P von der Form P =}, ,caP4
mit ¢4 = ca. Andererseits ist nach Annahme P = Y paA mit py € vZ[v]. Wére
P # 0, so géibe es ein maximales A mit py # 0. Dann wére aber py = ca, also
Py = pa und aus py € vZ[v] folgte py = 0. Mit diesem Widerspruch ist die
Proposition und damit auch Theorem 4.3 vollstandig bewiesen. O

Die Berechnung der pp 4 wird vereinfacht durch

Proposition 4.20 ([Lus80a]). Seis € S mit As < A. So gilt P,Cs = (v+v= 1P,
oder, gleichbedeutend, pps, a4 = vpp,a falls Bs < B.

Beweis. Wir setzten P = P ,Cs—(v+v~1)P 4. Aus der Gleichung C? = (v+v~1)C,
folgt PCs = 0. Nach Konstruktion ist P von der Form P = > ppB mit B € Z[v],
und da P auflerdem selbstdual ist, folgt P = > pp(0)Pg. Wire P # 0 so gibe es
ein maximales D mit pp # 0, und fiir dieses D wére sogar pp = pp(0) konstant.
Wir schreiben nun

PC.=) qpB

und folgern gps = pp # 0 falls Ds = D, qp = pps +v"pp # 0 falls Ds < D, im
Widerspruch zu PCs = 0. Also gilt P = 0 und die Proposition ist bewiesen. O

Ich will noch eine Symmetrie der P 4 diskutieren, die wir spéter brauchen werden.
Wie im Beweis von Proposition 4.11 sei wg € W das langste Element und r seine
Linge. Wir definieren eine Bijektion A — A, A — A wie folgt: Wir schreiben
A=XA+Bmit A\ € X, B C II und setzen A = XA + woB. Die inverse Bijektion
notieren wir A — A.

Lemma 4.21 ([Lus80a]). P, € v" (/1 +> oA U_IZ[U_l]B),

Beweis. Wir diirfen A C IT annehmen. Dann ist aber P, = P, = v"c(wo)Py =
v"cP 4, und das Lemma folgt aus der Definition von c. |

Wir werden auch die folgende Aussage iiber den Trager von P 4 brauchen.
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Proposition 4.22 ([Lus80a]). Seien A, B € A mit pp.a # 0. So gilt B <

A Vxe W)\(A),
Beweis. Das folgt mit Induktion aus der im Beweis von Proposition 4.16 gegebenen
induktiven Konstruktion der P 4. a

5. BEZIEHUNGEN ZWISCHEN DEN VERSCHIEDENEN POLYNOMEN FUR AFFINE
SPIEGELUNGSGRUPPEN

Wir iibernehmen die Notationen des vorhergehenden Abschnitts und setzen Sy =
{s € § | s fixiert den Nullvektor}. Damit haben wir auch die Notationen M =
MO N = NO M* N* etc. von Abschnitt 3 zur Verfiigung. Insbesondere wird
W, = W die (endliche) Weylgruppe. Die Bijektion W — A, w — wA™ induziert
eine Bijektion W° — A*. Wir benutzen diese Bijektion, um unsere ausgezeichneten
Elemente von N, M*  etc. umzubenennen, und setzen N, = Ny, N, = N4,
Ngy = NaB, M¥ = M4, ete. falls z,y € W° und A,B € At mit zAT = A,
yAT = B.

Bezeichnet AT die Menge aller Alkoven, die in p + C liegen (mit p der Halb-
summe aller positiver Wurzeln), so definiert A — A eine Bijektion AT 5 A++,
Ich erinnere an die L-schieflineare Abbildung ¥ : N/ — M* von Theorem 3.8 mit
Y(N4) = MA. Die einzige wesentliche Aussage dieser Arbeit, die ich nicht in der
Literatur finden konnte, ist folgendes

Theorem 5.1. Fiir alle A € AT gilt M4 = V"N 4, in anderen Worten mbBA =
’UTﬁB A-

Diese Aussage wurde von der Theorie der Kippmoduln suggeriert, wie am Schlufl
dieser Arbeit ndher ausgefithrt wird. Der Beweis des Theorems braucht einige
Vorbereitungen. Wir betrachten in P den H-Untermodul

psIn — {p eP°| ()P = (—1)l(z)P Vz € W}

Proposition 5.2. Die L-lineare “Restriktionsabbildung” res: P — N mit res A =
Ny falls A €¢ AT und res A = 0 sonst induziert einen Homomorphismus von H-
Rechtsmoduln res : P39 — N.

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl res mit allen Cs (s € S) vertauscht. Aus der
Formel fiir die Operation von W auf P° sehen wir, daB fiir P = > pas A in P39" gilt
pa = —vpas falls A € AT, s € S mit As ¢ AT. Die Proposition folgt. O

Wir definieren weiter die H-lineare Abbildung
alt: P° — PpPsIm
P = > (-1 ()P,
zeEW
Unser Theorem folgt nun sofort aus der folgenden feineren Aussage:

Theorem 5.3. 1. Fir alle A€ AT gilt N, =resalt P ,.
2. Fiir alle A € AT gilt M* = v"resalt P ;.

Bemerkung 5.4. Die zweite Aussage ist eine einfache Umformulierung des Haupt-
resultats von [Kan87] und damit eine Prézisierung der Resultate in [And86]. Denn
da <x>£A = Ez*A gﬂt

altBA = Z (_1)l(m)£m*A
zeW
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Beweis. Wir beginnen mit (2) und kiirzen zur Vereinfachung die L-schieflineare
Abbildung (v"resalt) mit ¢ : P° — M* ab. Beziiglich H ist ¢ wie ¢ eine
da-lineare Abbildung. Nun wird M* charakterisiert durch eine Grad-Bedingung
und die Selbstdualitdt. Nach Lemma 4.21 erfiillt ¢(P ;) die Grad-Bedingung. Wir
miissen also nur noch zeigen, daff die p(P ;) € M* selbstdual sind.

Nach unseren Definitionen ist ' € M* selbstdual genau dann, wenn (H F)(M4+)
= (HF)(Ma+) fir alle H € 'H. Dieses Kriterium werden wir priifen fiir alle F' =
¢(P4) mit A € A. Sicher kénnen wir schreiben Py,H = > c¢pPp und folgern
P,H =Y ¢gPp. Dann ergibt sich

(da(H)p(P4))(Ma+) > epp(Py)(Max),
(a(H)p(P)(Ma+) = > epp(Pp)(Max),

und wir miissen folglich nur zeigen, dafl alle (P g)(M 4+) unter der Substitution
v — v~ ! invariant sind. Ich behaupte viel stirker die Formel

(—=1)*)  falls B = z A+ mit 2z € W,
0 sonst.

p(Bp)(Mar) = {

Um das einzusehen betrachten wir nochmal die Py = )" pc,gC und zeigen

Lemma 5.5. Sei B € A mit pa+ g # 0. So ist entweder B = A¥F oder A(B) liegt
auf einer Spiegelebene von W.

Beweis. Um neue Notationen zu vermeiden zeigen wir die dquivalente Aussage, dafl
fir BC ITund A € X aus pyya+ g # 0 und A # —p schon folgt W) # 1. (Hier ist
p € X wie iiblich die Halbsumme der positiven Wurzeln.) In der Tat betrachten wir
das z € W mit 2(A+A™) C C und erhalten mit Proposition 4.22 und der Definition
von II die Beziehungen

(A + AT) X B < p+woAt.

Fiir einen Alkoven C € C mit C =< p + woA™ ist aber klar, daf entweder alle seine
Ecken aus X auf Wianden der dominanten Weylkammer liegen oder C' = p+woA™.
Das heifit fiir uns, entweder gilt W,y # 1 und mithin W) # 1 oder A = —p,
T = wy. O

Unsere Formel fir ¢(Pg)(Ma+) ergibt sich nun aus der Beobachtung, dafl
alt(Pg) = 0 und erst recht o(Pg) = 0 falls A(B) auf einer Spiegelebene von W
liegt. Damit ist (2) gezeigt.

Wir nehmen nun (1) in Angriff. Sei HT C H der von v 4+ v~! und allen C, mit
s € S erzeugte Teilring. Nach Proposition 3.3 gilt Ht = {H € H | H = H}. Wir
werden jedoch nur die offensichtliche Inklusion C bendtigen. Der Beweis von (1)
benutzt folgendes

Lemma 5.6. Alle M4 liegen in dem von Mp"’w“ﬁ erzeugten H'-Untermodul von

M*.

Beweis. Zuniichst mal folgt aus (2), daf mA4 = v" und deg,mB4 < r, falls
B # A. Wir betrachten weiter A € AT, s € S mit As < A (aber nicht notwendig
As € AT) und schreiben

a(C’S)MA = Z g M?B.
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Nach Theorem 3.8 wissen wir, daf3
MBs v~ IMPB, falls Bs € AY, Bs > B;
a(Cs)MPB = { MBs 4 o M5, falls Bs € AT, Bs < B;
0 falls Bs ¢ A*.
Es ist also gp € Z[v] fiir alle B € AT und wir folgern

a(CoM™ =" qp(0)M”.

In der Tat 148t sich jedes Element von M* eindeutig als formale £-Linearkombin-
ation der M? schreiben, bei einem selbstdualen Element sind dann alle Koeffizien-
ten selbstdual, und bei einem Element aus Y. Z[v] M ? liegen alle Koeffizienten in
Z[v]. Tst also Y™ qg M P selbstdual und liegen alle gz in Z[v], so gilt ganz allgemein

Y asM” = qp(0)M”.
Ich bezeichne nun fiir ¢ € £ mit ¢(v) den Koeffizient von v, also ¢ = >, ¢(v)v”
und §(0) = ¢(0). Wir folgern weiter 5 (r) = ¢p(0) fiir alle B € A" und ¢p(r) =0
falls B ¢ ATT. Es ergibt sich also

a(COM* =" gp(r)MP.

Ausgedriickt in anderen Variablen haben wir damit folgendes bewiesen: Sind D €
ATT und s € S gegeben mit Ds = D, und schreiben wir

a(CoMP = 3 qpMP,
BeAt
so gilt ) )
a(CM” = > gs(r)M”.
BeAt+
Andererseits wissen wir aber nach (2) auch, dafl mBL £0= B=<Dund mPP =
v” fiir alle D € AT*. Wir erhalten also genauer
a(COMP = MPY" 4 3™ gp(r)M”.

Be ATt
B<Ds

Ausgehend von dieser Formel zeigt man dann leicht durch Induktion iiber ATt
daB alle M4 mit A € AT in dem von M (p+A™T)Y erzeugten HT-Untermodul von
M* liegen. |

Um (1) zu zeigen brauchen wir noch
Lemma 5.7. N, 4+ =Y, oy V' N,poa+.

Beweis. Man betrachte allgemeiner fiir alle A € (p + ZR) N C den Ausdruck F) =
Yoew vl(Z)NA+ZA+. Es gilt zu zeigen, dal N ,, 4+ = F,. Sicher reicht es, wenn wir
F, = F, nachweisen. Dazu betrachten wir die Menge

S,={seS|pecA=pecAs VAc A},

wo ausnahmsweise mit A bzw. As der Abschlufl von A bzw. As gemeint ist. Wir
zeigen nun, daf F, € N das einzige Element F' =3 faN4 von N ist derart, daB

1. FCs=(v+v Y )F VseS,,
2. fa#z0=A<p+ AT,
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3. fa=1firA=p+ AT,

Hier bezeichnet < die Ordnung auf A%, die sich durch Ubertragung der Bruhat-
Ordnung von W? ergibt.

Zunéchst erkennt man sehr schnell, dafl Bedingung (1) genau von allen £-
Linearkombinationen der F)\ mit A € (p + ZR) N C erfillt wird. Damit ist dann
klar, dafl nur F, den Bedingungen (1)—(3) gentigt. Nun sind diese Bedingungen
aber selbstdual, d. h. sie werden auch von Fp erfiillt, und wir folgern Fp =F, 0O

Nun liegen nach Lemma 5.6 alle (resalt P 4) in dem von (resalt P, 4+ ) erzeugten
H*-Untermodul von N, und (resalt P, 4+ ) ist nach Lemma 5.7 selbstdual in V.
Dann sind aber alle (resalt P ) selbstdual in A, und da sie offensichtlich auch
dieselben Grad-Bedingungen erfiillen wie IV 4, so folgt schliellich V4, = resalt P,
VA e AT, O

6. DIE GENERISCHEN POLYNOME

Wenn wir weit genug im Inneren der dominanten Weylkammer sind, so hangen
die mp, 4 nur von der relativen Position der Alkoven A und B ab. Genauer zeigen
wir

Theorem 6.1 ([Lus80a]). 1. Fir alle A,B € A gibt es qg,a € Z[v] derart,
dafl qp.A = Mmx+BA+A, falls X hinreichend weit im Inneren der dominan-
ten Weylkammer liegt, das heifst falls X € X N (np + C) fir geeignetes n =
n(A,B) € Z.

2. Fir die periodischen Polynome pp ¢ gelten die Inversionsformeln

Z(_]‘)d(A7B)quB7’w0A pB,c =04,
B

wo (—1)HAB) die Paritit der Zahl von affinen Spiegelebenen bezeichnet, die
A und B trennen.

Bemerkung 6.2. Die “generischen Kazhdan-Lusztig-Polynome” Py p in [Kat85] ste-
hen mit den g4, p in der Beziechung P p = v_d(A’B)qA)B.

Um das Theorem zu beweisen arbeiten wir im “nach unten vervollstandigten”
Hecke-Modul

P={f: A—L|Esgibt C € AsodaB f(A)#£0=A=C}.

Fiir je zwei Cy, Cy € A gibt es C € A mit C; < C, C < C. Also ist P ein £-
Untermodul im Raum aller Funktionen von A nach £. Wir schreiben Elemente von
f € P als formale Linearkombinationen f = S°°° f4A mit f4 = f(A), wo wieder
der obere Index oo uns daran erinnern soll, dafl wir auch gewisse unendliche formale
Linearkombinationen zulassen. Unsere Rechtsoperation von H auf P setzen wir in
der offensichtlichen Weise nach P fort. Fiir A € ZR konnen wir auch (\) : P — P
in offensichtlicher Weise zu (\) : P — P fortsetzen. Fiir o« € R* definieren wir
einen Operator

Vo :P =P
als die formale Summe

9o = (1 4+ v*(—a) + v (—=2a) +v%(=3a) + - --).
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Offensichtlich vertauscht 9, mit der Rechtsoperation von H. Ebenso offensichtlich
vertauschen die ¥, untereinander. Wir definieren

n= ][] va:P—P.

Dies 7 ist ein enger Verwandter von Kostants Partitionsfunktion. Es liefert uns
eine weitere Beziehung zwischen den periodischen und den generischen Polynomen,
néamlich das folgende

Theorem 6.3 ([Kat85]). nP, = > 5 qB,aB.
Beweis. Wird nachgeholt. |

Schliellich konnen wir uns noch fragen, ob man nicht auch alternative periodische
Polynome definieren konnte, indem man in der Definition von P, die Rollen von
v und v~! vertauscht. Man stellt fest, daB es die so definierten P, erst in P gibt.
Genauer setzen wir unsere H-schieflineare Dualitit P +— P wie folgt auf P fort:
Wir schreiben P € P in eindeutiger Weise als formale Summe P = > paP, mit
pa € L, wo wir mit den hochsten Alkoven beginnen, in denen P lebt, und uns
von dort nach unten hangeln. Dann definieren wir schlicht P = >"7 p4P 4. Man
erkennt miihelos, dal A € A+ > 7%, LB fiir A € A.

Theorem 6.4. 1. P, ist das einzige selbstduale Element von P, das in A +
S5 vZ[v]|B liegt.
2. P, = Z(—l)d(A’B)ﬁB)AB ist das einzige selbstduale Element von P, das in
A+ Y F v Zv B liegt.

Bemerkung 6.5. Hier kommt (1) aus [Lus80a] und (2) aus [Kat85].

Wir machen uns nun daran, die drei vorangegangenen Theoreme zu beweisen.
Bezeichne Alt = (—p) o alt o(p) : P° — P° die Antisymmetrisierung um —p, also

Al(P) = Y (-1)"@z)P.

zeEW_,

Weiter definieren wir die £-lineare Restriktion

Res: P - M
Sox faAd = 3 acas faMa.

Sie ist nicht mit der Operation von H vertraglich. Es gilt aber

Proposition 6.6. Die Verknipfung Resono Alt : P° — M ist ein Homomorphis-
mus von H-Rechtsmoduln.

Beweis. Es reicht sicher zu zeigen, dafl diese Abbildung mit allen Cs kommutiert.
Das folgt mit unseren Definitionen miihelos aus folgender

Behauptung 6.7. Seien A, B € A benachbarte Alkoven mit A € AT, B ¢ AT. So
gilt fir f =" fcC € no Alt(P°) schon fz =vfa.

Wir zeigen also diese Behauptung. Unsere Annahme besagt ja, dal A und B
sich langs einer Wand der dominanten Weylkammer berithren. Sei 8 € A die zu
dieser Wand gehorige einfache Wurzel. Unter einer S-Kette in A verstehen wir eine
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minimale nichtleere Teilmenge, Eiie mit einem Alkoven A auch 87T Aund | A
enthélt. Nun betrachten wir in P den H-Untermodul

Ps=1{>_ faA€P|Fir jede f-Kette K C Agilt > faA€ Py}
AcA Aek

Sicher gilt 9,P5 C P fiir « € RY, a # (. Bezeichne s3 € W_, die Spiegelung
an der 8-Wand durch (—p). So 1a8t sich (sg) : Pg — P in offensichtlicher Weise
zu (s3) : Ps — Py fortsetzen, und wir haben (s3) o U4 = Vsy(a) © (sp) fir alle
a € RY, a # . Nun wéhlen wir ein Représentantensystem Rep C W_,, fiir die
Nebenklassen {e, s3}\W—_, und kénnen schreiben

Resono Alt = Reso H Vo 0 (1 - (s3)) H (—1)l(z)<x>

a€Rt zERep

Resodgo (1 (s) [ da [] (D" “a).
acRT xERep
o

So ist unsere Behauptung von oben zuriickgefiihrt auf die viel einfachere

Behauptung 6.8. Seien A, B € A benachbarte Alkoven, die nur von der §-Wand
der dominanten Weylkammer getrennt werden. Liegt A oberhalb dieser Wand, so
gilt fiir alle f = > fcC € ¥5(1 — (s3))Pgs schon fp = vfa.

Diese Behauptung kann man auf jeder §-Kette separat priifen, und damit miissen
wir die Behauptung nur fiir

f=195(1=(sp))(A+v(BA))
mit A € A zeigen. In diesem Fall folgt sie aber explizit aus unseren Definitionen. [
Korollar 6.9. M, = Resono Alt P, fir alle A€ AT.
Bemerkung 6.10. Diese Formel ist Theorem 4.2 von Kato [Kat85]. Man beachte,
daB Alt Py =3 cpy (1)@ (@A(A)) Py und folglich

nALtPy = Y (=1)'@@AA)nP 4.
TeEW_,

Aus dem Korollar folgt also insbesondere Teil (1) von Theorem 6.1 (in dem die
generischen Polynome gp 4 definiert werden) sowie Theorem 6.3.

Beweis. Fir A = A" sind beide Seiten M4+ = M 44 und die Formel ist klar.
Nun wissen wir aber schon nach Theorem 5.3 und Lemma 5.6, dafl Alt P, €
(Alt P4 )H™ fiir alle A € A. Damit folgt, daB

Resono Alt P, € M .+ H'
selbstdual ist fiir alle A € A. Andererseits gilt offensichtlich
Resono AltP, € Ma+ Y vZ[v]Mp
B

fiir alle A € AT und das Korollar ist bewiesen. O

Wir zeigen nun Theorem 6.4.
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Beweis. Wir iiberlassen hier alles dem Leser bis auf den Nachweis, daB die fiir P,
behauptete Formel in der Tat ein selbstduales Element von P definiert. Bezeichne
¢:P — P die L-schieflineare Abbildung mit (3% pad) = Y X (—1)4A"Ap, A,
Es gilt zu zeigen, dafl {&nPy € P selbstdual ist. Wir fithren diesen Beweis durch
Widerspruch. Wir schreiben also

EnPy—nP,y =Y foC

und wéhlen B € A mit fp # 0. Indem wir das Paar (A, B) hinreichend weit in die
positive Weylkammer verschieben, diirfen wir annehmen, daf§ n Alt P 4, und nP 4 auf
allen Alkoven C' mit C' = B iibereinstimmen. Nach Korollar 6.9 stimmt auf diesen
Alkoven also auch ResnP 4 iiberein mit M 4, und resénP 4 mit ¢~'M 4, wo ¢ wie
in Abschnitt 3 die £L-schieflineare Abbildung ¢ : N” — M mit ¢(N,) = (—1)!®@) M,
bezeichnet und wir unser altes res : P — A in der offensichtlichen Weise nach P
erweitert haben.

Nun kennen wir aber nach Theorem 5.3 die Formel N, = resalt P, fiir D €
ATt insbesondere gilt N, = res P, fiir alle D C C, die hinreichend fern von allen
Winden der dominanten Weylkammer liegen. Indem wir das Paar (A, B) unter
Umstéanden noch weiter in die dominante Weylkammer hineinschieben, diirfen wir
zusétzlich annehmen, dafl alle Alkoven C mit A = C = B schon so fern von allen
Wanden liegen, dal N = res P. Schreiben wir nun

&Py = > pcPo,
C

¢_1MA = Z ncﬂc,

so folgt pc = n¢ fiir A = C' = B. Daaber ¢~ M , = :I:EA selbstdual ist (nach dem
Schlufl vom Beweis des Theorems 3.5), miissen alle ng selbstdual sein, damit auch
alle po fiir A = C = B, und daraus folgt schliellich der gewiinschte Widerspruch
fB=0. O

Zum Abschlufl zeigen wir noch Teil (2) von Theorem 6.1.

Beweis. Wir beginnen mit der nahezu tautologischen Formel
> (DT mp 4amPC =54 c.
B

Liegt das Paar (C, A) hinreichend weit im Inneren der dominanten Weylkammer,
so gilt mp 4 = qp 4 fiir alle B = C, also alle B mit m?¢ # 0. Andererseits gilt
dann auch m?:¢ = V'Pp & = PwoB,woC, die erste Gleichung nach Theorem 5.3, die
letzte Gleichung da P selbstdual ist, da also nach Konstruktion der Dualitat auf
Pe gilt Pr = v"c(wo)Pp = v"cP,, o; WO Wir wo * C = woC verwandt haben. O

Damit sind alle drei Theoreme dieses Abschnitts vollstdndig bewiesen.

7. BEZIEHUNG ZU KIPPMODULN

Sei h die Coxeter-Zahl unseres Wurzelsystems R und [ > h ungerade. Fir
eine primitive [-te Einheitswurzel ¢ bildet man nach Lusztig die Quantengruppe
mit dividierten Potenzen U¢. Sei Ucs-mof die Kategorie aller endlichdimensionalen
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Darstellungen von U, und sei B C Ug-mof der “Hauptblock”, d.h. der kleinste
Summand, der die triviale Darstellung enthilt. B ist eine k-Kategorie fiir k = Q(¢).
Die einfachen Objekte von B sind in natiirlicher Weise parametrisiert durch die
Alkoven in der dominanten Weylkammer AT. Zu A € AT bezeichne Ls € B
das zugehorige einfache Objekt. L4 ist der Sockel bzw.der eindeutig bestimmte
einfache Quotient der Standard-Moduln V4 bzw. A,4. Zum Beispiel ist L+ =
Va+ = A+ = k die triviale Darstellung. In B gibt es geniigend projektive Ob-
jekte. Die projektive Decke von L4 bezeichne ich mit P4. Unter einer V-Fahne
(bzw. A-Fahne) eines Objekts von B versteht man eine Filtrierung, bei der alle
Subquotienten die Form V 4 bzw. A 4 haben, fiir geeignete A € A™.

Definition 7.1. Ein Objekt T' € B heif3t “Kippmodul” genau dann, wenn 7" sowohl
eine V-Filtrierung als auch eine A-Filtrierung besitzt.

Ich wiederhole nun ohne Beweis einige Tatsachen aus der Theorie der Kippmod-
uln. Als Standard-Referenz fiir den véllig analogen Fall der Darstellungen alge-
braischer Gruppen in positiver Charakteristik vergleiche man [Don93]. Zunéchst
ist jeder Summand eines Kippmoduls selbst ein Kippmodul. Des weiteren gibt es
fiir jedes A € A" genau einen unzerlegbaren Kippmodul T4, der eine A-Fahne
besitzt, die mit A4 C T4 beginnt. Die Eindeutigkeit folgt hier recht schnell aus
folgender Eigenschaft der Standardobjekte:

k falls A= B und n = 0;

Bxti(Aa, Vi) = {O sonst

Man kann auf B eine Dualitét einfithren, d.h. einen involutiven exakten kontravari-
anten k-Funktor d : B — B, der die einfachen Isomorphieklassen erhilt und die
Standardobjekte vertauscht, dAs = V4. Es ist bekannt, dafl die Kippmoduln
unter einer solchen Dualitdt selbstdual sind, also dT'y = T4. Insbesondere ist
T4 auch der einzige unzerlegbare Kippmodul, der eine V-Fahne besitzt, die mit
T4 — V4 endet.

Die vorliegende Arbeit ist motiviert durch das Problem, die Multiplizitdt (T4 :
Vi) zu bestimmen, mit der der Standardmodul Vg als Subquotient in einer
V-Fahne von T4 auftritt. Dazu habe ich folgende

Vermutung 7.2. (T4 : V) =np, a(1).

Bemerkungen 7.3. 1. Ich habe mittlerweile einen Beweis fiir diese Vermutung
gefunden. Er ist allerdings sehr weit entfernt vom unten geschilderten Grund
fiir die Vermutung. Eine Interpretation fiir die Koeffizienten der np 4 hat
auch Andersen in [And96] vorgeschlagen.

2. Aus der Vermutung folgen auch Charakterformeln fiir die unzerlegbaren Kipp-
Moduln “auf den Wanden”. Genauer zeigen wir, daf} fiir einen unzerlegbaren
Kipp-Modul T" auf Wanden und ¥ die Verschiebung aus allen Wanden auch
UT unzerlegbar ist.

Bezeichne dazu ® die Verschiebung auf die Wande, d.h. den zu ¥ ad-
jungierten Funktor. Seien A(1),..., A(r) die Alkoven, in deren Abschluf} das
hochste Gewicht von T liegt. So ist YT =T @ ... T (r Kopien), da beide
Seiten Kipp-Moduln sind und die Charaktere iibereinstimmen. Daraus folgt
schon mal, dal nur die T(;) als unzerlegbare Summanden von W7 in Frage
kommen.
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Sei nun A(1) die grofite Alkove unter den A(z). Da wir das hochste Gewicht
von WT' kennen, wissen wir auch, dafl T'y(1) als Summand in U7 vorkommen
mufl. Schliefllich folgt mit Bemerkung 3.2 (4) aus obiger Vermutung, dafl
(Taqy : Va@y) = 1fiiri =1,...,r. Andererseits gilt auch (W7 : V) =1
fir ¢ = 1,... 7. Deshalb ist in UT fiir andere Summanden T)(;) kein Platz
mehr, und wir erhalten WT" = Ty (q).

Die meisten unzerlegbaren Kippmoduln sind ja bereits projektiv, genauer gilt
P4 = T nach [And92], 5.8. Fiir die projektiven Objekte werden die fraglichen Mul-
tiplizitdten schon durch die Reziprozitatsformel (P4 : V) = [Vp : L] gegeben.
Die Lusztig-Vermutung besagt aber, dafl in der Grothendieck-Gruppe von B die
Gleichung

L= Z(—l)d(B’A)mB,A(l)VB
B

gilt. (Man verwendet Proposition 3.4, um zu sehen, dafl diese Vermutung in der
Tat mit der von Lusztig in [Lus80b] formulierten Vermutung tibereinstimmt.) Wir
konnen diese Gleichung invertieren und erhalten

Z mC’A(l)LA = Vc.
A

Aus der Lusztig-Vermutung folgt damit (P4 : V) = mB4(1). Als ersten Test

unserer Vermutung gilt es also, die Formel m?4(1) = n ;(1) zu zeigen. Das ist
eine leichte Konsequenz aus Theorem 5.1. )

Die eigentliche Motivation fiir obige Vermutung kommt aber aus der Philoso-
phie der “Z-graduierten Darstellungskategorie”, wie ich im Folgenden kurz darlegen
will. Man kann hoffen, daf die Kategorie B eine Z-graduierte Version B im Sinne
von [BGS96], 4.3 besitzt. Die V4,A4, L4 sollten dann Z-graduierte Versionen
\V/ A, A A, L 4 € B besitzen, es sollte auf B eine “Verschiebung der Z-Graduierung”
M — M (i) geben (fiir i € Z), die Dualitit sollte zu einer Dualitit d : B — B liften
mit d(M(i)) = (dM)(—i), d(V 4) = A, und wir hiitten feiner als zuvor

-~ k falls A= Bundi=n=0;
EXt%(AA,VB<i>) = { alls und ¢t =n )
0 sonst.

Weiter liefert jedes s € S einen exakten Funktor ©4 : B — B, die sogenannte
“Verschiebung durch die Wand”. Er vertauscht mit der Dualitdt ©4d = dO, und
ist einfach zu berechnen auf den Standardmoduln: Fiir A € A™ gibt es kurze exakte
Sequenzen

Vi — O,V4a4—» Vga, fallsAs>= A, Asec At;
Vas — O,V4— Vg faHSAS<A, AS€A+,

und es gilt O,V 4 = 0 falls As ¢ AT.

Man kann nun hoffen, dafl auch ©; eine graduierte Version O, : B — B besitzt,
die mit d kommutiert und so beschaffen ist, da wir wieder fiir 4 € A" kurze exakte
Sequenzen

@~A<1> — @S?A—» ~@AS falls As = A, As e AT;
Vas — O;Va—» Va(—1) falls As< A, Ase AT
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haben, bzw. daf O,V = 0 falls As ¢ AT. Diese Hoffnungen werden wesentlich
gestiitzt durch die Tatsache, dafi sie sich in der analogen Situation der Gy T-Moduln
bis auf die Existenz von d beweisen lassen, siche [AJS94].

Wir versuchen nun induktiv graduierte Versionen T4 der Kippmoduln zu bilden.
Die V-Fahne der TA soll also mit TA - V 4 enden. Wir beginnen mit TA+ =
\Y, A+ = L 4+. Ist T4 schon konstruiert, so wihlen wir s € S mit As = A und bilden
©,T4. Dies Objekt ist sicher ein Kippmodul und besitzt sogar eine V-Fahne, die mit
\V/ As endet. Es sollte aber im allgemeinen nicht unzerlegbar sein, sondern vielmehr
zerfallen als

(:)STA = TAS 3 @TB,
B

wo die Summe iiber eine gewisse Multimenge von Alkoven B < As geht. Man
kann nun erwarten, daf alle Homomorphlsmen in B (also alle B-Homomorphismen

“vom Grad Null”) von Ts nach ©,T spalten, und diese Annahme fithrt genau
auf obige Vermutung. Denn betrachten wir mal die Grothendieckgruppe [B] von B
und definieren den Homomorphismus  : [B] — A durch h(V 4(i)) = v'N4. Nach
unseren Formeln ist h(©,M) = h(M)C, fir alle s € S. Nehmen wir nun an, wir
wiiften schon per Induktion, daf h(T4) = N 4. Sicher haben wir

dimHomg(T5,0,T4) = X, o(Tn: Ac(i))(O:sTa : V(i)
= (0:Ta:Vp),
da per Induktion T = dT'g, also (T : Ac(i)) = (T : Vo(—i)) = 0 falls i > 0

oder i =0, B # C. Nun ist h(@ TA) N ,Cs =" 5y mpNp und per Definitionem
(©,T4 : V) = mp(0), mithin

hTas) = hOTa)— Y dimHomg(Ts, O,Ta)h(T5s)
B<As
= N,Cs— Z mp(0)N p
B<As
- ﬂAsa

was zu erkldren war.

Ich mochte noch anfiigen, daff aus der Formel h(TA) = N, auch die Unzer-
legbarkeit von T4 folgt. Denn &hnlich wie oben rechnet man nach, dafl dann
E = Endg T4 eine Z-Graduierung

E= @ Homg(Ta (i), Ta)

besitzt, die im Grad Null mit der homogenen Komponente £y = k beginnt und
keine negativen Komponenten hat. Eine endlichdimensionale k-Algebra, die eine
solche Graduierung zuléfit, ist aber stets lokal. Mithin ist unter unseren Annahmen
T4 unzerlegbar.

8. DASs BEISPIEL By

In den folgenden Tafeln zeige ich am Beispiel des Wurzelsystems By den Al-
gorithmus, der die N, berechnet. Ein Element Y naN4 € N wird dargestellt
durch ein Bild, bei dem im Alkoven A das Laurentpolynom ny4 steht. Wir setzten
S = {k,l,a} mit a wie affin, [ wie lang, und &k wie kurz, also im Bild
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Wir beginnen unsere Rechnung mit einem Bild von N 4. Jedes Bild, in dem
nur ein Alkoven A mit einer 1 gefiillt ist, gibt das entsprechende N 4, an. Rechts-

multiplikation mit Cs wird bildlich durch <, dargestellt. In dem so entstehenden
N 4Cs konnen noch zusétzliche Einsen stehen, die dann durch Subtraktion der
entsprechenden N mit B < As beseitigt werden miissen. Diesen Vorgang sym-
bolisiert ein gestrichelter Pfeil — — — —.
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1 c. v 1
v e 1
v
s
s
Vd
v 1
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v 1 - v? v

1% 1
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v v? v
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v v
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G
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2
v %
V3 v?
v v3

Das letzte Muster ist genau resalt E, und bestétigt so Theorem 5.3 (1).
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9. NOTATIONEN

w,S) eine Coxeter-Gruppe,
ab Abschnitt 3 die affine Weyl-Gruppe
W die erweiterte affine Weyl-Gruppe W x X
Wy, S¢) eine parabolische Untergruppe von W
wi die kiirzesten Reprasentanten der
Linksnebenklassen Wy \W
Wi die Isotropiegruppe von A in W
W =W, die endliche Weylgruppe
W die Isotropiegruppe von A in W
p die Halbsumme der positiven Wurzeln
C die dominante Weylkammer
A die Menge aller Alkoven
AT die Menge aller Alkoven
in der dominanten Weylkammer C
ATt die Menge aller Alkoven in p + C
AT der fundamentale dominante Alkoven
F die Menge aller affinen Spiegelebenen
Ft, F~ offener positiver und negativer Halbraum zu

einer Spiegelebene F' € F
Lusztigs Ordnung auf den Alkoven
T A, 8] A definiert im Beweis von Proposition 4.5
das Gewichtegitter
) die Lange des Elements z einer Coxeter-Gruppe
das langste Element von W
die Lange von wy
die fundamentale Box
11 die verschobene Box \ + I
A) die untere Ecke der Box, die A enthélt
entsteht, wenn man A mit wy um A(A) dreht
A Aist invers zu A — A
die Hecke-Algebra
ihre Standard-Involution d : H — H
zwel involutive Antiautomorphismen von H
definiert im Beweis von Theorem 2.7
p-linear definiert vor Theorem 3.8
L der Ring der Laurent-Polynome £ = Z[v,v~!]
Cy selbstduale Erzeuger Cs = v(Ts + 1) von H

Einige Hecke-Moduln mit Dualitat, Standard-Basis,
selbstdualer Basis und Ubergangskonstanten
Hy,H, hyy) die Hecke-Algebra selbst, H, = v'®)T),
Mm7 M mz ) Deodhars parabolische Versionen,
Nw,Nm,nwy) fiir z,y € Wf
* M* M* m*Y) Die dazu dualen Hecke-Moduln,
N* N* N 'n y) fiir x,y € W/

D
HN PN

>0 37 e
I o

'&i;’>>:’><

=
Q

(H,
(M,
W,
(M,
(

Ab Abschnitt 4 identifizieren wir W° = A+ und schreiben Ma, M 4, map ...

filr My, M, Mgy ...
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(P,A,P,4,pa ) Lusztigs periodischer Hecke-Modul

'PO
dA,B
w* A

(w)

[AJS94]

[Ands6]
[And92]

[And96]
[BGS96)

[Bou81]
[Deo87]
[Deo91]

[De094]

[Don93]
[Dougo)
[Hum90]
[Kan87]
[Kat85]

[KL79]

[Lus80a)

[Lus80b]
[Lus91]

[Mi]]

Untermodul von P, der eine Dualitat besitzt
die (renomierten) generischen Polynome

eine neue Operation von W auf A,
wx(A+B)=(wA)+BfirAe X,BCII
Operation von w € W auf P°, siehe 4.10
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