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ORBITES NILPOTENTES SPHERIQUES
ET REPRESENTATIONS UNIPOTENTES
ASSOCIEES: LE CAS SL,

HERVE SABOURIN

ABSTRACT. Let G be a real simple Lie group and g its Lie algebra. Given
a nilpotent adjoint G-orbit O, the question is to determine the irreducible
unitary representations of G that we can associate to O, according to the orbit
method. P. Torasso gave a method to solve this problem if O is minimal.
In this paper, we study the case where O is any spherical nilpotent orbit of
sln(R), we construct, from O, a family of representations of the two-sheeted
covering of SLy(R) with Torasso’s method and, finally, we show that all these
representations are associated to the corresponding orbit.

0. INTRODUCTION.

Soit G un groupe réel simple, connexe et simplement connexe, g son algebre
de Lie et g* le dual de g. G agit sur g*, via l'action co-adjointe. “La méthode
des orbites”, initiée par A. Kirillov dans le cadre des groupes nilpotents, a pour
but d’essayer de décrire le dual unitaire de G a ’aide des orbites coadjointes. Le
probleme est, donc, de déterminer quelles représentations unitaires irréductibles
de G on peut associer, selon un sens a définir, & une G-orbite donnée et on peut
s’intéresser, en particulier, au cas ol cette orbite est nilpotente.

Il existe une maniere naturelle d’associer une représentation unitaire irréductible
d’un groupe simple G a une G-orbite nilpotente coadjointe O. Soit, en effet, gc
la complexifiée de g, G¢ le groupe de Lie complexe correspondant d’algebre de Lie
gc et Oc une Ge-orbite nilpotente dans le dual g. On suppose que 'intersection
Oc N g* est non vide. Dans ce cas, cette intersection est une réunion finie de G-
orbites et on suppose que O est 'une de ces G-orbites. On sait, par ailleurs, selon un
résultat obtenu indépendamment par A. Joseph, W. Borho et J.L. Brylinski ([I3],
1), que si I est un idéal primitif de ’algébre enveloppante U(g) de gc et si Gr(I)
est l'idéal gradué correspondant dans 'algebre symétrique S(g) de gc, alors Gr(I)
a pour variété des zéros, dans g¢, 'adhérence de Zariski d'une et une seule orbite
nilpotente complexe. Soit 7 € G et Ann 7 son annulateur infinitésimal dans U(g).
La représentation 7 sera dite “associée” a O si la variété des zéros de Gr(Annm)
est 'adhérence de Zariski de Oc.

On peut remarquer immédiatement que, si 7 est associé & O et si GK dim(U(g)/
Ann ) désigne la dimension de Gelfand-Kirillov de 'algebre (U(g)/ Ann ), alors
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7 vérifie la condition (GK) suivante:
(GK) GK dim(U(g)/ Ann7) = dim O.

Une représentation 7 satisfaisant & (GK) sera dite “GK-associée” & O. Par
contre, il n’y a pas de raison a priori qu'une représentation “GK-associée” a O soit
“associée” a O.

Il existe en fait une notion plus fine de représentation “associée” introduite par
R. Howe ([12]), qui peut se définir ainsi: A chaque 7 € @, on fait correspondre son
“front d’onde” W F (), qui est un sous-ensemble du cone nilpotent de g*. Etant
donnée une G-orbite nilpotente réelle O, on pourrait donc envisager de rechercher
les représentations 7 telles que W F() soit 'adhérence de O. Cette notion est bien
stir plus précise que celle que nous avons adoptée, mais semble malheureusement
peu adaptée a la méthode envisagée.

L’existence d’une représentation associée a été établie, dans le cas ou 'orbite
co-adjointe est nilpotente minimale, par P. Torasso [22], lorsque G est de rang réel
supérieur ou égal a 3, et par R. Brylinski et B. Kostant [3] dans le cas général, selon
des méthodes totalement différentes. Dans le premier cas, P. Torasso a mis au point
un procédé permettant de donner une construction explicite de le représentation,
s’appuyant fortement sur la notion d’orbite “admissible” au sens de M. Duflo [§]
et sur une paramétrisation du dual unitaire d’un groupe presque algébrique du
méme M. Duflo. Dans le deuxiéme cas, R. Brylinski et B. Kostant ont donné une
description du module de Harish-Chandra correspondant a ’aide d’un procédé de
quantification d’orbite.

Le point de vue qui nous intéresse, dans ce travail, est celui de P. Torasso
et M. Duflo. La méthode utilisée, sur laquelle nous reviendrons en détails plus
tard, consiste en fait a s’intéresser aux projections de l’orbite minimale sur les
sous-algebres paraboliques maximales standards, a construire une représentation
de chaque sous-groupe parabolique maximal associé a cette projection et a chaque
donnée d’admissibilité et, enfin, a considérer le produit amalgamé de ces représenta-
tions selon un résultat de J. Tits [I9]- C’est & cette occasion que l'on a besoin de
I’hypothese sur le rang- L'une des propriétés essentielles servant a cette construc-
tion est le fait que l'orbite minimale possede une B-orbite ouverte, B étant un
sous-groupe de Borel de G. Il semble donc naturel de s’intéresser aux G-orbites
nilpotentes réelles dont la complexifiée possede une Bg-orbite ouverte, c’est-a-dire
aux G-orbites nilpotentes sphériques.

Dans ce travail nous nous intéressons aux orbites nilpotentes sphériques non
minimales de s, (R), pour n > 4. On peut citer & ce propos Y. Flicker qui, dans
[10], a étudié cette situation pour certaines de ces orbites.

Apres avoir rappelé, dans les paragraphes 1 et 2, les termes essentiels de la
méthode utilisée, nous donnons une description précise des orbites considérées dans
le paragraphe 3. En considérant ensuite, dans les paragraphes 4 et 5, les projections
sur les paraboliques maximaux d’une telle orbite O et a ’aide d’un raisonnement
par récurrence on construit, a partir de O, une famille TI(O) de représentations
unitaires irréductibles du revétement a deux feuillets de SL,,(R). Plus précisément,
on obtient:

- Lorsque O est une orbite sphérique non maximale, II(O) est en correspondance
bijective avec ’ensemble des parametres d’admissibilité de 'orbite.

- Lorsque n est impair et O maximale, II(O) se réduit & un élément.
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- Lorsque n est pair et O maximale, II(O) est paramétré par un certain sous-
ensemble, que 'on précisera, de séries discretes du revétement a deux feuillets de
SLs(R).

Dans le paragraphe 6, nous montrons, en utilisant une réalisation explicite de
ces représentations, que celles-ci sont toutes “GK-associées” a 'orbite O.

Il faut remarquer a ce sujet que, dans le cas ou n est pair et O maximale, il existe
bien d’autres représentations G K-associées a O. En fait, la méthode utilisée doit
pouvoir aussi s’appliquer avec succes pour des orbites coadjointes semi-simples et
nous fournir ainsi une autre partie importante de ces représentations.

Enfin, dans le paragraphe 7, nous montrons que les représentations G K-associées
déterminées aux paragraphes précédents sont en fait “associées” a O.

Je tiens a remercier tout particulierement J.Y. Charbonnel et D. Vogan dont
les suggestions déterminantes ont permis de démontrer le théoreme 7.1, résultat
principal du paragraphe 7.

1. LES PARAMETRISATIONS DE DUFLO.

Nous allons rappeler dans ce paragraphe deux paramétrisations de M. Duflo,
essentielles a la méthode que nous allons utiliser pour construire les représentations
souhaitées.

1.1. La premiere paramétrisation est celle du dual unitaire d’un groupe presque
algébrique réel P, d’algébre de Lie p. Soit ¢ un élément de p*, p(q) et P(q),
respectivement le stabilisateur de ¢ dans p et P. Soit B, la forme bilinéaire alternée
sur p, définie par: VX,Y € p, Bo(X,Y) = ¢([X,Y]). Dans [§], Duflo introduit les
notions suivantes:

Définition 1.1. Une sous-algebre b de p est dite de type fortement unipotent
relativement & g si b est algébrique, coisotrope relativement a la forme By, et si 'on
a: b=p(g) + “b.

Définition 1.2. La forme g est dite de type unipotent si les deux conditions suiv-
antes sont réalisées:

-1 existe un facteur réductif de p(q) contenu dans ker g.

-1l existe une sous-algebre de type fortement unipotent relativement a gq.

Soit R(q) un facteur réductif de P(q),t(q) son algebre de Lie. L’espace p/p(q)
est muni d’une structure symplectique R(q)- invariante, permettant de définir
Pextension métaplectique R(q)?. Le noyau de cette extension admet un et un
seul élément non trivial, noté e. Selon G. Lion [14], 'extension R(q)" se décrit de
la maniére suivante: On se donne un Lagrangien L de I’espace symplectique p/p(q)
et on choisit une orientation L de L. A tout z de R(q), on associe I'orientation
relative des Lagrangiens orientés Letz.L que l'on note e(z, xZ) On pose, ensuite:

t(z)? = e(L,x.L).

On obtient, alors:
R(q)" ={(z,t(z)), = € R(q)}.

Soit Y(q) = {7 € 1?(q\)" | 7(e) = —Id} et E = {(¢,7) | ¢ de type unipotent,
T € Y(q)}. Le groupe P opere dans E et Duflo établit, dans [8], une bijection de
E/P sur P. L’image par cette bijection d’un couple (g, 7) sera notée m, ; et sera

appelée P-représentation “de type Duflo”.
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Considérons, d’autre part, ’ensemble suivant:
Admp(q) = {7 € Y(q) | dr est un multiple de ig¢(q)}-

Définition 1.3. Si Admp(q) # 0, Uorbite P.q est dite admissible et I’ensemble
Admp(q) est I'ensemble des parametres d’admissibilité de 1'orbite.

Soit donc (g, 7) un élément de E. La forme ¢ étant de type unipotent, il existe
des sous-algebres de type fortement unipotent relativement & ¢, P(q)-invariantes;
choisissons-en une, soit b. Posons “b = a, le radical unipotent de b. Soit A le
sous-groupe analytique de P correspondant; alors B = P(q).A = R(q) x A est un
sous-groupe fermé de P, d’algebre de Lie b. Soit i la restriction de g & a. Le groupe
R(q) opere dans a en laissant stable p, de sorte que 'extension R(q)* est bien définie

et que l'on peut associer & 7 un élément 7 de R(q)?, défini par la formule suivante:

O Yo, (2) € RO, 7(0.0(2)) = 10 r(a ().

(Cette formule ne dépend pas du choix du représentant (x,t(z)) de z dans R(q)®.)

Soit T}, la classe de représentations de A associée a v par la correspondance de
Kirillov, d’espace £,,, et S, la représentation métaplectique correspondante. On
définit une représentation du groupe B, notée 7 ® S, T},, dans le produit tensoriel
de I'espace de 7 et de 'espace de T}, soit V; ® £,,, en posant:

(2)  VoeR(), Yy € A (r®S,T,)(ey) = 7o, 1) © Sula, 1(2)) Tu(y).
Posons:
(3) Tgrb = Indg(r ® S, T,).

D’aprés [8], 3.16, on sait que si b et b’ sont deux sous-algebres de type forte-
ment unipotent relativement & ¢, P(q)-invariantes, alors les représentations m 5 et
g, 6 sont irréductibles et équivalentes. La classe d’équivalence de ces représenta-
tions est la P-représentation de type Duflo mq ;.

1.2. La deuxieme paramétrisation est celle de la représentation coadjointe due
encore a Duflo (|§], chapitre 1). En reprenant les notations précédentes, considérons
une forme de type unipotent ¢ sur p et soit p(q) = t(q) & “p(g). On introduit les
ensembles suivants:

L(q) ={A € p(@)" [N = epa) }
D ={(q,\) | qde type unipotent, A € L(q)}.

Notons que lopération “restriction” induit un isomorphisme de L£(g) sur t(q)* et
que le groupe P opere naturellement sur D.

Soit maintenant (¢, \) € D et b une sous-algebre de type fortement unipotent
relativement a ¢. Soit f € p* telle que:

Sreo = apo fin) = Mo(a)-
Duflo établit les résultats suivants:
- La P-orbite P.f ne dépend pas des choix de b et f. On notera dorénavant O, x
une telle orbite.
- L’application (g, A\) — Oy, induit une bijection de D/P sur p*/P.
On remarquera, en particulier, que si f est de type unipotent, alors, P.f = Oy .
Rappelons deux résultats de Duflo utiles pour la suite.
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1.3. Soit U un sous-groupe unipotent de P d’algebre de Lie u, soit v € u*, H =
P(u),v une sous-algebre de u, H-invariante et co-isotrope relativement a u, V le
sous-groupe correspondant. Soit v la restriction de uw & v. Les extensions H" et H®
sont bien définies.

Soit X, le caractére de U(u) défini par la restriction de u & u(u). Soit 7 une
représentation de H" telle que:

TU(u) = Xu, T(€) = —Id.
On associe a 7 la représentation 7 de H® définie par la formule (1). On a, alors, le
résultat suivant [8], Lemme 17:

Proposition 1.1. On a l’équivalence de représentations suivante:
Indp(00(F ® SyTy) = 7 ® Sy T,

1.4. Les notations sont celles de 1.3. Soit () un sous-groupe fermé de P, contenant
U. Soit P; = P(u)*, @1 = Q(u)", Ry une représentation unitaire de ;. On pose:
Ty =Indg, Ry, T} = Tnd () (Ry ® SuT,).

M. Duflo, dans le chapitre II de [§], démonstration de la proposition II.15, prouve

le résultat suivant:

Proposition 1.2. Les représentations T] et Ty ® S, T, sont deux représentations
équivalentes du groupe P(u)U.

2. SYSTEMES DE TITS ET AMALGAMES

Nous allons rappeler, dans ce paragraphe, les propriétés d’amalgame relatives
aux systemes de Tits.

Définition 2.1. Un systeme de Tits est un quadruplet (G,B,M’,S) ou G est
un groupe, B, M’ deux sous-groupes de G, S une partie de W = M’'/B N M’,
satisfaisant aux axiomes suivants:

(A1) L’ensemble B U M’ engendre G et BN M’ est un sous-groupe distingué de

M.

(A2) L’ensemble S engendre W et se compose d’éléments d’ordre 2.
Pour tout w € W, on note: ¢(w) = BwB, *B = wBw™!.

(A3) Vs € S,Vw € W, ¢(s).c(w) C c(w) U c(sw).

(A4) Vs€ S,°B ¢ B.

A toute partie S’ de S, on fait correspondre le groupe Gs = BWs/ B ou Wy
est le sous-groupe de W engendré par S’. Gg/ est le sous-groupe parabolique
standard de type S’ et son rang est le cardinal de S’. Les sous-groupes paraboliques
maximaux standards sont donc ceux de rang 5 — 1.

En particulier, soit G un groupe de Lie semi-simple quasi-déployé, d’algebre
de Lie g, b une sous-algebre de Cartan maximalement deployée de g, b une sous-
algebre de Borel contenant h, B le normalisateur dans G de b. Soit A un systeme
de racines associé et IT une base de racines simples. Soit M, M’ respectivement
le centralisateur et le normalisateur de h dans G. Soit S I’ensemble des reflexions
associées aux racines simples. S s’identifie & un sous-ensemble générateur du groupe
de Weyl W = M'/M, formé d’éléments d’ordre 2. Dans ce cas, il est bien connu
que le quadruplet (G, B, M’, S) est un systeme de Tits.

Soit G un groupe, (G;) une famille de sous-groupes de G.
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Définition 2.2. On dit que G est produit amalgamé des (G;) suivant leurs inter-
sections deux a deux si G satisfait a la propriété universelle suivante:

Soit H un groupe, h; : G; — H une famille de morphismes de groupes telle
que:

Vo € G;NGj, hi(z) = h;(x). Alors, il existe un et un seul morphisme de groupes
h:G — H tel que: Vi,Vx € Gy, hy(x) = h(x).

Le résultat suivant est da a J. Tits ([I9], chapitre 2, 1.7, corollaire 3).

Théoréme 2.1. Soit (G, B, M’,S) un systéeme de Tits. On suppose que l’ensemble
S est de cardinal n > 3. Alors, G est produit amalgamé de ses sous-groupes
paraboliques maximauzx standards suivant leurs intersections deux a deux.

3. LES ORBITES NILPOTENTES SPHERIQUES DE sl,(R),n > 4

3.1. Quelques notations. On adoptera, pour la suite, les notations suivantes:

e Soit g = sl,(R),gc = sl,(C) et G un groupe de Lie connexe et simplement
connexe d’algebre de Lie g. En fait, G est le revétement & deux feuillets de SL,,(R).
Soit K la forme de Killing définie sur g,  une sous-algebre de Cartan déployée de
g, bc la sous-algebre de Cartan correspondante dans ge. Soit A = A(g,h) =
{ei —¢€j,i # 4,1 <i,j < n} le systeme de racines usuel pour sl,, AT = A(g,h) =
{e; —€;,1 < i < j < n}, le systeme de racines positives. Posons, de plus, o =
er — €kt+1,1 <k <n—1. Soit I = {ag,1 < k < n— 1} le systéme de racines
simples choisi. A chaque racine « dans AT, on associe le systéeme de Chevalley
usuel (Xo, Hoy X_0), W, = X, — X_,, et on pose, pour tout réel ¢:

xa(t) = €XpPg tXa, xfoz(t) = €XpPg tX _q,
We (t) = expe tWa, ha(t) = expg In |[t|H,, (t # 0),
w2 = expg W,

Soit g : G — SL,(R) la projection canonique correspondante et soit z I’élément

non trivial du noyau de mg. Pour toute racine a, on a: w? = z. Enfin, on désignera
par I, le sous-groupe fini de G engendré par I’élément w?.

e A tout sous-ensemble (v, ;q1,...,q;1;) de II, on associe la sous-algebre de
g isomorphe & slj;2(R), ayant (o, @41, ..., ®;4;) comme systeme de racines sim-

. n

ples, et on la notera sl;ya2(cv,. .., a;4;). Considérons, pour e = +1,1 <k < [5]7 la
famille de vecteurs suivante:
Koo + X ot Xay oy TeX o s Xeay ¥ Xap 1o Xy HeXan i

H, —-H,, ,,....,Hy ,—H

QAn—k+1°
Cette famille engendre une sous-algebre, isomorphe a sli(R), que nous noterons:
Se(Xay + Xoop_ysevos Xay_, +X_

e Plus généralement, on notera (Xi,...,X,) le sous-espace vectoriel de g, en-
gendré par la famille de vecteurs X7, ..., X,.
e On introduit les sous-algebres suivantes:

n= P RXo, " = (P RX ., b=hon

aceAt aceAt

an7k+1)'

Soit b la sous-algebre de Borel associée a ce choix de racines positives et B le sous-
groupe de Borel correspondant dans G. Soit A =exph, N =expn, N~ =expn_.
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e Soit enfin K un sous-groupe compact maximal de G et M le centralisateur de
A dans K. On sait que M est un sous-groupe fini, engendré par les w2, a € A*.
On sait, également, que B = M.A.N.

3.2. Les orbites nilpotentes de g¢ sont identifiées aux partitions de l'entier n.
Selon la classification de D. Panyushev donnée dans [I5], les orbites sphériques
correspondent aux partitions de la forme suivante:

(2,17"2%), 1< k < g

On notera O¢ = (2%, 17~2k) I'orbite correspondante et on I’appellera orbite sphér-
ique “d’ordre k” de gc.

L’orbite Of étant I'orbite minimale, on ne considérera donc que les orbites
sphériques Okc, 2<k< 3.

Pour tout entier k,2 < k < 3, O,f N g est constitué d’une seule orbite réelle.
Par contre, si n = 2p, Og N g est réunion de deux orbites réelles.

D’apres [15], chaque G-orbite sphérique a pour générateur une somme de vecteurs
radiciels associés a des racines simples deux a deux orthogonales. Pour tout entier

k,2<k< % et pour € = £1, on pose:

i=k—2
Yk’a = E Xa2i+1 + EXOtQk—l'
=0

Soit Oy = G.Y} . 'orbite nilpotente réelle correspondante. On constate que:
n
- Si k< -, Og1 = Op,_1 et on obtient ainsi une unique orbite nilpotente

sphérique réelle d’ordre k.

- Sin =2p, Op1 et Oy _1 sont deux orbites distinctes qui constituent les deux
orbites nilpotentes sphériques réelles d’ordre p.

On note I,, = {(k,¢),k € (NN[2, 5]),e € {—1,1}}. L’ensemble {Oc, (k,¢) € I,,}
est I’ensemble des orbites nilpotentes sphériques réelles non minimales de g.

Enfin, on peut calculer aisément, selon [5], corollaire 6.1.4, la dimension de
chaque orbite et on obtient:

V(k,e) € I,,dim Oy . = 2k(n — k).

Les orbites d’ordre [§] joueront un role particulier dans la suite. Nous les ap-
pellerons “orbites sphériques maximales”.

Les générateurs précisés précédemment ne sont pas cependant des générateurs
d’une B-orbite ouverte.

Soit (k,e) € I,,. Posons:

=J
Vi j,1<i<j<n-—1, Bi; =) a,
s=1

Vi, 1 <1 <k, B = Bin—i,
i=k—1
Xie = Z X_ g, +eX_g,.
i=1
On a, pour tout (k,e) dans I,,, O = G.Xi . Soit g9(Xpe) = the ® “9(Xke)
le stabilisateur de X . dans g, ol vy désigne un facteur réductif et “g(Xy.) le
radical unipotent de g(Xp c).
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On adoptera, pour la suite, les notations suivantes:
Vi, 1<j<n—1, [ =sl,_oj(®jt1,...,0n_j_1), sij < g -1,
=0, sinon,
Vi, 2<j<n—1, 05, =slj(Xo, + X 0, 1y s Xa;o, X 0, ;11)
@ (Ha, — Ha,_,),
W(Xpe) =(Xop,,, 1<i<k<j<n-—1),
0(Xpe) = (X g, k+1<i<n—k<j<n—1), sik< g
=0, sinon.

Le calcul nous donne: N
9(Xk) = u(Xy,e) ® 0(Xg,e),

The = [k: @ Uk,€~
On déduit de ceci que, pour tout (k,e) dans I, b(Xj o) = b Nty et ainsi:
(n—2k—1)(n—-2k+2)
2
D’ou: dim B. Xy, . = 2k(n—k),V(k,¢) € I,,. Ainsi, B.X}, . est une B-orbite ouverte
dans Op.

dim b(X},.) = + k.

Lemme 3.1. Soit (k,e) € I,. Alors, la B-orbite B. X} . est l'unique B-orbite
dense contenue dans Oy, c.

Preuve. Soit G(Xj,.) le stabilisateur de X . dans G. En tenant compte des
résultats obtenus précédemment, on constate que tout élément x de N~ est de

la forme:
j=n—1
x = H expt; X _o;).2,2 € G(Xpe),t; € R, Vj.
j=n—k+1
On vérifie ensuite la relation:
exptX_q, ,.expvX_,, , =exp—tXq,.exp —vXq,,. exptvXa;tas

. expt(Xaz + X—Oénfz)' exp U(ch + X_an—l)'
En utilisant ce type de relation de proche en proche, on obtient alors que:
N~ C B.G(Xk,).

De ceci, on déduit que: BN~.X . C B.Xj.. L'ensemble B.N~ est la grosse
cellule de Bruhat de G, ¢’est un ouvert dense de G. Il s’en suit donc que BN~ . X}, .
est un ouvert dense de Oy, ., ce qui démontre le résultat souhaité. O

3.3. Soit (k,e) € I,, G(Xy,) le stabilisateur dans G de Xy . et Ry un facteur
réductif de G(Xj ). On pose, pour toute la suite: w* = w3 ,I’' = T,. On obtient:
Ry =T.(Ric)o

ol (Ry,e)o désigne la composante neutre de Ry, ..
Soit, d’autre part, fr. = K(Xkp,.) Pélément de g* associé & Xj .. On pose,
enfin:

—

Y (fue) = {r € RS, 7(c) = —Id},
Admk = Admg(fkg) = {T S Y(fk)s), dr = 0}
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Proposition 3.2. 1) Pour tout (k,e) dans I,,, lorbite Oy . est admissible.
2) Le groupe T’ s’identifie a un sous-groupe de l'extension Ri ., noté encore I,
et l'on a:
R%E =T.((Rk.e)o)®.

3) L'extension ((Ry)o)® admet exactement deux composantes connezes et l’ap-
plication x — (z, 1) identifie (R <)o & la composante neutre de ((Rye)o)®.

4) L’ensemble Admy, se décrit de la maniére suivante: Soit x le caractére de
((Rk.)o)? défini par:

X($,t($)) =1, Vze (Rk',e)OaX(e) = -1

- Sin=2p, on a: Vj,t(w?) =1 et on considére le sous-groupe des caractéres de
T qui prennent la valeur 1 sur les éléments (w*,1). Ce sous-groupe s’identifie au

groupe (Z//-Z\Z) des caracteres de (Z/2Z) et l'on a:
Admy, ={p@x, p € (Z/2Z)}.

-Sin=2p+1, on a: ¥j,t(w?) =i et on considére le sous-groupe des caractéres de
T qui prennent la valeur 1 sur les éléments (w8, 1). Ce sous-groupe s’identifie au

groupe (m) des caractéres de Z/AZ. Soit (m_ le sous-ensemble formé des
caractéres qui prennent la valeur —1 sur les éléments (w*, —1). Alors, on a:

Admy, ={p@x, p € (Z/AZ)"}.
Preuve. La premiere assertion est un résultat de J. Schwartz [I§]. Pour la suite, il
nous faut préciser extension métaplectique ((Ry )o)? -
Considérons, pour cela, le sous-espace L de g engendré par les vecteurs suivants:

Xeyoejy 1<i<kk+1<j<n.

On constate que L s’identifie & un sous-espace Lagrangien orienté de g/g(Xy ). A
tout « de Ry ¢, on associe donc I'orientation relative e(L, z.L) des lagrangiens L et
x.L. On vérifie successivement les faits suivants:

-Vx € (Rie)o, e(L,z.L) = 1.

-e(L,w?.L) = (-1)" "2k = (1)

On définit donc, pour tout z de Rj ., le nombre complexe ¢(x) par:

t(w?) =1, sin = 2p,
=1, sin=2p+1,
Va € (Rk’e)(),t(l') =1.

On en déduit que:

- Le groupe T est isomorphe a un sous-groupe de R,gc’a. L’image de I’élément w?,
par cet isomorphisme, est (w?,1) si n = 2p, (w?,i) si n = 2p + 1. La deuxieme
assertion de la proposition s’en suit.

- On peut identifier (Rj ) & un sous-groupe de ((Ryc)o)? par Papplication
x — (x,1) et on obtient:

((Rk,e)0)® = (Ri,c)o Ue.(Ri.e)o

ce qui donne la troisieme assertion.

Supposons n = 2p. Comme, pour tout j, (w?, 1) € (Ry )0, on ne doit considérer
que les caracteres de I' qui prennent la valeur 1 sur ces éléments et la derniere
assertion s’en suit.
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Sin = 2p+1, (w1)* € (Rre)o. Dans ces conditions, on ne s’intéresse
qu’aux caracteres de I' qui prennent la valeur 1 sur ces éléments. Cet ensemble
est bien un groupe isomorphe & Z/47Z. D’autre part, par définition d’un parametre
d’admissibilité, on doit choisir les caracteres p qui vérifient de surcroit la proprieté:

p(w4, -1) = p(w4, 1).p(e) = —1.
Ceci nous donne le résultat souhaité. On constate ainsi que 1’ensemble Admy, est,
dans tous les cas, un ensemble a deux éléments qui ne dépend pas du parametre ¢,
ce qui justifie la notation choisie. O

4. LES RESTRICTIONS AUX PARABOLIQUES MAXIMAUX

On sait, d’apres le lemme 3.1, que si P est un sous-groupe parabolique maximal
de G, chaque orbite nilpotente sphérique Oy . contient une et une seule P-orbite
dense. L’objet de ce paragraphe est d’étudier les P-orbites obtenues et, notamment,
de les caractériser suivant la paramétrisation de 1.2.

4.1. A chaque racine simple «;, on associe la sous-algebre parabolique maximale p;,
obtenue a partir du sous-ensemble de racines II\{a;}. On définit la décomposition
de Langlands p; = m; @ a; @ n; de p;, avec:

m; = Sli(Oq, R Oéi_l) @ sly_, (Oéi+1, Cey a7L—1)(5l1(~ . ) = 0),
a; = R(Hai,—l + 2H0¢i + Hai+1)’
n = “p;.

Remarque 4.1. On remarque le fait important suivant: Chaque radical n; est
abélien.

Soit A; = expa;, N; = expn;, M; =T,,.(M;)o et P, = M;.A;.N; le sous-groupe
parabolique maximal de G correspondant.

Soit (k,e) € Iy, Pi(Xk.e) = P,NG(Xk ) le stabilisateur dans P; de X}, .. On peut
écrire: Py( Xy ) = Rige"Pi(Xke), ot R; e = M; N Ry, . est un facteur réductif de
P;(Xy,). Soit v; i . lalgebre de Lie de R; 1. Posons, pour tout 4,1 < ¢ <n — 1:

i = [ Nmy,
Vike =0 nm;.
On obtient:
Tike = lik D0
En particulier, on constate que, pour tout ¢, n —k <i<n—1,v 4 =th—ike.
Introduisons ensuite les groupes finis I'; ;;, définis de la maniere suivante:
Vi,k <i<n—kTI;r=TT,,,
Vi,i<koui>n—FkUI;,=T.
On obtient, alors: R; ke =TI k.(Rik.e)o-
On note enfin f; 1 . la restriction de fj . a la sous-algebre p;. On identifie na-

turellement g a son dual g*, via la forme de Killing, et on note Res; : g — pJ
I'opération de restriction, moyennant ’identification précédente.

Proposition 4.1. i) Pour tout (k,e) dans I, la P;-orbite P;. Xy . est Uunique
P;-orbite ouverte dense contenue dans Oy, .

ii) L’application Res; induit un difféomorphisme de P;. Xy o sur P;.fipc.

ili) Chaque Pj-orbite P;.f; . est P;-admissible.
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Preuve. La premiere assertion est due au fait que chaque orbite Oy . contient une
et une seule B-orbite ouverte dense.

Soit by, la restriction de fr. & b. On vérifie que b(X;.) = b(by:) et on a
linclusion évidente B(Xy.) C B(bg.). Soit, maintenant, by .1 la restriction de
bi.e & ny. En fait, by . 1 est la restriction & ny de K(X_g,,.). De la double inclusion
BN Rie C B(bre) C B(bge) et du fait que Ni(bye1) = {1}, on déduit que
B(bie) = BN Ry.. D’ou l'égalité des stabilisateurs: B(Xy.) = B(bge). De
ceci, on déduit que l'application “restriction” induit un difféomorphisme de I'orbite
B. X}, . sur B.b; .. Comme ces orbites sont, respectivement, ouvertes et denses dans
P;. Xy . et P;.fi; ke, on obtient ii).

Il existe un isomorphisme naturel d’espaces symplectiques de g/g(Xk,.) sur
pi/pi(Xk,.e). Cet isomorphisme permet d’identifier 'extension Rff,m a un sous-
groupe de R% .- Il s’en suit que la restriction a Rfk . d'un élément de Admy, est un
parametre d’admissibilité de 'orbite P;. X} ., ce qui prouve iii). O

Nous noterons, dorénavant, Adm; ; ’ensemble des parametres d’admissibilité de
lorbite P;. X} .

4.2. On suppose toujours (k,e) dans I,,. Soit h; . la restriction de f; k. & n; et
b; ke =Ppi(hike). Introduisons les algebres suivantes:
ik =L, Vi<k
=lg Vi, E<i<n-—k
=l Vi>n—Fk,
i pe =051, Vi <k
=0ike, Vi, k<i<n—k
=Vp_i1, Vi, 1 >n—k,
t;,k,e =0ir D U,i,k,s'
Le calcul montre alors que, pour tout 4,1 < <n — 1:
“bige =t "Pi(Xpe) + 1y
- v} ;. est un facteur réductif de b; j .
On a, de plus:

Remarque 4.2. Soit n; ;. le rang de la sous-algebre réductive g; . On constate que:
- Si k < [§], alors, pour tout 4,4 < k, njp =n —2i —1> 3.

- Si 'on considere les orbites sphériques maximales O[%], alors:

-npp =0, p= [%]

-Sin=2p,gp—1p = sla(ap) et ny_1, = 1.
-Sin=2p+1,gp-1,p = sls(ap, aps1) €t np_1, = 2.
-Vi < [5] = 2,n4, > 3.
Ces remarques joueront un role important, par la suite, dans la construction des
représentations.
On définit, ensuite, la forme linéaire g; 1, . sur p; par:

Ve em; @ a;, gige(z)=0,
Va € ni,gi,k,s(x) - fi,k,s(x)'
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Proposition 4.2. b; ;. est une sous-algébre de type fortement unipotent relative-
ment & i ke Gi ke €5t une forme de type unipotent.

Preuve. On commence par montrer que b; . est co-isotrope relativement a g; 1. ..
En effet, soit Z € bj‘,‘; . un élément de l'orthogonal dans p; de b; ;. relativement a
Gi ke On écrit Z sous la forme Z =z +y,z € m; a;,y €n;. On a:

gi,k,s([u’ Z]) =0= gi,k,s([ua :C]) + gi,k,s([uvy})v Yuen; C bi,k,s~

Or, n; est abélien, donc:

Gie([w,9]) = 0= gige([u,2]) = fine([u,z]) = hie(u, 2]).

Comme ceci est vrai pour tout u € n;, on en déduit que x appartient & b; ;. .. Il en
est de méme de y. D’ou:

1
b7 C bi,k,5~

i,k,e

Ceci montre bien que b; j . est coisotrope relativement a g; j ..

On a linclusion triviale p;(gi k) C b; k. et on sait, également, que t;,k,s est un
facteur réductif de b; 1, . contenu dans m; @ a;. Soit X € t;’k’s, Y=A4+Bep;, A€
m;®a;, Ben;. Ona: gk ([X,Y]) = gire([X, B]), par définition de g; 5 .. Comme
X € pi(hike), 9ike([X,B]) = 0. Dot X € pi(gik,e) et, donc, v}, C pi(Gik,e)-
Ainsi, t;,k,s est un facteur réductif de p;(g; k), ce qui montre que lalgebre b,y .
est bien de type fortement unipotent relativement a g; 1 .

Il est immédiat de constater, pour finir, que la forme g; j . est de type unipotent,

3 ) /
puisque g; i, s’annule sur t; , _. O

. . . N2
Soit A; - la restriction de f ke av; ) .

sur Ug’k’a. On identifiera donc \; ;. a une forme, encore notée A; o, sur g; .
On en déduit finalement, suivant les notations de 1.2., le corollaire suivant:

On constate que la forme \; i . est nulle

Corollaire 4.3. Pour tout (k,e) dans I, les paramétres de Duflo pour la P;-orbite
P; Xy e sont les suivants:

Vi,i < k‘, Pi-Xk,s = Ogi,k,s;)\i,k,s7
ik <i<n-—k PXpe=0y, 0
Vin—k < i, Pp.Xpe =0,

ik, Ni ke

En particulier, la P;-orbite P;. Xy, . est de type unipotent si et seulement si k < i <
n—k.

5. CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS UNIPOTENTES SPHERIQUES PAR LA
METHODE DES ORBITES

On rappelle que le but de ce travail est de construire par la méthode de Duflo-
Torasso des représentations unitaires irréductibles de G associées aux orbites Oy, ,
dans le sens rappelé au paragraphe 0, c’est- a- dire des représentations 7 telles que
Pannulateur infinitésimal de m dans U(gc) ait pour variété des zéros la cloture de
Zariski de O .. On va tout d’abord construire des familles de représentations “can-
didates” et on montrera dans les paragraphes suivants que ces familles répondent
bien au probleme posé.
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5.1. Soit (k,e) dans I,,. La premiere étape est de construire les P;-représentations
associées aux orbites P;. Xy ., selon les paramétrisations de Duflo données dans les
paragraphes 1.1 et 1.2.

Soit u; ke = “pi(Xk,e) +n; le radical unipotent de b; o, Ui ke = expU; . La
restriction de g; e & ;5 est nulle sur “p;(Xy ) et égale & h; . sur n;, nous la
noterons encore h; j .. La représentation de Kirillov 7T; ;. . associée & h; j . est dans
ce cas le caractere p; 1 . de U; . défini par:

p’i,kﬁ(exp X) = eiziﬂhi'k’s(xk VX e Ui ke

Soit R}, . un facteur réductif de P;(gik.c), d’algebre de Lie v, .. On peut
décrire 'extension métaplectique (R )P de la maniere suivante:
Soit (G k)o le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie g; g, Vi',,ﬁE le sous-

groupe analytique de G d’algeébre de Lie U’Lk’E. Posons: G, =T 1.(Gix)o. On a,
dans ces conditions:

(5) (Ri ) = (Gik)™ Vi o

Soit, enfin: B; i . = R;,k,e-Utkﬁ-

D’apres 1.1, la famille de P;-représentations cherchée est paramétrée par l’en-
semble Y (g; k,.). Compte-tenu de 1.2 et du corollaire 4.3, il est nécessaire de relier
chaque représentation choisie dans Y (g; x..) au parametre A; 1 .. Or, la forme A, 1,
est nulle sur v; 1 ., pour toute valeur de 'entier ¢ et, d’apres le corollaire 4.3, nulle
partout si k < i < n — k. On va donc considérer les sous-ensembles suivants de

Y(gi,k,e):
Vi,i <k Yipe ={T®1,7 € (Giy), 7(e) = —Id},
Viok <i<n—kY .= Adm;y,
Vi>n—kYire =Y ike.

On constate qu'un élément quelconque de Adm; j est essentiellement caractérisé
par sa restriction au sous-groupe I'. Si 7 € Adm, , 7" € Adm; , nous dirons, par

abus de langage, que 7 = 7’ si les restrictions de 7 et 7/ & I" sont les mémes.
’
u;

’
: Pi
Les extensions Ri’k’E et th’e

sont égales et la représentation métaplectique S; 1,

est donnée par la formule simple suivante: V(z,t(x)) € R;f’,;a, Sike(z, t(z)) =t(z).
Soit 7; ke ®1 €Y (gi k). Laformule (2) s’applique et nous donne la représentation

correspondante de Bj . définie par: ¥(z,t(z)) € GNl, Vs € V) ., Yy € Ui,

(6) Tike @ 1® S o e T o e (28Y) = H(T) pi ke (Y) Ti ke (7, ().
On définit enfin ’ensemble suivant:
1=n—1
yk,s = {Tk,e = (Ti,k,a) € H )/i,k,a ‘ Vi, 1<i< kaTn—i,k,e = Tik,e
i=1

VZ,], k S Za] S n— kaTi,k,s = Tj,k,5}~

Soit Tk.e = (Tik,e) € Vie. On définit la famille (7 (r, €))i<i<n—1 de P;-représenta-
tions de type Duflo, a l’aide de (3), par:

(7) Vi, 1<i<n—1, nf(r,e) =Ind  7ike@1@ S Tipe.
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5.2. Le probleme maintenant est de savoir comment construire une représentation
unitaire irréductible de G & partir de la donnée d’une famille de P;-représentations
de type Duflo définie sur les sous-groupes paraboliques maximaux de G. La méthode
utilisée est en fait valable pour un groupe semi-simple quasi-déployé L, de rang réel
p > 3, et utilise la notion de produit amalgamé introduite dans le paragraphe 2.

Soit [ I’algebre de Lie de L. On considere une sous-algebre de Cartan b; de [,
une sous-algebre de Borel b; de [, By, le sous-groupe de Borel de L d’algebre de lie
b;. On considere ensuite un sous-groupe compact maximal K de L et un systeme
de racines simples associé & b;. Soit M) le normalisateur de h; dans K, et Sp
I’ensemble des reflexions des racines simples. On sait, d’apres le paragraphe 2, que
le quadruplet (L, By, M7, Sy) est un systéme de Tits.

On peut définir la famille (@Q;)1<i<, des sous-groupes paraboliques maximaux
standards de L. Le théoreme 2.1 et la proprieté d'universalité du produit amalgamé
nous permettent d’énoncer le résultat suivant, dont la démonstration est identique
a celle du théoreme 4.11 de [22].

Théoréme 5.1. Soit L un groupe de Lie semi-simple quasi-déployé de rang p
supérieur ou égal a 3, soit (Q;) la famille des sous-groupes paraboliques mazimaux
standards de L, associée au sous-groupe de Borel Bp. Soit m;,1 < i < p, une
représentation unitaire irréductible de (Q;. On suppose que:

(i) Pour tous i,7,1 < i < j < p, les restrictions de m; et m; 4 Q; N Q; sont
équivalentes.

(ii) Pour tout i, la restriction de m; a By, est irréductible.

Alors, il existe une représentation unitaire irréductible et une seule m de L telle
que:

VZ, ﬂ-‘Qi = T;.

On notera dorénavant: m = A(L, ;) une telle représentation.

5.3. Notre travail consiste maintenant & considérer une famille (7% (7,€))1<i<n_1
donnée par (7) et & déterminer les parametres 7, € Vi pour lesquels les deux
conditions du théoreme 5.1 sont satisfaites. Il suffira ensuite “d’amalgamer” les
7¥(7, ) pour obtenir les représentations “candidates”de G.

Soit Tpe € Vke, 1,J deux indices tels que: 1 <7 # j < n — 1. On adopte les
notations suivantes:

Pij = PiOpj, 0 = “pij.

Pi7j ZPlﬂPJ, Ni,j :szN]

bi ke = bike NP; = Pij(Gike) + Wiy Bijke = Bige NP

Soit, d’autre part, Wﬁj (7,¢€) la restriction de 7F(7,e) & P ;.

On va tout d’abord déterminer les parameétres (74,.) pour lesquels wf j (1,¢) et
Wf’i(T, €) sont équivalentes. Compte-tenu de la définition de I’ensemble Yy ., il suffit
de se restreindre au cas suivant: ¢ < 7, 1 <i <k, i+1<j<n—¢—1 Onse
placera dorénavant dans cette situation.

e L’orbite B.X}, - est dense dans P;. X}, o, par hypothese. Donc, P;(Xj,).B est
un ouvert de Zariski de P;. Comme P;(Xj ) C Bj .., on en déduit que B;j .. P;
contient un ouvert de P; dont le complémentaire dans P; est de codimension 1. Il
s’en suit que:

(8) ki (r,e) = Indgfi*i_ ik ®1® S5k e Tike) B,

k,
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On a, pour les mémes raisons:

Jrisk,e "

(9) mi(re) = Indy? | (Tike @10 S ke Thke)s

o L’ algebre p; j 1 = gi,1x NP, est en fait la sous-algebre parabolique maximale de
gi,, associée a la racine o, de décomposition de Lévi p; j 1 = m; jx ® 1y ;5. Soit
P j 1 = Gy N P; de décomposition de Levi P; j p = M; j 1.N; j i, le sous-groupe de
G d’algebre de Lie p; j k.

D’apres (4), on a l'inclusion: G, C Gix,Vj,i+1 < j <n—1i—1 et on vérifie
que: Gj C M;j .

® T, e est une représentation de (G, x)P¢. Or, la proposition 3.2, qui caractérise
une telle extension métaplectique, permet d’affirmer qu’en fait 7, 1, . est entierement
déterminé par sa restriction & Gy, identifié & un sous-groupe de (G;)?*. Nous
noterons de la méme facon cette restriction.

Soit A; j ke la restriction de A; k. & Pij k. Soit ¢ 5k = @ik D ik et O =
G; kN le sous-groupe correspondant de P; ;. On vérifie alors alors le fait
important suivant, dont la démonstration essentiellement technique ne sera pas
reproduite ici:

Lemme 5.2. ¢; ;1 est une sous-algébre de type fortement unipotent de p; ; 1, rela-
tivement @ A; j ke

e On peut, donc, suivant le paragraphe 1.1, associer au couple (7j i, Ai j k,c) UNE
P; ; p-représentation de type Duflo selon la formule (3), dite P; ; p-représentation
de type Duflo associée au couple (7j 1k, Aijk,e)-

Proposition 5.3. Soit 7, € Vi.. On suppose que, pour tout i < k et tout
5i+1 <75 <n—i—1, la restriction de T; . au sous-groupe parabolique P; ;1
de Gy, est la P; ; -représentation de type Duflo associée au couple (T ke, Nijk,c)-
Alors, pour tous 1,7, 1 <i < j <n—1, les restrictions a P; ; des représentations
7i(7,¢€) et wh(T,€) sont équivalentes.

Preuve. o Introduisons 1’algebre b’id’k’e =9i;(gike) + “i,ijz/',j,k,a le sous-groupe
de P; ; correspondant. Soit, enfin, h; ;. la restriction de g; . a n; ;. On définit
Py / _ /
de méme b, =i ;(gjke) + Mg Bjipoet hjipe.
Soit T j ke la représentation de Kirillov du radical unipotent de B; ; 1 ., associée

& N jke Sijke la représentation métaplectique. On note, de la méme fagon,

y y . i . . )
Sl;7j)kza, Tz‘,j,{c,s les objets correspondants associés atl radical 1,1n1poter,1t de Bw}’f,a' On
définit aussi T ke, Sj,i ke €t on remarque que Sy, =57, 17, =T/ .

e Il est, tout d’abord, facile de vérifier que “b; ;i (resp. “bj; ) est une
sous-algebre de “b; ;. _ (resp. de “b’, , ), co-isotrope relativement a h; j (resp.
hj,i,k,s)-

En appliquant le procédé d’induction par étages a la représentation induite

k (1,€), on obtient:

T

P ; Bj;
i i(Te) = Indy? - (Indg) 02 (Tke @ 1® STk B . )-

En tenant compte de ce qui précede, on peut appliquer la proposition 1.1. et on a,
alors, ’équivalence suivante:

B’ .
Jyisk,e . . . ~ . U 4
IndBj,i,k,E(TJakvs ®le Sj,kvsijhs)lBj,i,k,a ~ Tike ® 1@ S ke Tijne
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On applique encore une fois le procédé d’induction par étages, ce qui nous donne:
10 k —md?y (e 1©8, ., .1
(10) mi(Te) = Indp | (Indp 2 (Tike @10 SigeTije)):

Utilisons maintenant la proposition 1.2 et 'hypothese selon laquelle la restric-
tion de T; ke & P i est la P j p-représentation de type Duflo associée au couple
(Tj,k,es Nijike). On obtient, alors:

Py
Wf,i(ﬂ €)= IndB;Jj .. (Tike ®1®S] ko Ty ke)-
On applique enfin une nouvelle fois la proposition 1.1 ce qui nous donne:

k _ Py
71'j7i(7', g) = IndB,; e

P
=Indy’ | (Tike ®1@ SikeTine) B .

:wi’fj(r,g).

B!
(IHdBij::Z (Tike @1 @ SikeTike) B u.)s

O

Proposition 5.4. Soit 7, € Vi .. On suppose que, pour tout i < k et tout
5i+1 <75 <n—i—1, la restriction de T; . au sous-groupe parabolique P; ;1
de Gy, est la P; ; ,-représentation de type Duflo associée au couple (T ke, Nijk,c)-
Alors, pour tout i, la restriction de Wf (1,€) a B est irréductible.

Preuve. Compte-tenu de la proposition 5.3, il suffit de montrer que la restriction
de 7r,’§ (1,€) & B est irréductible. Or, il est facile de constater que cette restriction
est une B-représentation de type Duflo, qui est donc bien irréductible. ([l

5.4. Le cas des orbites sphériques non maximales. On va s’intéresser, tout
n

d’abord, aux orbites sphériques non maximales et donc supposer que k < [§].
Nous conserverons les notations introduites auparavant mais pouvons remarquer
que, dans ce cas, le parametre ¢ peut étre choisi égal a 1, nous ne le ferons donc
plus apparaitre dans les notations qui vont suivre. On se fixe, pour la suite, un
parametre d’admissibilité x, € Admy.

Compte-tenu de (4), on dispose d’une suite décroissante de groupes semi-simples:
Giir C Gr—1 C -+ C Gy L’idée consiste donc a construire les parametres
Tik, 1 < i < k, par récurrence sur i.

e On considere tout d’abord le groupe G, i, dont 'algebre de Lie est gy = [ =
slp—ok (@41, ..., n—k—1). La forme Ay ; est nulle, on peut donc poser:

Tk, k = Xk-

e Considérons ensuite le groupe G_1 1, d’algeébre de Lie donnée par:

Ok—1,k = Slp—okt2(Qry .., Qn_p).

La forme A;_1 . est, dans ce cas, celle qui correspond a ’orbite minimale de gg_1 -
On va donc appliquer a cette situation la méthode de construction de Torasso.

Suivant la proposition 5.3, on veut définir le parametre 7,1 de telle sorte
que sa restriction a chaque parabolique Py_1 5, k < j < n —k, soit la Py_q k-
représentation de type Duflo associée au couple (X, Ak—1,j,k), Soit:

_ X _ Pr_1,jk A A
(Tk_lvk)‘Pk—l,j,k =Tk 1,4k = Indck,l,j,k(Xk & Sk—l,j,k-Tk—l,j,k)
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ot Sp_y ;. et T | ;. sont respectivement la représentation métaplectique et la
représentation de Kirillov du radical unipotent de Pj_; j, associées a la forme
Ak—1,jk-

On est dans la situation classique déja décrite par P. Torasso dans [22] et on
vérifie, comme dans [22], que les hypotheéses du théoréme 5.1 sont satisfaites par la
famille de représentations (7‘(2,(_1’]47]6, k <j<mn-—k). Comme le groupe G_1 ) est
de rang plus grand que 3, on peut appliquer le théoreme 5.1. et on pose:

Ttk = A(Gr—1,6, Tp_y j ok < J<n—k).

Comme, d’apres la proposition 3.2., 'extension métaplectique (Gg_1 x)P*=* est en-
gendrée par G_1, et e, on peut donc définir la représentation 7,1 j de (Gr_1 k)P**
par:

Tk,Lk(l‘,t(.%‘)) = Tk,Lk(l‘), Vo € kal,kakal,k:(e) = —Id.

On peut ensuite procéder par récurrence. Supposons construites les représenta-
tions 75,7 +1 < j < k, et considérons la représentation 7;j; du groupe Gj .
En reprenant les notations et la construction précédente, on définit, pour tout
J, i1+1<j<n—1i-1,les P, j-représentations de type Duflo suivantes:

X Pijre A A
(11) ik = Inde” ) T ® 87 0T e

On applique encore une fois le théoreme 5.1 et on pose:
(12) Tiok :A(Gi,k,wgfj’k,i—kl <j<n-—i-1).

i

La représentation 7, de l'extension métaplectique G¥’ est encore donnée par:
Tik(2,t(2)) = Tip(), Vo € Gig, 7 x(e) = —Id.

Finalement, on constate que, dans ce cas, le parametre 7, € )V est entierement
déterminé par le parametre d’admissibilité xy.

Théoréme 5.5. Soit Oy, l'orbite nilpotente sphérique d’ordre k < [5] de g et Xy
un paramétre d’admissibilité de Oy. Soit T, € Vi, définie par récurrence, a partir
de X1, par les formules (11) et (12). Soit (7¥(x)) la famille correspondante de P;-
représentations de type Duflo, donnée par la formule (7). Alors, il existe une et
une seule représentation unitaire irréductible de G, m, 1, telle que:

Vi, (T ) p = 11 (X)-
On notera, pour k < [g]
Ri = {my .k, x € Admy}.

5.5. Le cas des orbites sphériques maximales. On considere dans ce para-
graphe le cas des orbites d’ordre maximal O, ., p = [5]. On rappelle, a ce sujet,
que si n = 2p est pair, il existe deux orbites d’ordre p, Op ., € = £1,sin =2p+1,
il existe une seule orbite d’ordre p. On se donne une famille de P;-représentations
de type Duflo (7 (7,€)1<i<n—1) définie par la formule (7) et on va donc construire
la suite (7;p.), comme dans 5.4., par récurrence sur ¢. La méthode est la méme,
seule la premiere étape est différente. En effet, on rappelle que:

Op—1,p = sla(ayp), sin=2p,

Op—1,p = slz(ap, pi1), sin=2p+ 1.
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Le cas n = 2p. Notons x,./,& = %1, le parametre d’admissibilité défini par:

Xper (w?) = (-1)

e Le parametre 7, , . est tout d’abord choisi dans I’ensemble {x, ./, = £1}.
e On sait que:

1—¢’

Gp—l,p = F.SLQ(O(I,)

olt SLy(ay) est le revétement & deux feuillets de SLa(cy,).
On va déterminer le parametre 7,_1 , . en prenant soin qu’il satisfasse aux hy-
potheses imposées dans la proposition 5.3. Pour cela, on considere le sous-groupe

de Borel B,, de SLz(cy). Comme on a: w2 = w?.a ol a est un élément appar-

tenant a la Composante neutre de R, ., on peut étendre la définition des parametres
d’admissibilité x, - au groupe Iy,
Le parametre 7,_1 . doit donc satisfaire a la propriété suivante :

B,
(TP—11P75)|BaP = IndFa:. oprXap Xp,e’ ® to‘p>5
oll o, - est le caractére défini par : to, (exptX,,) = e >
On peut réaliser cette représentation induite dans L*(R**) (voir [I7], 3.7) et la
propriété précédente se traduit alors par les relations suivantes:

Vi€ LR, mporpe(expuXa,). (1) = e f(1),
Tp—1pe(expuly,,).f(t) = e? f(te"),
To—1pe(Wa,)-F(t) = Xp.er (W3, ) (1)
On constate, en étudiant la classification du dual unitaire de SE;EI/R), que seules les

séries discretes et limites de séries discretes peuvent satisfaire aux relations définies
précedemment.

Les séries discretes (et limites de séries discretes) de SLo(R) sont paramétrées
par les demi-entiers Z* /2. Nous noterons 7n,n € Z*, ces représentations.

On sait réaliser la restriction au Borel d’une série discréte 7.2, = £1,n € N¥,
dans L?(R**) (voir [I7], proposition 3.2., ou [9], théoréeme 13.1.1.). Les formules
de la représentation sont les suivantes :

Vi€ PR, 7 g(eXP uXa,)-f(t) = e £ (1),

en(exputl,,).f(t) = ¥ f(te"),
Teg(wy))-f(t) = (1) 2 (f(D).
On consideére I’ ensemble suivant :

(13) Dot = {Xpe @Ten, n= (1 —¢') mod(4)}.

On vérifie aisément que chaque élément de D, ./ est une représentation irréductible

f
f

w\:

de I'.SLy(ap) = Gp—1,- On constate, alors, que ’hypothese de la proposition 5.3
est satisfaite des que: 7, 5. = Xp,er €t que T,_1 . appartient & D, ..
Etant donné un élément § € D, ./, on pose, donc:

(14) Tp—1pe =0, Tppe = Xpe'-
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e Pour construire 7,_2, . on utilise le méme procédé que celui du paragraphe
précédent. On pose:
. . E) Py_2 ;, A A
Vip—1<j<p+1, =« = Indci_?é; Tipe ® S T

P—2,3,p P—2,5,p,€ 205Dy

Tp—2.pe = A(Gp—2,p, 772—2,j,pap -1<j<p+1).

e On construit ensuite les parametres 7; , ., 1 <4 < p — 3, par récurrence selon des
formules analogues & (11) et (12) soit:

5 P; j, A A
(15) Tigp = Ao Tjpe @570 o Tl p e
(16) Tipe = A(Gip, i+ 1< j<n—i—1).

Théoreme 5.6. Soit O, . une orbite nilpotente sphérique maximale “paire” de g,

(n = 2p). Soit D, s, = £1, l'ensemble de représentations de I'.SLa(cv,) définie
par (13) et soit § € Deor. Soit T € Vie, définie par récurrence, d partir de
3, par les formules (14), (15) et (16), et (wF(9)) la famille correspondante de P;-
représentations de type Duflo donnée par la formule (7). Alors, il existe une et une
seule représentation unitaire irréductible de G, 75 p, telle que:

Vi, (Tsp) 1P, = 73 (9).

On notera:
Rgp = {7‘(5)1, / d € 'DE)EI,E/ = :|:].}

Le cas n = 2p + 1. Comme dans 5.4., le parametre € peut étre choisi égal a 1
et nous ne le ferons plus apparaitre dans les notations qui vont suivre.

—_~—

e Dans ce cas, on peut écrire: Gp_1,, = I'.SLz(ap, apt1), ot SLg(ap, apt1) est
le revétement & deux feuillets de SL3(R). Dans [21], P. Torasso a décrit les repré-

sentations unitaires irréductibles du groupe SLs(ap, apt1) associées, selon le sens
usuel, & l'orbite minimale de sl3(a, apy1). Considérons, pour cela, les caracteres
t, définis sur 'y, 1q,,, par:

tz(wi,,-s-ap“) =z, z=—1,+1,—i, +i.

Ces caracteres définissent les parametres d’admissibilité de I'orbite minimale. On

P

sait qu’il existe une et une seule représentation de SL3(R), associée & ¢, que nous
noterons p,, lorsque z = +1 ([2I], proposition VI.12) ou lorsque z = —i ([21],
théoréme VII.1). Par contre, il n’en existe pas lorsque z = ¢ ([21], théoréme VIL.1).

Par ailleurs, on rappelle que 'orbite O, possede deux parametres d’admissibilité
Xp,e',€ = £1, que I'on peut définir par les données suivantes:

2 . 2 ;
val(wap+ap+1) =5 Xp7—1(wap+ap+1) =t

e On vérifie que xp—1 ® p—; est bien une représentation irréductible de

I.SL3(cyp, apy1). En suivant un raisonnement analogue & ce qui précede, il est
facile de voir que les conditions imposées par la proposition 5.3 impliquent la situ-
ation suivante:

(17) Tp—1,p = Xp,~1 @ P—is Tpp = Xp,~1-
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e Pour construire 7,_3 ;,, on utilise les formules suivantes:

Vip—1<j<p+2 m ,,, =Wdd 20, @8 5 T,

3P —2,,p""p—2,5,p’
_ P .
Tp—2,p = A(Gp—Q,pv Tp—2,p P~ 1<j<p+ 2)

—2,5.p

La construction des parametres 7;,,1 < i < p — 2 procede ensuite par récurrence
comme dans le cas précédent, selon des formules analogues a (14) et (15):

Pijp A A
(18) ﬂﬁj’p = Indcm_’p i @ S p 55 o
(19) Tip = A(Gipon?, i+ 1<j<n—i—1).

Théoréme 5.7. Soit O, l'orbite nilpotente sphérique mazimale “impaire” de g,

(n =2p+1). Soit p_; la représentation minimale de SL3(R) associée au paramétre
d’admissibilité t_; de lorbite minimale de sl3(R). Soit 7, € YV, définie par récur-
rence, d partir de p_;, par les formules (17), (18) et (19), et (¥ (p)) la famille cor-
respondante de P;-représentations de type Duflo donnée par la formule (7). Alors,
il existe une et une seule représentation unitaire irréductible de G, m, p, telle que:

Vi, (mp,p) P, = 71 (P)-
On notera:
Rop1 =A{mpp}
Finalement, les théorémes 5.5, 5.6, 5.7 nous fournissent des familles de représent-

ations unipotentes dont nous allons montrer maintenant qu’elles sont bien associées
aux orbites nilpotentes sphériques correspondantes. On pose:

R=UJ R«

2<k< T

6. SUR LA DIMENSION DE GELFAND-KIRILLOV DES ELEMENTS DE R

Soit 7 une représentation dans R. On consideére la représentation infinitésimale
7> de 7, qui est une représentation de I’algeébre enveloppante U(g) de gc. Soit I
Pannulateur de 7> dans U(g).

Définition 6.1. On appelle Dimension de Gelfand-Kirillov de 7 la dimension de
Gelfand-Kirillov de I'algebre-quotient U(g)/I.. On note GK dim(w) cette dimen-
sion.

Définition 6.2. Soit m € R. 7 sera dite GK-associée & I'orbite Oy, . si I'on a:
GK dim(m) = dim O .

Notre but, dans ce paragraphe, est de démontrer que chaque élément de Ry
est GK-associé a l'orbite O .. Pour tout 7, 1 < i < n — 1, on considere la
restriction de 7 au parabolique maximal P;. On pose: I; » = I NU(p;) et on peut
définir, comme précedemment, la dimension de Gelfand-Kirillov, GK dim(mp,), de
la représentation m p, par la formule:

GK dim(mp,) = GK dim(U (p;)/T; »)-

La premiere étape consiste a relier GK dim(7) aux nombres GK dim(7p,).
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6.1. On se place, dans ce paragraphe, dans le contexte plus général d’une algebre
de Lie simple complexe g, de rang r plus grand ou égal a 3. On adopte, pour g, les
notations du paragraphe 3, pour une sous-algebre de Cartan, un systeme de racines
ou encore les vecteurs-racine associés. On introduit également les sous-algebres
paraboliques maximales standard, p;, 1 <17 <.

On pose: p;; =p; Np;, 1 <1< j <7, piy = pi

Définition 6.3. 1) L’algébre de Lie g est dite somme amalgamée des p; suivant
leurs intersections deux a deuz si g est limite inductive du systéme (9;5, 0ij, i, 1 <
1< J <) ou st P — P, @it Pi; — P, sont les inclusions canoniques. En
d’autres termes, g est solution du probleme universel suivant:

Etant donnée une algebre de Lie a et des morphismes d’algébres de Lie a; : p; —
a tels que: ¥(1,7), Qijp,; = Qj|p,;» U existe un morphisme d’algebres de Lie et un seul
h:g— atel que: hyp, = a;, Vi.

2) L’algébre enveloppante U(g) est dite somme amalgamée des U(p;) suivant
leurs intersections deux & deux si U(g) est limite inductive du systéme (U(pi;), ¢ij,
Gjis 1 <0 < j < 7)ol gij : Upij) — Upi), dji + Ulpij) — Ulp;) sont les
inclusions canoniques. En d’autres termes, U(g) est solution du probléme universel
suivant:

Etant donnée une algébre associative A et des morphismes d’algébres u; : U(p;)
— A tels que: V(i,j),uiw(p“) = Uj|U(p,;), U existe un morphisme d’algébres asso-
ciatives et un seul h : U(g) — A tel que: hjy(p,) = s, Vi.

La situation envisagée par J. Tits ([I9]) dans le cas des groupes semi-simples se
décrit de la méme fagon pour les algebres de Lie et on a le résultat suivant:

Proposition 6.1. Si g est simple de rang au moins égal a 3, alors g est somme
amalgamée de ses paraboliques mazrimaux suivant leurs intersections deuzr a deut.
De méme, U(g) est somme amalgamée des U(p;) suivant leurs intersections deuz
a deuz.

Preuve. Comme précisé plus haut, la propriété pour g s’obtient suivant le méme
procédé que celui utilisé par J. Tits ([I9]). Pour l'algébre enveloppante U(g), on
procede comme suit.

Posons: U = U(g), Vi,U; = U(p;), 0 : g — U, o; : p;, — U; les injections
canoniques.

Soit A une algebre associative et, pour tout indice 4, des morphismes d’algebres
associatives 3; : U; — Atels que: V(i,j), (8i)jv.nu;, = (Bj)|v.nu,- Soit B; = Bioa;.
L’algebre associative A étant munie de sa structure usuelle d’algebre de Lie, il s’en
suit que, Vi, les morphismes G; : p; — A sont des morphismes d’algebres de Lie
satisfaisant a la propriété:

V(i,j), (Bi)lpi,j = (,gj)\pw

Compte-tenu de 1), il existe un morphisme d’algebres de Lie h : g — A tel que:
Vi, hyp, = B

Par propriété d’universalité de I’algebre enveloppante U, selon [0], lemme 2.1.3,
on en déduit un morphisme d’algebres associatives H : U — A tel que:

Hoo=h,H(1)=1.
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Désignons par j; : U; — U linjection canonique. Le fait que Vi, H o 0; = 51
implique que: Vi, H o j; = (3;, ce qui montre bien que U satisfait a la propriété
universelle souhaitée. (I

Le corollaire suivant est conséquence directe de ce qui précede.

Corollaire 6.2. Soit g une algébre de Lie semi-simple complexe de rang au moins
égal a 3. Soit p;,p;j, b, 1 # j # k, trois sous-algébres paraboliques mazximales de g.
Alors, g (resp. U(g)) est somme amalgamée de p;,p;,px (resp. U(p:), U(p;),U(pr))
suivant les intersections prs, (r,s) € {i,7,k} (resp. U(prs), (r,s) € {i,5,k}).

6.2. Soit m, € Ry et, pour tout entier i,1 < ¢ < n — 1, m la restriction de
7 au parabolique maximal P;. Nous allons, tout d’abord, calculer la dimension
de Gelfand-Kirillov de 7y, en rappelant que, d’apres la construction faite dans le
paragraphe 5, cette représentation est la Pg-représentation de type Duflo associée
au couple (fx ke Xk)s [ ke €tant de type unipotent sur py, et x; étant un parametre
d’admissibilité.

Nous allons, pour cela, utiliser certains résultats de [§] relatifs & la dimension de
Gelfand-Kirillov des représentations de type Duflo introduites dans le paragraphe
1. En reprenant les notations de ce paragraphe, on considere la représentation
T4, d’'un groupe presque algébrique réel P, oll ¢ est une forme de type unipotent
sur p et 7 un élément de Y (g). On note £ le noyau de 7°° dans U(p(q)). Selon
la classification des idéaux primitifs de M. Duflo, on fait correspondre au couple
(iq,€) un idéal primitif de U(p), noté L, . On pourra se reporter & [§], chapitre
IV, pour la définition d’un tel idéal. Les résultats obtenus par M.Duflo sont les
suivants:

Proposition 6.3. 1) On a:
GK dim (U(p)/liq.e) = dim(p/p(q)) + GK dim (U(p(q))/€).
2) On a:

ker )% = ﬂ z.1ig¢.
zeP

Considérons, maintenant, le cas de la représentation 7y ;. Par définition d’un
parametre d’admissibilité, on constate que U(pg(fi k.e))/Ek) = 0, ot & est le noyau
de xx. D’autre part, soit I, , I'idéal de U(py) correspondant au couple (ifx ke, X&)-
De la proposition 6.3, 2), on déduit que:

ker 7po, = ﬂ .1y k.
e Py,

Comme P; ne possede qu’un nombre fini de composantes connexes, l'intersection
précédente ne se fait que sur un nombre fini de termes et, suivant une proprieté
classique des dimensions de Gelfand-Kirillov, on a:

GK dim(U (pr)/ ker mp5y,) = Sél}}j) (GK dim (U(pg)/z.Iy 1)) = GK dim (U(px)/Iy k).

De la proposition 6.3, 1), et de ce qui précede, on déduit le lemme suivant:

Lemme 6.4. On a:
GK dim Tkk = dim Ok75.
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Soit I j, Vannulateur de m° dans U(g), Irix = Ir s NU (s x). L'injection canon-
ique U(px) — U(g) induit un morphisme injectif de U(px)/Ir k. r dans U(g)/Ir k.
On a donc l'inégalité:

(20) GK dim(my) > dim Oy, .
On se propose, maintenant, de montrer le résultat suivant:

Proposition 6.5. Il existe une variété algébrique affine complexe X, dont la
1
dimension est gdim Ok, des morphismes d’algébres ¢; : U(p;) — D(Xy),i €

{k,k+1,k+2} oui e {k—1kk+1},D(Xy) désignant l'algébre des opérateurs
différentiels réguliers sur Xy, tels que:

Iﬂ,i,k = ker ¢ia
((bl)\ U(ps,j) — (QS])\ U(pi,j)» (7’7]) € {kvk + 17k+ 2} ou (%J) € {k - 17k7k+ 1}

Stratégie de la preuve. La méthode utilisée pour démontrer cette proposition
est relativement technique. Elle peut se résumer ainsi:

- On considere les restrictions 7; ;, de 7 a trois paraboliques maximaux F;,7 €
{l,m,n}. Ces restrictions sont des représentations induites données par les formules
(6) et (7).

- Pour chacune de ces trois restrictions, on construit explicitement un espace de
représentation qui n’est autre que 1’espace des fonctions de carré intégrable sur une
certaine variété réelle X; g, ¢ =1, m,n, de complexifiée X;.

- En passant a la représentation dérivée, on obtient des morphismes d’algebres
Yi : U(pi) — D(Xy).

- Par dualité et transformation de Fourier, on construit ensuite explicitement
des morphismes d’algebres F ., : D(X,,) — D(X)),Fin : D(X,) — D(X)), ce
qui permet de définir des morphismes ¢; : U(p;) — D(X;) et on vérifie enfin,
sur un systeme de générateurs, que ces morphismes coincident sur les paraboliques
intersections deux a deux.

Le probleme est de choisir correctement les trois paraboliques maximaux. On
envisage a cet effet les cas suivants:

- Le cas non maximal, 2 < k < [§]. On remarque alors que pour i € {k,k+1,k+
2}, les représentations m; j, correspondent & des P;-orbites toutes de type unipotent
et sont données, via la formule (7), par le méme parametre qui est un parametre
d’admissibilité de l'orbite. Il s’en suit que les calculs permettant de vérifier que ¢
et Qr42 ou Prt1 et Prio coincident sur 'intersection sont totalement analogues a
ceux permettant de le vérifier dans le cas ¢, ¢x+1. Pour ne pas alourdir la preuve,
nous nous contenterons de reproduire la description précise de ces calculs dans le
cas (¢r, Pry1)-

- le cas maximal de l'orbite impaire, & = p,n = 2p + 1. On considere les
paraboliques P;,i € {p—1,p,p+1}. Cette fois, les représentations m, , et Tp41,, cor-
respondent & la méme situation et sont données par le méme parametre d’admissi-
bilité. Comme précedemment, on constate que les calculs permettant de vérifier
que ¢,—1 et ¢, coincident sur I'intersection sont totalement analogues a ceux per-
mettant de le vérifier dans le cas (¢p—1, Ppt+1) OU (¢p, Ppt1)-

- Le cas maximal pair, & = p,n = 2p. On considere encore les paraboliques
P,ie€ {p—1,p,p+ 1} et on voit que: p+1 =n — (p—1). Par construction,
on sait que les représentations m,_1, et mp41, sont de méme nature. On peut

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



ORBITES NILPOTENTES SPHERIQUES 491

donc utiliser la méme remarque que précedemment et se concentrer sur la situation
correspondant aux seuls morphismes ¢,_1, ¢p.

ler Cas. Supposons, tout d’abord, que: 2 < k < [§]. Dans ce cas, on sait que
l’on peut faire disparaitre le parametre ¢.

e On rappelle que:

Tk =Indl xk ® 10 SpaTh;

k,k

Uk = Vs bk =t + Upp(Xi) +ny;
avec:
“pi(Xy) = <X—ﬁz‘j’ (i,j) €e{k+1,n—k} x {n—k,n—1}).

Soit qx = slg41(aa, ..., ar), Qk le sous-groupe analytique de G correspondant et
qi,% la sous-algebre parabolique maximale standard de g associée a la racine ay,
Qi le sous-groupe parabolique de @), correspondant. On note Rg; un facteur
réductif de Q) i, d’algebre de Lie donnée par:

TQ.k = Slk(oq, ey Ozk._l) (&) RHak~

Soit, enfin, u; = “pk(Xk)+ = <X5U,X_5ij S upk(Xk» et 5 =rg kD ug.

53, est une sous-algebre de py supplémentaire de by, et de dimension 3 dim Oy, .
On note H, ; I'espace de Hilbert de la représentation induite 7y 1 et on considere
la variété réelle Xpr = Rk X ur, Xp sa complexifiée. Soit ji : Xpyr — Py
Papplication définie par: ji(z,Y) = z.expY. On définit ensuite l'espace de Hilbert
E), = L*(Xyr) des fonctions de carré intégrable sur Xj g, muni de la mesure produit
dY ®dx, ou dY est la mesure de Lebesgue sur uy et dr la mesure de Haar sur Rg .

Dans ces conditions, il est facile de voir que 'application j; : f — f o ji définit
une isométrie de H,  sur Ej, donnée par:

Ve € Rg, VY € ug, Vf € Hyx, ()@, Y)= f(zexpY).

A chaque X € pg, on associe 'opérateur différentiel [x, agissant sur l'espace
C>(Py), défini par:
d
Vf € CF(Pr), Ix-f(2) = = (f(exp ~tXw))1—0.
L’application X — [x se prolonge en un morphismes d’algeébres de U(py) dans
lalgebre des opérateurs différentiels agissant sur C°°(Py).
Notons HS?, I'espace des vecteurs C°° de m,j. Suivant le théoreme 5.1 de [16]
qui caractérise les vecteurs C>° d’une représentation induite, on sait que:
—HS ={f € CT(By) [ Va € Ulpr),la-f € Hyk}s
—VYa € U(pk), Vf S H;’:kﬂ W,??k(a)f = la.f.
Par transport de structure, on réalise 7, dans Ej, et on a:
Ep C C*°(XgR).
On peut ainsi définir un morphisme d’algebres ¢y : U(pr) — D(X}) tel que:
(21) Ve EX, VaEU(pk),ﬂ,ff’k(a).fzcék(a).f.
e En ce qui concerne la représentation 7, 41, on rappelle que:

Pyy1

Tk,k+1 = IndBk+1 ®

Xt ®1® Spi1 kThyk,;
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brt1k =tttk + “Pry1(Xg) + gogr;

avec:

Cr 1,k = Sln—2k—1 (g2, - oo Q1) D Vg1 B (Hay )
upk+1(Xk>=<Xfﬁik7i S {171€}> (&) <X*ﬁij7 (Z,j) e {kj —+ 2,’[7, — k} X {n _ k,n _ 1}>,
@<Xﬁk+1jak+1 S]Sn—k’—1>

On pose: w1 = (“prg1(Xx) N n7)" = (Xp,,, X g, € “pry1(Xy)), puis
Sk+1 =TQk D Ugg1-
Sk4+1 est une sous-algebre de piy1 supplémentaire de b4 i et de dimension

1
- dim O. On reprend ensuite les notations précédentes: H, r41 est l'espace de

Hilbert de la représentation induite 7y r41, Xpr1r = RQr X Ugt1, Xgy1 est sa
complexifiée. Soit jr4+1 : Xpp1,R — Prt1 Papplication définie par: jri1(z, X) =
x.exp X. Soit enfin Fy,q = LZ(XIHLR) I’espace de Hilbert des fonctions de carré
intégrable sur Xy 41 r, muni de la mesure adéquate. L’application f — fojri1 est
une isométrie de Hy p41 sur Ej41 et, selon les mémes arguments que précedemment,
on peut définir un morphisme d’algebres V11 : U(prr1) — D(Xgy1) tel que:

(22) Vf € By, Va € Uprt1), (Thk+1)™(a).f = Yryi(a).f.

e Les deux espaces uy et uy1 peuvent étre mis en dualité par une transformation
de Fourier Fj j11, définie de la maniere suivante: A toute fonction ¢ de I'espace
de Schwartz S(ug41), on associe la fonction Fy, j+1(p), définie par:

(23) W € Fn(@Y) = [ o0,

Uk 41
Plus précisément, on pose ny = k(n—2k) et on identifie naturellement les espaces uy,
et up1 a R™. L’application de ug1 X uy dans R définie par: (X,Y) — fi([X,Y])
s’identifie alors a une forme bilinéaire @ sur R™ donnée par:

i=k
(24) VX = (255) € whpr, VY = (i) € w, Qu(X,Y) = D @ik Y1 miv
=1

L’application Fj, 41 se prolonge en un morphisme d’algebres, noté encore Fj, j41,
de D(Xy41) dans D(Xy) et on pose:

Ok+1 = Frk+1 © Y1

¢r+1 est un morphisme d’algebres de U(pr41) dans D(Xy) et il est clair, d’apres
(21) et (22), que ker ¢p = I gk, ker op 1 = In py1 k-

e On peut décrire de maniere totalement analogue la représentation 7y y42, la
variété X2, le morphisme ), y2, la transformation de Fourier Fj 142 qui relie
D(Xj42) et D(X}) et, enfin, le morphisme ¢y12 tel que: ker ¢pio = Ir 42 Pour
ne pas trop alourdir la rédaction, nous n’en donnerons pas la description explicite.

e Il reste a prouver que les restrictions des ¢; aux intersections deux a deux
coincident. On fait cette vérification en déterminant explicitement ces opérateurs
pour un systeme de générateurs. On présentera ici ces calculs pour les morphismes
(oK, Pr+1), les deux autres cas étant analogues comme nous 'avons déja précisé au
début de la démonstration (voir “Stratégie de la preuve”).
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Compte-tenu des définitions, il suffit de montrer que:
VZe{Xay, Hayyk+1<j<n—1,X o, 1<i<k Xg,,,,n—k<j<n—1},
x(Z) = ¢r41(Z)

I’assertion étant immédiate ou s’en déduisant par composition pour les autres géné-
rateurs.
On obtient facilement les résultats suivants:

0
(25) Vi, 1 <i <k, Fi g ( ) = 20Ty 1,n—is
al‘ik
0
(26) Vi, 1 <i <k, 2inFypy1(xip) = —5—,
ayk‘+1,n—i
(27) Vi, 1 <i <k, Frprr(z i)——Id— 9
y 4 U > My STk k+L zk-axik - Yk+1,n—i ayk+17n_i’
(28) Vi g1 < i< j < b Fepr (@ mo) = - 2
L > J =R Sk k41 Jk.axik - yk+1,n71-ayk+1’n7j-

D’autre part, soit Z € rg . On note dz I'opérateur différentiel sur Ep° défini par:

d
(. expZY )iy

Lemme 6.6. 1) Il existe des fonctions by, C™ sur R, telles que:

Vf e Ezo, VY € ug, Vx € RQ’k, dz.f(x,Y) =

i=k
(29) O Xay) = bpp1(Xay) = 201 Y bik()Yht1.0—i-

1=1
2) Vi, 1 <i<k-1,
(bk(X*anfi) = ¢k+1(X7an—i)

(30) s=n—k 9
= dX + Z Ysn— za
s—ht1 Ys,n—i— 1
3)
¢k(Hak+1) - ¢k+1(Hak+l)
(31) =k d
= — n—1 + n—1i
; Yrt, (9 Yk+1,n—i Zyk+2 a Yk+2,n—i

HVik+2<j<n—1,
x(Ha,) = rr1(Ha,)

(32) N i1 -l
:7221%]8% Qy“ayu z;1y]+“ayj Ly 2 e
5)
¢k(X_O¢n—k) = ¢k+1(X_an—k)
(33) Rt o n—k
- lik;rljzn:kyln kYn— k‘ja 2 —  Yn—k,n—k-
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6) Soit agt1; la fonction C* sur Rg i, définie par la relation:

-1
T Tpyyq, (u)x = LBt (U’ akJrLj(x))
Alors, Vj,n—k<j<n-—1,
0
(34) ¢k(Xﬁk+1,j) = ¢k+1(Xﬁk+1,j) = _ak-‘rl,j(')ﬁ'
Yk+1,5
Preuve. La démonstration de ce lemme est essentiellement technique. Nous nous
contenterons d’en reproduire les calculs pour les formules (29) et (30).
1) Considérons l'expression z,, (—u)xexpY,Y € u;. Comme z,, (—u) est un
élément du radical unipotent de Q, sur lequel Rq . agit, on a:

i=k

Lay, (—U)JZ = . H LB, (C’ik‘ (]3, U)),

i=1
ou ¢ € COO(RQ7]§ X R) et Cik(l‘,O) =0.
Ecrivons exp Y sous la forme:
expY = H zg,; (Yij)-

k+1<i<n—k<j<n-—1

On obtient:
i=k i=k
Toy, (—u)rexpY =zexpY H xg,, (cir(z,u)). H 28, ., (Car (T, W) Yrt1,n—i)-
i=1 i=1
Soit f € Ej.

Il s’en suit que:

i=k
Wk,k(xozk (u))f = H 62iﬂcik(x’u)yk+l’"ﬂ‘.f.

i=1
5 N s . . 8Cik
D’oll, par dérivation, et en posant: 3 (2,0) = bir(z), on a:
U
i=k
¢k(XOék)'f = xm Z bik(')yk+1,n—i-f'
i=1

On procede de la méme fagon pour déterminer ¢y11(X,, ). Soit X € ugiq. On
écrit exp X sous la forme:

i=k
exp X = Hxﬁz‘k (xzk) H LBy (xm)
i=1 kt2<i<n—k<j<n—1
Ceci nous donne:
i=k
Zo,(—u)rexpX =z H xg,, (Cik (T, u) + @ik H xg,; (Tij)-
i=1 k+2<i<n—k<j<n—1

D’ou, par dérivation:

i=k 9
warl(onk)'f = Z bzk()ﬁfk
=1 ?

En utilisant la définition de ¢p11 et (25), on en déduit (29).
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2) Soit i,1 < i < k — 1. Posons: v;(u) = x4, (u)x_q, _,(u). On constate que
v;(u) € By k... En reprenant les notations précédentes, on peut écrire, pour Y € uy:

T, _;(—w)zexpY = zxqy, (u)v;(—u)expY

s=n—k
= 2Ta, (u) H T3, iy (Ysn—i—1 + UYs n—i). H 23, (Ysj)-vi(—u).
s=k+1 k+1<s<n—k
n—k<j<n—1
jAEn—i—1
D’ou, par dérivation:
s=n—k 9
(bk(X—ozn,i) = ani + Z ys,n—iai-
Ys,n—i—1

s=k+1

En suivant le méme type de calculs, on aboutit a la formule:

=n—*k
0 i 0
Vir1(X—a,_,) = ani — Tit1,k Oz + Z xs,nfiax%~
ik s—kt+2 s,n—i—1

On utilise ensuite la définition de ¢41 et (28) pour en déduire (30). A 'aide de
calculs analogues et de (25), (26), (27) et (28), on démontre de méme (31), (32), (33)
et (34).

2éme cas. On suppose maintenant que n = 2p et on envisage le cas de l'orbite
Op.e.

o Cette fois, la représentation 7, dépend du choix d’'un parametre § € D, ./,
ensemble défini par (13) on va utiliser les sous-groupes paraboliques P,_1 et P,.
On rappelle que la forme f, est de type unipotent, ce qui n’est pas le cas de f,_1,
et I'on considere tout d’abord la représentation suivante:

Tpp = Xper @1@Sp e T pe
avec
bppe = tpe + My
On pose:
up=(Xp,, 1, 1<i<p-1)®(Xg,,,,,p+1<j<2p-1),
Sp=TQp-1D RH% D up.

1
s, est une sous-algebre de p, supplémentaire de b, , . et de dimension - dim O, ..

On note 'H,, 'espace de Hilbert de la représentation induite 7, , et on considere la
variété réelle X, g = Rg p—1 X R™ x u,, X, sa complexifiée. Soit j, : X, g — P,
I’application définie par:

Vo € Rgpo1, Yt € RT*, VY €uy, jiy(2,t,Y) = z.expY exp—IntH,,.

On considére ensuite I'espace de Hilbert E, = L*(X, g) et on définit 'application
ip : Hp — E, par:

W(2,t,Y) € Rop1 x RT xup,, Vf € Hy, jp(f)(@,t,Y) =277 f 0 jy(,8,Y).

On constate qu’avec un bon choix de mesures j, est une isométrie. Par transport
de structure, on réalise 7, , dans I'espace £, et on a encore: E° C C*°(X,r). On
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utilise les arguments développés dans le premier cas et le théoreme 5.1. de [16] pour
définir un morphisme d’algebres ¢, : U(p,) — D(X,) tel que:
(35) Vfe By, YaeU(py) mpp(a).f = dpla).f.

e Considérons maintenant la représentation:

j— PP
Tp—1p = IndBp,l,p,6 0@1® Sy 1peTp1pe

avec
bp—1pe = t/pfl,p,s + “pp—1(Xpe) +1np1,
U e =sla(ap) ®sly 1(Xay, + Xoany 1r- o Xap o + Xoa,00),
“Ppp1(Xpe) = <X—6pj7p <j<2p-1).
On pose:

up—l = <Xﬁp,jvp+ 1 SJ S 2p7 1> D <Xﬂp+1,jap+ 1 S] S 2}7* 1>,
Sp—1 =TQp—1 DUp_1.
Sp—1 est une sous-algebre de p,_; supplémentaire de b,_; ,.. On note H; ),

I’espace de Hilbert de la représentation induite 7,1, et V5 I'espace de 6.
On sait qu’il existe un opérateur unitaire ¢5 : Vs — L*(RT*) permettant de

réaliser, dans l'espace L?(RT*), la restriction de toute série discrete de SLa(ay) &
son sous-groupe de Borel (pour cela, on peut se référer par exemple & [I7], para-
graphe 3.6). En particulier, on a les formules suivantes:

Vf e L2(R™),6(expuH,,).f(t) = e2.f(te"),

d(expuXy,).f(t) = mimeut? J@).
On considere la variété réelle X, 1 g = Rg p—1 X RT* x up_1,Xp_1 sa complexifiée.
Soit Ep_l = L2(Xp_17R).

En utilisant 'opérateur ¢s, on peut donc définir une isométrie j,_; de Hs, sur
E,_1, donnée par:

VeERG p-1, VX Eup_1, VEERT* VfEHs,, ip—1(f)(x,t, X)=0s(f(zexp X))(t).

Par transport de structure, on réalise m,_1,, dans Ej,_; et on a encore: E°; C
C*(X,—1,8). On peut ainsi définir un morphisme d’algebres ¢,—1 : U(pp—1) —

D(X,_1) tel que:

(37) Vfe B3, Yae U(pp,l),wgilyp(a).f =1p_1(a).f.
e Comme précedemment, on met en dualité les espaces u, et u,_; par une

transformation de Fourier F, ,—1 qui se définit selon une formule analogue & (23),
soit:

(38) VY € 1y, Fyp1(9)(Y) = / H(X)e2im I (XYD g x
u

p—1

(36)

On a également des formules analogues a (25), (26) (27) et (28), que l'on notera,
sans les reproduire ici, (25’), (26°), (27’) et (28’). Cette transformation se prolonge
en un morphisme d’algebres de D(X,_1) dans D(X,,) et on pose enfin:

¢p—1 = fp,p—l o wp—b

¢p—1 est un morphisme d’algebres de U(pp—1) dans D(X,) et il est clair, d’apres
(35) et (36), que ker ¢p_1 = I p_1p, ker ¢p = I p p.
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e On peut décrire de maniere totalement analogue la représentation m, 541, la
variété X, 1, le morphisme 1,1, la transformation de Fourier F, ,41 qui relie
D(Xp41) et D(X,) et, enfin, le morphisme ¢p11, tel que: ker ¢pi1 = I pi1 p.

e Il reste a prouver que les restrictions des ¢; aux intersections deux a deux
coincident. Comme dans le cas précédent, nous nous contenterons de faire les
vérifications pour les morphismes (¢,—_1, ¢p). Il est facile de constater, compte-tenu
de la définition des espaces de réalisation considérés, que les calculs donnant ¢,(Z)
ou ¢,_1(Z) sont les mémes que dans le premier cas, en remplacant k par p—1, sauf
pour Z = Hg,,, Xq,.

On identifie 'espace u, & R??~2 & I’aide de D’application:

Y — ((Wip-1)1<isp—1: (Wp+1.5)pr1<i<ap—1)-
On identifiera de la méme maniere u, 1 & R?~2. On introduit, d’autre part, la
forme quadratique sur R x R?=2, Q, _(t,Y) = et* — Z Yip—1Yp+1.j- O
1+j=2p

Lemme 6.7. On a les formules suivantes:
¢p(Hap) = Qspfl(Hozp)

(39) i=p—1 j=2p—1 9
—-).Id 4 t—.
=(p + Z Yip-15— ayz + Z Ypo+1lig — 8yp + ot

»l Jj=p+1

(40) bp(Xa,) = Op-1(Xa,) = inQp . Id

Preuve. 11 s’agit encore de calculs essentiellement techniques, on reproduira seule-
ment ceux qui justifient (39), pour ¢, et ¢,_1.

On considere I'expression: hq,(e™").x.exp Y.hq, (1), pour € Rgp-1,Y € uy,
t € RT™. On obtient:

ha,(e7").w.expY.hq, (1) = 2. exp(e"Y).hq, (te™").

En tenant compte de la définition de l'opérateur j, et par dérivation, on aboutit &
la formule souhaitée pour 'opérateur ¢,(H.,, ).
Soit X € u,_1. On écrit exp X sous la forme suivante:

j=2p—1 j=2p—1
exXp X - H xﬁp j xpg H xﬁp+l J (prrLJ)
Jj=p+1 Jj=p+1

Un calcul identique au précédent nous donne:

J=2p-1 j=2p—1
ha,(e7").w.expX =z H zg, (zp e ). H 25, (Tpyr1,je")ha, (7).
j=p+1 j=p+1

Sil’on tient compte maintenant de la définition de 'opérateur j,_; et de son inverse,
en utilisant (36) et par dérivation, on aboutit a:

j=2p—1 j=2p—1 9 9 1
Yp—1( -y Tpigy T > Tpljg—— Tlg +51d
j=p+1 R pHLj

On utilise ensuite la transformée de Fourier F,, ,_1 et la formule (27"). On en déduit
le résultat souhaité pour ¢,_1(Hy,).

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



498 HERVE SABOURIN

3eéme cas. On suppose enfin que n = 2p + 1 et on envisage le cas de l'orbite
maximale O,,. La représentation 7, est alors déterminée a partir du parametre p_;
défini dans le paragraphe 5.5.
e On considere tout d’abord la représentation:
— PP
Tpp = IndBp,p Xp,~1 ®1® 5p Ty,
avec
bpp =t + “Pp(Xp) +1p,
upP(XP> = <X*ﬁp+1,j’p+ 1<j5< 2p>'
On note:
u, =(Xg,,_ ,1<i<p-1)®<(Xp,,,,, p+2<7j<2p)
©(Xp,,0,,p+2 <5 < 2p),
0, = (H X

Qp+17 a,,+1>,
Sp =TQp—1DUp DUy,

1
Alors, s, est une sous-algebre de p,, supplémentaire de by, ,,, de dimension 3 dim O,,.

On note encore H, ’espace de Hilbert de la représentation induite 7, , et on
considere la variété réelle X, g = Rg p—1 X R* X R x u,,X,, sa complexifiée. Soit
Jp : X, — P, l'application définie par: Vo € Rg -1, V(t,a) € R* xR, VY € u,,

. 14
Jp(z,t,a,Y) = z.expY exp aXapraer';‘ expIn|t|H,,,,-

On définit ensuite, comme dans le cas précédent, ’espace de Hilbert E, =
L?*(X,r), puis Papplication j, : H, — E, par: j, = f o jp.

On constate que, pour un bon choix des mesures, j, est une isométrie. Par
transport de structure, on réalise m,, dans l'espace E, et on a encore: EJ° C
C*(X,r). On peut ainsi définir un morphisme d’algebres ¢, : U(p,) — D(X,)
tel que:

(41) VS € B, Va € Upy), 75 (a).f = 6p(a).f.
e Venons-en maintenant a la représentation:
P,
Tp—1,p = Inde;_ll,p P-i ®1®Sp_1pTp1,p
avec
bp—1p = t;fl,p + “pp-1(Xp) +1p—1,
t;a—l,p = slz(ap, apr1) ® slp—1(Xay + Xoasprs 5 Xapoy + Xoapya)
®<H04p - Hap+1>7
upp—l(XP) = <X—ﬁp+1,j7p+ I<j< 2p> @ <X—ﬁp,jap <j< 2p>
@ <Xﬁi,p—1 + X*ﬁp+2,2p+1—i7 1<i<p- 1>

On rappelle également que le parametre p_; est celui donné par le théoreme
5.7. et correspond a l'unique représentation minimale de sl3 associée au parametre
d’admissibilité ¢_; de 'orbite minimale. On note, ensuite:

Up—1 = <Xﬁp,j’p+2 <7< 2p> D <Xﬁp+1,j7p+2 <j< 2p>
® <Xﬂp+2,j7p+2 S ] S 2p>7

Sp-1=TQp-1DUp—1
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Alors, s,_1 est une sous-algebre de p,_; supplémentaire de b,_1 .
On considere, dans un premier temps, la représentation minimale p_; de

SL3(cyp, pt1). On en donne un espace de réalisation, selon des arguments dével-
oppés par P. Torasso dans [21]. Pour cela, on considére le sous-groupe parabolique
Sp, associé a la racine a,,. On sait, alors, que la restriction de p_; a S, est une
représentation induite d’'un sous-groupe de S, dont ’algebre de Lie est une sous-
algebre de type fortement unipotent relativement a 'orbite S,. X 4, On note
V, l'espace de cette représentation induite.

On définit, comme précedemment, ’application j, : R* x R — S, par:

—Oopg1”

. 1_
ip(t,a) = expaXa,,, Wa,,; -expln|t|Hq,,, .

Cette application induit une isométrie ¢, : V, — L?(R* xR) qui permet de réaliser
p—i, par transport de structure, dans Pespace de Hilbert L?(R* x R).

Soit ‘H,,, 'espace de Hilbert de la représentation induite m,_1,,. On considere
la variété réelle X,_1 g = Rgp—1 X R* x R x u,_1 et X,_; sa complexifiée. Soit
E, 1= Lz(Xp,LR). On définit 'application j,—1 : H,, — Ep—1 par:

Vfe Hp,pa V(x,t,a,X) S Xp—l,Rvjp—l(f)($7t7aaX) = ¢P(f(xeXpX))(t’a)'

On a encore l'inclusion: Ep°; C C*°(X,,_1) et on peut ainsi définir un morphisme

d’algebres ¢,_1 : U(pp—1) — D(X,_1) tel que:
(42) Ve B2 ,YaeU(pp-1), 7,21 (a).f =p1(a).f.

e On définit de maniere totalement analogue la représentation mp, ,11, la variété
Xp+1 et le morphisme 9p,41.

e Comme dans les cas précédents, il existe des transformations de Fourier ), ,,_1,
Fpp+1, définies par une formule analogue a (23) ou (38), qui mettent respective-
ment en dualité les espaces u, et u,_1, u, et u, 1. Ces opérateurs se prolongent
respectivement en des morphismes d’algebres F, ,—1 : D(X,_1) — D(X,,), Fp pt1 -
D(Xp41) — D(X,) et on pose, enfin: ¢p,_1 = Fpp—1 0Up—1, Ppt1 = Fpp+1° Vpt1-
On obtient ainsi des morphismes d’algebres ¢p—1 : U(pp—1) — D(X,), épt1 :
U(ppt1) — D(X,) et il est clair que:

ker ¢p1 = Inp-1p, kerdp = Inpp, kergpiy = I py1p.

e Il reste & prouver que les restrictions des ¢; aux intersections deux a deux
coincident. On procede comme dans les cas précédents. Considérons, par exemple,
les morphismes (¢p—1, ¢p). Compte-tenu des définitions et par analogie avec le cas
précédent, il suffit de prouver que:

¢:D(Z) = ¢P—1(Z)’ VZ € <Xap+1 ) X—Otp+1 s Hap+1 ) onpa X—ozpa Hap>-
Or, ceci se vérifie sans difficultés, en tenant compte des choix faits dans les définitions

de E°, B2 et de l'espace de réalisation de p_;.

On procede de la méme facon pour les morphismes (¢p—1, ¢pt1) ou (dp, dpy1).

Théoréme 6.8. Soit (k,e) € I,,. Soit m € Ri. Alors:
GK dimwk = dim Ok,s-

Ainsi, la représentation m, est GK -associée a Uorbite Oy c.
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Preuve. D’apres la proposition 6.5, on dispose des morphismes d’algebres ¢; :
U(pl) I D(Xk)a¢] : U(pj) - ]D)(Xk),(l,]) € {k - 17kak + 1} ou (Zaj) S
{k,k+ 1,k + 2} tels que:

(@) 10(i) = (@)U (pss)-
D’apres la proposition 6.1 et le corollaire 6.2, 'algebre D(Xj) est solution du
probléme universel pour la somme amalgamée des U(p;),7 € {k — 1,k k + 1} ou
i€ {k,k+1,k+2} et il existe donc un morphisme d’algebres ¢ : U(g) — D(Xy)
tel que:
S =60, i € {k— 1k k+1} owi € {kk+1,k+2}.

Soit E}, I'espace de la représentation . En utilisant (21), (22), (35), (37), (41) et
(42), on peut écrire:

Vfe B, YaeU(p;),i € {k—1,k,k+1} oui € {k,k+1,k+2}, 7°(a).f = ¢i(a).f.

Comme g est engendrée par les paraboliques p;,i € {k — 1,k,k+ 1} oui € {k,k +
1,k + 2}, on en déduit que:

Vf € Ey, VaeU(g),m(a).f = ¢(a).f.
Il s’en suit que ¢ induit un morphisme injectif ¢ : (U(g)/ ker 75°) — D(Xg).
Ceci implique que:
GK dim Tk < GK dlmD(Xk)
Or, selon des résultats classiques applicables & la variété affine X, (voir, par exem-
ple, [20]), on sait que:

GK dim D(Xk) = 2d1ka = dim Ok,e~

Ceci implique l'inégalité: GK dimm, < dimOy.. L’égalité souhaitée est alors
conséquence de (20). O

7. REPRESENTATIONS GK-ASSOCIEES ET REPRESENTATIONS ASSOCIEES

La méthode des orbites consiste a “associer”, selon un sens qui sera rappelé
ultérieurement, le dual unitaire de G et ’ensemble des G-orbites nilpotentes coad-
jointes. Le but de ce paragraphe est donc de montrer que, pour tout entier k, la
représentation 7 est “associée” a O ..

7.1. Placons-nous a nouveau dans le cadre général suivant:

Soit G un groupe de Lie réel simple connexe, simplement connexe et quasi-
déployé, d’algebre de Lie g, gc la complexifiée de g, G¢ un groupe de Lie complexe
simplement connexe d’algebre de Lie gc, U(g) 1'algébre enveloppante de gc et S(g)
son algebre symétrique. On suppose choisie une sous-algebre de Borel b de g et
on note bc sa complexifiée. Soit B le sous-groupe de Borel de G, d’algebre de
Lie b. Considérons maintenant une représentation unitaire irréductible = de G,
7p sa restriction & B. On note I, ¢ l'annulateur infinitésimal de = dans Ul(g),
I. B = I. ¢ NU(b) Pannulateur infinitésimal de m5. Soit, enfin, Gr : U(g) — S(g)
Papplication canonique usuelle qui envoie U(g) sur son gradué S(g). On introduit
de méme lapplication Gr : U(b) — S(b).

On pose: Jr o = Gr(lxq), =, = Gr(Izg) = Jxc N S(b). Soit V(Jzq) la
variété des zéros dans g¢ de Jr . Si I p est un idéal primitif de U(b), on sait
définir un idéal de S(b), noté jm B, image de I p par l'inverse de I’application de
Dixmier. Nous reviendrons précisément sur ce point dans 7.2.
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La notion de représentation associée a une G-orbite réelle est, selon la termi-

nologie usuelle de la méthode des orbites, celle qui est rappelée dans la définition
suivante:

Définition 7.1. Soit O une G-orbite coadjointe nilpotente dans g* et O¢ sa com-
plexifiée. 7 est dite associée a O si:

V(Jrc) = Oc.
On rappelle que cette condition est seulement nécessaire pour définir la notion
de représentation associée et qu’il existe en fait une notion plus fine introduite par
R. Howe, [12], et évoquée dans l'introduction.
On rappelle aussi que, d’apres [I], il existe une G¢-orbite adjointe nilpotente O,
dans gc telle que:

V(Jr.c) = Or.
Nous allons commencer par démontrer le résultat suivant:

Théoréme 7.1. On suppose que la représentation w satisfait auz trois hypotheéses
sutvantes:

(1) La représentation wp est irréductible.

(2) LVidéal J p est un idéal gradué de S(b).

(3) GK dim7 = GK dim7p = GK dim(S(b)/Jx.5).

Alors, la Ge-orbite Oy contient une Bce-orbite ouverte.

7.2. La démonstration du théoreme 7.1 repose fortement sur un résultat de J.Y.
Charbonnel, donné dans [4], concernant les idéaux primitifs d’une algébre de Lie
completement résoluble. Pour simplifier, et puisque nous appliquerons ce qui va
suivre a la sous-algebre de Borel introduite précedemment, nous noterons b une
telle algebre de Lie et nous la supposerons algébrique de radical unipotent n.

Soit A(b) 'algebre des opérateurs différentiels sur b a coefficients polynémiaux,
5 (6%) algebre des séries formelles sur b, A(b) l’algebre des opérateurs différentiels
sur b a coeflicients séries formelles, Fy le sous-Q-espace vectoriel de b* engendré par
les poids de la représentation adjointe de b, c’est-a-dire ’espace des Q-combinaisons
linéaires des racines considérées comme fonctionnelles linéaires sur b/n, S (Ep) le
sous-anneau fermé de A\(b) engendré par Fy. Soit, enfin, ]3([1) la sous-algebre de
A(b) engendrée par A(b) et g(Eb)

On utilise pour ]3([1) la filtration induite par la filtration naturelle définie sur
A(b) et on considere le gradué associé qui s’identifie & S(Ey).S(6*)® S(b). Si L est
un idéal & gauche de P(b), on note Gr(L) I'idéal correspondant dans S(Ey).S(6*) @
S(b).

Dans [7], J. Dixmier introduit les opérateurs Ly, Rp et Wy définis de la maniére
suivante; on considere les deux séries entieres:

1 —exp(— Z oT7, eXP Z et
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1 1
On vérifie que: by = co = 1,b; = 5’01 = _E’br = ¢p, V1 > 2, bg11 = 0. Pour tout
x € b, on pose:

Yy € b, Ly(z)(y) = ZbT(ad y)" .,
r>0

Ro(2)(y) = _ crlad y) .z,

r>0
Wi (2)(y) = Lo (2)(y) — Ro(2)(y) = [y, z].

L’application Ly est un homomorphisme d’algebres de Lie de b dans 'algebre
de Lie sous-jacente a /Al(b) On peut prolonger Ly de maniere canonique en un
homomorphisme de U(b) dans A(b).

Soit (e1,...,e,) une base de b, (ef,...,e) la base duale dans b*. J.Dixmier,
dans [7], lemme 7.3, donne une expression des champs de vecteurs L, & partir des
bases précédentes:

Lemme 7.2. Soit u =3}, <, A€’ ... e5" un élément de Upy(b) ou les Ao sont

des nombres complexes. Alors, on a:

Ly(u) = Z Aa€lt . oeom + Z wge’fl P4 Z wyie]t .. ey We(e;)

le|=p 181<p [v[<p,1<i<n
ot les g, w~ ; sont des éléments de S(b*).

Dans [6], J. Dixmier introduit une application dite “application de Dixmier “ et
notée Dixp qui, & chaque idéal premier be-invariant J de S(b), associe un idéal pre-
mier Dixy(J) de U(b). En fait, lorsqu’il est primitif, Dixg(J) se réalise comme
I’annulateur d’une représentation induite de b a partir d’une polarisation d’un
élément f de b* et J n’est autre que l'idéal de l'orbite Bg.f. Cette orbite sera
appelée “I'orbite de Dixmier” de Dixgy(J).

L’application Dixy est une bijection de I’ensemble des idéaux premiers be-invari-
ants de S(b) sur U'ensemble des idéaux premiers de U(b). On notera (3, son appli-
cation inverse. N

Si I est un idéal de U(b), on note enfin ¢, (I) I'idéal & gauche de P(b) engendré
par Ly (I) et Wy(n). On a alors le résultat suivant, donné dans [4], corollaire 5.8:

Théoréme 7.3. Soit I un idéal primitif de U(b) et J = Bo(I). Alors, on a

Uinclusion suivante:
VGr(J) € Gr(e(I)).
On note ¢ le morphisme surjectif canonique d’algebres de A\(b) sur S(b) défini

de la maniere suivante: Soit u € A(b),u = D laj<p Palt .. enn, avec @, € S(g"),
pour tout n-uplet a. Alors,
o(u) = Z 0o (0)eft .. eom.
lel<p
Comme Wy (e;) = e} .¢;, il sen suit que: Vi, 1 <1i <n,p(Wy(e;)) = 0.
Drautre part, soit u =3}, <, Aa€]" ... €5" € Up(b). A l'aide du lemme 7.2 on
peut donc écrire:

G(Lo(w) = Y Aaeft...e0m+ > p(0)eft .. eom.

la|=p 1Bl<p
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De ceci on déduit que, si Gr(¢) désigne I'application graduée correspondante, alors
on a:

Yu € U(b), Gr(¢)(Gr(Lp(u))) = Gr(u).
Ceci implique que, pour tout idéal I de U(b):
Gr(9)(Gr(ve(1))) € Gr(I).
Soit I un idéal primitif de U(b), J = Bp(I). On sait, d’apres le théoreme 7.3, que
Gr(J) C Gr(¢p(I)). Comme, d’autre part, /Gr(J) est un idéal de S(b), il s’en
suit que Gr(¢)(1/Gr(J)) = \/Gr(J). D’olt:

VGr(J) c Gr(I).

Ainsi, on obtient:

Corollaire 7.4. Soit I un idéal primitif de U(b) et J = Bo(I). Alors, on a:

VGr(J) c Gr(I).

7.3. Preuve du théoréme 7.1. Supposons donnée une représentation unitaire
irréductible 7 de G vérifiant les hypotheses du théoreme 7.1. La représentation mg
est irréductible, l'idéal I p est donc primitif et comme, d’aprés 'hypothese (2) du
théoreme 7.1, jﬂ’B est gradué dans S(b), on a, d’apres le corollaire 7.4:

\/ jﬂ-)B C GT(I,T7B).

Soit O p la Bc-orbite de Dixmier de I'idéal primitif I g. On sait que jﬂ,B est
I'idéal de O, g. Comme Oy p est une sous-variété irréductible de b il s’en suit que
Jr,B est un idéal premier, ce qui implique:

Jrp C Gr(Iz p).

D’apres 'hypothese (3) du théoréme 7.1, on sait que les idéaux jW,B et Gr(I: )
ont méme dimension de Gelfand-Kirillov ou encore que:

GK dim(S(b)/Jr.5) = GK dim(S(b)/Gr (I, p)).

Comme J, p est premier, 'inclusion précédente et le corollaire 3.6 de [2] permettent
alors d’affirmer que:

(43) Jep =Gr(lz ) = Jxp.

Soit p @ g¢ — bg l'application “restriction” et p* : S(b) — S(g) le comor-
phisme de p, identifiant S(b) & une sous-algebre de S(g).

Via la forme de Killing, on peut donc définir un morphisme dominant, noté
encore i, de O sur la sous-variété fermée (1(O,) de bf.. On désigne respectivement

par R(O,), R(u(O)) et R(O, ) les algebres de fonctions sur les variétés affines
correspondantes.

Jr.c est lidéal, dans S(g), de la variété O, et il est facile d’en déduire que,
moyennant l'identification précédente, Jr p est l'idéal, dans S(b), de la variété
11(Ox).

Il existe un morphisme canonique surjectif de S(b) sur R(1(O)) qui, & chaque
polynéme P sur g¢, fait correspondre la restriction de P & (1(O5), considérée comme
sous-variété de bg. De ce qui précede on déduit un isomorphisme d’algebres I :

S(b)/Jr.5 — R(1(Ox)).
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Il existe aussi un morphisme surjectif canonique de S(b) sur R(O, ) qui, & tout
polynéme P sur by, fait correspondre la restriction de P a O, p et ce morphisme

induit un isomorphisme d’algebres de S(b)/fmg sur R(m). Comme j;;g =Jr.B,
On déduit de tout ceci 'existence d'un isomorphisme d’algebres o* : R(u(Or)) —
R(Ox ). On constate, de plus, que cet isomorphisme est Be-équivariant. Suivant
des résultats bien connus de géométrie algébrique, (voir, par exemple, [11], corollaire
3.7), on sait qu’il existe un isomorphisme de variétés o : O, g — p(O,) dont o*
est le comorphisme.

Il est facile de vérifier, en outre, que cet isomorphisme est B¢-équivariant. En
effet, soit w € O, p,b € B¢ et supposons que o(b.u) # b.o(u). 1l existe alors f €
R(1(0Oy)) tel que: f(o(b.u)) # f(b.o(u)), ce qui revient & dire que b=1.o*(f)(u) #
o*(b71.f)(u). Ceci contredit alors la Bc-équivariance de o*. On obtient ainsi
un morphisme de variétés § = ol opu : Or — Oy p qui est dominant et Bc-
équivariant.

De I'hypothese (3) du théoréme 7.1, on déduit que: dim O, = dim O, g. D’autre
part, l'orbite O, est une réunion de Bg-orbites. Supposons que chaque Bg-orbite
dans O, soit de dimension strictement inférieure a dim O,.. Soit O une telle orbite.
Comme 6 est Bg-équivariant, il s’en suit que 6(O) est une Bc -orbite dans TB’
de dimension strictement inférieure & dim O, 5. D’ow: 6(0) C Or 5\Ox 5. Ceci
est vrai pour toute Bg-orbite O dans O,. On a, ainsi:

6(0x) C 07 5\Ox 5.

Comme Oy p est ouvert dans O, g, cela contredit le fait que le morphisme 6 est
dominant. Ainsi, O, possede une Bc-orbite de dimension dim O, ce qui finit de
démontrer le théoreme 7.1.

7.4. On va maintenant appliquer le théoreme 7.1 au cas des représentations my,
construites précédemment. On reprend les notations des paragraphes 3, 4, 5 et 6.
Soit (k,e) € I,,mk € Ry, Ir ) annulateur infinitésimal de m, dans U(g) et
Jr e = Gr(Iy ) 'idéal correspondant dans S(g). On désigne par Oy ¢ la Ge-orbite
telle que:
V(Jr k) = Okc-

- D’apres la proposition 5.4, la restriction 7 g de 7, & B est irréductible.

- Soit by = K(Xke,.) la restriction & b* de la forme linéaire associée & X .
par la forme de Killing sur g. I p est 'annulateur infinitésimal de 7 p et il
résulte de la construction de 7 g que cet idéal est exactement celui qui correspond
a Vorbite Oy k. g = Bc.bi,. par la correspondance de Dixmier (voir [6], chapitre 6).
Soit jﬂ,;@B I'idéal de O ., p. Comme dim O, j p = dim Oy ¢, il s’en suit que:

GK dim7), = GK dim (S(0)/Jxx.5)-

- En reprenant les arguments de 6.2. et en utilisant notamment la proposition
6.3. on montre également que:

GKdimW]“B = diHlO[.c78 = GKdimwk.

- On sait, enfin, que by, . est définie par un élément nilpotent de g. Ceci implique
facilement que 'orbite O, ; p est un cone et, donc, que son idéal J ;. p est gradué.
Ainsi, les trois hypotheses du théoréeme 7.1 sont satisfaites et on obtient:
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Proposition 7.5. Soit (k,e) € L,, 7 un élément de Ry. Alors, la Gg-orbite
associée a m contient une Bg-orbite dense.

On sait maintenant que, dans sl,,(C), il n’existe qu'une seule orbite nilpotente
sphérique de dimension donnée. La proposition 7.5 et le théoreme 6.8 impliquent
finalement le résultat suivant:

Théoréme 7.6. Soit (k,e) € I,,,m, € Ri. Alors, la représentation 7y est associée
a Uorbite Oy c.
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