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GROUPE DE HEISENBERG ET REALITE

P. DELIGNE

1. Soit H le groupe de Heisenberg complexe, extension de c? par C*. 1l
admet des coordonnées (x, y, 4), la loi de groupe étant donnée par

(L) x,y, WY, ) =+ X v+, Al exp(ri(xy’ - xy))).
L’involution
(1'2) T:(x9y9j')'_>(_x>_yaj')'

est un automorphisme de H .

Le systeme de coordonnées x, y, A: H — C*xC* met en évidence la section
sz{l} de la projection de H sur C*. Sur cette section (sz{l} ,1(g)=g"".
Chaque droite D C c?a pour relévement par cette section un sous-groupe a un
parametre de H, qu’on notera encore D. Le commutateur (u, v) = wou o~}
de deux éléments u = (u,, u,) et v = (v, v,) de C? est exp(2ni(u, v)) € C*
avec

(1.3) (U, v) = uv, — u,v,.

Soit Hy la forme réelle: x,y € R, |A] = 1. Le groupe SL(2, C) agit sur H
et SL(2, R) agit sur H,, identifié ensemblistement a REx U'.

On sait (théoréme de Stone-von Neumann [2]) que Hp admet une unique
représentation unitaire irréductible ¥ pour laquelle A € U ! agit par multipli-
cation par A. Dans le modele de Schrodingerde V' ,ona V = L? (R) et l’action
de Hp est:

(x,0,1): f(z) = f(z +x)
0.y, 1): f(z) = ™ f(2).
De l'unicité de V' on déduit une action projective unitaire de SL(2, R) sur V',
compatible a 'action de SL(2, R) sur Hy (A. Weil [3], D. Shale [1]).

Pour I'action de Hy sur V ~ LZ(]R) , les vecteurs C™ i.e.les v € V tels que
h— hv soit C* en h e Hp , forment ’espace de Schwartz & des fonctions

C™ a décroissance rapide sur R. Les vecteurs holomorphes, i.e. les v € V
tels que # — hv se prolonge en une application holomorphe de H dans V,

(1.4)
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198 P. DELIGNE

sont les fonctions L sur R se prolongeant en une fonction holomorphe sur C
telle que, dans toute bande horizontale |Imz| < 4, on ait pour tout 4, € R

|/(2)] < O(exp(—4,|z])).

Le groupe complexe H agit sur ’espace V8l des vecteurs holomorphes par les
formules (1.4). _

On ne dispose pas pour I’action holomorphe de H sur vl de la méme
unicité que pour l'action unitaire de Hp sur V. Sinon, ’action projective
de SL(2, R) sur V se prolongerait en une action projective de SL(2, C) sur
prhol , cette action se reléverait en une vraie action de SL(2, C), car SL(2, C)
est simplement connexe, et I’action projective de SL(2, R) se reléverait en une
vraie action. Ce n’est pas le cas: seul le revétement double de SL(2, R) agit.

Notre but est d’expliciter ce qui se passe.

2. Soit § = lP’l((C) I’espace des droites de C*. Pour De S , relevé dans H
comme au n°1 , soit W), I'espace des fonctions holomorphes sur H vérifiant
¢(Adh) = Ap(h)
pour A€ C", d € D, muni de 'actionde H: g: ¢(h) — p(hg). Pour E# D,

la restriction 2 E est une bijection
(2.1 rg: Wy 5O (E),

@ (E) étant I’espace des fonctions holomorphes sur E.
Si R est une représentation holomorphe de H , sur laquelle chaque A € C*
agit par A, et @ une forme linéaire D-invariante sur R,

(2.2) w — w(hw)
est un morphisme de R dans W, .

3. Exemple. Soient comme aux nol, 2 V la représentation unitaire irréduc-
tible de Hp, % C V D’espace de ses vecteurs C*™ et soit ¥ O V le dual
de l’espace des vecteurs C™ de la représentation duale (dans le modéle de
Schrodinger: I’espace des distributions tempérées).

Soit D, € S la droite engendrée par (—¢, 1). Si Im¢ > 0, la forme linéaire,
écrite dans le modele de Schrodinger,

1 .
W, f— —— /f(x)exp(-—mxz/t)dx
Vit/i Jr
est définie sur V', et méme sur % . La forme w, est un vecteur holomorphe
du dual de V', fixe par D,. En terme du générateur infinitésimal —19, + 2mix
de D,, I'invariance s’écrit

/ [(—18, + 2mix)f(x)] - exp(—mix”/t)dx
R

= / f(x)- (10, + 27tix)exp(-nix2/t)dx =0.
R
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GROUPE DE HEISENBERG ET REALITE 199

Par (2.2), w, définit
Q,: phel W,

t

qui se prolonge 2 ¥ et méme a %’ . Soit E l'axe des x. L’application
rgQ,: V. — @(E) envoie f €V sur

flx, 1) =rgQ,(f) (Im¢ > 0)

solution de ’équation de la chaleur
1 2
<3t - 4—m6x> f(x, t) =0.
Pour ¢ réel, la forme w, reste définie sur ¥ C V. Pour ¢ = 0, Cest

f+— f(0). Pour t = oo, c’est [ f(x)dx. L’homomorphime Q, reste défini

sur V™' Pour ¢ = 0, rgQ, est, dans le modele de Schrodinger, I'identité.

Supposons Im(¢) > 0. Soit D, la complexe conjuguée de D,. Dans la droite
affine S~ {D,}, le “demi-plan” {D,|Imu > 0} est un disque de centre D,.
L’application rp 0 Q,: V' — W, — & (D,) fournit le modele holomorphe de
V: l'action de H est donnée paf

deD,; f(x)~ f(x+d)
e € D,: f(x) exp(—2mi(e, x))f(x),

la structure hilbertienne ot (f, f) est I'intégrale de

f(d)f(d)” exp(2ni(d, d))
est invariante par Hy et rp oQ, identifie V' a I’espace des f de norme finie.
Pour d = (-iz, z), le facteur exp(2ni(d, d)) = commutateur de d et d est

exp(2ni(d, d)) = exp(2ni(t — D)|z|) .

4. Fixons E. Les isomorphimes r, (2.1) permettent de considérer les W),
(D # E) comme formant une famille de représentations de H opérant dans
I’espace fixe @(E), 'action de H dépendant holomorphiquement de D. Ex-
plicitons la dépendance en E de r,. Prenons des coordonnées comme au
n’1 ot E soit I'axe des x . Soient E' engendré par (1, u), D engendré par
(—t, 1). On prend x comme coordonnée sur E et E'. On a

(x", ux", 1) = (=tux", ux', 1)(x, 0, 1)(0, 0, A)

pour (1+tu)x' =x et A= exp(niuxx'), de sorte que rE,rIE1 envoye fp € G(E)
sur f € O(E') avec fu(x') = Afy(x):

(4.1) Iy <lf—m) = exp (l’i”;u x2> fp(x).

Cette formule est holomorphe en ¢: les W), forment un fibré holomorphe %7
(de dimension infinie) sur S, sur lequel H agit.
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200 P. DELIGNE

Pour comprendre (4.1), on peut noter que le point de £ de coordonnée x
a méme image dans c? /D que le point de E' de coordonnée x/1+ tu.

De (4.1) on déduit que la condition de croissance suivante sur v € W, est
indépendante des choix de E # D et de la coordonnée z sur E

(4.2) pour f = ry(v), 34 |f(2)| < Oexp(4]z[).

Soit W C W, défini par cette condition. Les Wy forment un sous-fibré
holomorphe 7° en représentations holomorphes de H du fibré 7.

5. Proposition. Soit T > 0 et considérons les conditions suivantes sur une
fonction entiere f:

(i); Il existe une fonction holomorphe g(z,t) (z € C, |t| < T) vérifiant
I’équation de la chaleur (0, - 822)g = 0, avec la condition initiale g(z,0) =
f(2); ,

(ii)7 |f(2)| < O(exp(|z|"/4T));

(i), [ f(z)f(2) exp(—|z|*/2T)|dz ndz| < 0.

Alors, si T < T,, chacune de (i)T, , (ii) T (iii)T1 implique chacune de (i),
(i), (iii).

Preuve. (i)T, = (ii); . L’équation de la chaleur reste vérifiée par les dérivées de
g et on a donc
0)"¢=9g,
622n+1 g= an(a g).

Puisque g(0, t) est holomorphe pour |t < T,,si T<T,<T,,onaen (0, 0)
|8t g/nll < O(I/Tz), d’out
02" ¢| < 0(n!/Ty)

2n+1

et une estimation analogue pour ;" g. La série de Taylor de f donne alors

£(2) <0 (Z o %ﬂzf”) .

L 2% < (2n)! < 2™
2n+1 (n)? ~

-2 1 Z 2n
ran<o( Yo Hr)
et cette somme est exp(]z|2 /4T) .
il),. = (i)... Il suffit de prendre g donné par le noyau de I’équation de la
T, T

chaleur:

Ona

d’olt

gz, 1) = /m fz+x) 2\}5 exp(—x/41) dx.
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GROUPE DE HEISENBERG ET REALITE 201

Changer v/ en —/f change l'orientation du cycle /7R et le signe de I'inté-
grand, de sorte que l’intégrale ne change pas. La condition (ii) assure la con-
vergence pour |¢| < T .

La relation entre (ii) et (iii) est claire: (ii) r, = (iii) et que (iii) T, = (ii) 1
se vérifie en écrivant f(z) comme moyenne de ses valeurs sur un disque de
centre z et de rayon 1/|z|, et en évaluant cette moyenne par Cauchy-Schwartz.

6. En hommage au théoréme de Stone-von Neumann, le fibré 7" sur S est,
projectivement, muni d’une connexion holomorphe pour laquelle ’action de H
est horizontale.

Précisons: “projectivement.” Sur la droite projective .S, on dispose du fais-
ceau inversible ample @& (1). Soit & (—1) son dual. Une racine carrée é’(—%) de
@(-1) est un faisceau inversible L muni d’un isomorphisme L% = @ (-1).
Localement, une telle racine carrée existe et, localement, deux racines carrées
sont isomorphes, mais I’isomorphisme n’est pas unique: ambiguité +1. Cette
ambiguité obstrue I’existence globale de @ —%) . Ce n’est pas sur 7, mais sur
¥ (1) =% ®&(-}) quon a une connexion:

(6.1) v 7 (- -7(-1H e

Noter que si @(-1)" et &(-1)" sont deux racines carrées de @(-1), et
v une connexion sur # ® &(-1)’, son transporté sur ¥ ® &(—1)" par
a:@(-1) 5 @(-1)" (un isomorphisme de racines carrées de &(—1)) ne
dépend pas du choix de a, qu’on ne peut changer localement que par une
constante +1. La notion de “connexion sur %'(—31)” est donc bien définie,
indépendamment de I’existence globale ou du choix de & (-3).

Soit D € S et ¢t un vecteur tangent en D. Pour s une section locale de
¥ (-1), il s°agit de définir v,s dans la fibre de #°(—1) en D. On procédera
comme suit: apres avoir fait un choix auxiliaire %, on définira v, s pour s
une section locale de 777, oude @ (—-%) . Cette dérivation v, dépend de u,
avec une dépendance en u de la forme

vy (8) =v,(s)+as(D),

a prenant des valeurs opposées pour 7 et pour & (——%): pour s =s§;5,, §;
section locale de 7 et s, de &(-1),

V,(8) :=V,(5,)5,(D) + 5,(D)V (5,)

est indépendant du choix de «.

Soit D € S : D est une droite de C2. Un vecteur tangent f en D € §
s’identifie 4 une application linéaire ¢t : D — CZ/D, i.e. a un élément de
(*/D)®* : a W' @ v’ € (C*/D)®* attacher #(d) = (u, d)v' pour u un quel-
conque représentant de u'. Notre donnée auxiliaire sera celle de #: D — C2
relevant ¢, i.e. d’'un relevementde ¢ a (CZ/D@»(C2 . Nous I'écrirons = ' ®u,
avec u € C* d’image «' dans C?/D.
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202 P. DELIGNE

L’espace tangent a I'origine de H est C®=C? x C. Pour z dans cet espace
tangent, soit J, le champ de vecteurs invariant a droite correspondant. On a

[6,,6,]==0,
ol figure a droite le crochet dans ’algébre de Lie de H. Pour x,y € c? ,
calculant [x, y] comme un commutateur infinitésimal, on en déduit que
(6.2) [d,, y] = -2mi(x, y)é0 0,1)°
Soit %, le quotient de ’algebre enveloppante de I’algebre de Lie des champs

de vecteurs invariants a droite par la relation 6(0’0’ = 1. Dans %, , on déduit
de (6.2) que, pour d € D,

o 1 _
(6.3) [47”. , Jd] ek 2-2niu, d)o, = (u, d)o, = d; .

Calculons au premier ordre autour de D. Pour el = 0, et p(g) dans W, :
0,0=0,0na

5 -5 I 5 0 52
asei(a) | 9(8) ey 9(8)] =203 9(8) + Oy |9(8) =

car J,(—0./4ni)p = —[—63/47zi,§d]¢: appliquer (6.3). Au premier ordre
autour de D, la fonction de g et D' définie par ¢(g, D + et) = p(g) +
e(—é,f /4ni)p(g) est donc une section du fibré % . Si ¢(g, D) est une section
locale de 7", ceci permet de définir la dérivée v, ¢ dans 7, par

(6.5) v,0=5,0(g, D) +(8,/4ni)p(g, D).
Calculons la dépendance de (6.5)en u. Si u est remplacé par u+x (x € D),
on a dans %,

(5u+x—(6 +(5) —5 +26,0,+[9,,6,]
= 5u +26,0, +2mi{u, x).
Pour p € V,,ona é, ¢ =0 et (6.6) se simplifie en

(6.6)

(6.7) 82 9 =0620+2mi(u, x)p,
d’ol
(6.8) 1/4ni 62, 9 = 1/4ni 619 + L(u, x)p.

Le choix de u permet aussi de définir la dérivée v, par rapport a ¢ d’une
section locale de @ (1). Une section de & (1) sur U C S est une fonction
homogeéne de degré 1 sur I'image inverse de U dans (Cz, et on dérive par
rapport 2 (u, d)u pour obtenir une fonction homogeéne de degré 1 sur D.

Quand on change u en u+ x,
\v/ (u+x,d)s,. s

=V, (s)+(u, x)s.

wrx(8) =
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GROUPE DE HEISENBERG ET REALITE 203

Cette dérivation en induit une sur &(—1/2), avec
-1/2 -3/2
V(s ) ==1/2v,(s)-s
et pour dépendance en u, s étant cette fois une section locale de @ (—%)
(6.9) Voix(8) = V,(8) = Hu, x)s.

Les dépendances en u de (6.8) et (6.9) se neutralisent pour fournir une dériva-
tion v, pour Z'(-1).

La connexion v étant définie en terme de champs de vecteurs invariants a
droite sur H, elle commute a ’action de H .

7. Explicitons la connexion du 7°6 en coordonnées. Choisissons des coor-
données comme au n°1 et soit E Iaxe des x. Sur S, @(1) admet une section
s ayant un zéro simple en E. Elle est unique a un facteur preés et trivialise (1)
sur S—E . Il existe donc une racine carrée & (—%) sur S—E , trivialisée par une
racine carrée s~/ de s”'. Par une telle trivialisation, la connexion cherchée
se transporte en une connexion sur le fibré 7Z”. Nous allons la calculer.

Soit D, la droite engendrée par (—¢, 1). Par rg (1.2), une section locale
de 7 s’identifie a une fonction f(z, t) holomorphe en z et ¢. Calculons sa
dérivée par rapport a ¢. Dans le n°6, on peut prendre pour

i: D, —» C*: (~tz, z) = (=1, 0)z; thisisd — —((1, 0), d)- (1, 0).

La dérivation correspondante de @(1) annule s, de sorte qu’on a simplement

(7.1) v.f=(8,-8/4ni)f
et les sections locales horizontales sont les solutions de I’équation de la chaleur
(7.2) (8, — 82/4mi)f = 0.

Du #°5, on déduit que par s € Wg (—%) il passe une section locale horizon-
tale de #°(~1). Cest automatiquement une section de #"°(—1). Elle existe
dans un voisinage de D d’autant plus grand que s est a croissance plus lente.
Noter qu’en dimension infinie une connexion ne définit pas nécessairement une
trivialisation locale, méme si par chaque point passe une section horizontale
locale.

La connexion Vv sur WO(—%) en définit une sur le fibré en espaces projectifs
correspondant ]P’(WO) =P(7 0(—%)) . Les sections locales horizontales sont les
images des sections horizontales non nulles de WO(—%) . Bien que la sphere S
soit simplement connexe, on a:

8. Surprise. Le fibré en espaces projectifs IP(WO) sur S n’a aucune section
horizontale globale.

L’argument du n°1 , permettrait de le prévoir: ’appliquer a la représentation
projective de SL(2, C) donnée par l’action de SL(2, C) sur ’espace projectif
des sections horizontales globales de ]P’(Wo) .
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204 P. DELIGNE

1*® preuve. Divisons S en deux hémisphéres S, et S, et choisissons Z(—3),

sur S;. Sur $;NS,, on dispose localement de a: &(—3%), — &(}),, défini au
signe prés, mais o ne peut étre défini globalement que sur le revétement double
du cercle $|NS, : monodromie —1. S’il existait des sections projectives globales
horizontales de P(V°), il existerait des sections horizontales f;, S, de ¥ 0(—%)
sur S| et S, qui, sur §, NS, coincideraient au signe prés. Sur S, NS,, ceci
permettrait de normaliser a: &(3), — &(-1), par a(f)) = f; » contredisant
Iinexistence de o sur §;NS,.

2tme preuve. Choisissons des coordonnées comme au #°1. Soit E I'axe des x
et D celui des y. Comme en n°2, identifions W, a I’espace des fonctions
entieres f(z). Soit f # 0 dans W),. Par la proposition, pour qu’il existe sur
S — E une section horizontale de P(WO) passant par [, il faut et il suffit que
f vérife la condition de croissance

(8.1) Ve > 0 |f(z)| < O(exp(e|z]%)).

Si E' est une autre droite, d’apres (4.1), ’existence d’une section horizontale
sur S — E' passant par f se traduit par une condition de croissance

(8.2) ¥e > 0 | f(z) exp(az’)| < O(exp(e|z|*)

avec a # 0 convenable.

Posons g(z) = f(z)exp(azz/Z). Par (8.1) et (8.2), |g(z)| est dominé par
un multiple tant de |exp(£|z|2 + azz/2)| que de |exp(s|z|2 - a22/2)| de sorte
que dans toutes les directions, sauf celles pour lesquelles az? est purement
imaginaire, g est a décroissance exponentielle quadratique. Dans toutes les
directions, on a uniformément une croissance au plus exponentielle quadratique.
Par Phragmen-Lindelof, g est a2 décroissance exponentielle quadratique dans
toutes les directions, donc est nulle, et f=0.

9. Dans les coordonnées du n°1, soit D, la droite engendrée par (—t¢, 1). Soit
d = (-tz, z). On a pour le commutateur de d et d

(d, d) = exp(-2ni(t - D)|z|") e C*
le commutateur est réel positif et
(d,d)>1<+=Im(t) > 0.

Les droites D avec pour d engendrant D (d, d) > 1 forment donc un disque
dans §, dit attaché a la structure réelle Hp .

Les structures réelles L C C> pour lesquelles ( , ) estréel sur L forment un
espace homogene sous SL(2, C), avec SL(2, R) le stabilisateur de R’. Cha-
cune définit une structure réelle H, := L. U ! sur H, donc une conjugaison

complexe o, de points fixes LU b
Les disques dans S forment de méme un espace homogéne sous SL(2, C),
le stabilisateur de celui associé a Hp étant SL(2, R). La correspondance

L~ X(L):={D|(d, 0,(d)) > 1 pour d un générateur de D}
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GROUPE DE HEISENBERG ET REALITE 205

est donc une bijection de I’espace des structures réelles considérées avec ’espace
des disques de S'.

Le passage d’un disque au disque complémentaire se traduit sur les structures
réellesen L — iL.

10. Les calculs du n°3 admettent P’interprétation suivante. Soit X un disque
(ouvert) de S, correspond a une structure réelle L, d’ou des formes réelles
H, de H et SL(L) de SL(2, C). Alors I'(X, WO(—%)%O) admet une struc-
ture pré-hilbertienne H,-invariante, le complété I'(X, WO(—%)%O)A étant la
représentation unitaire irréductible de H; . On a

r (X, W"(—%)“") cr (X, Wo(—%)%O)Ac r (X, WO(—%)V=°) .

Le revétement double SL(L)™ de SL(L) agit sur &(—%) | X, de fagon compat-
ible  son action sur &(—1), d’ol une action de SL(L)™ sur [(X, #°°(-1)7=7).
C’est celle qui normalise I’action de H, , et induit ’action naturelle de SL(L)
sur Hy, .

La sous-représentation I'( X, WO(—%)
des vecteurs analytiques réels pour ’action de SL(L)

Cette description montre que la représentation projective de SL(L) se pro-
longe au monoide des g € SL(2, C) telsque gX D X.

v: . ’
0) peut s’interpréter comme ’espace

~

11. Tout ce qui précede se généralise de SL(2, C) a Sp(2n, C): remplacer c?
par c* , muni d’une forme alternée non dégénérée ( , ) réelle sur R , H
par C2" x C* avec la loi de groupe

(x, )y, u)=(x+y, uexp(mi(x, y))),

S par ’espace des sous-espaces lagrangiens (= isotropes maximals) D de c*.
Le di§que attaché a une structure réelle devient I’espace de Siegel des D avec
|(d, d)| > 1 pour d # 0 dans D. Le faisceau inversible &(—3) est a remplacer

par det(D)l/ z

12. Remarque. A coté de représentations de H ol C* agit par multiplication
par A, considérons de méme des représentations ou I’action est par A~'. On
définit un fibré holomorphe ?/_0 de telles représentations sur .S, comme au
n°2 et sur W_O(—%) , on dispose 4 nouveau d’une connexion, donnée par une
équation de la chaleur.

Sur un ouvert connexe et simplement connexe U de §, considérons W =
WO(—%) , sa connexion et ’action de H. Dans I'(U, W)v=°, on dispose pour
chaque x € U d’une forme linéaire fixe par la droite correspondante, définie
a un facteur prés : f — f(e) pour f € %, . Pour chaque x ¢ U, il existe
un vecteur v(x) fixe par D, (dans le modele de Schrodinger et pour x cor-
respondant 4 E = axe de x, c’est la constante 1). Il est unique & un facteur
pres.
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206 P. DELIGNE

Fixons la structure réelle H, d’ou une structure réelle Sy C S (un cercle)
et une décomposition de S — S, en deux disques U, U, . Alors.
(a) Le complexe conjugué de I'(T,, W= est I(T,, w_)¥".
(b) Laforme hermitienne sur I'(U, , w)¥=", invariante par H, , se réinter-

préte comme un accouplement bilinéaire entre I'(U , w70 et U, ,W_ V=0,
invariant par H .

Question. Soit C une courbe de Jordan dans S, séparent S — C en deux ou-
verts U, et U,. Existe-t-il une unique forme bilinéaire séparante H-invariante

accouplant I'(U, , W)v=0 et I(U,, W_)V=0, induite par une dualité parfaite
entre T(T,, W)"=° et T(U,, W_)"="?
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