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INTRODUCTION

Dans cet article nous définissons de nouveaux invariants pour les germes
de fonctions analytiques complexes f et les polynomes complexes f, que
nous appelons fonctions zéta topologiques Z 7 top locales et globales. Nous
conjecturons (3.3.2) ques les poles de Z f.10p SONT liés a la monodromie lo-
cale de f. Les fonctions Z f.1op SONt des fonctions rationnelles définies a
l’aide de résolutions plongées n de I’hypersurface f = 0, en fonction de ca-
ractéristiques d’Euler-Poincaré de strates de n_l( f ~1(O)) et de multiplicités

de composantes irréductibles de n_l( f _'(O)) (3.2). Un des résultats princi-
paux de l'article est qu’elles ne dépendent pas du choix de n (Théoréme (3.2)).
Nous ne connaissons pas de preuve géométrique directe de ce fait, et nous
sommes obligés d’utiliser des résultats arithmétiques concernant les fonctions
zéta locales d’Igusa p-adiques qui sont les analogues p-adiques de la distribu-
tion |f|': ¢ — [|f "¢ dx . Heuristiquement les fonctions Z, = sont obtenues
comme limites quand ¢ tend vers 1 de fonctions zéta locales d’Igusa p-adiques,
g étant le cardinal du corps résiduel. Pour donner un sens a cela on se raméne
(grace a la théorie de ’approximation de M. Artin) au cas ou f est algébrique,
défini sur un corps p-adique K et 7 a bonne réduction. A I’aide d’une inter-
polation /-adique on peut alors interpréter Z 7 10p COMme limite de fonctions
zéta locales d’Igusa p-adiques associées a2 f et a I’extension non ramifiée de
degré e de K quand e tend vers zéro. Si f est un polyndome défini sur un
corps de nombres, les poles de Z f10p SODT poles d’une infinité de fonctions zéta
locales d’Igusa p-adiques (voir le théoréme (2.2) pour un énoncé précis).

Nous ne savons pas interpréter directement les poles de Z 7 top - Dans les cas
étudiés en détail ce sont des racines du polynéme de Bernstein de f et on peut
conjecturer qu’il en est de méme en général.

Dans le méme esprit nous établissons une formule (Théoréeme (6.1)) pour
les modifications analytiques complexes 7: X — Y, avec X et Y des es-
paces analytiques lisses, dont le lieu exceptionnel dans X est un diviseur a
croisements normaux E(X). On exprime la caractéristique d’Euler-Poincaré

de n(E(X)), x(=(E(X)), comme somme de quotients x(E,)/n,, avec E, des
strates de E(X) et n, des produits de multiplicités de formes différentielles.
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706 J. DENEF ET F. LOESER

Pour démontrer cette formule, nous suivons un chemin analogue a celui suivi
pour définir Z ftop " apres algébrisation on se raméne au cas p-adique avec
bonne réduction. On conclut en calculant une intégrale et en “faisant tendre e
vers zéro”. Nous ne connaissons pas de preuve géométrique directe pour cette
formule.

Le plan de P'article est le suivant. Aprés des préliminaires (§0-1), on mon-
tre que Z top St bien définie quand f est un polynéme sur un corps de
nombres (Théoréme (2.1.2)) et on relie les poles de Z 7 .top AUX pOles des fonc-
tions zéta d’Igusa (Théoréme (2.2)). Dans le §3 on énonce I’existence de Z £ top
(Théoreme (3.2)) dans le cas analytique complexe ainsi que des conjectures
sur les poles de Z fitop - Le §4 est consacré a la démonstration du Théoréme
(3.2). Le paragraphe suivant est consacré au calcul explicite de Z 7 10p Quand
f est non dégénéré pour son polyedre de Newton. Enfin, au §6, on démontre
la formule pour les modifications analytiques (Théoréme (6.1)).

Note: Cet article reprend et complete des résultats non publiés de preprints
antérieurs des deux auteurs: les §5-6 de la premiére version du preprint du
premier auteur Local zeta functions and Euler characteristics et le preprint du
second auteur Caractéristiques d’Euler-Poincaré et modifications analytiques.

0. CONVENTIONS

(0.1) Si k est un corps, on note k une cloture algébrique de k. Si X est
un schéma (ou un espace algébrique) défini sur &, on note Xz le schéma (ou
I’espace algébrique) obtenu apres le changement de base Speck — Speck . Plus
généralement si X est défini sur un anneau R et ¢: R — R’ est un mor-
phisme d’anneaux, on note X, I’espace obtenu apres le changement de base
Spec R’ — Spec R. De méme si 7 est un morphisme défini sur R on note 7 R
le morphisme obtenu apres changement de base.

(0.2) On note x(-) la caractéristique d’Euler-Poincaré usuelle quand elle est
définie. On convient que x(J) = 0. Si § est un Q,-faisceau sur un espace
algébrique X, onnote x(X, ) la caractéristique d’Euler-Poincaré de § quand
elle est définie.

1. MODIFICATIONS

(1.1.1) Soient X et Y des espaces algébriques sur un corps k , lisses et irréduc-
tibles de dimension n. Un morphisme 7n: X — Y est une modification si 7«
vérifie les conditions (1) et (2) suivantes:

(1) m est propre et surjectif;

(2) il existe un fermé strict £ de X (resp. F de Y) tel que n(E) = F et
la restriction de 7 est un isomorphisme entre X\E et Y\F .

On note E(X) le lieu des points critiques de n, et E(Y) = n(E(X)). Si
7 est une modification, sa restriction est un isomorphisme entre X\E(X) et
Y\E(Y).

On dit que 7 est une modification a croisements normaux si 7 vérifie de
plus la condition:

(3) E(X) est un diviseur a croisements normaux (globalement, c’est-a-dire
les composantes irréductibles de E(X) sont lisses).
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(1.1.2) Soient X et Y des espaces algébriques sur un corps k , lisses et irréducti-
bles de dimension 7, et 7: X — Y une modification a croisements normaux.
Soit R C k un sous-anneau de k, x un point fermé de SpecR, et k(x) le
corps résiduel en x. Soit 74: Xz — Y, un modele de n: X — Y sur SpecR
(en particulier X, et Y, sont plats sur SpecR). On dit que 7, a bonne
réduction en x si les deux conditions suivantes sont vérifiées:

(1) Le morphisme obtenu aprés le changement de base R — k(x), M) -
Xixy = Yi(r) €St une modification a croisements normaux (en particulier X, k(x)
et Yy, sont lisses et irréductibles de dimension ).

(2) Notons (E;);., les composantes irréductibles de E(X), ((E;)g);cs
Padhérence des E; dans Xg, et ((E,.)k(x)),.’E ; les diviseurs obtenus apres le
changement de base R — k(x). Les ((Ei)k(x))i€ ; sont lisses. Leurs com-

posantes irréductibles sont distinctes et sont exactement les composantes irré-
ductibles de E(X, k(x)).

(1.2) Soit Y un espace algébrique sur un corps k, lisse et irréductible de di-
mension n, et soit f: Y — A,lc un morphisme non nul.

(1.2.1) Une modification n: X — Y avec X un espace algébrique sur k, lisse
et irréductible de dimension 7, est une résolution de f, si E(Y) est contenu
dans le lieu des zéros de f et si (7:‘1 (f -! (0))),eq €st un diviseur a croisements
normaux.

(1.2.2) Soit R C k un sous anneau de k, et fp: Y, — AII2 un modele de f sur
SpecR. Soit m: X — Y une résolution de f. Soit 7,: Xz — Y, un modele
de 7 sur SpecR (en particulier X, et Y, sont plats sur Spec R). On dit que
m, abonne réduction en un point fermé x de Spec R, de corps résiduel k(x),
si:

. . 1 s .

(1) Le morp‘hlsme j;((x). Yy () = Ay(x) Dest pas nul et @, : Xk(x) — Yk(x)
est une résolution de fk(x) .

(2) Notens (E;),., les composantes irréductibles de (n_l( f _1(0)))red ,
((Ej)g)ics ladhérence des E; dans Xp, et ((E))yy))ics les diviseurs obtenus
apres le changement de base R — k(x). Les ((E,.)k(x))ie ; sont lisses. Leurs
composantes irréductibles sont distinctes et sont exactement les composantes
.y . -1, 1
irréductibles de (7, ( k(x)(O)))red.

(1.3) Si k = C, on définit de maniére analogue a (1.1) les modifications ana-
lytiques & croisements normaux. Si f est un germe de fonction analytique a
lorigine de C", f: (C", 0) — (C, 0), non nul et vérifiant f(0) = 0, on définit
de maniere analogue a (1.2) les résolutions (analytiques) de f'.

(1.4.1) En général, si m: X — Y est une modification a croisements normaux
(dans le cas algébrique ou analytique), on note E;, i € J, les composantes

irréductibles de E(X), E;, = El.\U#iEj, pour i€ J, E, =, E;, E; =
E,\U”“Ej,pour IcJ.Onconvientque E, =X si I =0.

Pour i € I fixé, choisissons une forme différentielle w algébrique ou ana-
lytique de degré n, définie sur un voisinage (étale ou analytique) du point
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708 J. DENEF ET F. LOESER

générique de n(E;) dans Y qui ne s’annule pas au point générique de n(E)).
Notons a(w) la multiplicité avec laquelle n*(w) s’annule au point générique
de E;. On vérifie facilement que o(w) ne dépend que de i, et on pose n,; =
1 +a(w), ainsi que n; =[], n; pour I CJ.

(1.4.2) Soit f un morphisme Y — A,l( comme dans (1.2) (resp. un germe de
fonction analytique (C",0) — (C, 0) non nul). Soit n: X — Y (resp. =:
X — (C", 0)) une résolution de f . Soient (E;);c, les composantes irréducti-
bles de (z~'(f7'(0))),,. On définit E,, E,, E,, n,, n, comme en (1.4.1).
Pour i € J, on note N, la multiplicité de fon au point générique de E,.

2. FONCTIONS ZETA TOPOLOGIQUES (CORPS DE NOMBRES)

(2.1) Soient K c C un corps de nombres, f € K[x,, ..., x,] un polynéme
non nul. Soit #n: X — AZ une résolution de f. On reprend les notations
de (1.4.2), en particulier on note E;, i € J, les composantes irreductibles
de (n_l(f_l(O)))md. Pour d un entier > 1, on pose S = {I cJ:Vie
I,d|N,}, en particulier s = PJ).

Définition (2.1.1). Soit d unentier > 1. Si 7 est une résolution de f on pose

() ; 1
Ztop’f’n('s): Z X(EI)HNS+n’
IeS@ iel ! !

et

) ° -1 1
Zy) s eo) =Y x(E,na (O)]] Nsin
Ies@ iel "1 i

Théoreme (2.1.2). Les fonctions Zt(:;) I 1op

choix de la résolution m. On les note ng’ ret Zt(:p), 7.0

(2.2) On note &, I'anneau des entiers de K . Soit p un idéal maximal de & .
On note K, (resp. R,) le complété de K (resp. @) en p. On note k le

corps résiduel de Rp , q le cardinal de k. On a donc k = F,. Pour x € K,
—ord(x)

et ZW f.n.0 Sont indépendantes du

on note ord(x) € Z U {+oo} la valuation p-adique de x et |x| = ¢
On fixe une uniformisante ¢ € &, de R, et on note ac(x) = xt~ ord(x) ' hour
x € K,. On note |dx| la mesure de Haar sur K: normalisée de telle sorte que
R} soit de volume 1.

Soit ¥ un caractére de R: , le groupe des unités de Rp , a valeurs dans C.
On convient que y(0)=0.

On note

Z(K,. v 9) = [ wlac(x)Lf )l dx]

»
et

Zo(K,, v, 5) = /p R GENEIR]
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Théoreme (2.2). Si p est un pole de Zt(o) 7 (resp. Zto . o) alors pour presque
tout idéal maximal p de @, , et pour tous les caracteres y de R: ,d’ordre d et
triviaux sur 1+pR,, il existe une infinité d’extensions non ramifiées L, de K,
telles que p soit un pole de Z(L,, ://oNL K, * s) (resp. Zy(L,, yoN, LK, > s)),
N désignant la norme.

LP lKU

(2.3.1) Soit w: X — A; une résolution de f. Il existe un ouvert dense affine
SpecR — Spec, (Fx C R C K) tel que 7 admette un modele 7,: X — Ay
sur Spec R ayant bonne réduction (comme résolution de f) en tout point
fermé de SpecR. On note S I’ensemble fini d’idéaux maximaux de & cor-
respondant aux points fermés de Spec&, \ SpecR .

(2.3.2) On a le resultat suivant:

Théoreme (2.3.2) [D2]. Soit n: X — A, une résolution de f. Si p ¢ S, pour
tout caractére y de R: d’ordre d, trivial sur 1 +pR,, ona

—e(N;s+n;)

€ (o) ~ (0 (q —1)q
Z(Kp W, 8)=¢q Z H —e(Ns+n) 4

Ies@ i€l

avec cﬁe) =Y. (=1)" tr(Frob°, H ((;51);, 3,) sile S Iei Kée) est l’exten-
sion non ramifiée de degré e de K K,. x//(e) =yoN KOk, > ona choisi un nombre
premier | ne divisant pas q tel que y soit a valeurs dans Q, vu comme sous
corps de C, 5, est la restriction d’un certain Q,-faisceau de Kummer associé
a y [D2], et Frob est le Frobenius géométrique de k = F,. De plus on a

une formule analogue pour Z(K, © w® s en remplacant ¢\ par ¢©
I,y Iy, 0=

5=,(=1)" tr(Frob°, C«E,);nn;‘(ox 5,)

Remarque. Dans [D2] le théoréme (2.3.2) est démontré sous ’hypothése que =
soit projectif. La démonstration sans cette hypothése est similaire.

(2.4) Démonstration des théoremes (2.1.2) et (2.2). On va faire la démon-
stration uniquement pour Zt:p) fon la démonstration étant similaire pour

leons un idéal p ¢ S. Comme toutes les valeurs propres du Frobe-
nius sur Hc (EDz> Sw) sont des unités dans I’anneau de valuation de C,

[SGA 41, p. 183], on a I’énoncé suivant: il existe k € N, = N\{0} et une fonc-
tion méromorphe en les variables s et n Z,(Kp , W, 8, n),sur Z;x(xZ,), telle
que pour tout s € N et tout e € kN, on ait

Z](Kp’ v, s’e)=Z(K‘§e), W(e)ss)'

En effet, soient exp et log les fonctions exponentielle et logarithme /-
adiques. Si a est une unité dans C,, il existe k¥ € N, tel que o’ = exp(eloga)
pour tout multiple e non nul de x«. Choisissons x € N; tel que ceci ait lieu

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



710 J. DENEF ET F. LOESER
pour a = q et pour toutes les valeurs propres du Frobenius mentionnées plus

haut. Si on développe

exp(elogg) — 1

exp(e(N;s +n;)logq) — 1
1+ 31 - Ns—n)(logq)e+(---)e’ + -
- Ns+n;

on observe qu’il est possible de choisir k tel que ’on ait de plus
(l) Z](Kp, v, s’e)H(Nis+ni)n
ieJ
est donné par une série convergente sur Z, x kZ, . 11 est bien connu qu’il existe
un ensemble fini d’idéaux maximaux de &, S’ oS, tel que

XC(( ])k > 3 ) - Xc(( )k b Q[) - ( )
sip¢ S, pour IeSP (voir [Il, corollaire 2.7]). On en déduit que
. . !
(2) lgrg)Z,(K v,s,e) = mp r.a8) sip €S

Le théoreme (2.1.2) est une conséquence directe de (2) car la fonction
ZI(KP ,¥,s,e) estunique, N, étant dense dans Z,;. Pour démontrer le théo-
réme (2.2), on ﬁxe p ¢ S, ih€J, p= —nio/Ni0 et on suppose que p est
un pole de Z op f(s) On peut choisir / tel que, de plus, p appartienne a Z, .
Choisissons n, € N, divisible par kN, et par une puissance de / assez grande.
On déduit de (1) et de (2) que p est un pole de la fonction Z/(K,, v, s, n,)
sur Z,. Et donc, comme exp(n,plogq) = ¢" € Q, on en tire facilement
que p est un pole de la fonction méromorphe Z(K, () M) ' 5) sur C. Ceci
conclut la démonstration des théorémes (2.1.2) et (2 2).

3. FONCTIONS ZETA TOPOLOGIQUES (SUR C)

(3.1) Soit f: (C", 0) — (C, 0) un germe de fonction analytique non nul. On
note également, abusivement, f: B — C un représentant de f avec B une
boule ouverte centrée a I’origine. Par définition une résolution du germe f est
une résolution d’un représentant f: B — C.

(3.2) Soit f: (C", 0) = (C, 0) un germe de fonction analytique non nul (resp.
fe€Clx,,..., x,] nonnul). Soit 7: X — B (resp. n: X — C") une résolution
de f. Soit d un entier > 1. On pose

(d) 1
Ztopfno ZXEnn 0))'I_INiS+ni

1eS@

(d)
(resp Zmpfn Z x( ’)HNs-i—n)

IGS(d) iel !
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CARACTERISTIQUES D’EULER-POINCARE 711

Théoreme (3.2). Les fonctions Z'% et Z9

top,f,n,0 top, f,m
On les note Zt(:g, 7.0 € ng)’ P respectivement.

(3.3) Conjectures.

sont indépendantes de T .

Soit f: (C", 0) — (C, 0) un germe de fonction analytique non nul. Soit bf
le polynéme de Bernstein local de f.

Conjecture (3.3.1). Les poles de Zt(:g, 1.0 Sont des racines de b -
On peut renforcer cet énoncé en

Conjecture (3.3.1"). La fonction bth(:p), /l
On ne sait méme pas si ’énoncé suivant est vrai en général.

o est un polynéome.

Conjecture (3.3.2). Si s est un pole de Zt(;ip) 7.0 exp(2ims) est une valeur propre
de la monodromie locale autour de f = 0, sur le complexe des cycles proches.

On peut bien sir faire des conjectures analogues dans le cas global.

(3.3.3) Remarques.

(3.3.3.1) D’apres un résultat classique de Malgrange [M], si s est un racine
de bf , exp(2ins) est une valeur propre de la monodromie locale, et donc la
conjecture (3.3.1) entraine la conjecture (3.3.2).

(3.3.3.2) Dans [L1] la conjecture (3.3.1) a été démontrée quand n = 2, ainsi
que la conjecture (3.3.1') quand n =2 et f est sans facteur multiple.

(3.3.3.3) Dans [L2] la conjecture (3.3.1) a été démontrée pour une large classe
de fonctions non dégénérées pour leur polyedre de Newton.

(3.3.3.4) Des résultats concernant la conjecture (3.3.2) pour n = 3 sont
obtenus dans [Ve].

4. PREUVE DU THEOREME (3.2)

(4.1) Soit f: (C", 0) — (C, 0) un germe de fonction analytique non nul. Soit

n: X — B une résolution de f. Soit d un entier > 1. On va montrer que
Zt(:p) f o(s) ne dépend pas de =.
Pour cela on commence par remarquer que d’apres un théoréme de V. Ancona

[An], on peut supposer que n: X — B est relativement algébrique.

Théoreme (4.1) [An]. Soit f: A — B une modification analytique entre espaces
analytiques lisses irréductibles. Pour tout x € B, il existe un voisinage de Stein
V de x, un espace algébrique Z sur S, =SpecI'(V , @,), de type fini sur S, ,
une modification de S, -espaces algébriques g: Z — S, , telle que si Z*" (resp.
g™") est 'espace analytique (resp. la modification analytique) associé a Z (resp.
g), il existe un isomorphisme analytique h: A, = AN f YWy = Z™ tel que le
diagramme suivant soit commutatif

AV h Zan

N y G
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712 J. DENEF ET F. LOESER

(4.2) On va maintenant se ramener au cas ou X est algébrique et f est le
germe d’une fonction algébrique en utilisant le théoreme d’approximation de
M. Artin:

Théoreme (4.2.1) [A]. Soient R un corps (ou un anneau de valuation discrete
excellent), A le hensélisé d’une R algebre de type fini A en un idéal premier.
Soit M un idéal premier propre de A, A le complété M-adique de A. Si F
est un foncteur de la catégorie des R-algebres noethériennes dans la catégorie des
ensembles, qui est localement de présentation finie, alors pour tout & de F (AA),
pour tout ¢ € N, il existe £ € F(lev) tel que & =& modulo M.

On prend ici 4 = C[x,, ..., x,], A le hensélisé de 4 2 lorigine et M
I'idéal maximal de 4. Fixons des ensembles finis d’indices J et J'. On prend
pour F le foncteur qui associe a toute C-algebre noethérienne B I’ensemble
des classes d’isomorphismes de z-uplets

(g’ Ua P, (I/I/[)jej’ U,a pl, (I/V,'I),'ej')
avec

8€B;

U et U' des espaces algébriques;

p: U — SpecB, p': U — Spec B des morphismes propres, tels que p et p’
soient des isomorphismes au dessus du complémentaire du lieu des zéros V' (g)
de g;

les W, (resp. Wi') des sous espaces fermés de U (resp. U ') qui sont
localement (pour la topologie étale) définis par une équation, et qui vérifient

e () o v ()

ieJ

Lemme (4.2.2). Le foncteur F défini ci-dessus est localement de présentation
finie.

Démonstration. C’est une vérification directe. (Pour la propriété de propreté de
p, représenter U comme I’image d’un schéma projectif sur B par le lemme
de Chow.)

Deux résolutions relativement algébriques 7: X — SpecA et n': X' —
Spec A de f déterminent un f-uplet

E=(f,X,n, (E) o' (E))e,) € F(A),

ieJ>

les E; (resp. les E;) étant les composantes irréductibles de n_l(V( 1)) (resp.
n'—l(V( f))). En appliquant le théoreme de M. Artin (4.2.1) on obtient, pour
tout entier positif ¢, un f-uplet

= (fc’ Xc’ nc’ (Ei,c)iel ’
avec f, € A , X, et X; des espaces algébriques sur Spec A , etc., tels que
&=¢&mod M, cest a dire [ = f mod M’, X, coincide avec X mod M, etc
En particulier nc_l(O) = n_l(O) et £, .N nc_l(O) =EnN 77 '(0), etc. D’apres

! !

Xes T (Etl',c)ie.l') € F(‘Z) ’
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le théoreme de changement de base pour les morphismes propres n_l(O) est
connexe, et donc X, est également connexe. Notons N, (resp. n, — 1) la

multiplicité de fon (resp. " (dx, A---Adx,)) lelong de E,.

Lemme (4.2.3). Si l’entier c est assez grand, alors
(i) X, est lisse;
(ii) les E,; . sont lisses et s’intersectent transversalement;

(iii) f,om, est de multiplicité N; le long de E; _;
(iv) 7 (dx, A---Adx,) est de multiplicité n,— 1 le long de E; _;

et les énoncés similaires sont valables pour X, et E; .
Démonstration. (i) Si ¢ est assez grand, on a f, # 0. Soit C I’adhérence de

X\%. ' (/;'(0)) = Spec A,

dans X,. Cest une composante irréductible de X_,. Soit P un point fermé
de C. Comme 7, est propre et que 0O est le seul point fermé de Spec A, on
aPe nc"l(O). De la définition de C il suit que I'anneau local de X, en P
est de dimension n [Ma, (14.c)]. En considérant le quotient de I’'idéal maximal
par son carré, on obtient que cet anneau local est régulier (car ¢ > 2). On a
donc montré que X, est lisse en tout point de C. Comme X, est également
connexeona X, = C.

(i) Comme E; . est défini localement par une €quation, 'anneau local de
tout point fermé de El . est de dimension au moins 7 — 1, et est donc régulier
(car ¢ >2). Un argument similaire s’applique aux intersections de E;

(iii) Fixons un point fermé P € Eirm“‘(O) ,etposons J, ={j€J; Pe€ E].} .
Ona J,={jeJ;PekE }. Soit g un générateur de I'déal de E; dans
lanneau local &gy , de X en P. Notons N; . la multiplicité de f om, le
long de E D’apres I’avant-derniére condltlon dans la définition du foncteur

F ona N N
i C
[[¢' =ul&" moam
J€J, j€l,
dans @, ., avec u une unité. Ceci a pour conséquence que les N. = sont
X,P j.c

bornés indépendemment de ¢. D’aprés Artin-Rees I'idéal engendré par le terme
de gauche de la congruence ci-dessus est donc égal a I’'idéal engendré par le terme
de droite pour ¢ assez grand. On a donc N, = f N

On démontre (iv) de fagon tout a fait 51m11a1re a (111)

Compte tenu des lemmes précédents, il nous reste a démontrer 1’énoncé sui-
vant.

Proposition (4.2.4). Soient Y un voisinage étale de l'originedans C", f: Y — C
une fonction algébrique non nulle verifiant f(0) = 0. Soient n: X — Y et
n': X' = Y des résolutions algébriques de f. Alors Z f rdo=2 o d.o

(4.3) Soient Y, f,n: X —» Y et n': X' — Y comme dans la proposition
(4.2.4). Drapres [EGA 1V, §§8, 9] on a I’énoncé suivant. (Le fait que 'on
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consideére ici des espaces algébriques au lieu de schémas comme dans [EGA IV]
n’est pas génant car un espace algébrique admet un recouvrement étale par des
schémas.)

Lemma (4.3.1). (i) 1/ existe un anneau A C C de type fini sur Z, un espace
algébrique X, (resp. X;) défini et plat sur A, un schéma Y, défini et plat
sur A, un morphisme n,: X, — Y, (resp. n,;: X, — Y,), et un morphisme
f;:Y, — A telsque m: X — Y (resp. n': X —Y)et f: Y —C proviennent
de m, (resp. n;) et f, apres extension des scalaires.

(ii) Il existe un ouvert dense U de Spec A tel que pour tout point fermé a de
U, n, et n; ont bonne réduction en a (comme résolution de f).

L’énoncé suivant est sans doute bien connu (cf. [B-B-D, p. 156]). On en
donne la démonstration en (4.6).

Lemme (4.3.2). Soit A C C un anneau de type fini sur 7. Pour tout point fermé
a de Spec A, il existe un anneau V vérifiant AC V c C tel que

(i) V est I'anneau des entiers d’une extension finie de Qp, p désignant la
caractéristique du corps résiduel du point a .

(i1) Le morphisme Spec V' — Spec A envoie le point fermé de SpecV sur a.
(4.4) Démonstration de la proposition (4.2.4). On choisit 4 C C de type fini
sur Z et un point fermé a de U C Spec A comme en (4.3.1), et un anneau V,
AcV cC comme en (4.3.2).

On reprend les notations de (2.2) avec V = Rp . En particulier, on note ¢
une uniformisante fixée de Rp . On note X, X ;, , ... les objets obtenus par
changement de base de 4 a V.

Comme Y, est régulier a ’origine, il existe des coordonnées locales Xisouns
x, telles que (x,, ..., X, 1) forme un systeme régulier de parametres dans
I’anneau local ﬁ)’,,,o- Soit YV(K‘,) la variété Kp-analytique des points Kp—
rationnels de Y, . On a une inclusion naturelle Y,(R,) C Y, (K,) del'ensemble
des points Rp-rationnels de Y, . Notons YV(RP)0 I’ensemble des points de
Y, (R,) qui coincident avec l'origine aprés réduction modulo I’idéal maximal
de V. Les x; sont analytiques sur YV(Kp)O. Notons u la mesure sur Y,,(Kp)
qui coincide avec |dx; A--- Adx,| sur Y, (R)), et est identiquement nulle
ailleurs.

Soit ¥ un caractere de R: a valeurs dans C, d’ordre d et trivial sur
1+pR,. On pose

Zy(K, w0 = [ w0l

(R, )y
Si K;e) est 'extension non ramifiée de degré e de K, et p' = woNyex »On
P P

définit de méme ZO(Kée) , y/(e) , §). Pour / comme en (2.3.2), de méme qu’en
(2.4), il existe k € N, et une fonction méromorphe en les variables s et e,
V4 O(Kp ,¥,s,e),sur Z; x kZ,, telle que pour tout s € N et tout e € kN, on

ait
Z, oK, v, s, €)= ZyK y' ) s).

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



CARACTERISTIQUES D’EULER-POINCARE 715

De plus, tout comme en (2.4), quitte a choisir I'ouvert dense U de (4.3.1)(ii)
plus petit on peut supposer, avec les notations de (2.4), que

*(E g N7 (0),5,) = 2(E;na(0),

et la méme formule pour 7’ .
On obtient alors, de la méme facon, que

)=2Z9 . ),

. _ ~(d)
gl—r»l(l)Zl,O(Kp’ y,s,e)=2 top, f,7',0

top, f,m,0
ce qui termine la démonstration de la proposition (4.2.4).

(4.5) Fin de la preuve du théoreme (3.2). Pour Zt(;,),f’n,o le théoreme (3.2)

est une conséquence de la proposition (4.2.4) d’aprés ce qui précéde, tandis

que pour Zt(:p) fin c’est une conséquence directe de la preuve de la proposition
(4.2.4).

(4.6) Démonstration du lemme (4.3.2). Soit 9 I'idéal maximal de A corres-
pondant 2 a. D’apres le théoréme de prolongement des places [Z-S, Ch. VI §4]
il existe un anneau de valuation © contenant A4, de corps des fractions C,
tel que M soit contenu dans ’idéal maximal de ® . Soit p la caractéristique
du corps résiduel de © . Choisissons un ensemble maximal {a,,...,a} dQ¢€lé-
ments algébriquement indépendants de 4. Soit ¢ un anneau de valuation
de caractéristique nulle dont le corps des fractions est algébriquement clos et

dont le corps résiduel est de caractéristique p . Pour tousles o, ..., a, de &
on considére la condition suivante: il existe un homomorphisme y: 4 — @
avec y(a;) = a; pour [ = 1,...,¢ et y(9M) contenu dans I'idéal max-

imal de @ . D’aprés le théoreme d’élimination des quantificateurs pour les
anneaux de valuation dont le corps des fractions est algébriquement clos [W],
cette condition est équivalente 2 une combinaison booléenne de conditions du
type f(a;,...,qa,)|g(a,,...,a,) avec f et g des polyndomes a coefficients
dans Z. Cette combinaison booléenne ne dépend pas de @ . Elle est satis-
faite par des éléments de D, et donc (a4 nouveau par élimination des quantifica-
teurs) elle peut aussi étre satisfaite par des éléments de V', ’anneau des entiers
de la cloture algébrique de Qp . De plus, comme cette combinaison booléenne
est satisfaite par des éléments de © algébriquement indépendants, et comme il
y a suffisamment d’éléments transcendants dans V , elle peut aussi étre satisfaite
par des éléments algébriquement indépendants de ¥ (pour voir ceci, ajouter les
conditions f(a,, ..., a,) #0, g(a,,...,a,) #0 pour f#0, g #0 appa-
raissant dans la combinaison booléenne). L’homomorphisme ¥ correspondant
est alors une injection.

5. UN EXEMPLE. FONCTIONS ZETA TOPOLOGIQUES
POUR LES FONCTIONS NON DEGENEREES

(5.1) Soit f(x) = 3 enn akxk un polyndme a coeflicients complexes non nul

vérifiant f(0) = 0. Le support de f est ’ensemble Supp f = {k € N"; a, #
0} . Le polyédre de Newton global l"gl de f est I’enveloppe convexe de Supp f,
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tandis que le polyedre de Newton T’y de f al’origine est I’enveloppe convexe de
r ol +R: ,avec R, ={x €R; x >0}. On dit que f est non dégénéré pour l"gl
si pour toute face T de I' ,, ¥ compris 7 = 1"gl ,le polyndome f, =3_, . akxk et
les polynomes 0 f, /0x;, 1 <i< n,n’ont pas de zéro commun dans (c\{o})"
(Dans l'article de Varchenko [V] on dit 0-non dégénéré.)

Pour a = (a,, ..., a,) € R}, on pose N(a) = inf rer, @ X, n(a) = Y. a;
et F(a —{xel",ax N(a)}

Le cone dual t° d’une face t de I, est par définition 'adhérence dans R"
de {a € R}; F(a) =1}. Si 7 est I'enveloppe convexe dans R" d’une partie
de Z", on note w, la forme volume sur I'espace affine Aff(y) engendré par
y tel que le parallépipede engendré par une base de réseau Aff(y) NZ" soit de

volume 1. Pour toute face 7 de I'y, on définit Vol(r) comme le volume de
n l"gl pour la forme @, . Remarquons que 7N l"g’l =1 si 7 est compacte. Si
dim 7=0 on pose Vol(t)=1.

Soit A un coéne rationnel simplicial dans RZ (ayant l’origine pour som-
met). Il est donc de la forme A = R, a, +---+R_ q,, avec a,,...,q, € N
des vecteurs linéairement indépendants sur R et primitifs (c’est a dire a com-
posantes premieres entre elles). A un tel cone simplicial A (et I')) on associe
la fonction rationnelle
mult(A)

I[1,<i</(N(a;)s + n(a,))
en définissant mult(A), la multiplicité de A, comme le volume du parallépipede

engendré par q, ..., a, pour la forme w, .
A toute face 7 de I'; on associe une fonction rationelle J(7, s) de la fagon

suivante. On choisit une décomposition 7° = U <i<, 4, de ° en cones ra-

Jy(s) =

tionnels simpliciaux A; de dimension / = dim 0 tels que dim(A;, NA ;) < [ si
i # j. On peut alors poser
J(t,s) = Z J

1<i<r

Si = =TI, on convient que J(7,s) = 1. Cette définition est raisonnable
d’apres le lemme suivant.
Lemme (5.1.1). La fonction J(t, s) ne dépend pas du choix de la décomposition

de t° en cones simpliciaux. De plus les poles de J(t,s) sont de la forme
—n(a)/N(a), avec a un vecteur orthogonal a une face de dimension n — 1 de
I, contenant 7.

Démonstration. La premiére assertion est une conséquence de la formule

J(t,s) =/ e_N(a)S_"(a)wto
ae?®

dont la vérification est laissée au lecteur. Or& en déduit la deuxiéme assertion
car on peut choisir une décomposition de 7 en cones simpliciaux engendrés
par des vecteurs a du type requis.
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(5.2) Soit f: (C", 0) — (C, 0) un germe de fonction analytique non nul. On
définit le polyédre de Newton de f a l'origine, I';, comme en (5.1). On dit
que f est non dégénéré pour I'; si, avec les notations de (5.1), pour toute face
compacte t de I, le systtme 0f,/0x; =0, 1 < i < n, n’a pas de solution
dans (C\{0})". De la méme facon qu’en (5.1), pour toute face compacte 7 de
'y, on définit une fonction rationnelle J(7, s).

(5.3) Si 4 C R’ , le plus grand commun diviseur des entiers N(a), a € ANZ",
est not¢ N(4).

Théoreme (5.3). (i) Si f € C[x,, ..., x,] est non dégénéré pour T, alors
1
Zo ()= Y J(1.s)

7 sommet de I,

+( 5 > 3 (—)*™ (dim1)! Vol(x)J (1, 5),

s+1 7 face de I,
dim7>1
zZ9 (=Y ()" (dim1)Vol(r)J(z, ), sid>1.
 face de I
d|N(%

(Dans la sommation on peut avoir © =1T,, mais pas ©=Q.)

(ii) Si f:(C",0) — (C, 0) est un germe de fonction analytique non dégénéré

pour T, alors on a une formule analogue pour Zt(ol;, 7.0(8) et Zt(fg, 7.008), d>
1, en sommant sur les faces compactes © de '), au lieu de sommer sur toutes
les faces de T, .
Démonstration. On va montrer seulement (i), (ii) étant similaire. Pour cela on
décompose Ri en cones rationnels simpliciaux de volume 1, satisfaisant les
propriétés (9.5) a (9.10) de [V]. (Remarquer que I'intérieur de chaque cone est
contenu dans un 1° .) Soit £ I’ensemble de ces cones. En suivant [V, §10], on
associe 2 X une résolution n: X — C" de f. (Comme f est non dégénéré
pour I' ., le lemme 10.3 de [V] donne en fait que (7t_l(f_1(0)))red est un
diviseur a croisements normaux.) La variété X est réunion de tores complexes
disjoints. Les tores de dimension / de cette partition sont associés aux cones
A de dimension n —/ de X [V, §10]. Notons 7, C X le tore associ€¢ a
A€ X,et W I’adhérence dans X de n_l({x eC"; f(x)=0, X, ---x, #0}).
L’additivité de x et le lemme 10.2(1) de [V] donnent I’égalité

4 J,(s)
Zt(op),f(s) = Z X(T\W)Jy(s)+6, 4 Z x(T,n W)SA+ 1
aiN®) a TN )
4 d
= Z Ju(s) + (s—lﬁ_ 1) Z X(Ty,NW)J,(s)
A€X,dim TA=O ) AEXT
d|N(A) d;?;‘EZ)O

avec 0, , le symbole de Kronecker, car x(7,) =0 si dim7, >0.
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Pour A € £, posons F(A) = (,, F(a). Si F(A) =1 et dimT, >0, le
méme argument que dans [V, §11] donne

(TN W) = (=1)"" "4 (n —dimA)! Vol(r) si dim7 = n —dimA,
=0 si dim7 < n—dimA.

Soit 7 une face de I'y. Les cones A € X tels que F(A) = 7 et dim7 =

n — dimA forment une décomposition de ° du type employé pour définir
J(t,s). Deplus d|N (‘L‘O) si et seulement si 'un des cones A (et donc tous)
satisfait d | N(A). On obtient (i) en regroupant les termes correspondant a ces

décompositions.
(5.4) Exemple. Soit f € C[x,, ..., x,] un polyndome quasi homogene, non
dégénéré pour I'  , et contenant les monomes xf' e xf:" y Oy, 0, 21
étant donnés. On pose p = -3, ., ai_l et
rod /
C(d) _ Z (_1 card/ P .
IC{ay, - a,} (ppem 1)
d| ppcm I

prod I désignant le produit des éléments de I et ppcm/ leur plus petit com-
mun multiple. (On convient que si I est vide, prod/ = ppcm/ =1.)

On a alors (
1)
(1 _ sC
Zop. /) = ST T BT DG =)
et
(d)
d C
Zt(op)’f(s)=—s_p pourd > 1.

Remarquons que dans le cas oul les o, sont deux a deux premiers entre eux,
(1) _ -1
C =Tlcicnl —a; ).

6. UNE FORMULE POUR LES MODIFICATIONS ANALYTIQUES

(6.1) On conserve les notations du §1.
Théoreme (6.1). (1) Soit Y le germe de C" a l'origine, n: X — Y une modi-
fication analytique a croisements normaux. On a [’égalité
> -1
L=y 1ENT©)
n
icJ 1

(2) Soit m: X — Y wune modification analytique a croisements normaux
d’espaces analytiques complexes compacts. On a l’égalité

ary = AR,

cJ
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]
Remarque. Rappelons que par convention y(E ) = x(X\E(X)) = x(Y\E(Y)).
Donc .
x@EX) = Y 2(E)/n,.
@AICT

(6.2) Démonstration du théoreme (6.1). On va démontrer (1) et on laisse au
lecteur le soin de déduire (2) de (1).

En suivant le méme cheminement que dans la preuve du théoreme (3.2)
(algébrisation relative, approximation), on se raméne a démontrer 1’égalité (1)
quand X et Y sont algébriques, 0 € Y et n: X — Y est une modification
algébrique a croisements normaux.

Comme en (4.3.1), il existe dans ce cas 4 C C de type fini sur Z tel que
n: X — Y provienne, aprés extension des scalaires, de n,: X, — Y, défini sur
A, et un ouvert dense U de Spec A, tel que pour tout point fermé a de U,
m, ait bonne réduction en a (comme modification a croisements normaux).
On prend alors un anneau V', 4 C ¥V ¢ C comme en (4.3.2) et on reprend
les notations de (4.4). On note X(K,) I'ensemble des points Kp-rationnels de
X, .

VOn va calculer de deux fagons différentes I’intégrale

IO(Kp) =/ u.
Y(K,)

Comme (x,, ..., x,, ) est un systtme régulier de parametres, on a directe-
Za _ N
ment [y(K,)=gq . D’autre part on a [y(K,) = fX(K‘,) Tu.
Comme 7, a bonne réduction en a, m,, a bonne réduction au point fermé
de SpecV et par un calcul similaire a [D1], on obtient

I(K,) = a7 S #(E ), g 0)E) [T =2

IcJ i€l
ou encore, par la formule des traces de Grothendieck
- qg—1)g "
(6.2.1) I(K,) =4 "ZC,H(I—)_,,‘_
ics el 4

avec ¢; = Zi(—l)iTr(Frob, H;((EI)F N nF_l(O) ,Q,)), pour / premiera q.
q q
Si Kée) est I'extension non ramifiée de degré e de K , on définit et on

calcule de la méme fagon IO(Kée)) .
De méme qu’en (2.4), si / est premier a ¢, il existe x € N, et une fonction
méromorphe en e, I, O(Kp ,e),sur kZ,, telle que pour tout e € kN, on ait

I oK, €)= I(KY).
De plus, tout comme en (2.4), quitte a choisir U plus petit, on peut supposer
que x.((E))g N7z '(0),Q,) = x(E;nx"'(0)). On déduit alors de (6.2.1) que
q q
nz”'(0))

. X(E
Ll,lf})ll,o(Kp’e)zz : n
IcJ 1
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—ne

Mais comme I, oK,,e)=4q si e € kN, on a également

lim/I, (K _,e)=1,
e—0 ! ’0( 4 )
et on obtient I’égalité recherchée.
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