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INTRODUCTION 

Dans cet article nous definissons de nouveaux invariants pour les germes 
de fonctions analytiques complexes I et les polynomes complexes I, que 
nous appelons fonctions zeta topologiques Z f, top locales et globales. Nous 
conjecturons (3.3.2) ques les poles de Z f, top sont lies it la monodromie lo-
cale de I. Les fonctions Z f, top sont des fonctions rationnelles definies it 
l'aide de resolutions plongees n de l'hypersurface I = 0, en fonction de ca-
racteristiques d'Euler-Poincare de strates de n-I(f-I(O)) et de multiplicites 
de composantes irreductibles de n-\I-I(O)) (3.2). Un des resultats princi-
paux de l'article est qu'elles ne dependent pas du choix de n (Theoreme (3.2)). 
Nous ne connaissons pas de preuve geometrique directe de ce fait, et nous 
sommes obliges d'utiliser des resultats arithmetiques concernant les fonctions 
zeta locales d'Igusa p-adiques qui sont les analogues p-adiques de la distribu-
tion II IS: ffJ t-+ J II IS ffJ d x . Heuristiquement les fonctions Z f, top sont obtenues 
comme limites quand q tend vers 1 de fonctions zeta locales d'Igusa p-adiques, 
q etant Ie cardinal du corps residuel. Pour donner un sens it cela on se ramene 
(grace it la theorie de l'approximation de M. Artin) au cas oil I est algebrique, 
defini sur un corps p-adique K et n a bonne reduction. A l'aide d'une inter-
polation l-adique on peut alors interpreter Zf,top comme limite de fonctions 
zeta locales d'Igusa p-adiques associees it I et it l'extension non ramifiee de 
degre e de K quand e tend vers zero. Si I est un polynome defini sur un 
corps de nombres, les poles de Z f, top sont poles d'une infinite de fonctions zeta 
locales d'Igusa p-adiques (voir Ie theoreme (2.2) pour un enonce precis). 

Nous ne savons pas interpreter directement les poles de Z f, top. Dans les cas 
etudies en detail ce sont des racines du polynome de Bernstein de I et on peut 
conjecturer qu'il en est de meme en general. 

Dans Ie meme esprit nous etablissons une formule (Theoreme (6.1)) pour 
les modifications analytiques complexes n: X --> Y, avec X et Y des es-
paces analytiques lisses, dont Ie lieu exceptionnel dans X est un diviseur it 
croisements normaux E(X). On exprime la caracteristique d'Euler-Poincare 

o 0 

de n(E(X)) , x(n(E(X)) , comme somme de quotients x(E[)/n[, avec E[ des 
strates de E(X) et n[ des produits de multiplicites de formes differentielles. 
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Pour demontrer cette formule, nous suivons un chemin analogue it celui suivi 
pour definir Z j, top: apres algebrisation on se ramene au cas p-adique avec 
bonne reduction. On conclut en calculant une integrale et en "faisant tendre e 
vers zero". Nous ne connaissons pas de preuve geometrique directe pour cette 
formule. 

Le plan de l'article est Ie suivant. Apres des preliminaires (§0-1), on mon-
tre que Z j , top est bien definie quand J est un polynome sur un corpS de 
nombres (Theoreme (2.1.2)) et on relie les poles de Zj,top aux poles des fonc-
tions zeta d'Jgusa (Theoreme (2.2)). Dans Ie §3 on enonce l'existence de Zj,top 

(Theoreme (3.2)) dans Ie cas analytique complexe ainsi que des conjectures 
sur les poles de Z j, top . Le §4 est consacre it la demonstration du Theoreme 
(3.2). Le paragraphe suivant est consacre au calcul explicite de Zj,top quand 
J est non degenere pour son polyMre de Newton. Enfin, au §6, on demontre 
la formule pour les modifications analytiques (Theoreme (6.1)). 

Note: Cet article reprend et complete des resultats non publies de preprints 
anterieurs des deux auteurs: les §5-6 de la premiere version du preprint du 
premier auteur Local zeta Junctions and Euler characteristics et Ie preprint du 
second auteur Caracteristiques d'Euler-Poincare et modifications analytiques. 

O. CONVENTIONS 

(0.1) Si k est un corps, on note k une cloture algebrique de k. Si X est 
un schema (ou un espace algebrique) defini sur k, on note X k Ie schema (ou 
l'espace algebrique) obtenu apres Ie changement de base Speck ---- Spec k. Plus 
generalement si X est defini sur un anneau R et rp: R ---- R' est un mor-
phisme d'anneaux, on note X R , l'espace obtenu apres Ie changement de base 
Spec R' ---- Spec R. De meme si 1C est un morphisme defini sur R on note 1C R' 
Ie morphisme obtenu apres changement de base. 
(0.2) On note X(,) la caracteristique d'Euler-Poincare usuelle quand elle est 
definie. On convient que X(0) = O. Si ~ est un Qrfaisceau sur un espace 
algebrique X, on note X(X, ~) la caracteristique d'Euler-Poincare de ~ quand 
elle est definie. 

I. MODIFICATIONS 

(1.1.1) Soient X et Y des espaces algebriques sur un corps k , lisses et irreduc-
tibles de dimension n. Un morphisme 1C: X ---- Y est une modification si 1C 
verifie les conditions (I) et (2) suivantes: 

( I) 1C est propre et surjectif; 
(2) il existe un ferme strict E de X (resp. F de Y) tel que 1C(E) = F et 

la restriction de 1C est un isomorphisme entre X\E et Y\F. 
On note E(X) Ie lieu des points critiques de 1C, et E(Y) = 1C(E(X)). Si 

1C est une modification, sa restriction est un isomorphisme entre X\E(X) et 
Y\E(Y) . 

On dit que 1C est une modification it croisements normaux si 1C verifie de 
plus la condition: 

(3) E(X) est un diviseur it croisements normaux (globalement, c'est-a-dire 
les composantes irreductibles de E(X) sont lisses). 
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(1.1.2) Soient X et Y des espaces algebriques sur un corps k, lisses et irreducti-
bles de dimension n, et 7t: X ---> Y une modification a croisements normaux. 
Soit R c k un sous-anneau de k, x un point ferme de SpecR, et k(x) Ie 
corps residuel en x. Soit 7t R: X R ---> YR un modele de 7t: X ---> Y sur Spec R 
(en particulier X R et YR sont plats sur Spec R). On dit que 7t R a bonne 
reduction en x si les deux conditions suivantes sont verifiees: 

(1) Le morphisme obtenu apres Ie changement de base R ---> k(x), 7tk(x): 
Xk(x) ---> Yk(x) est une modification a croisements normaux (en particulier Xk(X) 
et Yk(x) sont lisses et irreductibles de dimension n). 

(2) Notons (Ei)iEJ les composantes irreductibles de E(X), ((Ei)R)iEJ 
l'adherence des Ei dans XR , et ((Ei)k(x))iEJ les diviseurs obtenus apres Ie 
changement de base R ---> k(x). Les ((Ei)k(x))iEJ sont lisses. Leurs com-
posantes irreductibles sont distinctes et sont exactement les composantes irre-
ductibles de E(Xk(x))' 

(1.2) Soit Y un espace algebrique sur un corps k, lisse et irreductible de di-
mension n, et soit I: Y ---> A! un morphisme non nul. 

(1.2.1) Vne modification 7t: X ---> Y avec X un espace algebrique sur k, lisse 
et irreductible de dimension n, est une resolution de I, si E(Y) est contenu 
dans Ie lieu des zeros de I et si (7t -I (f-I (0))) red est un diviseur a croisements 
normaux. 

(1.2.2) Soit R c k un sous anneau de k, et IR : YR ---> A~ un modele de I sur 
Spec R. Soit 7t: X ---> Y une resolution de I. So it 7t R: X R ---> YR un modele 
de 7t sur SpecR (en particulier X R et YR sont plats sur SpecR). On dit que 
7t R a bonne reduction en un point ferme x de Spec R , de corps residuel k(x), 
si: 

(1) Le morphisme h(x): Yk(x) ---> A!(x) n'est pas nul et 7tk(x): Xk(x) ---> Yk(X) 
est une resolution de Ik(x) . 

(2) Notons (E)iEJ les composantes irreductibles de (7t- 1 (f-I (O)))red ' 
((E)R\EJ l'adherence des Ei dans X R , et ((Ei)k(x))iEJ les diviseurs obtenus 
apres Ie changement de base R ---> k(x). Les ((E)k(x))iEJ sont lisses. Leurs 
composantes irreductibles sont distinctes et sont exactement les composantes 
irreductibles de (7ti«~)(fk(~)(O)))red' 

(1.3) Si k = C, on definit de maniere analogue a (1.1) les modifications ana-
lytiques a croisements normaux. Si I est un germe de fonction analytique a 
l'origine de cn , I: (Cn , 0) ---> (C, 0), non nul et verifiant 1(0) = 0, on definit 
de maniere analogue a (1.2) les resolutions (analytiques) de I. 
(1.4.1) En general, si 7t: X ---> Y est une modification a croisements normaux 
(dans Ie cas algebrique ou analytique), on note Ei' i E J, les composantes 

o 0 

irreductibles de E(X) , Ei = Ei\UU'iEj' pour i E J, E/ = niE/Ei, E/ = 
E[ \ Uj f/. [Ej' pour Ie J. On convient que E/ = X si 1= 0. 

Pour i E I fixe, choisissons une forme differentielle w algebrique ou ana-
lytique de degre n, definie sur un voisinage (etale ou analytique) du point 
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gene rique de n(Ej ) dans Y qui ne s'annule pas au point generique de n(E). 
Notons a(w) la multiplicite avec laquelle n*(w) s'annule au point generique 
de Ei • On veri fie facilt'?ment que a(w) ne depend que de i, et on pose nj = 
1 + a(w), ainsi que n1 = ItEl nj pour Ie J. 

(1.4.2) Soit f un morphisme Y --; A! comme dans (1.2) (resp. un germe de 
fonction analytique (Cn , 0) --; (C, 0) non nUl). Soit n: X --; Y (resp. n: 
X --; (Cn ,0)) une resolution de f. Soient (Ej)iEJ les composantes irreducti-

bles de (n-1U-I(0)))red' On definit Ej' Ef' Ef' n j , nI comme en (1.4.1). 
Pour i E J , on note N j la multiplicite de f 0 n au point generique de E j • 

2. FONCTIONS ZETA TOPOLOGIQUES (CORPS DE NOMBRES) 

(2.1) Soient K c C un corpS de nombres, f E K[xi ' ... ,xn] un polyn6me 
non nul. So it n: X --; A~ une resolution de f. On reprend les notations 
de (1.4.2), en particulier on note Ej' i E J, les compos antes irreductibles 
de (n-1U-I(0))\ed' Pour d un entier ~ 1, on pose Sed) = {I c J: Vi E 

I, d I N j }, en particulier S(l) = g(J). 

Definition (2.1.1). Soit d un entier ~ 1 . Si nest une resolution de f on pose 

(d) ~ 0 IT 1 
Ztop,f,It(s) = ~ X(E 1 ) N.s + n ' 

IES(d) iEl I I 

et 
(d) ~ 0 -I IT 1 

Ztop,f,It,o(s) = ~ X(E1 n n (0)) N.s + n . 
lES(d) jEI I I 

Theoreme (2.1.2). Les fonctions Zt~~,f, It et Zt~~,f, It ,0 sont independantes du 
h . d I - I' 0 I Zed) zed) c OlX e a reso utlOn n. n es note top,f et top,f ,0 . 

(2.2) On note &K l'anneau des entiers de K . Soit p un ideal maximal de &K . 
On note Kp (resp. Rp) Ie complete de K (resp. &K) en p. On note k Ie 
corps residuel de R p ' q Ie cardinal de k. On a donc k = IF q' Pour x E Kp , 
on note ord(x) E Z U {+oo} la valuation p-adique de x et Ixl = q-ord(x). 
On fixe une uniformisante t E &K de Rp et on note ac(x) = xt-ord(x) , pour 
x E Kp . On note Idxl la mesure de Haar sur K; normalisee de telle sOrte que R; soit de volume 1. 

Soit If! un caractere de R; , Ie groupe des unites de Rp , a valeurs dans C. 
On convient que 1f!(0) = O. 

On note 

et 

Z(Kp ' If! , s) = r If!(acU(x)))lf(x)lsldxl iR" p 
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Theoreme (2.2). Si p est un pole de Zt~~,f (resp. Zt~~,f,o) alors pour presque 
tout ideal maximal p de &K' et pour tous les caracteres 'I' de R; , d'ordre d et 
triviaux sur 1 + pRp , if existe une infinite d'extensions non ramifiees Lp de Kp 
tellesque p soitunpolede Z(Lp' lfIoNL IK ,s) (resp. Zo(Lp' lfI oNL IK ,s)), 

p p p p 

NL IK designant la norme. 
p p 

(2.3.1) Soit 1t: X -+ A1 une resolution de f. II existe un ouvert dense affine 
SpeeR -+ Spec&K (&K eRe K) tel que 1t admette un modele 1tR: X R -+ A~ 
sur Spec R ayant bonne reduction (comme resolution de f) en tout point 
ferme de SpeeR. On note S l'ensemble fini d'ideaux maximaux de &K cor-
respondant aux points fermes de Spec &K \ Spec R . 
(2.3.2) On a Ie resultat suivant: 

Theoreme (2.3.2) [D2]. Soit 1t: X -+ A~ une resolution de f. Si P ¢. S, pour 
tout caractere 'I' de R; d'ordre d, trivial sur 1 + pRp , on a 

( e 1) -e(N;s+n) 
Z(K(e) (e) ) = -ne '""' (e) IT q - q 

p ,'I' ,s q ~ c/, '" 1 -e(N.s+n) , 
/ES(d) iE/ - q I I 

avec ci~)", = Li(-I)i tr(Frobe , H:((E/)k' ~"')) si IE S(d). lei K~e) est l'exten-
sion non ramifiee de degre e de Kp' lfI(e) = 'I' 0 N K(e) IK ; on a choisi un nombre 

p p 

premier I ne divisant pas q tel que 'I' soit a valeurs dans Q[ vu comme sous 
corps de C, ~'" est la restriction d'un certain Q[-faisceau de Kummer associe 
a 'I' [D2], et Frob est Ie Frobenius geometrique de k = IF q' De plus on a 
une formule analogue pour Zo(K~e) , lfI(e) ,s) en rempla9ant ct)", par ct)", ,cr = 
L/ _1)i tr(Frobe , H:((E/)k n 1ti'(O) , ~",)). 
Remarque. Dans [D2] Ie theoreme (2.3.2) est demontre sous l'hypothese que 1t 
soit projectif. La demonstration sans cette hypothese est similaire. 

(2.4) Demonstration des theoremes (2.1.2) et (2.2). On va faire la demon-
stration uniquement pour Zt~~, j, n' la demonstration etant similaire pour 
Z(d) 

top,j,n,O' 
Fixons un ideal p ¢. S. Comme toutes les valeurs propres du Frobe-

o 
nius sur H;'((E/)k' ~"') sont des unites dans l'anneau de valuation de C[ 
[SGA4!, p. 183], on a l'enonce suivant: if existe KENo = N\{O} et unefonc-
tion meromorphe en les variables s et n, Z[(Kp' '1', s, n), sur 'L[ x (K'L[) , telle 
que pour tout sEN et tout e E KNo on ait 

( e) (e) ) ztCKp' '1', s, e) = Z Kp ,'I' ,s. 

En effet, soient exp et log les fonctions exponentielle et logarithme 1-
adiques. Si a est une unite dans C[, i1 existe KENo tel que ae = exp(eloga) 
pour tout multiple e non nul de K. Choisissons KENo tel que ceci ait lieu 
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pour O! = q et pour toutes les valeurs propres du Frobenius mentionnees plus 
haut. Si on developpe 

exp(e logq) - 1 
exp(e(Njs + n j ) logq) - 1 

1 + 1(1 - N.s - n.)(logq)e + ( ... )e2 + ... _ 2 I I 

- Njs + nj 

on observe qu'il est possible de choisir K tel que l'on ait de plus 

(1) Z/(Kp' "', s, e) II (Njs + n/ 
jEJ 

est donne par une serie convergente sur Z/ x KZ/. 11 est bien connu qu'il existe 
un ensemble fini d'ideaux maximaux de &'K' S' :::> S , tel que 

o 0 0 

Xc((E/)", ~\V) = xc((E/)" , ij/) = X(E/) 

si p f/. s' , pour I E S(d) (voir [11, corollaire 2.7]). On en deduit que 

(2) lim Z/(Kp , "', s, e) = Zt~p) f n(s) sip f/. S'. 
e~O ' , 

Le theoreme (2.1.2) est une consequence directe de (2) car la fonction 
Z/(Kp ' "', s, e) est unique, No etant dense dans Z/. Pour demontrer Ie theo-
reme (2.2), on fixe p f/. S', io E J, p = -nj /Nj et on suppose que pest 

o 0 

un pole de Zt~~,f(s). On peut choisir I tel que, de plus, p appartienne it Z/. 
Choisissons no E No divisible par KNj et par une puissance de I assez grande. 

o 
On deduit de (1) et de (2) que p est un pole de la fonction Z/(Kp ' "', s, no) 
sur Z/. Et done, comme exp( nop log q) = qnOP E ij, on en tire facilement 
que p est un pole de la fonction meromorphe Z(K;no) , ",(no) ,s) sur C. Ceci 
conclut la demonstration des theoremes (2.1.2) et (2.2). 

3. FONCTIONS ZETA TOPOLOGIQUES (SUR q 
(3.1) Soit f: (Cn , 0) --+ (C, 0) un germe de fonction analytique non nul. On 
note egalement, abusivement, f: B --+ C un representant de f avec B une 
boule ouverte centree it l'origine. Par definition une resolution du germe fest 
une resolution d'un representant f: B --+ C . 

(3.2) Soit f: (Cn , 0) --+ (C, 0) un germe de fonction analytique non nul (resp. 
f E qX1 ' ... , xn] non nUl). Soit 7r: X --+ B (resp. 7r: X --+ Cn) une resolution 
de f. Soit d un entier 2': 1 . On pose 

(d) '""' 0 -I II 1 Ztop,f,n,O(s) = L.-J X(E1 n 7r (0)) N.s + n. 
IES(d) iEI I I 

( d) '""' 0 II 1 ) resp. Ztop,f,n(s) = L.-J X(E1 ) N.s + n. . 
IES(d) jEI I I 
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Theoreme (3.2). Leslonctions Zt~~.f,1C,O et Zt~~.f,1C sont independantes de n. 
On les note Zt~~.f, 0 et Zt~~.f respectivement. 

(3.3) Conjectures. 

Soit I: (len, 0) ~ (C, 0) un germe de fonction analytique non nul. Soit bf 
Ie polynome de Bernstein local de I. 
Conjecture (3.3.1). Les poles de Zt~~.f,O sont des radnes de bf . 

On peut renforcer cet enonce en 

Conjecture (3.3.1'). La lonction b fZt~~.f, 0 est un polynome. 

On ne sait ffieme pas si l'enonce suivant est vrai en general. 

Conjecture (3.3.2). Si s est un pole de Zt~~.f,O' exp(2ins) est une valeurpropre 
de la monodromie locale autour de I = 0, sur Ie complexe des cycles proches. 

On peut bien sur faire des conjectures analogues dans Ie cas global. 

(3.3.3) Remarques. 
(3.3.3.1) D'apres un resultat c1assique de Malgrange [M], si s est un racine 

de bf , exp(2ins) est une valeur propre de la monodromie locale, et donc la 
conjecture (3.3.1) entraine la conjecture (3.3.2). 

(3.3.3.2) Dans [U] la conjecture (3.3.1) a ete demontree quand n = 2, ainsi 
que la conjecture (3.3.1') quand n = 2 et I est sans facteur multiple. 

(3.3.3.3) Dans [L2] la conjecture (3.3.1) a ete demontree pour une large c1asse 
de fonctions non degenerees pour leur polyedre de Newton. 

(3.3.3.4) Des resultats concernant la conjecture (3.3.2) pour n = 3 sont 
obtenus dans [Vel. 

4. PREUVE OU THEOREME (3.2) 

(4.1) Soit I: (Cn , 0) ~ (C, 0) un germe de fonction analytique non nul. Soit 
n: X ~ B une resolution de I. Soit d un entier ;:: 1. On va montrer que 
Zt~~.! , 0 (s) ne depend pas de n. 

Pour cela on commence par remarquer que d'apres un theoreme de V. Ancona 
[An], on peut supposer que n: X ~ Best relativement algebrique. 

Theoreme (4.1) [An]. Soit I: A ~ B une modification analytique entre espaces 
analytiques lisses irreductibles. Pour tout x E B • if existe un voisinage de Stein 
V de x. un espace algebrique Z sur Sv = Specr(V, &'v), de typefini sur Sv' 
une modification de Sv-espaces algebriques g: Z ~ Sv' telle que si Zan (resp. 
gan) est l'espace analytique (resp. la modification analytique) assode a Z (resp. 
g), if existe un isomorphisme analytique h: Av = A n I-I (V) ~ Zan tel que Ie 
diagram me suivant soit commutatil 

A h Zan V ) 
~~ ~an 

V 
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(4.2) On va maintenant se ramener au cas oil X est algebrique et f est Ie 
germe d'une fonction algebrique en utilisant Ie theoreme d'approximation de 
M. Artin: 
Thee-reme (4.2.1) [A]. Soient R un corps (ou un anneau de valuation discrete 
excellent), A Ie henselise d'une R algebre de type jini A en un ideal premier. 
Soil 9Jl un ideal premier propre de A, A Ie complete 9Jl-adique de A. Si F 
est unfoncteur de la categorie des R-algebres noetheriennes dans la categorie des 
ensembles, qui est localement de presentation jinie, alors pour tout e de F(.1) , 
pour tout c EN, if existe ~ E F(1') tel que ~ == e modulo mt. 

On prend ici A = C[X1' ... , xn ], A Ie henselise de A a l'origine et 9Jl 
l'ideal maximal de 1'. Fixons des ensembles finis d'indices J et l' . On prend 
pour F Ie foncteur qui associe a toute C-algebre noetherienne B l'ensemble 
des classes d'isomorphismes de t-uplets 

(g, u, p, (~)jEJ' U' , p', (~\EJ') 
avec 

g EB; 
U et U' des espaces algebriques; 
p: U - Spec B, p': U' - Spec B des morphismes propres, tels que p et p' 

soient des isomorphismes au dessus du complementaire du lieu des zeros V(g) 
de g; 

les ~ (resp. ~/) des sous espaces fermes de U (resp. U' ) qui sont 
localement (pour la topologie etale) dermis par une equation, et qui verifient 

(p-1(V(g))\ed = (u ~) et (p'-1(V(g))\ed = ( U ~/) . 
jEJ red jEJ' red 

Lemme (4.2.2). Le foncteur F dejini ci-dessus est localement de presentation 
jinie. 
Demonstration. C'est une verification directe. (Pour la propriete de prop rete de 
p, representer U comme l'image d'un schema projectif sur B par Ie lemme 
de Chow.) 

Deux resolutions relativement algebriques n: X - Spec A et n/: X' -
Spec A de f determinent un t-uplet 

e = (f, X, n, (E)jEJ' X', n', (E;)jEJ') E F(.1) , 

les E j (resp. les E;) etant les composantes irreductibles de n- 1(V(f)) (resp. 
n'- 1(V(f))). En appliquant Ie theoreme de M. Artin (4.2.1) on obtient, pour 
tout entier positif c, un t-uplet 

- I -avec fc E A, Xc et Xc des espaces algebriques sur Spec A, etc., tels que 
~ == e mod 9Jlc , c'est a dire fc == f mod 9Jlc , Xc coincide avec X mod 9Jlc , etc. 
En particulier n;I(O) = n- 1(O) et Ej,c n n;I(O) = Ej n n-1(O), etc. D'apres 
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Ie theoreme de changement de base pour les morphismes propres n-I(O) est 
connexe, et donc Xc est egalement connexe. Notons N; (resp. n; - 1) la 
multiplicite de f 0 n (resp. n*(dxl /\ ... /\ dxn )) Ie long de E;. 

Lemme (4.2.3). Si I'entier c est assez grand, alors 
(i) Xc est lisse; 

(ii) les E; c sont lisses et s'intersectent transversalement; 
(iii) Ie 0 nc' est de multiplicite N; Ie long de E; ,c ; 

(iv) n;(dxI /\ ... /\ dxn) est de multiplicite n; - 1 Ie long de E;,c; 

et les enonces similaires sont valables pour X; et E;, c . 

Demonstration. (i) Si c est assez grand, on a Ie i- O. Soit C l'adherence de 
-I -I -Xc \nc (Ie (0)) ~ SpecA fc 

dans Xc' C'est une composante irreductible de Xc' So it P un point ferme 
de C. Comme nc est propre et que 0 est Ie seul point ferme de SpecA, on 
aPE n;I(O). De la definition de C il suit que l'anneau local de Xc en P 
est de dimension n [Ma, (14.c)]. En considerant Ie quotient de l'ideal maximal 
par son carre, on obtient que cet anneau local est regulier (car c ~ 2). On a 
donc montre que Xc est lisse en tout point de C. Comme Xc est egalement 
connexe on a Xc = C . 

(ii) Comme E; c est defini localement par une equation, l'anneau local de 
tout point ferme de E. est de dimension au moins n - I , et est donc regulier 

I,C 

(car c ~ 2). Un argument similaire s'applique aux intersections de E;,c' 
(iii) Fixons un point ferme P E E;nn -I (0) , et po sons Jp = {j E J; P E Ej } • 

On a Jp = {j E J; P E Ej,cl. Soit gj un generateur de l'ideal de E j dans 
l'anneau local &'x, p de X en P. Notons N j , c la multiplicite de Ie 0 nc Ie 
long de E. . D'apres l'avant-demiere condition dans la definition du foncteur J,e 
F on a 

II N II N gj J == U gj J.e mod VJ1c 
jEJp jEJp 

dans &'x,p, avec u une unite. Ceci a pour consequence que les Nj,c sont 
bomes independemment de c. D'apres Artin-Rees l'ideal engendre par Ie terme 
de gauche de la congruence ci-dessus est donc egal a l'ideal engendre par Ie terme 
de droite pour c assez grand. On a donc Nj = Nj ,c' 

On demontre (iv) de fa~on tout a fait similaire a (iii). 
Compte tenu des lemmes precedents, il nous reste a demontrer l'enonce sui-

vant. 

Proposition (4.2.4). Soient Y un voisinage etalede I'originedans en, f: Y -> e 
une fonction algebrique non nulle verifiant f(O) = O. Soient n: X -> Y et 
n/: X' -> Y des resolutions algebriques de f· Alors Z f ,n ,d ,0 = Z f ,n' ,d ,0 . 

(4.3) Soient Y, f, n: X -> Y et n/ : X' -> Y com me dans la proposition 
(4.2.4). D'apres [EGA IV, §§8, 9] on a l'enonce suivant. (Le fait que l'on 
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considere ici des espaces algebriques au lieu de schemas comme dans [EGA IV] 
n'est pas genant car un espace algebrique admet un recouvrement etale par des 
schemas.) 
Lemma (4.3.1). (i) II existe un anneau Ace de type fini sur Z, un espace 
algebrique XA (resp. X~) defini et plat sur A, un schema YA defini et plat 
sur A, un morphisme n A: XA -+ YA (resp. n~: X~ -+ YA), et un morphisme 
fA: YA -+ A tels que n: X -+ Y (resp. n/: X' -+ Y) et f: Y -+ C proviennent 
de n A (resp. n~) et fA apres extension des scala ires. 

(ii) II existe un ouvert dense U de SpecA tel que pour tout pointferme a de 
U, n A et n~ ont bonne reduction en a (com me resolution de f). 

L'enonce suivant est sans doute bien connu (cf. [B-B-D, p. 156]). On en 
donne la demonstration en (4.6). 
Lemme (4.3.2). Soil Ace un anneau de type fini sur Z. Pour tout point ferme 
a de Spec A, if existe un anneau V verifiant A eVe C tel que 

(i) Vest l'anneau des entiers d'une extension finie de Qp' p designant la 
caracteristique du corps residuel du point a. 

(ii) Le morphisme Spec V -+ SpecA envoie Ie pointferme de Spec V sur a. 
(4.4) Demonstration de la proposition (4.2.4). On choisit Ace de type fini 
sur Z et un point ferme a de U c SpecA comme en (4.3.1), et un anneau V, 
A eVe C comme en (4.3.2). 

On reprend les notations de (2.2) avec V = Rp' En particulier, on note t 
une uniformisante fixee de Rp' On note Xv' X~ , . .. les objets obtenus par 
changement de base de A a V. 

Comme Yv est regulier a l'origine, il existe des coordonnees locales Xl' ... , 
Xn telles que (Xl"'" Xn ' t) forme un systeme regulier de parametres dans 
l'anneau local &Yv,o' Soit Yv(Kp) la variete Kp-analytique des points Kp-
rationnels de Yv ' On a une inclusion naturelle Yv(Rp) c Yv(Kp) de l'ensemble 
des points Rp-rationnels de Yv ' Notons Yv(Rp)o l'ensemble des points de 
Yv(Rp) qui coincident avec l'origine apres reduction modulo l'ideal maximal 
de V. Les Xi sont analytiques sur Yv(Kp)o' Notons J..l la mesure sur Yv(Kp) 
qui coincide avec Idxl 1\ ... 1\ dXnl sur Yv(Rp)o et est identiquement nulle 
ailleurs. 

Soit '" un caractere de R; a valeurs dans C, d'ordre d et trivial sur 
1 + pRp . On pose 

Zo(Kp, "', s) = ( ",(acfv(x»lfv(x)ls J..l. 
jYv(R p )0 

Si K~e) est l'extension non ramifiee de degre e de Kp et ",(e) = '" 0 N K(e)IK ,on 
p p 

definit de meme Zo(K~e) , ",(e) , s). Pour I comme en (2.3.2), de me me qu'en 
(2.4), il existe KENo et une fonction meromorphe en les variables s et e, 
Z"o(Kp ' "', s, e), sur Z, x KZ" telle que pour tout SEN et tout e E KNo on 
ait 
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De plus, tout comme en (2.4), quitte it choisir l'ouvert dense U de (4.3.1)(ii) 
plus petit on peut supposer, avec les notations de (2.4), que 

et la meme formule pour n' . 
On obtient alors, de la meme fa~on, que 

·0000 
!~ZI,o(Kp, 'If, s, e) = Ztop,f,lI',o(s) = Ztop,f,lI" ,o(s), 

ce qui termine la demonstration de la proposition (4.2.4). 

(4.5) Fin de la preuve du theoreme (3.2). Pour Zt~~,f,lI',O Ie theoreme (3.2) 
est une consequence de la proposition (4.2.4) d'apres ce qui precede, tandis 
que pour Zt~~,f,lI' c'est une consequence directe de la preuve de la proposition 
(4.2.4). 

(4.6) Demonstration du lemme (4.3.2). Soit 9J1 l'ideal maximal de A corres-
pondant it a. D'apres Ie theoreme de prolongement des places [Z-S, Ch. VI §4] 
i1 existe un anneau de valuation l) contenant A, de corps des fractions C, 
tel que 9J1 soit contenu dans l'ideal maximal de l). Soit p la caracteristique 
du corps residuel de l). Choisissons un ensemble maximal {ai' ... , at} d'ele-
ments algebriquement independants de A. Soit & un anneau de valuation 
de caracteristique nulle dont Ie corps des fractions est algebriquement c10s et 
dont Ie corps residuel est de caracteristique p. Pour tous les ai' ... ,at de & 
on considere la condition suivante: i1 existe un homomorphisme 'If: A --+ & 
avec 'If(a) = a j pour i = 1, ... , t et 'If(9J1) contenu dans l'ideal max-
imal de &. D'apres Ie theoreme d'elimination des quantificateurs pour les 
anneaux de valuation dont Ie corps des fractions est algebriquement c10s [W], 
cette condition est equivalente it une combinaison booleenne de conditions du 
type f(a l , ••• , at) I g(a l ' ••• ,at) avec f et g des polynomes it coefficients 
dans Z. Cette combinaison booleenne ne depend pas de &. Elle est satis-
faite par des elements de l), et donc (it nouveau par elimination des quantifica-
teurs) elle peut aussi etre satisfaite par des elements de V, l'anneau des entiers 
de la cloture algebrique de Qp • De plus, comme cette combinaison booleenne 
est satisfaite par des elements de l) algebriquement independants, et comme i1 
y a suffisamment d'elements transcendants dans V, elle peut aussi etre satisfaite 
par des elements algebriquement independants de V (pour voir ceci, ajouter les 
conditions f(a l , ••• , at) =f. 0, g(a l , ••• , at) =f. 0 pour f =f. 0, g =f. 0 appa-
raissant dans la combinaison booleenne). L'homomorphisme 'If correspondant 
est alors une injection. 

5. UN EXEMPLE: FONCTIONS ZETA TOPOLOGIQUES 
POUR LES FONCTIONS NON DEGENEREES 

(5.1) Soit f(x) = EkENn akxk un polynome it coefficients complexes non nul 
verifiant f(O) = O. Le support de fest l'ensemble Supp f = {k E Nn ; ak =f. 
O}. Le polyedre de Newton global r gI de fest l'enveloppe convexe de Supp f , 
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tandis que Ie polyedre de Newton ro de f a l'origine est l'enveloppe convexe de 
r g1 + 1R: ' avec 1R+ = {x E 1R; x ~ O}. On dit que f est non degenere pour r g1 

si pour toute face • de r g1' y compris • = r g1 , Ie polynome Ir = EkE, akxk et 
les polynomes a Ir/ ax;, 1 :::; i :::; n , n'ont pas de zero commun dans (C\ {O})n . 
(Dans l'artic1e de Varchenko [V] on dit O-non degenere.) 

Pour a = (aI' ... , an) E 1R: ' on pose N(a) = infxEro a . x, n(a) = E7=1 a; 
et F(a) = {x E ro; a· x = N(a)}. 

Le cone dual .0 d'une face. de ro est par definition l'adherence dans IRn 

de {a E 1R:; F(a) = .}. Si y est l'enveloppe convexe dans IRn d'une partie 
de Zn, on note w)' la forme volume sur l'espace affine Aff(y) engendre par 
y tel que Ie parallepipede engendre par une base de reseau Aff(y) n Zn soit de 
volume 1. Pour toute face • de ro on definit Vol(.) comme Ie volume de 
• n r g1 pour la forme w,. Remarquons que • n r g1 =. si • est compacte. Si 
dim. = 0 on pose Vol(.) = 1. 

Soit L1 un cone rationnel simplicial dans 1R: (ayant l'origine pour som-
t met). II est donc de la forme L1 = lR+a1 + ... + lR+at , avec aI' ... , at E N 

des vecteurs lineairement independants sur IR et primitifs (c'est it dire it com-
posantes premieres entre elIes). A un tel cone simplicial L1 (et ro) on associe 
la fonction rationnelle 

JA(s) = mult(L1) 
TI t99(N(a;)s + n(a;)) 

en definissant mu1t(L1) , la multiplicite de L1, comme Ie volume du parallepipede 
engendre par at, ... ,at pour la forme wA • 

A toute face. de ro on associe une fonction rationelle J(., s) de la fa~on 
suivante. On choisit une decomposition .0 = Ut <;<r L1; de .0 en cones ra-
tionnels simpliciaux L1; de dimension I = dim.o t~l; que dim(L1; n L1) < I si 
i =I- j . On peut alors poser 

J(., s) = L JA(s) . . 
t~;~r 

Si • = r 0' on convient que J ( • , s) = 1. Cette definition est raisonnable 
d'apres Ie lemme suivant. 
Lemme (5.1.1). Lafonction J(., s) ne depend pas du choix de la decomposition 
de .0 en cones simpliciaux. De plus les poles de J(r, s) sont de la forme 
-n(a)/N(a), avec a un vecteur orthogonal a une face de dimension n - 1 de 
ro contenant •. 
Demonstration. La premiere assertion est une consequence de la formule 

J( ) 1 -N(a)s-n(a) 
., S = e woo 

aErO 

dont la verification est laissee au lecteur. On en deduit la deuxieme assertion 
car on peut choisir une decomposition de .0 en cones simpliciaux engendres 
par des vecteurs a du type requis. 
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(5.2) Soit I: (Cn , 0) ---+ (C, 0) un germe de fonction analytique non nul. On 
definit Ie polyedre de Newton de I it l'origine, r o' comme en (5.1). On dit 
que I est non degenere pour ro si, avec Ies notations de (5.1), pour toute face 
compacte1: de r 0' Ie systeme () fJ () Xi = 0, 1 ::::; i ::::; n, n'a pas de solution 
dans (C\{O})n. De la meme fa«on qu'en (5.1), pour toute face compacte1: de 
r 0 ' on definit une fonction rationnelle J (1: , s) . 

(5.3) Si A C lR:, Ie plus grand commun diviseur des entiers N(a) , a E AnZn , 
est note N(A). 

Theoreme (5.3). (i) Si IE qX1 ' ... ,Xn] est non degenere pour r gl' alors 

J(1:, s) 
r sammet de r ° 
+ C: 1) E (_I)dimr(dim1:)!Vol(1:)J(1:, s), 

r face de ro 
dim r;:>: 1 

Zt~~,f(s) = E (_l)dimr(dim1:)!Vol(1:)J(1:, S), si d > 1. 
r face de r o 

dIN(ro) 

(Dans fa sommation on peut avoir 1: = r o' mais pas 1: = 0.) 
(ii) Si I: (Cn , 0) ---+ (C, 0) est un germe de lonction anafytique non degenere 

pour r o' alors on a unelormule analogue pour Zt~~,f,o(s) et Zt~~,f,o(s), d> 
1 , en sommant sur fes laces compactes 1: de r 0' au lieu de sommer sur toutes 
fes laces de r 0 . 

Demonstration. On va montrer seulement (i), (ii) etant similaire. Pour cela on 
decompose lR: en cones rationnels simpliciaux de volume 1, satisfaisant les 
proprietes (9.5) it (9.10) de [V]. (Remarquer que l'interieur de chaque cone est 
contenu dans un 1:0 .) Soit ~ l'ensemble de ces cones. En suivant [V, §1O], on 
associe it ~ une resolution n: X ---+ Cn de I. (Comme I est non degenere 
pour rgl' Ie lemme 10.3 de [V] donne en fait que (n-I(f-I(O)))red est un 
diviseur it croisements normaux.) La variete X est reunion de tores complexes 
disjoints. Les tores de dimension I de cette partition sont associes aux cones 
d de dimension n - f de ~ [V, § 10]. Notons Tt. C X Ie tore associe it 
dE~,et W l'adherencedans X de n-I({xECn ; l(x)=O, xl···xn¥=O}). 
L'additivite de X et Ie lemme 1 0.2( 1) de [V] donnent l'egalite 

(d) '" '" Jt.(S) Ztap,f(s) = L.i X(Tt. \ W)Jt. (s) + °1 ,d L.i X(Tt. n W) s + 1 
t.E~ t.E~ 

d I N(t.) d I N(t.) 

= E Jt.(s) + (:~d1 - 1) E X(Tt. n W)Jt.(s) 
t.E~ , dim T,1 =0 t.E~ 

d I N(t.) dim T,1>O 
d I N(t.) 

avec 0l ,d Ie symbole de Kronecker, car X(Tt.) = 0 si dim Tt. > O. 
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Pour il E L, po sons F(il) = naE~ F(a). Si F(il) = • et dim T~ > 0, Ie 
meme argument que dans [V, §11] donne 

X(T~ n W) = (_l)n-dim~-1 (n - dimil)! Vol(.) si dim. = n - dimil, 
= 0 si dim. < n - dim il. 

Soit • une face de ro ' Les cones il E L tels que F(il) = • et dim. = 
n - dim il forment une decomposition de .0 du type employe pour definir 
J (. , s). De plus diN (.0) si et seulement si l'un des cones il (et donc tous) 
satisfait d I N(il). On obtient (i) en regroupant les termes correspondant it ces 
decompositions. 

(5.4) Exemple. Soit f E IC[x l , ... ,xn] un polynome quasi homogene, non 
degenere pour r gl' et contenant les monomes X~l , ••. , x:n, a l , ... , an ~ 1 

etant donnes. On pose p = - L:I::;i::;n a;1 et 

dd) = L (_I)cardI prod! 2 

(ppcmI) Ie{ol.···.on} 
d I ppcmI 

prod! designant Ie produit des elements de I et ppcm I leur plus petit com-
mun multiple. (On convient que si I est vide, prod I = ppcmI = 1.) 

On a alors 
(I) 1 sC(1) 

Ztop,j(s) = s + 1 - (s + 1)(s - p) 
et 

(d) dd) 
Z (s) - - -- pour d > 1 . top,j - S - P 

Remarquons que dans Ie cas OU les a i sont deux it deux premiers entre eux, 
C(1) = f1 1::;i::;n(1 - a;I). 

6. UNE FORMULE POUR LES MODIFICATIONS ANAL YTIQUES 

(6.1) On conserve les notations du § 1. 

Theoreme (6.1). (1) Soit Y Ie germe de en a l'origine, n: x -> Y une modi-
fication analytique a croisements normaux. On a l'egalite 

(2) Soit n: X -> Y une modification analytique a croisements normaux 
d'espaces analytiques complexes compacts. On a l'egalite 

o 

X(Y) = L X(EI ) . 

Ie] n[ 
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o 
Remarque. Rappelons que par convention X(E0 ) = X(X\E(X)) = X(Y\E(Y)). 
Donc 

x(n(E(X))) = L x(EI)/nI · 
0#eJ 

(6.2) Demonstration du theoreme (6.1). On va demontrer (1) et on laisse au 
lecteur Ie soin de deduire (2) de (1). 

En suivant Ie meme cheminement que dans la preuve du theoreme (3.2) 
(algebrisation relative, approximation), on se ramene a demontrer l'egalite (1) 
quand X et Y sont algebriques, 0 E Y et n: X --t Y est une modification 
algebrique a croisements normaux. 

Comme en (4.3.1), il existe dans ce cas Ace de type fini sur Z tel que 
n: X --t Y provienne, apres extension des scalaires, de n A: X A --t YA defini sur 
A , et un ouvert dense U de Spec A , tel que pour tout point ferme a de U, 
n A ait bonne reduction en a (comme modification a croisements normaux). 
On prend alors un anneau V, A eVe C comme en (4.3.2) et on reprend 
les notations de (4.4). On note X(Kp) l'ensemble des points Kp -rationnels de 
Xv' 

On va calculer de deux fa~ons differentes l'integrale 

Io(Kp) = r Ii. 
}Y(Kp) 

Comme (XI"'" xn ' t) est un systeme regulier de parametres, on a directe-
ment Io(Kp)=q-n. D'autre part ona Io(Kp) = JX(Kp)n*li. 

Comme n A a bonne reduction en a, nv a bonne reduction au point ferme 
de Spec V et par un calcul similaire a [D 1], on obtient 

-n 0 _I (q - l)q-n j 

Io(Kp) = q L #((EI)w nnw (O))(lFq) IT -n' 
Ie] q q JEI 1 - q , 

ou encore, par Ia formule des traces de Grothendieck 

(6.2.1) Io(K ) = q -n ~ c[ IT (q - l)q-n, 
p L..t 1 _ q nj 

Ie] JEI 
. .0 1 

avec C/=Lj(-l)ITr(Frob,H:((E/)iF nni (0), Ql/)) , pour I premier a q. 
q q 

Si K~e) est I'extension non ramifiee de degre e de K p ' on definit et on 
calcule de la meme fa~on Io(K~e)). 

De meme qu'en (2.4), si I est premier a q, il existe KENo et une fonction 
meromorphe en e, II ,o(Kp , e), sur KZ/ , telle que pour tout e E KNo on ait 

(e) 
II ,o(Kp , e) = Io(Kp ). 

De plus, tout comme en (2.4), quitte a choisir U plus petit, on peut supposer 
que Xc((E/)iF n nil(O), Ql/)'= x(E/ n n-I(O)). On deduit alors de (6.2.1) que 

q q 

o I 

I · I (K ) = ~ X(E[ n n- (0)) 
1m lOp' e L..t . 

e-->O ' /e] n/ 

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



720 J. DENEF ET F. WESER 

Mais comme II ,0CKp ' e) = q-ne si e E KNo' on a egalement 

limII oCKp ' e) = 1, 
e--+O ' 

et on obtient l'egalite recherchee. 
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