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SUR LE 17ÈME PROBLEME DE HILBERT POUR

LES FONCTIONS DE NASH

JACEK BOCHNAK

Abstract. The purpose of this note is to give a more refined version of a

theorem of Efroymson: If U c R" is defined by polynomial inequalities of

the form/ > 0, / = 1,..., p, and if g is a positive definite Nash function

on U, then g is a finite sum of squares of Nash meromorphe functions on (/.

1. Résultats. Soit A un anneau de fonctions réelles sur un ensemble U. On

peut formuler pour l'anneau A, une généralisation suivante du 17ème prob-

lème de Hubert:

Problème llA. Soit/ E A,f(x) > 0, Vx E U. Existe-t-il <p, <px,. . . , <pk E

A, q> ̂ 0, tels que <p2f = <p2 + ■ • • + <p%7

Le problème original de Hubert a été posé pour A = R[XX, . . ., Xn] et

résolu par E. Artin [1], [7], [8], [10]. De nouveaux résultats ont été obtenus

récemment. On a pu démontrer que la réponse au problème est positive dans

les cas des anneaux suivants: l'anneau des germes des fonctions analytiques

de n variables réelles [11], l'anneau des fonctions analytiques réelles (globales)

sur une variété analytique réelle de dimension 2 [3], et certains anneaux de

fonctions de Nash (globales) [6]. Rappelons que les fonctions de Nash sont

des solutions analytiques d'équations polynômiales; plus précisément, une

fonction analytique /: U -» R d'un ouvert I/cR" dans R est dite de Nash,

s'il existe un polynôme P (x, y) de n -f- 1 variables réelles, P ^ 0, tel que

P(x,f(x)) = 0dans U.

G. Efroymson [6] a montré que, pour l'anneau N(U) des fonctions de

Nash sur un ouvert semi-algébrique U c R" de la forme

U= {xER":Pi(x)>0,Pi ER[X],i = l,...,s) (•)

le problème 17^^ a une solution positive. (En particulier on peut prendre

U = R".) Signalons ici que la solution de ce problème publiée par Mostowski

[9] n'est pas correcte (voir la remarque 3 ci-dessous). Posons le problème plus

précis.

Question. Soit/ E N(U),f(x) > 0, \/x E U, U un ouvert connexe de R".

Quels sont les sous-anneaux A de N ( U), tels que / soit une somme de carrés

dans le corps de fractions A(0) de Al
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Dans cette note nous allons considérer cette question et nous allons donner

quelques  précisions  concernant  une  répose  "économique"  au  problème

l'rV(t/)*

Un contre-exemple. Soit A = R[X][Vl + X2 ] c N(R). L'élément

/ = Vl + X2 EA est une fonction positive sur R, mais il n'est pas une

somme de carrés dans A(Qy En effet, A(0) est obtenu par adjonction à RIA']^

d'une racine quadratique / d'un élément de R[Ar]. On sait alors [12] que l'on

peut ordonner le corps A(G) de sorte que (—f) soit un élément positif suivant

cet ordre; par conséquent/ne peut pas être une somme de carrés dans yf(0).

Définition [2]. On appelle un anneau semi-algébrique tout sous-anneau

A = A(U) de l'anneau des fonctions de Nash N(U), contenant

R[AV ...,xn].
Pour un anneau semi-algébrique A = A(U) notons par A(V) le sous-anneau

de N(U) engendré par A et les éléments de la forme Vf, où / E A et

f(x)>0, Vx E t/. Posons, par récurrence, A(k) = (A(*-•))(') et A(x) =

yJt=0A(k\A^ = A.

Remarque 1. A = ^(oo) si et seulement si f E A, f~x(0) = 0 implique

V\J\£A-
Théorème 1. Soient U un ouvert semi-algébrique connexe de R" de la forme

(*) et f une fonction de Nash sur U,f(x) > 0, Vx E U. Alors f est une somme

de carrés dans le corps de fractions de Panneau semi-algébrique A^\ où

A =R[Xx,...,X„][f]cN(U).

Corollaire. Soit A = A(U) un anneau semi-algébrique (U étant de la

forme (*)), ayant la propriété

g E A,    g(x)>0,    Vx E U^>Vg EA. (**)

Alors toute fonction f E A,f(x) > 0, Vx E U, est une somme de carrés dans le

corps de fractions A (0) de A.

On retrouve en particulier la solution de Efroymson du problème 17^^, la

condition (**) étant trivialement vérifiée pour l'anneau N(U) des fonctions

de Nash.

Questions ouverts. (1) Considérer le problème 17^^ pour un ouvert

semi-algébrique U quelconque (ou même pour un ouvert quelconque de R").

(2) Existe-t-il une fonction de Nash positive qui n'est pas une somme de

carrés dans N ( U)1

2. Démonstrations. Supposons désormais que U est un ouvert semi-algébri-

que connexe de R" de la forme (*).

On sait, depuis les travaux de E. Artin [1], [8], que le 17ème problème de

Hilbert est étroitement lié à la théorie des anneaux ordonnés.

Nous aurons besoin du

Lemme 1. Soit A(U) un anneau semi-algébrique, 8 E R[XX, . . ., X„] =

R[X], äiO. Supposons que f E A, f(x) > 0, Vx E U, f ri étant pas une
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somme de carrés dans le corps de fractions de l'anneau A^\ Alors il existe un

ordre sur Panneau A* = (A[Y, Z])(3), compatible avec la structure d'anneau et

tel que les éléments (—f) et 82Y — 1 soient positifs dans A*.

Remarque 2. Toute fonction <¡p de (A[Y, Z])(2) c A* telle que <p(x,y, z) >

0, V(x,y, z) E U X R2, étant un carré dans A*, est positive en tant qu'élé-

ment de .4*.

Dans ce qui suit, nous entendons par un ordre sur un anneau, un ordre

compatible avec la structure d'anneau.

Preuve du Lemme 1. Supposons que D soit un sous-ensemble d'un anneau

intègre 2? et 1 E 73). Notons par D l'ensemble des produits d'éléments de D. Il

résulte facilement de la théorie de corps ordonnés [8], [12], que la condition

k

2 y,«,2 = 0,    a,- E B, y,. E D -» a,-ak = 0, (1)

implique l'existence d'une structure d'ordre sur B, pour laquelle tous les

éléments de D sont positifs.

Nous allons appliquer ce critère pour B = A* et Z> = {1, - /, 82Y — l).

Considérons la relation 2 y,a2 = 0, où les y, sont de la forme y, = ßx*ß%2,

ßi E D, a¡ E A*, a, E N, et montrons que tous les a, sont nuls.

Sans perte de généralité, on peut supposer que a, = 0 ou a, = 1. On a donc

une relation du type

(82Y - l)(-/)(2â2) + (82Y - 1)(2#) + (-/)2c? + 242 = 0,    (2)

où â„ b¡, êj, d¡ sont dans A *.

Posons y = <527 - 1 et

at(x,y, z) = â,(x, (y + l)/82, z),    b, = b](x, (y + l)/82, z),

etc. La relation (2) devient

ylb2 + ^d2=f(^c2+y^a2). (3)

Observons que pour N suffisamment grand a,<5 2N, b¡8 2N, appartiennent à A * ;

on peut donc, sans perte de généralité, supposer que dans (3) a,, b¡, c, et d¡

sont dans A* (quitte éventuellement à multiplier (3) par 82N). Si 2c,2 + y2a,2

2 0, on aurait pour un choix convenable de (y, z) ER2, y > 0, une

expression de/comme somme de carrés dans A^:

Six) = (ylbf(x,y, z) + ^d2(x,y, z))

•(2,c?(x,y,z)+y"2,af(x,y,z))   .

Nécessairement donc 2a,2 = 0 et 2c2 = 0, ce qui implique y2b2 + "Zd2 = 0,

d'où 2è,2 = 0 et 2a^2 = 0. Etant donné la construction de a„ b¡, etc.,. . ., on

constate que tous les â„ b¡, c, et d¡ sont nuls.   □

La démonstration du Théorème 1 est basée sur le principe de Tarski.

Principe de Tarski [4], [5]. Soit K un corps ordonné et H(XX, . . . , Xn) une
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relation polynômiale dans K[XX, . . . , X„]. Si Q¡ désigne soit V soit 3, alors une

formule du type

[Qxxx E L, Q2x2 EL,..., Q„xn E L, H(xx, ..., x„)}

est vraie pour un corps ordonné maximal L Z) K si et seulement si elle est vraie

pour tout corps ordonné maximal L D K.

Par relation polynômiale dans K[XX, . . . , Xn], on entend une fonction

booléenne des relations de la forme p(Xx, . . . , Xn) > 0, où p E

K[XX, . . ., X„]; [4], [5]. Considérons maintenant un ensemble semi-algé-

brique M de R", i.e. un ensemble de la forme

M = U [x E R";p0(x) > 0, qfx) = 0,./ = 1, . . . , k,},
i-l

OÙPlj E RM, qt E R[X].
Pour un corps L d R, notons par ML l'ensemble

5

ML = U {x E L": PiJ(x) > 0, qfx) = 0,7 = 1, . . . , k,}.
i = i

Supposons que le graphe d'une fonction /: U -» R, U E R", soit semi-

algébrique dans R" + l. Le principe de Tarski montre que pour un corps

ordonné maximal L d R, l'ensemble (graphe f) est un graphe d'une fonction

Il '■ Ul -* E (voir [5]). Cette notion d'extension fL d'une fonction /, dont le

graphe est semi-algébrique, est particulièrement utile pour les fonctions de

Nash puisqu'une fonction analytique / d'un ouvert semi-algébrique U de R"

dans R est de Nash si et seulement si son graphe est semi-algébrique [5]. Pour

un/ E N (U), le symbole fL est donc bien défini.

Notation. R[X, Y, Z]\U x R2 - [q>\U x R2: <p E R[X, Y, Z]}, U c R",

X = (Xx, ..., Xn).

Lemme 2 [6]. Soient A = A(U)un anneau semi-algébrique,

gEiR[X, Y,Z]\U xR2fc N(U XR2),        k E N, h E A(U),

L un corps ordonné maximal, RcL et <p: (A[Y, Z]fk+X) —> L un

homomorphisme d'anneaux. Alors la fonction

g: U XR23(x,y,z)-*g(x,y,h(x)) ER

est   dans   (A[Y, Z])(*>   et   gL(<p(X), <p(Y), <p(h)) = <p(g),   où   <p(X) =

(<p(Xx), ..., <p(Xn)).

Prueve. Pour k = 0 le lemme est évident, g étant un polynôme. Il suffit de

montrer le lemme pour k = 1 ; le passage pour k > 1 se fait par récurrence,

suivant un raisonnement analogue. Supposons donc g de la forme

g = a + bVc ,oùa,b,cE R[X, Y, Z], c(x,y, z) > 0, V(x,y, z) E U X R2.

Evidemment,

cL(<p(X), tp(Y), «p(Ä)) = <p(c(X, Y, h)) = <p(^/c(X,Y,h)2)}
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d'où <p(^c(X,Y,h) ) = ±VcL(cp(X),<p(Y),cp(h)). En fait, q>(}jc(X,Y,h) )

est positive dans L pusique la fonction % =yc(X,Y,h) E (A[Y, Z])(1) et

¿(jc,y, z) > 0, V(x,y, z) E U X R2; £ est donc un carré dans (A[Y, Z])(2) et

<p()/c(X,Y,h) ) = <p()/ë) = (Ç(V| ))2 > 0.
Cela termine la démonstration car on a

<p(g) = <p(a(X, Y, h)) + <p(b(X, Y, h))<p(ï/c(X,Y,h))

= aL(<p(X),<p(Y),<p(h))

+ bL(<p(X), <p(Y), 9(A))VcL(ç(nv(nç>v*))

-gr(9(3r),Ç(7),9(A)).

Démonstration du Théorème 1. Suivons l'idée de Mostowski [9].

Raisonnons par l'absurde et supposons que / E A ( U), f(x) > 0, Vx E U, et

/ ne soit pas une somme de carrés dans L4(3))(0). Soit P ER[X,Z] un

polynôme irréductible, tel que P(x,f(x)) = 0 dans U. Le discriminant 8 E

R[X] de P n'est pas identiquement nul. Choisissons un ordre sur A* —

A[Y, Z](3) pour lequel les éléments (—fi) et 82Y — 1 soient positifs (Lemme

Définissons deux sous-ensembles semi-algébriques

C, = {(x,y,z)E U XR2:f(x) = z],

C2 = {(x,y, z) E U X R2: P(x, z) = 0, 82(x)y - 1 > 0,f(x) * z).

(Cette opération a pour but de séparer les branches d'ensemble P~x(0), en

particulier de séparer le graphe de / c P ~ '(0)). Les ensembles C, et C2 sont

disjoints et fermés dans U X R2. D'après le Lemme de Séparation [6], [9] il

existe une fonction g E (R[X, Y, Z]\U X R2)(2), telle que g(Cx) > 0 et g(C2)

<0.
Considérons la formule polynômiale FL suivante:

\f(x,y,z)EL"+2{xE UL, PL(x, z) = 0, S2(x)y - 1 > 0,

gL(x,y,z) >0=>/L(x) = z},

L étant un corps ordonné maximal contenant R.

Par construction, cette formule est valable pour L = R. D'après le prin-

cipe de Tarski elle restera valable dans la clôture ordonnée maximale L du

corps de fractions de A*. Notons par <p: A * —> L le plongement de A * dans L

et appliquons le Lemme 2 avec k = 2 et h = /. On aura donc

gL(cp(X),cp(Y),<p(f)) = <p(g)>0,

puisque g E (A[Y, Z])2 est strictement positive sur U X R2 et donc un carré

dans A* = A[Y, Zf3); rappelons que g(x,y, z) = g(x,y,f(x)) est positive

sur U XR2 car (x,y,f(x)) E Cx.

Remarquons alors que l'hypothèse de la formule FL est valable pour

(x,y, z) = (<p(X), <p(Y), <p(/)) E L"+2.   En   effet,   on   a  déjà  vérifié   que
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gL(<p(X), <p(Y), <p(f)) > 0. Par construction on a 82(<p(X))<p(Y) - 1 =

<p(82Y - 1) > 0 et bien sûr PL(y(X), <p(f)) = <p(P(X,f)) = 0.

Enfin <p(X) = ((?(*,), . . ., <p(X„)) E (7L. En effet, si U = (x E R": />,(*)

> 0, / = 1, . . ., s}, p; E R[X], alors Vp¡\U EA*. Les fonctions p¡\U sont

donc des carrés dans A* et par conséquent <p(p¡\U) = p¡ (tp(X)) > 0, d'où

<p(X) E UL (on utilise ici le fait que U est de la forme (*)).

Il en résulte, par le principe de Tarski, que fL(q>(X)) = <p(f). L'hypothèse

que/ n'est pas une somme de carrés dans L4(3))(0) donne une contradiction:

d'une part l'élément <p(f) comme l'image par plongement de / dans L est

négatif dans L, d'autre part cet élément (comme égal àfL(<p(X))) est positif

dans L, puisque d'après l'hypothèse faite sur/et d'après le principe de Tarski

fL(yp(X)) > 0. Donc/est nécessairement une somme de carrés dans (,4(3))(0).

Remarque 3. La solution de llN(U) publiée par Mostowski est incorrecte,

puisque l'anneau auxiliaire 'ÍP [9. p. 261], ne possède pas (contrairement à ce

qui est utilisé dans [9]) la propriété essentielle pour la démonstration, à savoir

que toute fonction de "dP qui prend des valeurs strictement positives, est un

carré dans 9 [9, p. 262]. Dans cet article le rôle de ^P est joué par l'anneau

A(oo). Remarquons également que la démonstration du Lemme de Séparation

donnée dans [9] est valable uniquement pour U de la forme (*) (la dé-

monstration du Lemme 6 [9] étant erronée).

Remarque ajoutée lors de la correction des épreuves. Le lecteur trouvera une

réponse aux "questions ouvertes" du § 1 dans l'article Real algebraic geometry

and the llth Hilbert problem, §9, écrit en collaboration avec G. Efroymson.
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