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LE DEGRE DE LINDELOF EST [-INVARIANT
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ABSTRACT. Two Tychonoff spaces X and Y are said to be l-equivalent if
Cp(X) and Cp(Y) are linearly homeomorphic. It is shown that if X and
Y are l-equivalent, then the Lindel6f numbers of X and Y are the same. The
proof given is a strengthening of the one given by N.V. Velichko to show that
the Lindeldf property is l-invariant.

0. INTRODUCTION

Deux espaces topologiques complétement réguliers X et Y sont dits t-équivalents
(respectivement, [-équivalents) si Cp(X) et Cp(Y') sont homéomorphes (respective-
ment, linéairement homéomorphes). Ici C,(X) désigne I'ensemble des fonctions
f X — R continues, muni de la topologie de la convergence simple. L’objet de
cet article est de montrer que deux espaces [-équivalents quelconques ont le méme
degré de Lindeldf, ce qui répond & une question de A.V. Arhangelskii reprise dans
[4]. Les premieres suspicions a ’égard de l'invariance du degré de Lindel6f par
[-équivalence, ont commencé des la parution du travail de A.V. Arhangel’skii [I]
suivi de celui de E.G. Pytkeev [9], ol il est montré, entre autres, que le maximum
des degrés de Lindelof des puissances finies d’un espace est un t-invariant. Depuis,
plusieurs résultats se rapportant a cette question ont été établis. Un survol complet
de I’historique des t-invariants et des [-invariants se trouve dans les articles [3], [4] de
A.V. Arhangel’skii, par conséquent nous en indiquons seulement quelques éléments.
Parmi ces résultats, citons O.G. Okunev [7] qui a montré que la o-compacité est un
t-invariant et V.V. Tkachuk [I0] qui a montré que le degré héréditaire de Lindelof
est un l-invariant. Ce résultat de Tkachuk a été ensuite généralisé par O.G. Okunev
[8] en montrant que le degré héréditaire de Lindeldf est en fait un ¢-invariant. Une
importante persée dans cette direction, comme ’a dit Arhangel’skii dans [3], a été
accomplie en 1990 par N.V. Velichko qui a montré que la classe des espaces de Lin-
delof est stable par [-équivalence. Ce résultat de N.V. Velichko est paru récemment
dans [12].

D’autres résultats concernant 'invariance du degré de Lindelof par [-équivalence,
dans des classes particulieres d’espaces topologiques, sont connus. D’abord, il
résulte immédiatement du résultat de Tkachuk cité ci-dessus que, dans la classe
des espaces parfaits, le degré de Lindeldf est un [-invariant (et plus généralement,
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un t-invariant d’apres Okunev [§]). J. Baars [5] a montré que c’est également le cas
pour la classe des espaces qui sont paracompacts et qui vérifient le premier axiome
de dénombrabilité. Le résultat de J. Baars a été étendu par V. Valov [I1] & la classe
des wg-espaces et a celle des espaces p-complets.

Pour finir cette introduction, nous donnons une breve description de cette note.
Le noyau de notre approche est la notion de ¢-extracteur introduite et étudiée sous
une forme abstraite dans la section 1. Etant donnée une multifonction ¢ : X —
P(Y) semi-continue inférieurement, un ¢-extracteur est une application G définie
sur la collection des ouverts de Y et a valeurs dans les parties de X et reliée a ¢
par des propriétés spécifiques. (La définition précise est donnée ci-dessous.) Une
telle application G, quand elle existe, est connectée a ¢ de telle sorte que, sous
des conditions convenables, le degré de Lindeldf {(Y) de Y ne peut pas dépasser
celui de X (Proposition 3 et Théoreme 4). Dans la section 2, nous considérons
un plongement linéaire ¢ : Cp(Y) — Cp(X) et nous montrons, en empruntant
notamment des idées a [12], que la multifonction ¢ : X — P(Y) naturellement
associée a ¢ admet un ¢-extracteur (Lemme 5). Le reste de la preuve (Lemme
6 et 7) consiste & montrer que ce ¢-extracteur satisfait a toutes les conditions
requises pour que les résultats de la section 1 s’appliquent. Le résultat le plus
général (Théoréme 8) obtenu par cette méthode s’énonce de la fagon suivante: si
la multifonction associée au plongement linéaire ¢ : Cp,(Y) — C,(X) est & valeurs
non vides, alors {(Y) < I(X). En particulier, si X et Y sont l-équivalents, alors
U(X)=1UY).

1. MULTIFONCTIONS ET DEGRE DE LINDELOF

Soit ¢ : X — P(Y) une multifonction, oit X et Y sont deux espaces topologiques
et ott P(Y') désigne 'ensemble de toutes les parties de Y. L’espace Y est supposé
de Hausdorff. Pour tout A C Y, on note ¢*(A) = {x € X : ¢(z) C A} et
d(X) =U{¢(z) : z € X}. On dira que ¢ est surjective si Y = ¢(X).

Tout au long de cette note, les lettres N et R désignent respectivement ’ensemble
des entiers positifs non nuls et l’espace usuel des nombres réels. Le symbole |A|
désigne le cardinal de I’ensemble A.

Rappelons que ¢ : X — P(Y') est dite semi-continue inférieurement si pour tout
ouvert U C Y, lensemble {x € X : ¢(x) NU # 0} est un ouvert de X. L’espace Y
étant de Hausdorff, le résultat suivant est immeédiat.

Proposition 0. Si ¢ est semi-continue inférieurement, alors, pour tout n € N et
pour tout ouvert V. .CY, Uensemble {x € X : |p(z) N V| > n} est un ouvert de X.

Désignons par 7 la collection des ouverts de Y. On appelle ¢-extracteur (ou
simplement extracteur) toute application G : 7 — P(X) vérifiant les conditions
suivantes.

S(1): ¢*(U) © G(U);

S(2): SiUCVetxeGV)\GU) alors ¢(z) N (V\U) £ 0;

S(3): Pour toute suite croissante (Uy )nen C 7 telle que X C U, en(Ninsn G(Um),
onaY CJ,enUn -

Pour tout U € 7, on note F(U) = X \ G(U).
Dans les lemmes 1, 2 et la proposition 3, G est un ¢-extracteur fixé.

Lemme 1. Soit (Up)nen C T une suite croissante et soit x € X. Si ¢(x) est fini,
alors ’ensemble I = {n € N:x € G(U,)} est fini ou co-fini.
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Preuve. Supposons que I et 1€ soient infinis. Alors il existe une suite (ng)geny C 1€
telle que ng41 > nk+1 et ng+1 € I pour tout k& € N. En particulier, d’apres S(2),
pour tout k € N, on a ¢(z) N (U, +1 \Un, ) # 0. Comme les ensembles U, +1\ U,,,
k € N, sont deux & deux disjoints, il en résulte que ¢(z) est infini. O

Dans le lemme suivant (Up,),en désigne une suite croissante d’éléments de 7
telle que |¢(z)| > n — k pour tous z € (", F(U;) et k < n.

Lemme 2. Si ¢(x) est fini, alors il existe un entier n tel que x € G(U,,) pour tout
m>n.

Preuve. D’apres le lemme 1, il suffit de montrer que l'ensemble I = {n € N: z €
G(Uy)} est infini. Si I était fini, il existerait k € N tel que = € (_, F(U;) pour
tout n > k. On aurait alors |¢(x)| > n — k pour tout n € N, ce qui est impossible
puisque ¢(x) est fini. O

Le résultat suivant nécessite quelques notations (utilisées également dans la sec-
tion 2). Pour toute collection £ de sous-espaces de X, on note [(L£) = sup{l(Z) :
Z € Ls}, ou l(Z) désigne le degré de Lindeldf de Z et Ly la collection de toutes
les intersections finies d’éléments de £. Rappelons que le degré de Lindel6f d’un
espace topologique Z est le plus petit cardinal infini 7 tel que de tout recouvrement
ouvert de Z on puisse extraire un sous-recouvrement de cardinal inférieur ou égal
arT.

Soit 7 un cardinal infini. Pour toute collection U d’ensembles, on note [U],
la collection constituée des réunions de toutes les sous-collections de U ayant un
cardinal inférieur ou égal & 7. Un recouvrement U de Y sera dit 7-trivialsiY € [U],;
i.e. U admet un sous-recouvrement ayant un cardinal inférieur ou égal a 7.

Désignons par H(7) I’énoncé suivant.

“Il existe une collection L C P(X) wvérifiant [(L) < 7 et une base B
de Y telle que, pour tout recouvrement ouvert U C B de Y mnon 7-
trivial, chaque U € [U]; soit contenu dans au moins un'V € [U], tel que
F(V)yecL”

Silénoncé H(I(X)) est satisfait, on dira que 'extracteur G est synchronisé avec
le degré de Lindelof de X.

Proposition 3. Supposons que ¢ soit semi-continue inférieurement et a valeurs
finies non vides. Si H(T) est satisfait et (X) <7, alors (V) < 7.

Preuve. Nous supposons que {(Y') > 7 pour aboutir & une contradiction. Fixons £
et B dont lexistence est guarantie par le fait que H(7) est vrai. Fixons un recou-
vrement ouvert 4/ C B de Y non 7-trivial. Nous allons construire, par récurrence
sur n, une suite (Upn)nen C [U]; croissante telle que, en posant Fy, ., = (i~ F(U;)
pour k < m, on ait la propriété P,, suivante

(1) F(U;) € L pour tout i < n;

(2) |¢p(x)| > m —k + 2 pour tous « € Fyp, et k < m < n;

(3) |p(x) NUpms1| > m — k + 2 pour tous z € Fi ., et k < m < n.
Comme [(X) < 7, il existe une collection Uy C U ayant un cardinal inférieur ou
égal & 7 telle que ¢(x) N YUy # 0 pour tout z € X. Soit Uy € [U], tel que lon ait
a la fois JUy C Uy et F(Uy) C L. Comme ¢*(Uy) C G(Uy) et & € ¢*(Uy) pour
tout € X tel que |p(x)] = 1, on a |¢p(x)| > 2 pour tout z € F(Uy). Supposons
que pour n € N, les ensembles Uy C ... C U, vérifiant les conditions (1)-(3) aient
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été définis. Comme (L) < 7, d’apres (1) dans P, on a I(Fy ) < 7 pour tout
k < n. Donc, compte tenu de la Proposition 0 et de la condition (2) dans P,,
il existe une collection U,, 11 C U ayant un cardinal inférieur ou égal a 7 telle que
lp(x)NJUn+1| > n—k+2 pour tout = € Fy, ,, et pour tout k < n. Soit Up41 € U],
tel que l'on ait & la fois U, U|JUp41 C Uny1 et F(Upt1) € L. Puisque (L) < 7,
les conditions (1) et (3) de Pp41sont vérifiées. Montrons que (2) l’est aussi. Nous
avons seulement & examiner le cas de Fj, p,41. Soit € F, p41.

Si k =n+1, alors, puisque |¢p(z)NU1| > 1 et Uy C Upt1, ona |¢p(z)NUpg1| > 1.
Comme z € F(Uy,41), il résulte de S(1) que |¢p(x)] >2=(n+1)—(n+1)+ 2.

Sik <n+1, alors Fy, ny1 C Fin, donc x € Fj,,. Par construction de Uj,41,
on a |¢(x) N Upy1| > n—k + 2. Comme x € F(Upy1), il résulte de S(1) que
lp(x)| >n—k+2+1.

Ceci montre que P,,41 est entierement vérifiée et termine la construction.

D’apres la condition (2), le lemme 2 s’applique a la suite (Up)nen, done X C
Unen Nimsn G(Un). Par conséquent, d’apres S(3), on a ¥ C |,y Un. Comme
U, € [U]; pour tout n € N, le recouvrement U de Y est 7-trivial, ce qui est
contradictoire. Donc I(Y) < 7. O

La proposition 3 entraine le résultat suivant.

Théoréme 4. Si ¢ est a valeurs finies non vides et admet un extracteur synchro-
nisé avec le degré de Lindeldf de X, alors I(Y) < I(X).

2. APPLICATION

Dans cette section, nous appliquons le théoreme 4 de la section 1 pour établir
le résultat annoncé dans le titre de cette note. Dans toute la suite, X et Y sont
deux espaces complétement réguliers et ¢ : Cp(Y) — Cp(X) est une application
linéaire continue fixés. Rappelons d’abord quelques notions et propriétés de base
prevenant de la Cp-théorie (on pourra consulter [2], [6], [§] pour les démonstrations).
On associe de fagon standard a v une multifonction semi-continue inférieurement
¢ : X — P(Y) de la fagon suivante. Pour tout z € X, la forme linéaire ¢, : f €
Cp(Y) — ¢(f)(x) € R appartient a L(Y"), le dual topologique de Cp(Y). Comme
les fonctions d’évaluations f € Cp(Y) — f(y) € R, y € Y, forment une base de
Hamel pour L(Y), si ¢, # 0 il existe un ensemble fini ¢(z) C Y non vide et des
nombres réels non nuls A, (x), y € ¢(z), uniques, tels que pour tout f € C(Y) on
ait

V()= D N(@)f():
yEd(x)
Si ¢, = 0, on pose ¢(z) = 0 et on adopte la convention > ) = 0. Ainsi, la
multifonction ¢ est a valeurs non vides si et seulement si ¢, # 0 pour tout x € X.

Rappelons que si 9 est un plongement de Cp(Y) dans Cp(X), c’est-a-dire si
P Cp(Y) = (C(Y)) C Cp(X) est un homémorphisme, alors ¢ est surjective.

Dans la suite, pour simplifer les notations, on posera ¢(f) = f. En particulier,
I’ensemble

{2 € X :[f(z') = f(z)| < 1}
est un voisinage ouvert de x dans X.

Maintenant nous sommes prét pour définir un extracteur pour la multifonction
¢. Por V.CY et z € X, onnote ry(x) =Y {Ay(x) : y € ¢(x) NV} et on pose
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G(V)={z € X :ry(z) = 0}. Le symbole ry est emprunté a [12], ou les points de
G (V) sont dits V-spécifiques.

Lemme 5. Si¢): Cp(Y) — Cp(X) est un plongement, alors G est un ¢-extracteur.

Preuve. 11 est clair que ¢*(V) C G(V'). D’autre part, pour tout z € G(V) \ G(U),
avec U C V, il résulte de 'égalité

ru(@) =rv(z)+ Y Ay(@) #0
y€(z)N(VAU)

et du fait que rv(z) =0, que ¢(z) N (V\U) # 0. Les conditions S(1) et S(2) sont
donc vérifiées par G (définie sur la collection 7 de tous les ouverts de Y).

Vérifions la condition S(3). Soit (U)peny C 7 une suite croissante telle que
X CUpenNisn G(Um); posons U = |J,,cn Un et supposons qu'il existe y € Y\ U.
Posons O = {g € O(Y) : |g(y)| < 1}; comme 9 : C,(Y) — 1(C(Y)) est ouverte, il
existe x1,...,2; € X tels que g € ¥(0) pour tout g € (C(Y)) vérifiant g(z;) =0
pour tout 1 <4 < 1. Posons F' = | J,; ¢(x;) et fixons k € N tel que 'on ait a la fois
FNU C Ug et {x1,... 2} C G(Uy). Enfin, soit f € C(Y) telle que f(FNU) C {0}
et f(FNU°) U{y}) C{1l}. Pour tout 1 <i <[, ona

Fa)= > X@)fE+ Y A@)f(z) =ro(@) = ro(z;) =0,

z€¢(xy)NU z€¢(x;)NUC

Donc f € 4(0). Comme 1) est injective, on obtient |f(y)| < 1 ce qui est contradic-
toire. Donc Y C U. O

Désignons par B la collection des ouverts fonctionnels de Y et par C la collection
de leurs complémentaires. Rappelons qu'un ouvert V' C Y est dit fonctionnel s’il
existe une fonction continue f : Y — R et un ouvert U C R tels que V = f~1(U).
Tout ouvert fonctionnel V' admet une décomposition de la forme V' = J, oy Fn
ou F, € Cet F,, C Fy41 pour tout n € N. Si de plus on peut trouver une telle
décomposition vérifiant ¢*(V) \ ¢*(F,) # @ pour tout n € N, on dira que V est
adéquat.

Un ensemble A C X est dit de type F; dans X, ou T est un cardinal, si A s’écrit
comme réunion d’une collection ayant un cardinal inférieur ou égal & 7 et constituée
de fermés de X.

Lemme 6. Soit S un ensemble infini et (Vs)ses une famille d’ouverts adéquats,
stable pour la réunion finie. Alors F({U,cg Vs) est de type Fr dans X, ou 1 = [S].

Preuve. Posons V = |J, g Vs. Pour tout s € S, soit (F};),en une décomposition de
Vs et, pour tout n > 1, soit f3 € C(Y) telle que f3(z) =0siz € FS et fi(x) =n
siz & Vs. Pour x € ¢*(V;) et k € N, désignons par U (z) Uensemble

({2’ € X« [Fipns (@) <1},

i<k

ou nf est le premier entier m tel que ¢(z) C FZ,. Alors, puisque 7;”5 (x) =0,
Ui (x) est un ouvert de X contenant le point z. Posons

keENzep*(Vs)

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



918 AHMED BOUZIAD

et
By ={z € X :¢(z)n(V\V;) # 0}

et soit A = [, .g(As U Bs).

L’ensemble A; est un G5 de X. L’ensemble B, est aussi un G5 de X; en effet,
comme ¢ est & valeurs finies, on a B, = [, cn{z € X : ¢(x) N (V \ F}}) # 0}. Par
conséquent, pour établir le lemme, il suffit de montrer que G(V) = A.

Montrons que F(V) C X \ A. Soit y € F(V). Comme ¢(y) est fini et la famille
(Vs)ses est stable pour la réunion finie, il existe s € S tel que ¢(y) NV C Vg, ie.
y & Bs. Soit k € N tel que I'on ait ¢(y) NV C F. Comme ry(y) # 0, on suppose
sans perte de généralité que k|ry (y)| > 1. Nous allons vérifier que

veg |J Ui

zed*(Vs)

il en résultera que y ¢ As et donc y € A. Soit x € ¢*(Vs); on a 7;““ (y) =
(k + n2)rv(y), il résulte donc des inégalités (k + n3)|rv(y)| > klrv(y)] > 1 que
y & U (a).

Montrons que X \ A C F(V). Comme les V;, s € S, sont adéquats, on peut
supposer que la décomposition de chaque Vs est telle que ¢* (V) \ ¢*(F?) # 0 pour
tout n € N. Soit y € A et soit s € S tel que y € A; U By. On a ¢(y) NV C V; soit
p € N un entier tel que ¢(y) NV C F;. Fixons k € N tel que y ¢ Uxab*(vs) Ui (x),
et x € ¢* (Vi) tel que ¢p(x) N (F;)° # 0; on a alors nj > p et il existe i <k tel que

Fiine@)|>1. Ona
dy) NV =d(y) NV C Fy C Ffipe s

donc ?f_,rm (y) = (i +n)rv(y). Par conséquent, (i +n3)|ry(y)| > 1; en particulier
rv(y) # 0, donc y € F(V). O

Lemme 7. Supposons que ¢ soit surjective. Soit T un cardinal infini et U C B un
recouvrement ouvert de Y non T-trivial. Alors, pour toute famille (Vy)ses C U, ot
|S| < 7, il existe une famille (Up)ier C U]y, stable pour la réunion finie telle que

() T <7;

(2) pour tout t € T, Uy est adéquat;

(3) UseS Vs C UteT Ut.

Preuve. Posons V' = |J, g Vs et notons que U]y, C B. Comme U est non 7-
trivial, on a Y\ V # 0; soit z1 € X tel que ¢(z1) ¢ V et Uy € U]y, tel que
¢(xz1) C Uy. Supposons que x1, ..., T, et Uy,..., U, soient construits. L’ensemble
Y\(VUULU...UU,) est non vide, donc il existe x,+1 € X tel que ¢(zp41) € VU
UrU...UU,. Soit Up+1 € [U]x, tel que ¢(xy4+1) C Upy1. Désignons par (z,)neny C
X et (Up)nen C [U]x, les suites obtenues en poursuivant ce processus. Posons
U = U,penUn. Soit (W)ier la famille de toutes les réunions finies d’éléments de
(Vs)ses et pour t € T posons Uy = W UU. 1l est clair que la famille (Up)ter C [U]xn,
est stable pour la réunion finie, et que 'on a |T| < 7 et U,cq Vs C Uer Ut
Vérifions que chaque U; est adéquat. Soit ¢ € T et fixons une décomposition
(F!)nen pour Wy et pour chaque n € N une décomposition (F}*)gen pour U,. La
suite (Gp)nen, ot G, = FE UFU...UF?, est une décomposition de Uy; de plus,
on a (Tn)neny C ¢*(Ut) et xpy1 € ¢*(Gy) pour tout n € N. O

Nous sommes maintenant en mesure d’établir les résultats annoncés.
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Théoreme 8. Supposons que 1 : Cp(Y) — Cp(X) soit un plongement linéaire et
que pour tout x € X il existe f € C(Y) telle que ¥(f)(z) # 0. Alors I(Y) < I(X).

Preuve. L’hypothese faite sur ¢ assure que la multifonction ¢ est a valeurs non
vides. D’apres le lemme 5, G est un ¢-extracteur. De plus, d’apres les lemmes 6
et 7, I'énoncé H(I(X)) est satisfait lorsque £ est la collection des ensembles qui
sont de type Fj(x) dans X et B est la base de Y constituée des ouverts fonctionnels
(notons que L est stable pour 'intersection finie et que I(£) < [(X)). En d’autres
termes, G est un ¢-extracteur synchronisé avec [(X). Donc, d’apres le théoréme 4,
onal(Y) <I(X). O

Corollaire 9. Si X etY sont l-équivalents, alors [(X) = I(Y).
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