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SUR L’INEGALITE DE POINCARE, A SUPPORT COMPACT,
POUR UN OU PLUSIEURS CHAMPS DE VECTEURS

MAKHLOUF DERRIDJ

(Communicated by David S. Tartakoff)

ABSTRACT. Nous démontrons, dans cette note, une inégalité de type Poincaré
pour un ou plusieurs champs de vecteurs {X;};—1,... »,7 > 1, et des fonctions
réguliéres & support contenu dans un voisinage d’une hypersurface S, sous
une hypothese naturelle de contact entre S et la famille {X;}. La constante
intervenant dans cette inégalité est précisément reliée a I’épaisseur du voisinage
autour de S et a I'ordre du contact entre S et {X;}.

1. INTRODUCTION

Notre but, ici, est d’abord de donner une démonstration directe d’une inégalité
de type Poincaré, précise, dans le cadre d’un champ de vecteur réel, de classe C'*°
(o1t CF, k assez grand adapté a ’hypothese faite sur ce champ: voir plus loin), dans
un ouvert de R™.

Nous commengons par étudier le cas d’une bande By = {||2/]] < d, |z,| <
¢}. Nous montrons, que sous une hypothese naturelle reliant le champ X et
Ihypersurface S = {||2'|| < d,|zn| = 0} (ici ¢’ = (#1,... ,2n—1)), DOUS pouvons
majorer ||u||Lp(Bd/21£) par C¢||Xul|pr(,.);1 < p < oo, C: est en e, sie < g
petit, et supp(u) C {|z,| < €}, et k 1ié & 'hypothese faite, (Hg x).

Nous pouvons déduire de ce résultat local, un résultat global, de méme nature,
dans le cadre d’une couronne S = {z;d(z,S) < €}, o S est une hypersurface
compacte, de classe C> (ou C*, k assez grand) dans R” et X défini au voisinage
de S.

Nous démontrons le méme genre de résultats pour une famille de champs de
vecteurs réels, de classe C* (ou C*, k assez grand), sous I'hypothése qu'un crochet
de longueur k, formé a partir des champs Xj,..., X, soit transversal & S, au
voisinage du point considéré dans S (dans le cas local) ou qu’en tout point de S,
on ait I’hypothese ci-dessus (dans le cadre global d’une hypersurface compacte S).

Ce travail se justifie surtout par la précision des constantes qui interviennent et
la méthode utilisée (& partir, en particulier, de formules établies par L. Hérmander
dans [3], grace a la formule de Campbell-Hausdorff). Aussi bien dans le cas d’un
champ de vecteurs X que dans celui d’une famille X1,...,X,, nous étudions le
flot (ou “un flot composé” dans le 2¢me cas) du champ X (ou des champs X) et
montrons qu’il sort de la bande (ou couronne considérée) assez vite, en fonction de
Iépaisseur. D’autre part, la contrainte faite sur € < g (dans le cas de la bande, ou
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2332 MAKHLOUF DERRIDJ

d’une couronne, dans le cas global), ne dépend que des constantes intervenant dans
Iexpression des hypotheses faites entre X et S ou entre la famille {X;,j=1,... ,r}
et S. Une hypothese du méme genre faite sur tout un voisinage donné de S conduira
a des résultats du méme type avec moins de contrainte sur ¢.

Signalons que la majoration étudiée, sans précision sur C; est établie dans [1].
Signalons aussi que les inégalités dites de Poincaré, plus générales sont relatives a
la majoration de la norme L? de u — up (ol up est la moyenne de u sur la boule
considérée B) par la somme des normes LP de X;(u — up), dans la méme boule,
établies dans le cadre des champs vérifiant 'hypothese de L. Hormander ([2], [4],
).

Signalons enfin que nos champs ne satisfont pas nécessairement I’hypothese de
L. Hérmander, mais seulement I’hypothese (Hk g) (voir plus loin), dans le cas d’une
famille de champs.

Il serait intéressant de voir si cette étude sur les flots (du ou des champs de
vecteurs considérés) permet aussi d’étudier des inégalités de Poincaré, plus génér-
ales.

2. DEFINITIONS - NOTATIONS - CAS D'UN CHAMP DE VECTEURS

a). Nous considérons un morceau de bande dans R™, dont la variable usuelle est
notée x = (x1,... ,Tn-1,2n) = (¢, z), définie par

By ={z € R",|z,| < ¢,||2]| < d}.
Dans la suite, ¢ sera tres petit et sera donc souvent noté € et d sera petit mais fixé,
en fonction du champ réel X (ou des champs réels X, suivant le cas) donné dans
une bande fixée B, g. On notera S 'hypersurface [Sur I'inégalité de Poincaré...]
(2.1) S ={x, =0||2'|| < a}.

On considere un champ de vecteur X, réel, de classe C*°, qu’on supposera non nul
sur B, g (si X(0) # 0, on est dans ce cas, en prenant (o, 3) assez petits). Le cas
intéressant pour nous est bien entendu le cas ou X n’est pas transverse a .S, en 0.
On peut supposer alors (en divisant par le coefficient de 9s,, supposé non nul en 0)
que l'on a (en prenant peut-étre v et 3 encore plus petits)

n
(2.2) X =0y + Y a0, dans By p.
j=2
Nous supposons maintenant ’hypothése suivante satisfaite:
(2.3) (Hy ) @ lexiste k € N, (minimal) , t.q Xk (2,) #0.

Remarquons que I'hypothese (H, ¢) est de nature géométrique portant sur “I’ordre
de tangence de X avec S”.

Considérons maintenant dans B, g le flot associé a X, noté ¢ = (¢1,... ,¢n)
donné pour t < tg par
/ -
(2 4) Sat(tvx) - X(@(ta {E)), 0<t< to,
' ©(0,7) = .

De fagon plus concrete ici (2.4) se réécrit, d’apres (2.2):
oy (t,x) =1, 0 <t<ty,

(2.5) 0;(t,x) = a;(p(tr)),  j=2,
(0, z) = .
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Notre but sera de montrer que, sous ’hypothese (H, ), si € assez petit, alors pour
tout © € Bg ., la courbe intégrale de X issue de z sort de Bg ., par |zn| = € au

bout d’un temps inférieur a C’oei, ou C est une constante fixe dépendant de X

sur B, g.

Pour cela, nous allons d’abord montrer, que X a une écriture spéciale, si 'on
fait un changement de variables en (z1,... ,x,—1) seulement (laissant ainsi x,, in-
variant).

Proposition 1. On peut trouwver un changement de wvariables (x1,...,z,) —
(ur(2), ..., up—1(2"),zn), au voisinage V de 0, tel que lon ait, avec u =
(’U,l7 e ,un_l)
(2.6) X =0y, +bn(0)0s, +2,Y

' ou Y est un champ de vecteurs dans V.

Démonstration. Soit donc X donné par (22). Ecrivons d’abord a; (', x,,) = a; (', 0)
+z,a;(z). Ainsi on obtient

X =0p 4+ a;(@,0)0,, + Y wniij(2)0a,
j=2 j=2

(27) n.—l ‘ n
=0, + Z a;j(2',0)0z, + an(z',0)0y, + n Z ()0, .
j=2 j=2

Nous savons qu'il existe un changement de variables: (x1,...,2p—1) — W1, . .,Upn—1)
(rectification d’un champ de vecteurs) dans R"~!, pres de 0 € R" 71, tel que

n—1

Oy + Z a;(2',0)0,, = Oy, .

=2

Considérons alors le changement associé (z) — (u, xy,), pres de 0 € R™. On obtient
alors avec les variables (u, x,,):

X = Oyy + bp(u)0s, + 2, Y

n—1
(2.8) avec Y = Z 0;(u, 2r)0u; + 0(u, )0z, dans V.
j=1
Donc, dorénavant, on suppose qu’avec (Z1,... ,Z,) On a
(2.9) X =0, +a(2')0s, +2,Y,
' Y champ de vecteurs dans B, 3.
B

Proposition 2. Soit X donné par (Z3) dans By g. Alors on a, sous Uhypothése
Hk75.‘

(2.10)

(0) £0 et (0)£0, 0<(<k-—2.

k=t 3—%
Démonstration. Exprimons X (z,,) et X2(zy,)

X (zn) a(x") + x,Y (z5),
X:zn) = 22(2f)+aY (zn) + znfol).
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Supposons, par récurrence, que:

p—1 p—2 14
(2.11) XP(x,) = u(x')—i—zwa—;(ﬂc')—kxnfp.

1
ozl
Appliquons X & ([2.II). On obtient:

OPa P72 gty P2

Py @)+ HEW(JT') +a(a) 0., (60)

=0 1 £=0
D

Xp+1(mn)

8£a ’ ’ !
(@) +a(@)fp + 2, Y (XP(zn)) + ) m— ()
Oz

or =, .2
_ a—le,f(x') + ; 9;(35)7”(33') + T for1.

Ainsi la formule (ZIT)) est vérifiée. En utilisant ’hypothese (Hy g) on tire bien

E10).

Proposition 3. Soit X donné par 29) dans Bg,g, et soit ¢ le flot de X dans
B, alors:

1(t, ) —x1+ft 1+<pn(s x).b1(p(s,z))]ds, 0<t<to,

(212) Lp](tvx) x] +f() Sﬁn S (E) bj (@(svx))]dsa 2§]§7L—1,
on(t, x) xn+f0 (p1(s @), s en1(82)+@n(s x).bn(p(s 2))]ds,
ouY =370 bj(2)0;.

Démonstration. Cela provient directement de (Z35)), en tenant compte de I'expres-
sion de X donnée dans (23).

Proposition 4. Soit X donné par (Z3) dans Ba, g, satisfaisant Uhypothése (Hg,g).
Alors, on a dans Bq g, 0 <t < tp,

pe(t,m) = zp + Y5y coi (@)t +0(t*HY), 1<l <n,
(2.13) cr1(z) #£0 en fait c11(0) = 1,
enk(x) #0, ¢,;(00)=0, j<k-1

Démonstration. Nous allons, bien entendu, exploiter I’écriture du champ X (écri-
ture (229))).

Nous pouvons toujours écrire py(t,z) sous la forme donnée dans ([ZI3) si 'on
n’exige pas ¢11 # 0 et ¢, 1 # 0.

Montrons que 'hypothese (Hy ) entraine que c11(x) # 0 et ¢ p(x) # 0.

Il nous suffit de le faire en prenant x = 0, (par continuité des c,;, en x): alors
(213) sera montré, en prenant si nécessaire « et (3 plus petits. Notons alors:

@;(t) = ¢;(t,0). Nous obtenons ainsi

P1(t) folwn()b(())]ds, 0<t<to,
(2.14) i) =f, ¢ (¢(s))ds
so t) =[] asm ) oo Pnl(s ))+¢n(s)bn(¢(s>)]d8-

Comme ¢, (0) = 0, on a $1(t) =t + 0(t?). On a donc ¢11(0) = 1, ce qui entraine
la premiere condition. Considérons maintenant 1’expression de ¢, (t) donnée dans
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(2I4). Dans l'intégrale, remplagons a(p(s)) par:

k=1, . n—1 ) }
a(B(5) = St 0) G164 X B (90550 +0(55)
1 j=2
. N k—1
D = ol s c1.:87 Pl
son(t)—/o +j§::2 87+ 0(s"HY)
(2.15)
+ Z% 1(8(5)) + Bu(8)ba(3(5)) + 0(s") | ds

aveca—|8 = 1( )|7é0

On aboutit alors, compte-tenu de (ZTI4) et (ZTI5) &

¢
(2.16) @n(t) = ot +0(t") + / 0(|Bn(s)|)ds.

0
L’estimation (2.16) donne bien ¢, (t) = otk + 0(t**1). Ainsi la proposition 4 est
démontrée.

Proposition 5. Il existe g > 0, et Cy > 0 tels que, pour ¢ < €g, la trajectoire

de X, issue de tout point v € Bg ., atteint la frontiere {|z,| = e} en un temps

1/k

t, inférieur a Coe'/®. De plus la trajectoire p(t,x), 0 < t < t,, est entiérement
(e}

contenue dans By, g, /v . (d= §) avec Cy constante convenable.

Démonstration. D’apres la proposition 4, on a, avec 0(t**1) uniformément
on(t,x) ffcn—f—Zcm tj—i—O tk“) , Cnk # 0,

sur B g et ¢y;(0) =0, j<k-—1.
Montrons d’abord que 1’on a la propriété suivante:

Il existe une constante C} >0 C1=C1(X,Bq ), €0>0
(2.17) tel que Ve <o, Vo € Ba . ch] t + xpn| > 2¢,

pour un t, € [0, Clel/k]

On n’oubliera pas a la fin d’exiger C1e'/* <ty (inégalités ([Z23)). Soit = € Bs ..
Alors |z,| < e. On voit alors qu’il suffit de trouver C; > 0,29 > 0 (indépendants
dez € B%,E) tel que si € < gg alors

sup E cnj(@ x)t! | > 3e.
te[O,Clel/k j=1

Nous savons qu'il existe une constante C' = C'(k) > 0 tel que

(2.18) sup |0;| <C(k) sup |P(t)] , P= 29 it
J=1,0. k te0,1]
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2336 MAKHLOUF DERRIDJ

Nous tirons de la que, pour C' > 0:

sup |P(t)] = sup zk:HjCjej/ksj
(2.19) t€[0,Cel/k] s€[0,1] 5=
= g, e
En revenant a notre polynoéme, on obtient:
~ 1 ()CIgi/E
0 Cerrs 2 coyla)t!) = Oy ;A | era R ‘

Comme B, g a été choisi de sorte que |c i ()| > § > 0 sur B, g (indépendamment
de € bien entendu car ¢, (0) = o).
On aboutit ainsi a:

k

: 1 o
(2.20) sup Cnj (@)t | > ——<=CFe.
te0,Cel/k] jzz:l ! C(k) 2
On choisit alors C; de sorte que
6C(k
(2.21) oy > #

On tire alors aisément de (2:20) et (221)), la propriété (217), lorsqu’on n’a pas
0(tk*1); d’autre part |0(t*+1)| < Cot*+1 Cy uniforme sur B, 5. Nous tirons alors

de (2:17), la minoration suivante:

sup  on(t,z)| > 26— GO
(2.22) te[0,Cre1/4]
>e(2- C’QC’f“el/k) )
Choisissons alors gg de sorte que

(2.23) CoCitel/F <1 et Cre/* < to.

Alors la proposition (217) découle de 222) et Z23). Pour terminer la démonstra-
tion de la proposition 5, il nous suffit d’estimer |p;(¢,z)|, j < n — 1, pour ¢ €
[0, Clé‘l/k].

Nous avons, d’apres (Z14)
(2.24) o1(t,r) = t+x1+0(t?), 0(t?) uniforme en z € B, g,

' pit,a) = i+ 0(pa(t,x), 2<j<n—1.

On en tire alors la propriété suivante, sous la condition (223):

k
(2.25) sup  pj(t, )| < 2y Czet/F < a; sigy < (%) ; T € Bag.
te[0,C1et/k] 2 3 2

Quitte & changer la notation de C7 et C'5 en Cy et C1, la proposition 5 est entierement
démontrée. Dorénavant on consideérera ey avec les contraintes (Z23) et (Z:20)).

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



L’INEGALITE DE POINCARE 2337

Nous sommes préts, maintenant, pour démontrer le

Théoréme 1. Soient g > 0 et Cy > 0 tels que les conclusions de la proposition 5
soient satisfaites. Alors on a, pour € < &gy

(2.26) lulleosy ., < CreH I Xullirpy (. s 1S P <00,
u € C®(Ba,c),supp u C {|z,| < e}

Démonstration. Plagons-nous dans les conditions précédentes.
Soit u € C°°(Ba,e) avec supp v C {|z,| < €}. Prenons 1 < p < co. Nous allons
intégrer d’abord le long des trajectoires de X
t(C

(2.27) u(p(ty, x)) —u(x) = ; Xu(p(t,x))dt.

Comme u(p(ts,x)) =0, on tire de (ZZ17) Pestimation

C[)El/k
(2.28) lu(z)| < / | Xu(p(t,z))|dt, cart, < Coel/F.
0

Par I'inégalité de Holder, il découle:

1

X C[)El/k
@) @< () [T Xuetta)pas
0

Cocl/*
/ ( / |Xu(<p(t,x))|pda:> dt.
0 zEB%é

On a utilisé le théoréme de Fubini, pour avoir (Z:30). Maintenant, & ¢ petit (¢t < to
petit), le Jacobien de l'application:

Et, ensuite, en intégrant en x:

I3

(2.30) / |u(z)|Pda < (Coel/k)
IEB% -

x — o(t,x)

est voisin de 1, car (0, z) = z. Par suite on obtient

ya CoEl/k
(2.31) / u(z)[Pdz < Cs (Coal/’“)q / / | Xu(g)|Pdy | dt.
IEB% - 0 weB

%+C051/k,5

Dans (Z3T)), le fait que ¢ € B%+CO€1/;€7E, provient de lestimation sur les ¢; (Propo-
sition 5): Or on a, trivialement

Cosl/k
(2.32) / / | Xu(p)Pdp | dt < Coel/* / | X (u)[P.
0 pEB

B

%+Cosl/k,a %+C051/k,5

Prenant alors Cy convenable, on obtient bien (Z28l).
Les cas p = 1 et p = oo se font, a partir de ([228)) sans utiliser Holder, de la
meéme maniere.

Remarques. a) En regardant de plus pres, on peut spécifier les constantes Cyp, C1, Ca
entrant dans les estimations en fonction du champ de vecteur X et de 'hypersurface
{z, =0}.
b) On pourrait établir un théoréme global sur la bande B, ={z € R";|z,| <e},
avec une hypothese de “transversalité uniforme” de X par rapport a S={z,=0}.
c¢) On peut se contenter de “champ X de classe C*”.
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b) Cas d’une couronne autour d’une hypersurface compacte S dans R".
Soit S le bord d’un domaine 2 régulier de classe C'*°. On notera alors pour € > 0
petit par:

(2.33) S ={z eR"; d(x,S) <e}. Deplus S ={z;p(x)=0}.

On prendra un champ de vecteurs défini au voisinage de S, (qui est supposée
compacte (2 borné)), réel de classe C'°°. Supposons que pour tout point zg € S,
on a:

(Hk$07s): 1l existe k,, minimal, tel que X*=0(p)(xq) # 0.

Définissons alors k par

(2.34) (Hy 5) 1 k= sup kq,.

zo€ES
Il faut remarquer que si (Hkxo,S) est satisfaite, alors on a Xkop(x) # 0, pour z
voisin de zqg: ainsi k est fini, par compacité de S. On a alors le:

Théoreme 2. Supposons que k défini par (234) soit fini. 1l existeco > 0 et Cy > 0
tels que Ve < g9 on a, pour 1 < p < o0,

(2.35) lullLr(s.) < Coe™¥||XullLris,)  Vu € D(Se).

Démonstration. La démonstration consiste a se ramener localement, au cas d’une
bande.

Soit xg € S: par difféfomorphisme local, on se rameéne au cas d’une bande.

Un morceau de la couronne, pres de xp, se ramene a un ouvert contenant une
bande B, g. Sil’on prend dans ce morceau de couronne, ., suffisamment petit,
la fonction u, transportée de u dans B, g sera a support dans {|z,| < £}, avec €
suffisamment petit (relativement & X et .S prés de zg) pour que (234) soit satisfait,
(avec, de plus, & ~ ). Ainsi

(2.36) ||ﬂ||Lp(B%1€)Sé'l(xo)él/ka(z]HLp(B égE;O (car kaxO s VJ)Q) .

&)
On voit alors qu’on peut faire une partition de S; en un nombre fini d’ensembles
See, £=1,... 4o, tel que

(237) lullzogs. ) < Cree [ Xullings.). u € D(S.).

D’ou l'on tire alors
Lo

(2.38) |ullpr(s. = Z [[ullzr(s..) < Lo (z slupe C’1,g> 61/k||XUf||Lp(g)-
=1 =1...to

En prenant Cj convenable on obtient ainsi (2:35).

Remarque. On peut se contenter, ici aussi, de prendre un champ X et une hyper-
surface S de classe C*, o1 k est donné par (Z34).

3. INEGALITE DE POINCARE DANS LE CAS DE PLUSIEURS CHAMPS DE VECTEURS

Nous allons établir, dans le cas de plusieurs champs X1,... , X, réels, de classe
C*°, des théoremes de majoration, analogues a ceux de la partie II, sous une hy-
pothese faite sur les crochets de champs de vecteurs X;, j=1,...,r, analogue &

celle de L. Hormander, mais seulement dans la direction normale & I'hypersurface
considérée S.
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3.1. Cas d’une bande. Nous allons donc d’abord considérer le cas d’une bande
B, 3, au voisinage de laquelle sont donnés les champs X;, j = 1,...,r, avec 0
comme centre de B, 3.

1l existe un crochet (de longueur minimale k) formé avec
(H, ) des champs de la famille {X1,...,X,}, qui a une
composante non nulle sur d,_, en 0.

n?

Nous considérons alors, comme dans 21 les flots associés px;, j=1,...,7, que
nous supposons définis dans [0,%9] X Bs,g C R x R™ (quitte & prendre a, 5 plus
petits). De plus, remarquons que I'on peut aussi supposer que (H, o) est satisfaite

dans un voisinage de la bande B, g.
Nous allons maintenant définir les “flots composés”

or(t,x), oul=(i1,...,%), 4 €{l,...,r}

Nous allons montrer que pour I convenable, le “flot composé” ¢;(t,x) sort de la
bande By, pour € assez petit et x fixé dans Bg ., par la frontiere {|z,| = €} au

bout d’un temps borné par C’oei.
Nous définissons ¢ (¢, z) pour I = (i1,... ,%,) par:

(3.1) o1t ) =px,. (t,ngQ by o, (t,x)),...); 0<t<ty petit.

Dans le cas d’un seul champ de vecteurs X, nous avons étudié ¢ = ¢x, dans
la bande B, .. Nous allons faire la méme chose avec ;. Pour cela, nous allons
utiliser I’étude faite par L. Hérmander pour les champs X7, a partir de la formule de
Campbell-Hausdorff, dans son fameux papier [3], sur ’hypoellipticité des sommes
de carrés de champs de vecteurs.

Partant de la formule de Campbell-Hausdorff, L. Hormander ([3], pp. 161-162) a

montré que si x1, ...,z sont des indéterminées et si c=adx1, ... ,adx,—1(z,) alors
on a
(3.2) S Heix’ﬁ el ..., e“et

J

ol Hj e est un produit de (3 x 271 — 2) facteurs du type e*s, chaque c; est
un crochet formé a partir des x;, de longueur supérieure a la longueur de c et u
est une somme formelle de crochets de longueur supérieure & N, N étant donné, &
I’avance, grand.

Nous n’utiliserons pas toute la précision de cette formule.

Prenons maintenant, ici, les champs tX;,,...,tX;,. Alors la formule (32) ap-
pliqué a z;;, =tX;, , j=1,...,£, nous permet d’écrire :

(3:3) { (I, 4% ) 0t ) = ! oo adXies (5)

avec 0(t,z) = z + 0(t'*!), avec 0 uniforme en z € By 5.
272

La derniere ligne provient de la formule ([B.2)), avec ¢; et 1 de longueur supérieure
al.

En notant J = (ij)jeJ, i; apparaissant dans Hj en 4, on a alors:
(3.4) st z) = (@t‘adXil,... adx,, | (x;,) (@) + O(tHl))

ceci découle aisément de (33).
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Supposons maintenant que c’est le champ adX;,, ... , (X;,) qui a une composante
non nulle en 0 sur d,,, que 'on note Xy : De (B4) on tire alors, avec J donné par
B3)

(3.5) { pa(t,x) = ppx, (t, ) + 0(t**)

avec X transverse a S = {z, = 0}.

Il faut bien distinguer dans (30 entre ¢ s, qui est un flot composé et . x, qui est
le flot du champ t*X;.

Ici on s’est ramené, du point de vue géométrique a un cas simple, a savoir le flot
d'un champ transverse t* X7, modulo 0(t**1) qui est uniforme en z € B%,%'

Ainsi pour z fixé, la courbe ¢ € [0,t9] — (¢, ) sort de B, si € assez petit
au bout d’un temps majoré par Coe* (car X est transverse et on considere t¥ X7),
avec Cy convenable, donné par la transversalité de X; (donc indépendante de ¢).
Nous notons de nouveau par t, U'instant olt |(¢.)n(t, )| = €. De plus, d’apres (3.5),
pour v € Ba ., € < &g, on a pi(t,z) € Ba ycgee 810 <t < t;. De tout cela, nous
tirons le

Théoréme 3. Supposons que la famille {X1,... ,X,} satisfait Uhypotheése (Hk,S)
dans Bq. g. 1l existe eg > 0,C1 > 0 et Cy > 0 tels que l'on ait, avec 1 < p < 0o

T
1
luller sz, ., < Cre® Z 1XjullerBg oy,
j=1
siu € C®(By,e) etsupp(u) C {|zn| < e}.

(3.6)

Démonstration. Pour z fixé dans Bg . on a alors

it 2) = oy, (tes vy (tay - 0y (s 0y, (B2, ), - )))
(3.7) ou les champs Yy, £¢=1,...,v,
sont les champs +tX; figurant dans (3.3)).

On peut donc considérer le point ¢;(t,z), comme lextrémité d’'une courbe
réguliere par morceaux, chaque morceau étant un morceau de courbe intégrale
d’un des champs Y5.

On peut supposer que chacun de ces morceaux de courbe intégrale est dans By, .
(sinon on s’arréte des que 'on sort de Bg par {|z,| = €} et dans la somme ci-
dessous on aura moins de termes, ce qui est mieux). Nous nous placons dans ce cas
ol tous les morceaux sont dans B, .. On peut alors écrire:

(3.8)

u (g (ta; ) — u(x)

= u(py, (ta, s (tas - - s Py (tos oy, (L, ) .. ))) —u(oy; (0, @y, (tay - .. ))
+u (py, (tay - oo oy, (Ezyx) .. )) —u (v, (0,...))
+...

Fu ey, (tz, 7)) — u oy, (0,2)).

Considérons maintenant u telle que supp v C {|z,| < €}. Comme nous 'avons dit
ci-dessus, on suppose que les morceaux de courbes intégrales sont dans B, ., sinon
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on ne prend que ceux qui sont dans B, ¢, ce qui ne peut qu’améliorer la majoration
qui suit. Nous avons:

Tty
|u<x>|§/ Viu(s, 0y, (tar- v, (tes oy, (tar)) ... )] ds
0

t(C
+/ Yau(s, @y, (tar . (tar v, (£, 7)) ...))| ds
0

L
+/ [You(s, )| ds.
0

Nous tirons alors de (3.9)), en prenant d’abord 1 < p < oo,

tTC
u(@)[P < 27|tz | (/ Yiu(s, oy, (to, - - - 9y, (ta, ) ... ) [Pds
0
te
+ ... —|—/ |qu(s,x)|pds>
01
L § Coek
< 2¥ (COEE> / [You(s, z)|Pds
0
1
C‘[)EE
+...—|—/ [Yiu(s, ..., ¢y, (tz, x))|Pds
0
Considérons une des intégrales: fo |Yu 5,041 (tes oo 0y, (te, x)))[Pds.

Comme t, est voisin de 0 (Cbe% est voisin de 0), nous voyons que, pour t, €
[0,Coet],. .., lapplication:

UAS B% - (503’j+1(t96a s 750Yu(t$7x))) € Bohf

a un Jacobien voisin de 1, € < g¢, €¢ assez petit.
Par suite, nous obtenons, avec une constante C convenable:

(3.10) /B u(a) Pdz < Oy (<) CoekZ/ IYu(y) Py

%,5 Ba-f—Can

o y joue le role de py, (voir I'inégalité (2:3T))). Alors, avec Cy convenable, (B.0)
découle de (BI0).

Les cas p =1 et p = oo, se font de la méme maniere, avec des majorations plus
directes.

3.2. Cas d’une couronne autour d’une hypersurface compacte S. En util-
isant, exactement, le méme raisonnement que dans la partie Bl on peut montrer
le théoreme qui va suivre: Soit S une hypersurface compacte dans R™ donnée par
{p = 0}. On considére dans un voisinage de S, disons Sg = {z € R",d(x, S) < d},
une famille de champs de vecteurs Xy, ..., X,., réels de classe C*°. On suppose sat-
isfaite I’hypothese suivante pour zo € S (Hkmo, g) : il existe un crochet de longueur
(minimale) k5, qui est transverse & S en xg.
(Hy 5) © k =sup, cg ks, est fini, out ks, donné ci-dessus.
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Théoréme 4. [l existe eg > 0, Cy > 0, tels que Ve < €¢ on ait, (sous Uhypothése
(Hyg)) etl<p<oo

T
(3.11) lullos.y < Coe® > | Xjullpags.) Vu € D(Se).
j=1

Comme nous 'avons dit (voir théoréme 2) on raisonne localement, puis on utilise
une partition de S en un nombre fini S, ; de morceaux identifiés & des bandes, par
difféomorphisme.
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