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PROBLEMES DE PETITES VALEURS PROPRES SUR
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ABSTRACT. This paper deals with the spectra of the Laplace and stability
operators of a constant mean curvature surface in the hyperbolic space. In
a preceding work, the author described the essential spectra of these opera-
tors, assuming that the surface is of finite total curvature. In this paper, we
prove that these two operators have a finite number of eigenvalues below their
essential spectra.

INTRODUCTION

Soit M3(c) un espace forme de dimension 3 et de courbure ¢ < 0, et i : M? —
M?3(c) une immersion de courbure moyenne constante h. La surface M est point
critique de la fonctionnelle d’aire pour les déformations qui préservent le volume.
On associe a ce probleme variationnel I'opérateur de stabilité S de M qui peut étre
vu comme la hessienne de la fonctionnelle d’aire (cf. par exemple [B-dC-EJ]). On
a S =A-2h%+c)— A% ou A° est la seconde forme fondamentale & trace
nulle. On définit a partir de S 'indice de Morse de M de la fagon suivante: pour
tout domaine {2 relativement compact dans M on note Ind(£2) le nombre de valeurs
propres négatives de S sur € avec conditions de Dirichlets sur 02, puis on définit
Ind(M) = sup{Ind(Q)|©2 C M}.

Dans cet article, on s’intéresse aux relations entre la géométrie de M et les
propriétés spectrales du laplacien et de I'opérateur de stabilité. Dans ce cadre, la
plupart des études relient 'indice de Morse de M a la courbure totale (cf. [FC],
|[dC-dS], [Be-dC-S1], [Call). On a en particulier les résultats suivants:

Théoréme 0.1 (cf. [EC] et [dC-dS]). Si h? +c =0 alors

/ |A°2dv < 00 < Ind(M) < oo.
M

Théoréme 0.2 (cf. [Be-dC-S1]). Si h? + ¢ < 0 alors

/ |A°2dv < 0o = Ind(M) < oco.
M
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Les exemples de surfaces étudiés par A. da Silveira montrent que la réciproque
est fausse (cf. [dS]).

Lorsque h*+c = 0et [, |A°|*dv < oo, la surface M est conforme & une surface de
Riemann privée d’un nombre fini de points et sa courbure tend vers 0 & l'infini. La
géométrie de M est donc de type euclidien. En particulier, la croissance du volume
est quadratique et on a inf(oess(S)) = 0. On peut donc voir le théoreme[0.I] comme
un résultat de finitude sur le nombre d’états bornés d’un opérateur de Schrédinger.

Lorsque h? + ¢ < 0 et [, [A°|?dv < o0, la surface M est conforme & une surface
de Riemann privée d’un nombre fini de disques et sa courbure tend vers h% + ¢ &
Pinfini. La géométrie de M est donc de type hyperbolique. Comme conséquence,
on a que inf(oess(A)) = —% > 0 et inf(0ess(9)) = —F(h? + ¢) > 0 (les spectres
essentiels de A et S sont méme completement déterminés; cf. [Ca2]). En dehors
du spectre essentiel, les spectres de A et S ne comprennent que des valeurs pro-
pres de multiplicités finies isolées dans le spectre; par analogie avec la géométrie
hyperbolique, on les appellera les petites valeurs propres de A et S.

Du point de vue de la théorie spectrale, le probleme naturel qui se pose est
celui de la finitude du nombre de petites valeurs propres de A et S. L’infimum du
spectre essentiel de S étant strictement positif, et Ind(M) correspondant au nombre
de valeurs propres négatives de S, le théoreme ne répond pas a cette question.
On montre dans cet article le résultat suivant:

Théoréme 0.3. Soit i : M? — M?3(c) une immersion de courbure moyenne con-
stante h telle que h? +¢ <0 et soit b= \/—(h? +¢). Si [,,[A°|*dv < o0, alors:

i Tess(A) = [£,00) et Nz (A) < o0,
. Tess(S) = [22,00) et N2 (S) < o0,

ot ./\/'%(A) (resp. ./\/'%(S)) est le nombre de valeurs propres de A (resp. de S)
inférieures % (resp. 9%2).

Remarque 0.4. Lorsque h? + ¢ < 0, plusieurs auteurs ont obtenu des théorémes
d’existence de surfaces de courbure moyenne h dans M?3(c) (cf. [An], [Td], [Ne-Sp]):
étant donnée une courbe ~y de classe C> plongée dans 0., M3 (c), il existe une surface
M? complete (non compacte) et un plongement i : M? < M?3(c) de courbure
moyenne constante h tel que vy soit le bord asymptotique de M; ce plongement est
C® jusqu’au bord.

De plus, il est facile de voir que ce plongement est de courbure totale finie. En
effet, [,, | A°[*dv est invariant par transformation conforme de I'espace ambiant. En
se placant dans le modele de la boule et en y considérant la métrique euclidienne, M
munie de la nouvelle métrique induite est une surface compacte & bord; la courbure
totale est donc finie. On obtient ainsi de nombreux exemples de surfaces satisfaisant
aux hypotheses du théoreme [L3]

Remarque 0.5. Le spectre du Laplacien a été beaucoup étudié sur les surfaces hy-
perboliques de topologie finie. Dans ce cadre, le résultats portent sur la finitude
du nombre de valeurs propres dans un intervalle de la forme [0, [, mais il est
également possible d’estimer les valeurs propres en fonction de la topologie de la
surface et des longueurs des géodésiques périodiques (cf. [D-P-R-S|, théoreme 1.1
et corollaire 1.3).
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L’organisation de ’article est la suivante. La section 1 est consacrée aux résultats
préliminaires et aux notations.

Dans la section 2, on traite d’abord le cas plus simple des surfaces de type
anneaux (i.e. homéomorphes a S* x R) en utilisant des théorémes de comparaison
dans le revétement universel et les propriétés du groupe fondamental.

Dans la section 3, on étudie la topologie et la géométrie de M. On montre que M
se découpe en une partie compacte et un nombre fini de bouts. Chaque bout étant
de type anneau, les résultats de la section 2 permettent d’obtenir des informations
géométriques sur M.

Dans la section 4, on démontre le théoréme [0.3] en utilisant le découpage précé-
dent.

Remerciements. L’auteur tient a remercier le département de mathématiques
de "Université Fédérale du Ceard, Fortaleza, Brésil, ou une partie de ce travail a
été effectuée. Ses remerciements vont également a Pierre Bérard et Bruno Colbois
pour les discussions autour des problemes de petites valeurs propres sur les surfaces
hyperboliques.

1. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

On se place dans le cadre des hypotheses du théoreme I3, Soit i : M2 < M?3(c)
une immersion isométrique ott M est un surface complete et orientable, et ott M3(c)
est un espace forme de courbure ¢ < 0 et de dimension 3. Certains des résultats
connus cités dans cet article concernent le cas ¢ = —1, mais s’étendent facilement
au cas ¢ < 0.

On notera A la seconde forme fondamentale, H le vecteur courbure moyenne et
A® = A — HId la seconde forme fondamentale & trace nulle. La courbure totale est
Jos |A°2dv.

Soit N un champ de vecteurs unitaire normal & M. La courbure moyenne s’écrit
H = hNN ou h est une fonction sur M. Dans la suite, on supposera que la fonction h
est constante et on choisira N tel que h > 0. De plus, on supposera que h% + ¢ < 0
et que la courbure totale est finie; on notera b = /—(h2 + ¢). Une conséquence
importante de la finitude de la courbure totale est le résultat suivant di a P. Bérard,
M. do Carmo et W. Santos (cf. [Be-dC-S2]):

Théoréme 1.1. Soit i : M? — M?3(c) une immersion de courbure moyenne con-
stante telle que [, |A°|*dv < oo. Alors lim, .o [A%|(z) = 0.

Une conséquence du théoreme [[LT] est que |A°| est bornée sur M; on a donc
Jas 1A°*dv < oo pour tout o > 2.

L’équation de Gauss sur M s’écrit

0|2 0|2
(1.1) K = (2 +0)— AL _ o MAT
2 2
ol Kas est la courbure sectionnelle de M. On a en particulier Cpy < —b2.

Les surfaces de courbure moyenne constante sont points critiques de ’aire pour
les déformations qui préservent le volume. L’opérateur de stabilité associé a ce
probleme variationnel est S = A — 2(h% + ¢) — |A°|2. Le fait que les déformations
préservent le volume ameéne & considérer 'opérateur S agissant sur D(S) = {f €
C§e(M)| [y, fdv =0} (cf. [B-AC-H]). Les propriétés spectrales dont il est question
dans cet article portent sur des extensions auto-adjointes de A et S. L’opérateur
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(A,C§°(M)) est essentiellement auto-adjoint. D’autre part, I’hypothese de cour-
bure totale finie implique que (S, D(S)) est essentiellement auto-adjoint, et que
son unique extension auto-adjointe est égale a celle de (S, C§°(M)) (la condition
d’intégrale nulle est superflue dans le cadre de 1’étude spectrale de S; cf. [Ca2l,
proposition 3.1). Dans la suite, on travaillera donc sur les extensions auto-adjointes
de (S,C(M)) et (A,C5°(M)), que 'on notera encore S et A. Pour un opérateur
auto-adjoint R, on notera o(R) le spectre de R, 0ess(R) son spectre essentiel, et
Na(R) le nombre de valeurs propres de R qui sont inférieures & a.

Les spectres essentiels de A et S. Les spectres essentiels de A et de S sont
connus (cf. [Ca2], théoreme A):

Théoréme 1.2. Soit i : M? — M?3(c) une immersion de courbure moyenne con-
stante telle que [, |A°[Pdv < co. Alors oess(A) = [%,oo) et 0ess(S) = [%,oo).

La preuve de ce théoréme consiste a montrer d’abord un résultat de compactifi-
cation (cf. [Ca2], théoréme 2.1) qui permette d’étudier le comportement & l'infini
de M. Les spectres essentiels de A et de S se déduisent alors des propriétés asymp-
totiques de la métrique.

Le théoréme de Lieb. Un outil important de la preuve est le théoreme de
Lieb. Ce théoréeme permet de majorer le nombre de valeurs propres négatives d’un
opérateur de Schrodinger sur R™ par la norme L2 du potentiel, lorsque n > 3 (cf.
par exemple [Re-Si], théoréeme XIII.12). Dans la preuve, la géométrie de R™ inter-
vient uniquement via ’expression du noyau de la chaleur. Il est donc aisé d’obtenir
un résultat analogue pour une variété riemannienne satisfaisant une estimée du
noyau de la chaleur.

Théoréme 1.3. Soit V une variété riemannienne, et soit R = A+Q un opérateur
de Schridinger sur V avec conditions ¢ sur OV, ou @ est une fonction continue
sur V. Soit p{, le noyau de la chaleur sur V' pour le laplacien avec conditions ¢ sur
OV'. Supposons qu’il existe a > 0 et a > 1 tels que:

i p§(t,x,z) < Bt~ *;

ii. Q € L*(V).
Alors

N, (R) < c/ 1Q_[*dv < 0o
|4

0l Q(x) = max{0, ~Q()}.

Preuve. Soit AS = A°—a et soit ¢f, le noyau de la chaleur pour l'opérateur A¢. On
a en particulier N, (R) = Np(AS + Q). D’autre part, I'hypothese sur p§, implique
que Af est un opérateur positif dont le noyau ¢f, vérifie ¢, (¢, z,x) < Bt~2.

Ces deux propriétés permettent d’imiter la preuve du théoréme de Lieb (cf. par
exemple [Re-Si], théoréme XII1.12) en remplacant le laplacien par A¢. On en déduit
que

Na(RE) = No(AC + Q) < c/v 10 |%dv < .
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Remarque 1.4. Dans I’énoncé de ce théoreme, ’hypothese a@ > 1 est nécessaire.
Par exemple, si V = R? (on a alors py (¢,z,x) = (4rt)~!) la conclusion est fausse
(cf. [Re-Si], théoréme XIII.11). Ceci explique I'hypothese portant sur la dimension
dans I’énoncé original du théoreme de Lieb. Dans notre cas, bien qu’on s’intéresse
a des variétés de dimension 2, les estimées obtenues sur les noyaux de la chaleur
permettront d’utiliser le théoreme [[3] (cf. propositions B4l et [3.2)).

2. LE CAS DES SURFACES DE TYPE ANNEAU

Avant de traiter le cas des surfaces de courbure moyenne constante, on va montrer
deux résultats dans un cadre plus général. Soit V une surface riemannienne; on
supposera dans cette section que V satisfait aux hypotheses (H,) suivantes:

Hypotheses (H,).
~ V est homéomorphe a S x R (on dira que V est de type anneau);

— la courbure de V vérifie KKy < —b? avec b > 0;
— chacun des deuzx bouts de V' est de volume infini.

Soit T' le groupe fondamental de V', et soit « : V — V son revétement universel.
La variété V munie du rappel de la métrique de V' par 7 est une variété de Cartan-
Hadamard dont la courbure vérifie IC(, < —b2. Par un théoréme de comparaison
“a la Rauch” on obtient I'inégalité suivante:

Lemme 2.1. Pour tout x € ‘7, notons p, la fonction distance sur V centrée en x:
p=(y) = dy(x,y). On a
(2.1) div(Vpg) > beoth(bpy).

Preuve. Ce résultat est classique, cf. par exemple [Ka]. O

D’autre part, on déduit des hypotheses (H,) qu’il existe sur V une plus pe-
tite géodésique périodique g; on note A la longueur de g. Soit g un relevé de la
géodésique g dans V. Le groupe I' est isomorphe & Z, il agit isométriquement sur
V et il est engendré par une isométrie 7 de 1% qui est de type hyperbolique et qui
fixe g globalement.

Lemme 2.2. Pour toutz € V et tout n € Z, on a

diy (", x) > |n|\.
Preuve. Soit x € ‘7, soit p, sa projection orthogonale sur g, et soit k la géodésique
de V orthogonale a § passant par x. Pour tout n € Z, la géodésique 7™ (k) intersecte

orthogonalement ¢ en 7"p,. Le minimum de la distance entre k et 7" (k) est donc
di (T"ps, Pz), €t on a

dv(TnJ),l‘) > d(/(Tnpx,px) = |n|\.
([l

Inégalité isopérimétrique et noyau de la chaleur. Les hypotheses (H,) per-
mettent d’obtenir I'inégalité isopérimétrique suivante sur V:

Proposition 2.3. Pour tout domaine relativement compact Q@ CV on a

bVol(2) < vol(99).
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Preuve. Soit k une géodésique de V orthogonale a g, soit k un relevé de k dans ‘7,
et soit D le domaine de Dirichlet de Paction de T' délimité par k et (k).

Soit 2 un domaine relativement compact de V' et soit Q son relevé dans D. Le
bord de € se décompose en

90 = QU By U 7(Bg)

ot 00 est le relevé de 99 dans D et Bo =kn Q.
Soit n € N, et soit

=J7 @

Jj=0

U (09) U Bq U "+ (Bg).

En intégrant 'inégalité (ZI) sur un domaine E C V et en utilisant la formule de
Stokes on obtient bVol(E) < vol(OF) pour tout domaine E relativement compact
dans V. On a donc

bVol(€2,) < vol(99,)
d’ou
(n+ 1)bVol(2) < (n + 1)vol(99Q) + 2vol(Bgq).
Le résultat s’obtient en divisant par n + 1 et en faisant tendre n vers U'infini. O
Notons py et py les noyaux minimaux de I’équation de la chaleur pour le lapla-
cien sur V et V. On a sur py 'estimée suivante:

Proposition 2.4. Pour tout x € V et toutt >0, on a

24

py(t,z,z) < At~ 3e T
ou A est une constante indépendante de x.

Preuve. Soit g, le noyau de la chaleur sur H?(—b2), le plan hyperbolique de courbure
—b2. Pour des raisons de symétrie, on peut écrire

ab (tv &€, y) = Gb(tv COSh(brI (y)))

ot Gy(t,s) est une fonction sur R2, et r, est la fonction distance sur H?(—b?)
centrée en . Comme g, est solution de ’équation de la chaleur sur H?(—b%), on a

Gy _ 9 092G,
ot s 92

De plus, on a 88% <O0et aag” > 0 (cela se déduit par exemple de l'expression de

(2.2) (s — 1)

qv; cf. [Dal). Soit I la fonction sur Ry x V x V définie par
I(t, =, y) = Go(t, cosh(bpz(y)))

ou p, est la fonction distance sur V' centrée en z. On a

o, _ 0Gy o 1o PGy | 0Gy
Ayl + T div(V cosh(bpy)) —— s — b(cosh™(bps) — 1) 92 T ar
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De 'inégalité ([(ZI)) et des propriétés de la fonction Gy, on déduit que A, I+ % > 0.
Par un résultat classique (cf. par exemple [C-L-Y], proposition 1) on a alors py < I,
et par les majorations connues du noyau de la chaleur dans H?(—b?) (cf. [Da-Ma],
théoreme 3.1), on obtient pour py la majoration suivante:

2 ~ o~
(2:3) Py (t,3,9) < O 37T (14 by (3,§))e 30,

D’autre part, le noyau py se déduit de py (cf. [Bol, proposition 2.6):

(2.4) pv(tz,y) =Y pp(t,yi,5) = > py(t, 7", §)
~yel nezZ

ou T et ¢ sont des relevés de = et y dans V. La majoration (23]) donne alors

b2t na o~

(2.5) pylt,z,y) < Ct2e™ T > (1 +bdy (", 7)) 24 (780,
nez

Notons f(u) = (1 + bu)e™2%; soit Ay = sup{f(u)lu € Ry}, et soit ng € N tel
que f soit décroissante sur [ngA, oo[. Par le lemme [Z2] on obtient

S (1 +bdy ("8, 3))e 2D < (200 + 1) Ag+ D (1+bn|A)e 2

neEZ [n|>no
d’ont
py(t,z,x) < At_%e_%
ou la constante A est indépendante de x. O

Remarque 2.5. La constante A donnée par la proposition B2 pour la majoration
de py (t,z,z) n’est pas universelle; elle dépend de la géométrie de M a travers A.
En particulier, A tend vers l'infini lorsque A tend vers 0.

Spectres de S et du laplacien. Soit i : M? — M?(c) une immersion de courbure
moyenne constante h telle que h? + ¢ < 0 et fM |A%2dv < co. On suppose dans
cette section que M est de type anneau et on montre un résultat annalogue aux
théorémes 4.1 et B de [Ca2].

L’équation de Gauss (I-)) implique en particulier que M est de courbure négative
majorée par —b2. De plus, chacun de deux bouts de M est de volume infini (c’est
par exemple une conséquence de [Ca2), proposition 2.5).

La surface M satisfait donc aux hypotheses (H, ), et on peut utiliser les résultats
précédents. De la propositions[Z3 et de I'inégalité de Cheeger on déduit que o(A) C
[%, 00), et la proposition [Z4] permet d’appliquer le théoreme 3 & Vopérateur T =
A —|A°2. En tenant compte du théoréme[I.2] on obtient le résultat suivant:

Théoréme 2.6. Soit i : M? — M?3(c) une immersion de courbure moyenne con-
stante telle que h?> + ¢ < 0 avec M de type anneau; on note b = \/—(h% +c). Si
Jos A%Pdv < oo alors:

i o(A) = &, 00);

ii. 0ess(S) = [%, 00) et il existe une constante cpr telle que

4

Nz (8) < cM/ AP du < oo.
M
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Remarque 2.7. La constante cj; dépend de la géométrie de M a travers l’estimée du
noyau de la chaleur obtenue a la proposition[24. Compte tenu de la remarque 23]
cy dépend de la longueur A\ de la plus petite géodésique périodique de M.

Le théoreme[Z6] s’applique en particulier aux surfaces de révolution de courbure
moyenne constante h < 1 dans H? (les surfaces de Delaunay). Pour h fixé, on a
une famille & un parametre de telle surfaces. Dans cette famille, la valeur de A peut
étre rendue arbitrairement petite, et la valeur de la constante cp; peut donc étre
rendue arbitrairement grande.

3. GEOMETRIE DES BOUTS

Soit i : M? — M?3(c) une immersion de courbure moyenne constante h telle que
h2+c<0et fM |A°2dv < co. Dans cette section, on étudie la topologie de M et
on utilise les résultats de la section 2 pour étudier la géométrie dans chaque bout
de M.

Type topologique de M. La finitude de la courbure totale a des conséquences
topologiques sur M: il existe un compact K C M et un difféomorphisme

[ OKX]0,00[ — M\ K,
‘I’{ (0.1) — Uy1)

Cf. par exemple [Ca2)], théoreme 2.1, pour la construction de K et ¥. On en déduit
en particulier que M est homéomorphe & une surface compacte privée d’un nombre
fini de disques.

De plus, dans les coordonnées (y,t), la métrique de M s’écrit

gm = /J/QdyQ + VthQ
ol p et v sont des fonctions sur M qui vérifient limq, i% = let limy v? = —(h%+c)
(cf. [Ca2)], proposition 2.5). On en déduit en particulier que chaque bout de M est
de volume infini.
D’autre part, ’équation de Gauss (I1]) implique que M est de courbure négative.
Il existe donc dans chaque bout une plus petite géodésique périodique, et en décou-

pant M le long de ces géodésiques on a
(3.1) M=DUF,U..UE,

ol D est compact, chaque E; est homéomorphe & S' x R, et les bords de D et
des E; sont des géodésiques fermées de M.

Inégalité isopérimétrique et noyau de la chaleur dans les bouts. Soit E un
bout de M et soit v = 0F. Considérons sur F les coordonnées de Fermi relatives a
la géodésique 7: les coordonnées de x € E sont 'abscisse s(z) de la projection de
x sur 7, et la distance r(x) entre x et .

On peut alors écrire E = (S xR, gg), olt gg est la métrique de M restreinte &
E exprimée dans les coordonnées (s, 7). Soit V = S x R, et soit o : V — V définie
par o(s,r) = (s,—r). On note gy la métrique définie par

ge sur ST xRy,
gv = * 1
o*gp sur St x R_.

La métrique gy ainsi définie est de classe C?, et la surface V munie de cette métrique
satisfait aux hypotheses (H,).
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En appliquant les résultats de la section précédente a la surface V', on obtient
les deux propositions suivantes:

Proposition 3.1. Soit E un bout de M. Pour tout domaine relativement compact
QCFEona

bVol(2) < vol(99).
Preuve. La preuve est une conséquence de la proposition[23l car Q C V. O

Proposition 3.2. Soit E un bout de M et soit pX le noyau de la chaleur sur E
avec condition de Neumann sur OE. On a

b2t

pX(t,x,x) < Bt 3e 7
ou B est une constante indépendante de x.
Preuve. Soit F' la fonction définie sur Ry x E x E par

F(tv z, y) =pv (tv z, y) + pV(tv ox, y)
Comme py satisfait a ’équation de la chaleur dans V', on a aussi

oF
(3.2) A F + i 0

sur F. Soit f une fonction définie sur F, en utilisant I'invariance de py par o on
obtient

/F(tvx,y)f(y)dy = /pv(tvx,y)f(y)der/pv(t,ox,y)f(y)dy
E E E
= /pv(tw,y)f(y)der/ pv(t,ox,oy)f(oy)dy
E

o(E)
\%

ott f(y) = fly)siye€ Eet f(y) = f(oy) si y € o(E). Soit z € E, lorsque ¢ tend
vers 0, on obtient

(3.3) lim [ F(t,z,y)f(y)dy = f(z) = f(x).

t—0 E
D’autre part, en utilisant I'invariance de py par ¢, on obtient
VyF(tax7y) = VypV(tax7y) + vypV(taO-xay)
= VypV(tax7y) + 0« (vypV(tvxvgy))'

En tout point y € OF, o, est la réflexion par rapport a I’espace tangent a F; on
en déduit que la dérivée normale de F' est nulle le long de OE. De cette condition
au bord, et des équations (32) et (B3)) on déduit

pR(t,2,y) = F(t,2,y) = pv(t,z,y) + pv(t, oz, y).

2
Par la proposition [Z4] on a py (¢, z,z) < At=3e="1". Soient 7 et 5z des relevés

de x et ox appartenant & un méme domaine fondamental de V. Les points &
et or appartiennent & une méme géodésique orthogonale & §. Par une preuve

similaire & celle du lemme 2, on a d; (7" %, 0x) > |n|\ et la majoration (Z3) donne
b2t

2 -
py(t,xz,00) < At~3e~"7". Finalement, on obtient pR(t,z,x) < 2At BT O
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4. PREUVE DU THEOREME [(IL.3]

Soit i : M? — M?3(c) une immersion de courbure moyenne constante h telle que
h*+c<0et [, [A°?°dv < co. La preuve du théoreme repose sur la méthode
d’encadrement Dirichlet-Neumann:

Proposition 4.1. Soit V une variété riemannienne, et soit R=A+Q un opérateur
de Schridinger sur'V, ot Q est continue. Supposons qu’on ait un découpage de V :

V=0UQuU..UQ,

ot les Q; sont des ouverts disjoints. Notons RS% (resp. Rf{) Uopérateur R agissant
sur §; avec condition de Dirichlet (resp. de Neumann) sur 092;. On a

S NL(RE) < No(R) < 3" Nu(RY)

Preuve. Ce résultat est classique, cf. par exemple [Re-Si|, section XIII.15, ou [Bel,
section I11.C. |

Preuve du théoréme Les spectres essentiels de A et S sont connus (cf.
théoréme [[Z). Pour le point i, on utilise le découpage (31). Pour un domaine
Q C M, notons AY le laplacien sur Q avec condition de Neumann au bord. La
méthode d’encadrement Dirichlet-Neumann donne

./\/'%(A) SN@(A%) +N%(Agl) + ... +N%(Agn).

Comme D est compact, Nz (AY) est fini; pour chaque E;, i = 1, ...,n, la proposi-
4
tion B0l et I'inégalite de Cheeger montrent que Ny (AN ) = 0. Le point i est donc
= f

prouvé.
Pour le point ii, on a par la méthode d’encadrement Dirichlet-Neumann

N%(S) SN%(Sg)+N%(S{EV1)+...+N%(SZEY,L).

Comme D est compact, N2 (SN) est fini. Sur chaque FE;, i = 1,...,n, la proposi-
4
tion permet d’appliquer le théoréme a lopérateur T = A — |A°%. On en

déduit que

4

Nz (SX) = N (TF) < c/ AP < oo.
; x ; .
Ceci termine la preuve du théoréme
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