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ABSTRACT. In this paper, we present an extension of Bouldin’s result (1970)
concerning the numerical range W (AB) of the product of two operators A and
B that are commuting and for which one of the set W(A) or W(B) consists
of positive numbers. We also prove that if A or B is a subnormal operator on
a separable Hilbert space, then

W (Ma,a,B) = co[W(A)W(B)],

where M 4, g is the operator bimultiplication and co is the convex hull.

RESUME. Dans ce travail, nous améliorons un résultat de Bouldin (1970) con-
cernant la localisation de W (AB), le domaine numérique du produit de deux
opérateurs A et B sur un espace de Hilbert lorsque A et B commutent et
W (A) est constitué de réels strictement positifs. Dans le cas ou A ou B est un
opérateur sous normal sur un espace de Hilbert séparable, nous montrons que

W(Mz,a,B) = co[W(A)W(B)],

o My 4,p est 'opérateur produit ou bimultiplication et co est I’enveloppe
convexe.

1. INTRODUCTION

Soient B(H) I'ensemble des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert
complexe H et A un élément de B(H). Une extension naturelle en dimension finie
et infinie des formes quadratiques est celle du domaine numérique

W(A) = {{Az,z), x € H, ||z[| =1},

qui est un convexe borné du plan complexe C, voir [12]. Il permet de localiser le
spectre o(A), puisque enveloppe convexe coo(A) de o(A) est toujours contenue
dans W(A), voir [9], théoreme 1.2-1. L’inclusion précédente devient une égalité
(voir [9], théoréme 6.2-5) si et seulement si w(A— ) = p(A— \I) pour tout A € C,
ou I est 'opérateur identité, p(A — AI) est le rayon spectral de A — AT et w(A— )
est le rayon numérique de A — A\I, c’est a dire

w(A = M) =sup{|z]|, z€ W(A-A)}.
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En 1932, Marshall Stone a considéré le nom “domaine numérique” pour W (T),
Toeplitz et Hausdorff 'ont appellé “ Wertvorrat” d’une forme bilinéaire et d’autres
ont choisi “le domaine de Hausdorff”.

Les opérateurs élémentaires étaient nommés et étudiés par Lumer et Rosemblum
[13]. Pour A, B deux éléments de B(H), la bimultiplication My 4 p est définie sur
lespace de Hilbert-Schmidt Co(H) par

MQ’A}B(X):L27AR2’B(X):AXB, VXGCQ(H),

avec Lo 4(X) = AX et Ry p(X) = XB. L’espace de Hilbert-Schmidt est muni du
produit scalaire

(X,Y), =tr(XY™) pour X,Y € Cy (H),

ou tr désigne la trace. On rappel que pour X € Ci(H) et (z;);ey un systéme
maximal de vecteurs orthonormés de H, tr(X) = >, (Xw4, x;) . Cette expression
est indépendante du choix du systéme maximal de H (voir [I4], III, lemme 1). Le
domaine numérique de Mj 4 p est

W(Ms,a,5) = {tr(AXBX™), || X|,=1}.

En ce qui concerne le domaine numérique du produit AB, 'information intéréssante
dans cette question est dile & Bouldin [3] en 1970, qui a prouvé que si A et B
commutent et A est positif (c’est & dire W(A) est contenu dans la demi-droite
des réels positifs), alors W(AB) C W(A)W (B). Nous généralisons ce résultat dans
le paragraphe suivant lorsque A et B commutent et W (A) est contenu dans la
demi-droite des réels strictement positifs en montrant que W(AB) C J(A™1, B) ou

J(A™, B) = {%, zeH, ||z = 1}.

Cet encadrement est optimal, comme le montre le cas oit B = A~ L.
Dans le théoréme 4, pour A et B quelconques dans B(H), nous montrons que
W (AB) est 'ensemble des quantités

(Az, z) (Bz,z) + (Ay,z) (Bx,y) ,

avec Bx € vect(x,y), ||z|| = ||y|| =1 et (x,y) = 0. Il S’en suit que

(1) W(AB) ¢ W(A)W(B) + S(A)S(B),
(2) W (Ms,a,5) C W(A)W(B) + S(A)S(B)
et que

(3) w(AB) < w(A)w(B) + d(A)d(B)

S(A) = {(Az,y), [lz]| = llyll = 1 et (z,y) =0},
qui n’est autre que le disque de centre lorigine et de rayon d(A) = infyec |4 — A|| ,
voir [5], lemme 7.
Holbrook (voir [11] et [4]) a prouvé que si A et B commutent, alors

(4) w(AB) < 2w(A)w(B),
et si A et B double commutent, c’est a dire A commute avec B et B*, alors

(5) w(AB) < w(A) || B
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Si A ou B est U'identité, alors (1), (2) et (3) deviennent des égalités. Nous montrons
que dans certains cas, et sans supposer que A et B double commutent ni commutent
que I'inégalité (3) est mieux que (4), et dans d’autres, (3) est mieux que (5).

La détermination de W (Maz 4,p) est une question qui était posée en 1991 par L.
Fialkow dans [7]. Les deux résultats les plus importants dans cette question sont
d@ & Chraibi [5], théoréme 9 et & Gustafson et Rao [9], théoréme 5.4-3. Le premier
affirme que pour A et B quelconques dans B(H), on a

(6) W(Ma a.B) C coW (A)W (B) + S(A)S(B).

Le second a démontré que dans le cas ou H est de dimension finie et A ou B est
normal, nous avons

(7) W(A® B) = coW(A)W(B).

La détermination de W(Maz 4 p) et de W(AB) dans le cas général ot A et B sont
quelconques n’est pas encore réalisée.

Il est clair que I'inclusion (2) est une amélioration de (6). Dans le paragraphe
3, nous généralisons (7) en montrant que si H est séparable et A est sous normal
(voir définition plus loin), alors

W(MQ,A,B) = Cco [W(A)W(B)]

2. DOMAINE NUMERIQUE DU PRODUIT

En ce qui concerne le domaine numérique du produit AB, nous établissons les
théoremes suivants:

Théoreme 1. Soient A et B deuz éléments de B(H) tels que AB = BA et W(A) C
10, +o00[. Alors
W(AB) c J(A™!, B).

Preuve. Puisque coo(A) = W(A) qui ne contient pas 0, alors A est inversible. Par
le résultat de Bouldin déja énoncé, nous avons

W(A[B-aA7']) C W(AW(B —aA™).
Soit a € W(AB). Alors
0 W(AB —al)=W(A[B—aA™']) C W(AW(B —aA™).

Donc 0 € W(B —aA™!), dou il existe z € H, ||lz]| =1 et (B —aA™ z,z) =0, ce
qui acheve la démonstration. O

Remarque 2. Le résultat du théoreme précédent généralise celui de Bouldin puisque
J(A™1, B) c W(A)W(B). Cette inclusion peut étre stricte comme le montre le cas
trivial on B = A~1,

Théoréme 3. Sous les hypothéses du théoréme précédent, on a
W(AW(B) = J(La-1,Rp).

Preuve. Les opérateurs L4, Rp commutent entre eux et M o, = LaRp; alors
par le théoreme précédent nous avons

W(MQ,A,B) C J(LA—I,RB) C W(RB)W(LA).
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Par [B], théoreme 13, on a W(L4) = W(A) et W(Rp) = W(B). Pour 'inclusion
inverse, pour tous vecteurs x,y normés de H, nous avons x ® y est unitaire dans
CQ(H) et
(Az,z) (By,y) = (M2,4Bx @Yy, 2@ Y).

Par suite W(A)W (B) C W(Ma2,4.8) C J(La-1,Rp). Ceci termine la preuve. O

Les théorémes suivants sont valables pour A et B quelconques dans B(H).
Théoreme 4. Pour A, B € B(H), nous avons W(AB) est l’ensemble des quantités

(Az,z) (Bx, x) + (Ay, ) (B, y),

avec Bx € vect(x,y), ||z|| = ||yl =1 et (x,y) = 0. Si H est de dimension 2, on a

W(AB) = {(Az, z) (Bx,x) + (Ay,z) (Bz,y), [lz] = [yl =1, {z,y) =0}
Preuve. Soit x unitaire dans H. Alors

Bz = ax + Oy avec (z,y) =0, |ly|| =1, a = (Bz,z) et § = (Bzx,y),
d’ou
(ABx,x) = (Az,z) (Bz,z) + (Ay, x) (Bz,y) .
Soit z € C, avec
z = (Az,x) (Bx,x) + (Ay,x) (Bx,y), |lz| = |yl =1,

et
(x,y) =0 et Bx € vect(z,y).
On a
Bx = ax + Oy avec a = (Bz,z) et § = (Bux,y),
d’ou z = (ABx,x) . O

Corollaire 5. Soient A, B € B(H). Nous avons
W(AB) CIag+ S(A)S(B) Cc W(A)W(B) + S(A)S(B)

et
w(AB) < w(A)w(B) + d(A)d(B),

avec
Iap ={(Ax,z) (Bzx,z), |z| =1}.
Preuve. Pour I'inégalité il suffit d’utiliser le fait que
d(A) =sup{|z|, z € S(A)},
voir [1I. O
Remarque 6. L’inégalité (3) est meilleure que (4) si
d(A) < w(A) et d(B) < w(B),

méme si on ne suppose pas dans (3) que A et B commutent. L’inégalité (3) est
meilleure ou équivalente & (4) si par exemple Ry (a) = d(A) et Ry (p) = d(B). Ces
deux égalités sont vérifiées si et seulement si

w(A = Ca) = [|[A=Cal et w(B-Cp)=|B-Cs,

olt U4 et Ryy(a) désignent respectivement le centre et le rayon du plus petit disque
contenant W (A), voir [6], proposition 3.2.1. Dans 'inégalité (3), on ne suppose pas
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que A double commute avec B, et elle est dans certains cas meilleure que (5). Par

exemple, si
n 0 0 0
a=(0.0) m=(10)

alors w(A)w(B) + d(A)d(B) 22 ot w(A)||B|] = n+ 1. Pour B = I et A

= 2
quelconque dans B(H), (1), (2) et (3) sont en fait des égalités.

3. DOMAINE NUMERIQUE DE M A.B
Nous citons d’abord la définition d’un opérateur sous normal.

Définition 7. Un opérateur A € B(H) est dit sous normal s’il existe un espace de
Hilbert K contenant H et un opérateur N sur K, tel que N,z = A, H est invariant
par N et N normal, c’est a dire N*N = NN*.

Les deux lemmes suivants seront utiles pour démontrer le théoreme 10.

Lemme 8 (|2]). Soit A € B(H), A sous normal. Il existe un espace de Hilbert K
contenant H et un opérateur normal N sur K, tels que Nyg = A, 0 (N) C 0(A) et
une suite d’opérateurs normauz N,, = U} NU,, sur H convergent fortement vers A,
avec U, unitaire de H dans K.

Lemme 9. Soit (A,,)nen une suite d’opérateurs convergent uniformément vers A.
Alors la suite (W (Ap))nen converge au sens de Hausdorff vers W(A).

Preuve. Soient K et S deux fermés de C. Posons

K,S) = sup inf |u—v].
e(K,5) Sg%gsw v

Alors
e(W(A,),W(A) < su inf |lu—w
WAJWA) < s il oo
= sup inf |u—v|

UEW(An)UEW(A)
= sup inf {|(Anz,2)— (Ay,y)[}

|lz||=1llyll=1
< Sue, {{(Anz, z) = (Az, z)[}
= S {[{(An = A)z, ) [}
< A — Al

Ceci acheve la preuve du lemme, puisque la distance de Hausdorff entre W(A,,) et
W (A) est la plus grande des deux expressions e(W(A,), W(A)) et e(W(A), W(A,)

O

Théoréme 10. Soient H un espace de Hilbert séparable et A, B € B(H) avec A
ou B sous normal. Alors

(i) W(Ms,a,8) = co[W(A)W(B)].
Dans le cas ot A ou B est diagonal nous avons
(11) W(M27A7B) = COW(A)W(B)
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Preuve. Pour tous vecteurs x,y normés de H, nous avons x ® y est unitaire dans
CQ (H) et

<A£C, :C> <Bya y> = <M2,A,Bx ® Yy,x & y> .
Par suite W(A)W (B) C W(Ma,4.5), et donc co [W(A)W(B)] C W(Maz,a.5). Pour
Pinclusion inverse de (ii), avec A diagonal, il existe une base orthonormée (e;);en
de H, telle que

(Aej,e;) =a; et (Ae;,e;) =0sii#j.
Soit X de norme un dans C3(H). Puisque (e; @ €;), ;- est une base de Cz(H),

alors
2
X = E bi,jei ®e; avec E |bi,j| =1.
i,jEN i,jEN
Nous pouvons vérifier que

1
bi ’
X = Zaiei ® yi pour y; = Zﬁi,jej, Bij = ;—’j et o = lz |bi,k|2] ;
% J

keN

que l'on supposera non nulle dans cette démonstration. On a |y;| =1, Y, 02 =1

et
(MaapX,X) = tr(AXBX*)=tr( Y oiojAe; ®y;. By; ®e;)
i,jEN
= Z aiajtr(Ae; ® (e; @ y; B*)y:).
i,jEN

Par le lemme 2 de la partie I et le lemme 9 de la partie III dans [I4], on a

tr(Ae; © (e; © y; B )yi) = (Aei, €5 @ y; (B yi))

d’ot
(Maa X, X) = Y iy (Aei,e; @ y;(B y:))

i,jEN

= Z aia (Aei, (Byj, vi) €j)
i,jEN

= Y i (Aei e;) (By;,vi)
i,7EN

= Za?ai (BYi i) -
ieN

Cette dérnitre expression est un élément de co [W(A)W (B)], puisque Y, a? = 1
(voir [B]), théoréme 5), d’ott nous avons 1’égalité (i

Pour l'inclusion inverse de (i), on va la traiter d’abord pour A normal, puis pour
A sous-normal.

Si A est normal, comme c’est connu dans la théorie spectrale, voir [§], A est
limite uniforme d’une suite d’opérateurs diagonaux (D;);en. On peut vérifier que
(M2,p, B),oy converge uniformément vers My 4 g, et par le lemme 9 nous avons
Pégalité ().

Enfin, si A est sous-normal, W (N) = coo(N), voir [10], probleme 172. Soit X
un élément de Co(H), de norme un et de rang fini. Xy = > \_|" i ki ks @ Ys 5 avec

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



DOMAINE NUMERIQUE DU PRODUIT 2427

(k) et (yix) deux suites de vecteurs orthonormés de H. Comme précédemment,
nous avons
i,j=m
(Mo, 48Xk, Xk) = > Nk (Azik, @51) (BYsk, Yik)
ij=1
Il suit du lemme 8 et de sa notation que

i,j=m

(MoA Xk Xi) = > NikAik <liTILnNnxi,k7xj,k><Byj,kayi,k>
irj=1
i,j=m
= lim > XikAjk (Nain, 2jk) (BYj ke, vik)
ij=1

= hern <M2,N,,,,BXk; Xk> .

La normalité des N,, montre que (Ma n
que

BX,X) est dans co [W(N,)W (B)]. Puis-

n;

W(N,) C W(N) =coo(N) C coo(A) = W(A),

alors (M3 4 X, X) est dans co [W(A)W(B)].

Si X est un élément quelconque de norme un dans Cy(H), d’apres [14], II,
théoreme 3, X = limgey Xi avec Xj de rang fini. On peut prendre les X de
norme un dans Cy(H). On a alors

(Ms.4 X, X) = <M27A7Bli]£nXk,1i§an>
= 1]1€1§1 (M2, 4,8 X1, X;) € colW(A)W(B)],
d’out le résultat. ]
Le théoréme suivant est valable pour A et B quelconques dans B(H).
Théoréme 11. Pour A, B dans B(H), nous avons
W(Msz,a,5) C WAW(B) + S(A)S(B).
Preuve. Par le corollaire 5,

W(M27A7B) C W(LA)W(RB) + S(LA)S(RB).

Par [5], théoreme 13, W(Rp) = W(B) et W(La) = W(A). Par [5], lemme 7, pour
C dans B(H), S(C) est le disque de centre l'origine et de rayon d(C). Puisque
d(La) = d(A) et d(Rp) = d(B), alors S(A) = S(La) et S(B) = S(Rp). O
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