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UNE REMARQUE SUR LA SYMETRIE ASYMPTOTIQUE
DE LA FONCTION DE GREEN
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(Communicated by Michael Handel)

ABSTRACT. Dans cette note, nous montrons que la symétrie asymptotique de
la fonction de Green dans le cas des variétés compactes de courbure négative
implique que la variété est localement symétrique.

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de courbure sectionnelle stricte-
ment négative. Une mesure invariante par le flot géodésique définie sur SM le
fibré unitaire tangent est la mesure harmonique v. On peut la représenter a partir
de la famille de mesures harmoniques {l/x}xe 37 sur OM le bord géométrique du

revétement universel. On sait que pour z,y € M, les deux mesures harmoniques
v, et v, sont équivalentes et on a

dvy
Yy = K
T = K(,0.9)
ou K(z,y,£) est le noyau de Poisson. Il est défini & partir de la fonction de Green
G(z,y) dont lexistence est assurée par [AS]. On a en fait: K(z,y,§) = 1irré %
z— T,z

et 'existence de cette limite est une conséquence du principe de Harnack. Ceci per-
met de définir pour tout vecteur v € SM, T(v) = % lt=0 In K (v(0),v(t), v(+00)),
ou v(t) désigne la géodésique définie par v, et on sait que 7(v) est invariante par
Paction du groupe fondamental 71 (M) et descend donc sur SM. On suppose que
w? (resp. w*) est la mesure harmonique sur SM associée au feuilletage stable (resp.
instable) ([Y]).
Dans [E], nous avons considéré I'invariance par symétrie des mesures harmoniques
v, et la symétrie asymptotique de la fonction de Green. Rappelons que la fonc-
tion di Green est dite asymptotiquement symétrique si pour tout x € M et tout
E€OM,on a
lim 761(3:7 v)
ou y varie sur la géodésique définie par le couple (x,&) et —, y désigne l'image
symétrique de y par rapport a x sur cette géodésique. Nous avons montré dans ce
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cas, que pour tout vecteur v, on a ([E], p. 164),
K (v(0),v(t), v(+00)) = K(v(0),v(t),v(—00)) - exp(2hiopt)

ol hyop est 'entropie topologique du flot géodésique. En fait pour v = (z,§) € SM,
si y = v(t) on a par la symétrie asymptotique de G(z,y),

) L GOO).(R)
K@y, 8) = Koy, = §) - lim e o)

et on voie que cette derniére limite ne change pas lorsque v bouge par le flot
géodésique. Ceci implique alors que 7(v) + 7(—v) = 2h4op.
La quantité suivante, introduite par V. Kaimanovich ([K])

a= /SM 7(v) dw®(v)

vérifie a < h,, ou h, désigne l'entropie du flot géodésique par rapport a v. Il
est bien connu que l'on a égalité si et seulement si (M, g) est asymptotiquement
harmonique ([K]), et donc localement symétrique grace au résultat de rigidité de
Besson, Courtois et Gallot.

Maintenant, notons que I'idée d’utiliser le feuilletage stable dans la définition de
« n’est pas une obstruction, et en travaillant avec le feuilletage instable, on peut
démontrer de la méme maniere que

/ 7(v) dw"(v) < hy
SM

car la mesure harmonique v est invariante par la symétrie (flip-invariant).
Maintenant nous pouvons conclure en intégrant ’égalité 7(v) + 7(—v) = 2htop
par rapport a w®. On a

/SM 7(v) dw®(v) + /SM (=v) dw® (v) = 2htop,

et puisque

| dew = [ ) dot),

SM

ceci implique
/ T(v) dw"(v) > hiop-
SMm

On trouve alors a = h,.. On termine donc la preuve du résultat suivant.

Théoréme 1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de courbure stricte-
ment négative. St la fonction de Green est asymptotiquement symétrique, alors
(M, g) est localement symétrique.

Remarque. Ce théoréeme est comparable au cas ou la variété est supposée d’étre
harmonique. Dans ce cas, on sait que la fonction de Green G(z,y) ne dépend que
de d(z,y) et elle est donc asymptotiquement symétrique.
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