
PROCEEDINGS OF THE
AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY
Volume 134, Number 12, December 2006, Pages 3515–3523
S 0002-9939(06)08374-2
Article electronically published on June 8, 2006

SUR L’IDEAL D’ORDRE DES OPERATEURS AM-COMPACTS

BELMESNAOUI AQZZOUZ AND REDOUANE NOUIRA

(Communicated by Joseph A. Ball)

Abstract. We give different necessary and sufficient conditions so that the
space of AM-compact operators is an order ideal and we deduce some conse-
quences.

Résume. Nous donnons différentes conditions nécessaires et suffisantes pour
que l’espace des opérateurs AM-compacts soit un idéal d’ordre et nous
déduisons quelques conséquences.

1. Introduction et rappels

Dans son article [8], Fremlin a introduit la classe des opérateurs AM-compacts.
Un opérateur borné pour l’ordre d’un treillis vectoriel E vers un treillis de Banach
F est dit AM-compact si l’image de toute partie bornée pour l’ordre de E est une
partie compacte de F . Il est clair que tout opérateur borné pour l’ordre et compact
est un AM-compact, cependant un opérateur AM-compact n’est pas nécessairement
compact. Fremlin [8] a montré que si E est un treillis vectoriel et F un treillis de
Banach dont la norme est continue pour l’ordre, alors le sous-espace vectoriel de
tous les opérateurs AM-compacts est une bande du treillis vectoriel Lb (E, F ), où
Lb (E, F ) est l’espace de toutes les applications linéaires bornées pour l’ordre de
E vers F . Aussi, Dodds et Fremlin [7] ont établi que si E et F sont deux treillis de
Banach tels que la norme de F et celle du dual topologique E′ de E sont continues
pour l’ordre, alors tout opérateur AM-compact T de E dans F qui est semi-compact
(i.e. pour tout ε > 0, il existe u ∈ E+ tels que T (BE) ⊂ [−u, u] + εBF , où BH

est la boule unité de H = E, F et E+ = {x ∈ E : 0 ≤ x}) est compact. Ensuite,
Aliprantis et Burkinshaw ([2], Théorème 1.2) ont généralisé le résultat de Fremlin
et ont obtenu un théorème qui était à la base des démonstrations des principaux
résultats de leur fameux article ([2], Théorème 2.1, Théorème 2.2 et Théorème 2.3).

D’autre part, contrairement aux opérateurs compacts et aux opérateurs faible-
ment compacts, l’opérateur dual d’un AM-compact n’est pas nécessairement un
AM-compact, et un opérateur dont le dual est un AM-compact n’est pas nécessaire-
ment un AM-compact. Dans ([12], Théorème 125.6), Zaanen a établi que si E et F
sont des treillis de Banach tels que la norme de F et celle de E′ sont continues pour
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l’ordre, alors un opérateur T de E vers F est un AM-compact si, et seulement si,
son opérateur dual T ′ de F ′ vers E′ l’est aussi.

Enfin, notons qu’Andreu, Caselles, Martinez et Mazon [3] ont étudié les pro-
priétés spectrales des opérateurs AM-compacts (pas nécessairement bornés pour
l’ordre) sur les treillis de Banach. Aussi, Troitsky [10] a donné des résultats sur la
mesure de la non compacité des opérateurs AM-compacts.

L’objectif de ce papier est de donner d’abord une condition suffisante, différente
de celle du Théorème 1.2 de [2]. Plus précisément, nous établirons que si E est
un treillis vectoriel dont le dual d’ordre E∼

b de E est discret et si (F, ν) est un
treillis vectoriel localement convexe solide séparé et complet pour l’ordre, alors
pour tout x ∈ E+, le sous-espace vectoriel Lx = {T ∈ Lb(E, F ) : T ([0, x]) est
précompact pour ν} est un idéal d’ordre de Lb(E, F ), où E+ = {z ∈ E : 0 ≤ z} et
E∼

b = Lb(E, R). Ensuite, nous montrerons la réciproque en établissant que si pour
tout x ∈ E+, le sous-espace vectoriel Lx est un idéal d’ordre de Lb(E, F ), alors
soit la topologie ν est de Lebesgue soit E∼

b est discret. Aussi, nous donnerons un
exemple qui montre que lorsque E∼

b est discret, Lx n’est pas nécessairement une
bande de Lb(E, F ). Enfin, nous établirons que si E est un treillis de Banach, alors
pour tout x ∈ E+, Lx est une bande de Lb(E, F ) si, et seulement si, la topologie
ν est de Lebesgue ou E est discret et de norme continue pour l’ordre, où Lb(E, F )
est le treillis vectoriel des applications linéaires bornées pour l’ordre et continues
de E vers F et Lx = {T ∈ Lb(E, F ) : T ([0, x]) est précompact pour ν}. Aussi,
nous donnerons des conséquences. En particulier, si (E, τ ) est un treillis vectoriel
localement convexe solide séparé et complet pour l’ordre et si E est discret et sa
topologie τ est de Lebesgue, alors E′ est discret.

Nous rappelons ci-dessous quelques définitions dont nous aurons besoin dans la
suite. Un idéal d’ordre A est un sous-espace vectoriel solide de E, i.e., si x ∈ A,
y ∈ E et |y| ≤ |x|, alors y ∈ A. Une bande est un idéal d’ordre fermé pour
l’ordre. Un élément non nul x d’un treillis vectoriel E est dit discret si l’idéal
d’ordre engendré par x cöıncide avec la droite engendrée par x. Le treillis vectoriel
E est dit discret, s’il admet un système disjoint complet d’éléments discrets. Pour
tous x, y ∈ E tels que x ≤ y, l’ensemble [x, y] = {z ∈ E : x ≤ z ≤ y} est appelé un
intervalle d’ordre de E.

Si (E, τ ) est un treillis vectoriel localement convexe et solide, la topologie τ est
dite de Lebesgue si pour toute suite généralisée (xα) telle que xα ↓ 0 dans E, la
suite (xα) converge vers 0 pour la topologie τ , où la notation xα ↓ 0 signifie que la
suite (xα) est décroissante, admet un infimum et inf(xα) = 0. Pour plus de détails
sur les treillis vectoriels localement convexes et solides, nous renvoyons le lecteur
au livre d’Aliprantis et Burkinshaw [1].

2. Résultats principaux

Une partie d’un treillis vectoriel E est dite bornée pour l’ordre si elle est contenue
dans un intervalle d’ordre. Une application linéaire T de E vers un treillis vectoriel
F , est dite bornée pour l’ordre si elle transforme tout borné pour l’ordre de E en un
borné pour l’ordre de F . Notons par Lb (E, F ) l’espace de toutes les applications
linéaires bornées pour l’ordre de E vers F . C’est un treillis vectoriel si F est complet
pour l’ordre.

Rappelons que si (E, E∗) est un système en dualité et A une famille de par-
ties de E bornées pour la topologie σ (E, E∗), alors la A -topologie sur E∗ est la
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topologie de la convergence uniforme sur les éléments de A. C’est une topologie
engendrée par la famille des semi-normes {PA : A ∈ A}, où PA(f) = supx∈A |f (x)|
pour tout f ∈ E∗. Notons que cette topologie n’est pas nécessairement séparée. De
la même manière, si B∗ est une famille de parties de F ∗ bornées pour σ (F ∗, F ), nous
définissons la B∗ -topologie sur E comme la topologie de la convergence uniforme
sur les éléments de B∗.

Si T : E −→ F est une application linéaire faiblement continue, correspondant
aux systèmes en dualités (E, E∗) et (F, F ∗), l’application duale T ∗ : F ∗ −→ E∗ est
définie par T ∗ (f (x)) = f (T (x)) pour tout f ∈ F ∗ et pour tout x ∈ E.

La preuve du Théorème 2.3 repose sur deux Lemmes. Le premier est exactement
le Théorème de dualité de A. Grothendieck ([9], Théorème 3, p. 51).

Lemme 2.1. Soient (E, E∗) et (F, F ∗) deux systèmes en dualités, et T : E −→ F
une application linéaire faiblement continue. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes:

1. Pour tout A ∈ A , T (A) est un précompact pour la B∗-topologie.
2. Pour tout B ∈ B∗ , T ∗ (B) est un précompact pour la A-topologie.

Soient E un treillis vectoriel et (F, ν) un treillis vectoriel localement convexe
solide séparé et complet pour l’ordre. Pour tout x ∈ E+, on note par Ix l’idéal
d’ordre de E engendré par x, Tx la restriction de T ∈ Lb(E, F ) à Ix et τx la topologie
de la convergence uniforme sur l’intervalle d’ordre [0, x]. Il est clair que τx est une
topologie localement solide sur (Ix)∗ = {f|Ix

: f ∈ E∼
b }.

D’après le Lemme 2.1, pour tout T ∈ Lb(E, F ) et pour tout x ∈ E+, l’ensemble
T ([0, x]) est précompact pour ν dans F si, et seulement si, pour tout équicontinu
H ⊂ F ′, l’ensemble (Tx)′ (H) est précompact pour τx dans (Ix)∗, où F ′ est le dual
topologique de F et (Tx)′ est l’application duale de Tx.

Lemme 2.2. Si E est un treillis vectoriel, alors pour tout x ∈ E+ , le treillis
vectoriel (Ix)∗ est complet pour l’ordre et sa topologie τx est de Lebesgue.

Preuve. (i) Soit (fi)i∈I une suite généralisée de E∼
b telle que fi|Ix

↓ 0. Fixons io ∈ I

et posons

Fi1,...,in
=

⎛
⎝

⎛
⎝

n∧
j=1

fij

⎞
⎠ ∧ fio

⎞
⎠ .

Quitte à remplacer fi par |fi|, on peut supposer fi ≥ 0 pour tout i ∈ I. La suite
(Fi1,...,in

) est décroissante et minorée dans E∼
b , donc admet un infimum h ≥ 0, i.e.,

Fi1,...,in
↓ h. Il s’ensuit que la suite (Fi1,...,in

(x)) converge vers h (x) et h ≤ fi pour
tout i ∈ I. Ceci implique h|Ix

≤ fi|Ix
et donc h|Ix

= 0. Par suite, la topologie τx

est de Lebesgue.
(ii) Soient (fi)i∈I une suite généralisée de E∼

b tels que fi|Ix
↑ ≤ f|Ix

. Posons

Fi1,...,in
=

⎛
⎝

⎛
⎝

n∨
j=1

fij

⎞
⎠ ∧ f

⎞
⎠ .

Comme E∼
b est complet pour l’ordre, la suite (Fi1,...,in

) converge pour l’ordre vers
un certain g ∈ E∼

b .
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Donc
fi|Ix

= f|Ix
∧ fi|Ix

= (f ∧ fi)|Ix
≤ g|Ix

.

Par suite, fi|Ix
≤ g|Ix

pour tout i ∈ I.
Montrons que fi|Ix

↑ g|Ix
. Supposons qu’il existe h ∈ E∼

b tel que fi|Ix
↑ ≤ h|Ix

pour tout i ∈ I. Soit y ∈ Ix, alors (Fi1,...,in
(y)) converge vers g (y). Comme

Fi1,...,in
(y) ≤ h (y), alors g (y) ≤ h (y). Ceci implique g|Ix

≤ h|Ix
et finalement

fi|Ix
↑ g|Ix

.
Une partie A d’un treillis vectoriel localement convexe solide et séparé F est dite

quasi-précompacte pour l’ordre si pour tout voisinage U de 0, il existe y ∈ F+ tels
que A ⊂ [−y, y] + U . �

Théorème 2.3. Soient E un treillis vectoriel et (F, ν) un treillis vectoriel locale-
ment convexe solide séparé et complet pour l’ordre. Si E∼

b est discret, alors pour
tout x ∈ E+, le sous-espace vectoriel Lx est un idéal d’ordre de Lb(E, F ).

Preuve. Soit x ∈ E+ et soient S, T deux opérateurs de E vers F tels que T ∈ Lx

et S ∈ Lb(E, F ) vérifiant 0 ≤ S ≤ T . Comme l’ensemble T ([0, x]) est précompact
dans F pour la topologie ν, alors pour toute partie équicontinue H de F ′, contenue
dans (F ′)+, l’ensemble (Tx)∗(H) est précompact dans (Ix)∗ pour la topologie τx.
Et par suite, (Tx)∗(H) est une partie quasi-précompacte pour l’ordre dans (Ix)∗.

Si (Ix)∗ est trivial, alors il résulte du Lemme 2.1 que l’ensemble S([0, x]) est
précompact (car (Sx)∗ est l’application nulle).

Sinon, comme 0 ≤ S∗ ≤ T ∗, il découle de la Proposition 2.4 de [4], que (Sx)∗ (H)
est une partie quasi-précompacte pour l’ordre dans (Ix)∗.

Soit U un voisinage de 0 pour la topologie τx dans le treillis vectoriel (Ix)∗. Il
existe donc f ∈ (Ix)∗ tel que

(Sx)∗(H) ⊂ [−f, f ] +
U

2
.

Comme le dual d’ordre E∼
b de E est discret, alors (Ix)∗ est discret. D’autre part,

il résulte du Lemme 2.2 que (Ix)∗ est complet pour l’ordre et sa topologie τx est
de Lebesgue. Par conséquent, il résulte du Corollaire 21.13 de [1] que l’intervalle
d’ordre [−f, f ] est précompact pour cette topologie. D’où l’existence d’une partie
finie K de (Ix)∗ telle que

[−f, f ] ⊂ K +
U

2
.

Il s’ensuit que
(Sx)∗(H) ⊂ K + U.

Ceci montre que (Sx)∗(H) est précompact et donc S([0, x]) l’est aussi. Par suite, le
sous-espace vectoriel Lx est solide dans le treillis vectoriel Lb(E, F ). Ce qui montre
le Théorème. �

Remarque 2.4. Le Théorème 2.3 reste vrai si on suppose que le dual d’ordre (Ix)∼b
de Ix est discret pour tout x ∈ E+. En effet, il suffit de remplacer (Ix)∗ par (Ix)∼b
dans la preuve du Théorème 2.3.

Remarque 2.5. Si (E, τ ) est un treillis vectoriel localement convexe solide et séparé
tel que E′ est discret, alors pour tout x ∈ E+, le sous-espace vectoriel Lx est un idéal
d’ordre de Lb(E, F ). En effet, il suffit de remplacer (Ix)∗ par Dx = {f|Ix

: f ∈ E′}
dans la preuve du Théorème 2.3.
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Par une démonstration analogue à celle du Théorème 2.3, on obtient aussi le
Théorème suivant.

Théorème 2.6. Soient (E, τ ) et (F, ν) deux treillis vectoriels localement convexes
solides et séparés avec F complet pour l’ordre. Alors Lx est un idéal d’ordre de
Lb(E, F ) si au moins l’une des conditions suivantes est vérifiée:

i) Pour tout x ∈ E+, le dual topologique (Ix)′ est discret.
ii) Pour tout x ∈ E+, l’ensemble Dx est discret.

Notons par |σ| (E∼
b , E) la topologie localement convexe et solide sur E∼

b , en-
gendrée par la famille des semi-normes de treillis {Px : x ∈ E}, où Px(f) = |f | (|x|)
pour tout f ∈ E∼

b .

Théorème 2.7. Soient E un treillis vectoriel et (F, ν) un treillis vectoriel locale-
ment convexe solide séparé et complet pour l’ordre. Si pour tout x ∈ E+, le sous-
espace vectoriel Lx est un idéal d’ordre de Lb(E, F ), alors l’une des propriétés
suivantes est vérifiée:

a) La topologie ν est de Lebesgue.
b) Le treillis vectoriel E∼

b est discret.

Preuve. Supposons que la topologie ν n’est pas de Lebesgue et que le treillis vec-
toriel E∼

b n’est pas discret. Il existe donc z ∈ F+ et une suite disjointe (zn) dans
[0, z] qui ne converge pas vers 0 pour la topologie ν. Aussi, comme les intervalles
d’ordre de E∼

b sont complets pour la toplogie |σ| (E∼
b , E), alors il existe Ψ ∈ (E∼

b )+

et une suite (Ψn) dans [−Ψ, Ψ] telle que (Ψn) converge vers 0 pour la topologie
faible σ(E∼

b , E) mais (Ψn) ne converge pas vers 0 pour la topologie faible absolue
|σ| (E∼

b , E) (Corollaire 21.13 de [1]). D’où l’existence d’un élément y ∈ E+ tel que
|Ψn| (y) |> 2 pour tout n. Ceci permet de conclure que Ψ+

n (y) > 1 ou Ψ−
n (y) > 1.

Dans les deux cas, on peut trouver yn dans [0, y] tels que | Ψn(yn) |> 1 pour tout
n.

Posons
K = {

∑
n

αnzn : αn −→ 0}

et notons par Pn l’application de K vers R définie par

Pn(
∑

i

αizi) = αn.

Maintenant, considérons les opérateurs S et T définis de E vers F par

S(x) = Ψ(x).z +
∑

Ψn(x).zn

et
T (x) = 2Ψ(x)z

pour tout x ∈ E.
Il est clair que 0 ≤ S ≤ T et T ∈ Ly. Si S ∈ Ly alors l’opérateur S1 définit de

E vers F par S1(x) =
∑

n≥1 Ψn(x)zn en est de même. En regardant S1 comme un
opérateur de Iy vers K, alors pour toute partie équicontinue H de K ′, (S1)

∗ (H)
est une partie précompacte pour la topologie τy dans (Iy)∗.

En particulier, si on prend H = {Pn : n ∈ N
∗}, alors (S1)

∗ (H) = {Ψn : n ∈ N
∗}

est une partie précompacte pour la topologie τy dans (Iy)∗. Il existe donc une
sous-suite (Ψnk

)n≥1 telle que | Ψn1 − Ψnk
| (y) < 1

3 pour tout k ∈ N
∗. Donc

| (Ψn1 − Ψnk
)(ynk

) | < 1
3 pour tout k ∈ N

∗.
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En faisant tendre k vers l’infini, on obtient | Ψn1(yn1) | < 1
3 . Ce qui est faux.

Par conséquent, S /∈ Ly et donc Ly n’est pas un idéal d’ordre du treillis vectoriel
Lb(E, F ). Ce qui est absurde. �

Lorsque (E, τ ) est un treillis vectoriel localement convexe solide et séparé, en
remplaçant E∼

b par E′ dans la preuve du Théorème 2.7, on obtient le Théorème
suivant.

Théorème 2.8. Soient (E, τ ) et (F, ν) deux treillis vectoriels localement convexes
solides et séparés avec F complet pour l’ordre. Si pour tout x ∈ E+, le sous-espace
vectoriel Lx est un idéal d’ordre de Lb(E, F ), alors l’une des propriétés suivantes
est vérifiée.

a) La topologie ν est de Lebesgue.
b) Le treillis vectoriel E′ est discret.

Comme conséquence, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 2.9. Soit E un treillis vectoriel, alors E∼
b est discret si au moins l’une

des propriétés suivantes est vérifiée:
a) (Ix)∗ est discret pour tout x ∈ E+.
b) (Ix)∼b est discret pour tout x ∈ E+.

Preuve. En prenant F = l∞, le résultat découle de la Remarque 2.4 et du Théorème
2.7. �

Comme conséquence des Théorèmes 2.6 et 2.8, nous obtenons le Corollaire suiv-
ant.

Corollaire 2.10. Soit (E, τ ) un treillis vectoriel localement convexe solide et
séparé, alors E′ est discret si au moins l’une des propriétés suivantes est vérifiée:

a) (Ix)′ est discret pour tout x ∈ E+.
b) Dx est discret pour tout x ∈ E+.

Remarque 2.11. Contrairement au Théorème 1.2 de [2], si le dual d’ordre E∼
b est dis-

cret, le sous-espace vectoriel Lx n’est pas nécessairement une bande dans Lb(E, F ),
comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 2.12. Considérons les opérateurs Tn, n ∈ N, et T définis du treillis de
Banach c vers le treillis de Banach l∞, par Tn((αk)k≥1) = (α1, ..., αn, 0, 0, ...) et
T ((αk)k≥1) = (αk)k≥1 pout tout (αk)k≥1 ∈ c, où c est l’espace de toutes les suites
convergentes.

Il est clair que 0 ≤ Tn ↑ T et que chaque Tn est un élément de Lx pour tout
x ∈ c+. Mais pour x = (1, 1, . . .), l’ensemble T ([0, x]) n’est pas précompact dans
l∞.

Le résultat suivant donne une condition suffisante, différente de celle du Théorème
1.2 d’Aliprantis et Burkinshaw [2], et qui montre que pour tout x ∈ E+, Lx est une
bande de Lb(E, F ).

Théorème 2.13. Soient (E, τ ) et (F, ν) deux treillis vectoriels localement convexes
solides séparés et complets pour l’ordre. Si E est discret et sa topologie est de
Lebesgue, alors pour tout x ∈ E+, Lx est une bande de Lb(E, F ).

Preuve. En effet, sous ces hypothèses, l’intervalle d’ordre [0, x] est compact dans E
pour tout x ∈ E+ ([1], Théorème 21.13). Il s’ensuit que pour tout T ∈ Lb(E, F ),
on a T ∈ Lx. �
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Comme conséquence immédiate, nous obtenons le Corollaire suivant.

Corollaire 2.14. Soit (E, τ ) un treillis vectoriel localement convexe solide séparé
et complet pour l’ordre. Si E est discret et sa topologie τ est de Lebesgue, alors E′

est discret.

Preuve. En effet, en prenant F = l∞ dans le Théorème 2.13, le sous-espace vectoriel
Lx est une bande de Lb(E, l∞) et donc un idéal d’ordre. Comme la topologie définie
par la norme de l∞ n’est pas de Lebesgue, il résulte du Théorème 2.8 que E′ est
discret. �

Rappelons que la norme d’un treillis de Banach est dite continue pour l’ordre si
la topologie qu’elle définie est de Lebesgue.

Comme réciproque du Théorème 1.2 d’Aliprantis et Burkinshaw [2] et du Corol-
laire 2.14, on a le résultat suivant.

Théorème 2.15. Soient (E, ‖‖) un treillis de Banach et (F, ν) un treillis vecto-
riel localement convexe solide complet et complet pour l’ordre. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes:

1. Pour tout x ∈ E+, Lx est une bande de Lb(E, F ).
2. L’une des conditions suivantes est vérifiée:
(i) La topologie ν est de Lebesgue.
(ii) E est discret et sa norme est continue pour l’ordre.

Preuve. (i) implique 1. C’est exactement le Théorème 1.2 d’Aliprantis et Burkin-
shaw [2]. Pour 2(ii) implique 1, il résulte du Théorème 2.13.

1 implique 2. Supposons qu’aucune des conditions (i) et (ii) n’est vérifiée. Il
existe donc z ∈ F et il existe une suite disjointe (zm) contenue dans [0, z] qui
n’admet aucune sous-suite convergente vers 0 dans F .

Soit

H = {
+∞∑
n=1

′αnzn : (αn) ∈ l∞}

où la convergence de la série
∑′∞

n=1 est prise au sens de l’ordre.
1er cas. Supposons que la norme de E est continue pour l’ordre, alors la topologie

faible absolue |σ| (E, E′) est de Lebesgue. D’après le Corollaire 21.13 de [1], il existe
un a ∈ E+ et une suite (xn)n≥1 dans [0, a], qui converge vers 0 pour la topologie
faible σ (E, E′), mais ne converge pas vers 0 pour la topologie |σ| (E, E′). Ceci
permet de construire Ψ ∈ E′, Ψn ∈ [0, Ψ] et yn ∈ [0, xn] tels que |Ψn (yn)| > 1.

2eme cas. On suppose que la norme de E n’est pas continue pour l’ordre, alors
il existe a ∈ E+ et il existe une suite disjointe (yn)n≥1 dans [0, a] tels que ‖yn‖ ≥ 1.
On peut construire Ψn ∈ (E′)+ tel que Ψn (ym) = δm,n et ‖Ψn‖ ≤ 1.

Dans les deux cas, nous considérons les opérateurs Tn et T définis de E vers H
comme suit:

Tn (x) =
n∑

k=1

Ψk (x) zk

et

T (x) =
+∞∑
k=1

′Ψk (x) zk.
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Encore une fois la convergence de la série
∑′∞

n=1 est prise au sens de l’ordre. Comme
T est positif et dominé par l’opérateur définit par Ψ (x) z, alors il est nécessairement
continu.

D’autre part, il est clair que 0 ≤ Tn ↑ T et Tn est compact, mais T ([0, a])
n’est pas précompact dans H. En effet, sinon la suite (T (yn)) admettra alors
une sous-suite convergente dans H, qu’on note aussi par (T (yn)). La limite étant
obligatoirement nulle. Ce qui contredit que |Ψn (yn)| > 1 pour tout n ∈ N. �

Comme conséquence du Théorème 2.15, nous obtenons un ré sultat qui est une
généralisation du Corollaire 2.3 de la Note [5]:

Corollaire 2.16. Soient (E, τ ), (F, ν) et (G, s) des treillis vectoriels localement
convexes solides et séparés. Si F ′ est discret, alors pour tous opérateurs S1, T1 de
E vers F et S2, T2 de F vers G tels que 0 ≤ Si ≤ Ti pour i = 1, 2 et Ti compact,
l’opérateur S2 ◦ S1 est compact.

Preuve. Soit B une partie bornée pour la topologie τ et contenue dans E+. Comme
T (B) est quasi-précompact pour l’ordre, alors S (B) l’est aussi. Soient U et V des
voisinages solides de 0 pour les topologies ν et s tels que

S2 (U) ⊂ V.

Il existe x ∈ E+ tel que

S1 (B) ⊂ [−x, x] +
1
2
U.

Par suite,

S2 ◦ S1 (B) ⊂ S2([−x, x]) +
1
2
V.

Puisque T2 ∈ Lx, il résulte de la Remarque 2.5 que S2 ∈ Lx. Ce qui montre que
l’opérateur S2 ◦ S1 est compact. �

Remarque 2.17. 1. Dans ([2], Théorème 2.2), Aliprantis et Burkinshaw ont établi
que si E est un treillis de Banach tel que la norme de E ou celle de E′ est continue
pour l’ordre, et si S et T sont des opérateurs définis de E dans E vé rifiant
0 ≤ S ≤ T et T compact, alors le carré S2 est compact. Le Corollaire 2.16 ci-dessus
donne une nouvelle condition suffisante différente de celles de ([2], Théorème 2.2).
En faite ce Corollaire est exactement le Théorème 2.2 (iii) que nous avons établi
dans [6] lorsque nous avons montr é la réciproque du Théorème 2.2 de Aliprantis
et Burkinshaw [1]. Notons aussi, que la réciproque du Théorème 2.2 de [2] a été
étudié par Wickstead dans ([11], Théorème 2.2).

2. Aliprantis et Burkinshaw ont utilisé le Théorème 1.2 de leur article [2] pour
établir les Théorème 2.1, Théorème 2.2 et Théorème 2.3 de [2] qui donnent des
résultats importants sur le problème de domination dans la classe des opérateurs
compacts. Ici dans notre cas, nous avons obtenu comme conséquence du Théorème
2.15 un résultat relatif au m ême problème. Ceci montre le lien étroit entre la classe
des opérateurs AM-compacts et le problème de domination pour les opérateurs
compacts.
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