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K-SPACES AND BOREL FILTERS ON THE SET OF INTEGERS
JEAN CALBRIX

ABSTRACT. We say that a countable, Hausdorff, topological space with one
and only one accumulation point is a point-space. For such a space, we give
several properties which are equivalent to the property of being a k-space. We
study some free filters on the set of integers and we determine if the associated
point-spaces are k-spaces or not. We show that the filters of Lutzer-van Mill-
Pol are k-filters. We deduce that, for each countable ordinal « > 2, there
exists a free filter of true additive class a (Baire’s classification) and a free
filter of true multiplicative class « for which the associated point-spaces are
k-spaces but not Yo, the existence being true in the additive case for « = 1. In
particular, we answer negatively a question raised in J. Calbrix, C. R. Acad.
Sci. Paris 305 (1987), 109-111.

1. RAPPELS, NOTATIONS

1.1. Filtres libres sur I’ensemble des entiers. On note w ’ensemble des entiers
naturels. Un filtre F sur 'ensemble des entiers est dit libre si (| F = (). Le filtre
N des parties cofinies de w est appelé filtre de Fréchet. C’est le filtre le moins fin
parmi les filtres libres et un filtre F est libre ssi N' C F.

En identifiant une partie de w a son indicatrice, un filtre F sur w apparaft comime
une partie de lespace métrisable compact {0,1}* = 2¢ dit espace de Cantor.

Pour les boréliens de 2, on utilise la classification de Baire (voir [1], [3], [6]), et
pour tout ordinal dénombrable «, on note A, (resp. M,) la classe additive (resp.
multiplicative) d’ordre . De méme, on note F,, (resp. G,) les classes engendrées
par les fermés (resp. les ouverts).

Un élément 3 de 2 est noté (8o, B1,...). Pour tout entier n, on pose f, =
(Boy -y Bn). L’ensemble des suites finies de 0 et de 1 est noté S. Soit s,s" € S et
B €2 On écrit s C s’ et s C Bsi s’ et B prolongent s. Pour tout s € S, on note
I(s) Pensemble des 8 € 2¢ tels que s C (. Naturellement, les I(s) forment une
base de la topologie de 2¢.

Pour tout € {0,1}, on pose T = 1 — z. Pour tout s = (s, $1,...,5,) € S, on
pose 3 = (80, 81y Sn—1,5n)-

1.2. Espaces-point. Comme dans [2], nous dirons qu’un espace topologique X est
un espace-point si X est un espace topologique, strictement dénombrable, séparé,
n’ayant qu’'un seul point d’accumulation (que 'on note oo). On identifie X \ {oo}
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avec 'ensemble w (muni de la topologie discréte). L’ensemble des traces des voisi-
nages (ouverts) de oo sur w est un filtre libre F sur w caractérisant X, ainsi ’espace
X sera noté Xr.

Soit X un espace topologique séparé. Rappelons que X est un k-espace si toute
partie de X de traces compactes sur les ensembles compacts est un fermé de X.
L’espace X est dit de Fréchet si pour toute partie A C X et tout = € A il existe
une suite (z,) C A convergeant vers x. Il est connu qu’'un espace de Fréchet est
un k-espace. L’espace X est dit Ny s’il est régulier et s’il existe une suite (A,) de
parties de X telle que pour toute partie compacte K et tout ouvert G contenant
K, il existe n tel que K C A,, C G (E. Michael).

Nous dirons qu’un filtre libre F sur w est un k-filtre si I'espace X est un k-
espace. De méme, nous dirons que F est Ny si 'espace X est Ny.

Pour un espace-point X, nous dirons qu’une partie F' de Xr est du deuxieme
type si le point co est point d’accumulation de F'. Evidemment, une partie compacte
de X est du deuxieme type ssi elle est infinie.

1.3. Définition de certains filtres.

1.3.1. Filtres de type A.

Soit X un espace métrisable séparable possédant une partie strictement dénom-
brable, dense, constituée de points isolés (que I'on identifie & w). On pose A = X \w.
L’espace quotient obtenu en identifiant les points de A est un espace-point X que
nous dirons de type A (Arhangel’skii, cf. [2]). Le filtre F sera dit aussi de type A.
Les filtres de type A sont des k-filtres, Ro ([2]).

1.3.2. Filtres de type LoMP. N

L’application 1 : 2¥ — 29 définie par ¥ ((Bo, B1,-.-)) = {(Bo), (Bo, B1), -} = B
est un homéomorphisme de 2¢ sur son image. A toute partie H de 2%, correspond
une partie H = ¢(H) U P¢(S) ot Ps(S) est 'ensemble des parties finies de S.
Clairement, H est une sous-base d’un idéal Ty de parties de S. Le filtre dual
Fu={A°/ A€y} estlibre. Il sera dit de type LoMP ([1], [4], [7]). L’espace-
point associé (en identifiant mentalement S & w) sera noté Xy et dit lui aussi
de type LuMP. Nous avons montre dans [1] que pour tout ordinal dénombrable
a > 1, si H est une partie de vraie classe additive «, alors il en est de méme de
Fr.

1.3.3. Filtres de type produit et de type Ka.

Soit (A,) une partition de w strictement dénombrable constituée de parties
strictement dénombrables et soit sur chaque A,, un filtre libre F,, que 'on “releve”
en un filtre 7, sur w (F, = { ACw / ANA, € F, }). Le filtre (| F,, sera dit du
type produit et le filtre (J,, ,,>n F,, sera dit du type Ka (Katetov).

1l est montré dans [1] que, pour tout ordinal dénombrable a, si les F,, sont de vraie
classe A, (resp. My), (| Fn (resp. U Misn Fn) est de vraie classe Mo (resp.
Aa+1)'

2. LA PROPRIETE DE K-ESPACE POUR LES ESPACES-POINT

La propriété suivante, tres simple et de démonstration aisée, sera utile pour la
suite :

Lemme 2.1. Un espace-point est un k-espace ssi tout fermé du deuxieme type
contient une partie compacte infinie. En conséquence, un espace-point est un k-
espace ssi il est de Fréchet.
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Demonstration. Soit X un espace-point. Supposons que Xz soit un k-espace.
Soit A un fermé du deuxieme type. S’il ne contenait pas de partie compacte infinie
alors A\ {oo} serait fermé, ce qui est absurde. Inversement supposons que Xz ne
soit pas un k-espace. Soit une partie A non fermée (donc du deuxiéme type avec
oo ¢ A) telle que la trace sur elle de toute partie compacte soit compacte. La partie
A= AU{co} est un fermé du deuxieme type qui ne peut évidemment pas contenir
une partie compacte infinie. O

Notons Ax I'ensemble des ultrafiltres contenant 7. L’ensemble A est une partie
fermée de fw, le compactifié de Stone-Cech de w. De plus, Ax C (Bw\w) ssi F est
libre. Rappelons qu'un fermé régulier A d’un espace topologique est un fermé tel

o
que A = A. Nous obtenons la caractérisation intéressante suivante:

Théoréme 2.2. F est un k-fillre ssi Ax est un fermé régulier du sous-espace

Bw \ w.

Demonstration. Pour tout H C w, on pose H = HU{oo}, H* = ﬁﬁw, H* = H*\w.
Rappelons que, par définition, la collection { H* / H C w } est une base d’ouverts
de la topologie de fw.

Les éléments de fSw seront notés U, U',....

FAIT 1. Soit F un filtre libre. Ona Ay = {U / F C U } est un fermé du sous-
espace fw \ w. En effet, F étant libre, si F C U alors U est libre et donc est dans
Bw \ w. Soit un ultrafiltre U’ tel que on a U’ ¢ Ar. Soit H € F\U', donc (H®)*
est un voisinage de U’ disjoint de Ax.

FAIT 2. Soit A non vide inclus dans fw \ w. On pose Fa = ({U /U € A }.
On a Ar, = A. En effet, Az, est fermé d’apres le fait 1 et contient A. Donc
A C Ax,. Inversement, soit U’ € A et soit H € U’ tel que H* N A = ). Pour tout
Ue A, H¢ € U et donc H¢ € F4. Par suite, H® € U pour tout U D Fy, donc
H*NAr, =0 et doncU' & Ar,.

En conséquence, l'application de I’ensemble des fermés non vides de fw \ w sur
P’ensemble des filtres libres de w définie par A — (\{ U /U € A } est une bijection.
FAIT 3. Soit A non vide inclus dans fw\w. Ona Fg = { GNw / G ouvert de fw; G
DA}={GnNw/Gouvertde pw;GDA}={H/H* DA}

FarT 4. Soit A non vide, inclus et fermé dans fw \ w. Soit K C w. La partie
K est une partie compacte infinie de Xz, ssi K** est non vide et inclus dans A.
En effet, si K est une partie compacte infinie de Xr,, nécessairement, K** C A
et donc K** CA. Inversement, si K** est non vide et dans A et si F' € F4, on a

K\ F=K*\ F* fini et donc K est une partie compacte infinie de X, .

Fin de la démonstration du théoréme 2.2. Soit A fermé non régulier de fw \ w.

o o ~
Soit U' € A\ A. Soit H € U’ tel que H*N A = (. D’apres le fait 4, H est un fermé
de X, du deuxieme type ne contenant pas de partie compacte infinie donc X r,
n’est pas un k-filtre.
Réciproquement, supposons que Xz, ne soit pas un k-filtre. Soit H C w tel que
H soit un fermé de X, du deuxieme type ne contenant pas de partie compacte
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o
infinie. On a H** N A # () mais H**N A= (. Donc A n’est pas un fermé régulier

de fw \ w. O
On construit aisément tous les k-filtres:

Proposition 2.3. Soit K une collection de parties de w telle qu’un élément au
moins de K soit infini alors le filtre Fx = { ACw /VK € K K\A est fini } est un
k-filtre et la collection { KU{oo} / K € K } est incluse dans la collection des parties
compactes de l’espace-point associé. Inversement, soit F un filtre libre sur w et soit
Kx Uensemble des traces sur w des parties compactes de l’espace-point associé. Si
Kz contient un élément infini alors le fillre { ACw /| VK € Kr K\ A est fini }
est le plus petit k-filtre contenant F.

Corollaire 2.4. Awvec les notations du théoréme précédent, si KC est analytique
alors Fi est co-analytique.

Inversement, soit F un k-filtre et soit KCx l'ensemble des traces sur w des parties
compactes de ’espace-point associé. Si F est analytique alors KCx est co-analytique.
En particulier, si F et Kz sont simultanément analytiques alors ils sont boréliens.

La démonstration de la proposition 2.3 est assez directe en utilisant le lemme
2.1 et le corollaire 2.4 en résulte en utilisant le fait que { (F, K) € 2* x 2% / K \
F est fini } est un F,.

Les filtres de type A sont des k-filtres (en effet, I'image quotiente d’un k-espace
est un k-espace).

On a aussi:
Théoréme 2.5. Les filtres de type LoMP sont des k-filtres.

Demonstration. Soit H C 2%, Fp le filtre de type LuMP correspondant, et Xg
I’espace-point associé. Nous allons appliquer le critere du lemme 2.1.

Soit B C Xp un fermé¢ du deuxieéme type. Nous dirons qu’une partie infinie £
de B est une H-chaine maximale 8'il existe 3 € H tel que E = BN 3. On notera
E = ¢? et naturellement, ¢® = {Bino> Biny» -} Pour une suite d’entiers strictement
croissante.

Ou il n’existe dans B qu’'une collection finie qﬁg7 qﬁl7 e qﬁk de H-chaines maxi-
males alors B\ Uf:o " =B\ Uf:o (% est une partie compacte du deuxiéme type.

Ou il existe une infinité de H-chaines maximales qﬁo, qﬁl, o . Soit 80 = (8o, B1, .-,
Byo) dans S telle que (8o, 1, .-, Bpo) C B* pour une infinité de k et s9 c Bro
pour au moins un ko. Choisissons mg > po tel que s0 C ( g", f“,...,ﬁ,’jgo) €
qﬁko C B. On poursuit la construction par récurrence. Supposons construits les
' = (Bos By -ees Bpos oo Bp;) et les (B3, ..., 8% ) € B pour tout i = 0,1,...,r avec
po < p1 < .. < Py st C (ﬁgi,...,ﬁ,’f{i) € qﬁki pour tout i = 0,1,....r et s" C 3F
pour une infinité de k. On peut alors trouver s = (8o, B1, ..., Bpgs s Bp,yy) tel
que pry1 > pr, "1 C B% pour une infinité de k et s7+1 C BFr+1 pour un ky4q. On

choisit alors my41 > kyy1 tel que s7t1 C (ﬁg”l, ey Sffjl) € ¢ C B. 1l est
clair que K = { (6%, ..., Bhi) /i€ w }U{oco} est une partie compacte du deuxiéme
type incluse dans B. O
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Un filtre de type Ka n’est jamais un k-filtre (les parties compactes de 1’espace
point associé sont finies). Par contre, un filtre de type produit est un k-filtre ssi les
filtres associés F,, sont des k-filtres.

1
Le filtre { ACcw/ Z — < +o0o } est un filtre libre K, qui n’est pas un
n
ng¢A
k-filtre.
On déduit de ce qui précede et de [1]:

Théoréme 2.6. Pour tout ordinal dénombrable a > 2, chaque classe A, \ M,
et M, \ A, contient un k-filtre. Il en est de méme de la classe F, \ Gs. Pour
tout ordinal dénombrable o > 1, chaque classe F, \ G contient un filtre libre non
k-filtre.

3. LA PROPRIETE ¥

Nous savons que les filtres de type A sont Rg. Par ailleurs, il est montré dans [4]
que, pour H = 2%, le filtre Fy de type LuMP n’est pas Ny. Nous généralisons ce
résultat:

Théoréme 3.1. Soit F un filtre de type LOMP. Si H contient un sous-ensemble
C homéomorphe a lespace de Cantor alors Fg n’est pas Ng.

Demonstration. Pour tout € C et tout n€w, il existe m >n tel que I (S, ..., Bm)N
C # 0 et I(Bo, - Bn1,Bm) N C # . Cette propriété sera appliquée dans la
récurrence qui va suivre.

Soit (A,) une suite de parties de 2% et posons Zn = A, U{occ}. Soit s =
(Bos -y By tel que I(s%) N C # (et si 80 € Ag alors s° € Ag. Supposons construit
5% = ((Bo, B, -+, Brgs s Bny ), o0 peut trouver s¥T1 = (By, ..., Brgs -+, B ceos Brgir)
tel que ng < npp1, 1(s*T) N C # 0 et si sF¥1 € Apyy alors s*1!1 € Azyy. On
constuit ainsi un élément 4 de 2* dans C. Posons K = { si /i € w } U {oo}.
Clairement K est une partie compacte de Xg incluse dans 2%\ 5 et si K C Ek
alors Ay, N B # (. Dot Xy n’est pas Ng. O

Un filtre de type produit est Rg ssi les filtres F,, associés sont Rg.

En utilisant ce qui vient d’étre dit, le fait classique que tout espace analytique
non dénombrable contient un Cantor et les résultats de [1], on complete le théoréeme
2.6:

Corollaire 3.2. Pour tout ordinal dénombrable o > 2, dans chaque classe A, \Mg
et My, \ A, il existe un k-filtre non Ro. Il en est de méme pour la classe F, \ Gs.

Remarques. Dans [2], il est demandé si un k-filtre est automatiquement Ng. Le
corollaire 3.2. répond a cette question par la négative. Subsiste la question : est-ce
qu'un k-filtre Xg est de type A 7 La possibilité de construire un k-filtre Ry qui soit
analytique non F,s répondrait par la négative & cette question (voir [2]).
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