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SUR LES INTEGRALES PREMIERES
DANS LA CLASSE DE NILSSON
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES HOLOMORPHES

FREDERIC TOUZET

ABSTRACT. We study two classes of holomorphic differential equations. The
first one is constitued by elements admitting solutions defined in an algebraic
way (the so called Liouville class) and the second of elements admitting solu-
tions defined in an analytic way (the Nilsson class). We build up links between
these two classes using special properties of the holonomy and its results on
the monodromy.

INTRODUCTION

Un germe de feuilletage holomorphe singulier F,, a l'origine de C™ est la donnée
d’une équation différentielle w = 0, ot w = Y7 a;dz; est un germe de 1-forme
holomorphe intégrable, i.e.: w A dw = 0 telle que pged(a;) = 1; d’un point de
vue géométrique, ceci signifie que le lieu singulier S(F,) de F,, est de codimension
supérieure ou égale a deux.

L’étude des germes de feuilletages holomorphes nous conduit naturellement
distinguer ceux admettant une intégrale premiere, éventuellement dans une classe
plus large que la seule classe des intégrales premieres holomorphes ou méromorphes.

Une catégorie particuliere de telles fonctions, également répandue en théorie de
Galois différentielle, est la classe des fonctions Liouvillienes. 11 s’agit essentiellement
de fonctions constructibles sur le corps de base des fonctions méromorphes par des
procédés algébriques simples et nous présentons au chapitre I la caractérisation en
termes d’intégration des feuilletages admettant de telles intégrales premieres.

Dans ce travail, nous nous intéressons en fait a une classe d’intégrales premieres
définie par des conditions de croissance et de finitude: la classe de Nilsson (chapitre
IT). Sous des conditions génériques (de non dicriticité du feuilletage) nous nous
proposons d’établir que ces intégrales premieres sont Liouvilliennes et possedent a
ce titre une forme explicite, ce qui n’est bien entendu pas le cas pour des fonctions
quelconques de la classe de Nilsson.

Notations. Nous désignerons par O, (resp. M,) 'anneau (resp. le corps) des
germes de fonctions holomorphes (resp. méromorphes) a l'origine de C™.

Enfin, nous noterons Diff (C,0) le groupe de germes de difféomorphismes de C
fixant 0.

Received by the editors June 11, 1997 and, in revised form, March 3, 1998.
1991 Mathematics Subject Classification. Primary 32-XX.

(©2000 American Mathematical Society

1601

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



1602 FREDERIC TOUZET

I. INTEGRALES PREMIERES LIOUVILLIENNES

Soit M., le corps des germes de fonctions méromorphes a 'origine de C™ muni

de la famille de dérivations usuelles {8%1 e 82
Par définition, une extension Liouvillienne du corps différentiel (Mm(a%l' )

est un corps différentiel (k,A) tel que (Mn,(a%l %)) = (ko, Qo) C -+ C
(kn, Ap) = (k,A) ou

e Le corps des constantes de (k;, A;) est C et Ay, = Aj_1.

o ki = k;_1(t;) est une extension différentielle de k;_1 de I'un des trois types

suivants:

1. t; est algébrique sur k;_1,

2. Pour tout dérivation § de A;, ‘5% est élément de k;_1,

3. Pour toute dérivation § de A;, (fti est un élément de k;_1.
Une fonction Liouvillienne est par définition une fonction appartenant a une exten-
sion Liouvillienne de M,,.

Une intégrale premiere Liouvillienne d’un feuilletage F,, est la donnée d’une
fonction Liouvillienne f telle que w A df = 0.

Le théoreme qui suit est un énoncé de type Galois différentiel du a M. Singer
([Sg]) et qui, dans le cadre des germes de feuilletages holomorphes s’énonce ainsi:

Théoréme 1. Si un germe de feuilletage holomorphe posséde une intégrale pre-
miere Liouvillienne, il existe un germe n de 1-forme méromorphe fermée telle que
dw=nAw.

En particulier, D'existence d’une telle forme 7, appelée également facteur
intégrant généralisé (f.i.g.) montre que F, a la configuration géométrique d’'un
feuilletage “transversalement affine” (voir & ce sujet les travaux de [Ca, Scal).

II. FONCTIONS ET INTEGRALES PREMIERES NILSSON

Cette classe de fonctions se définit de la fagon suivante: Soit M™ une variété
analytique complexe de dimension n et X C M une hypersurface analytique ou
plus généralement un ensemble analytique de codimension 1.

On dira qu’une fonction multiforme f définie sur M\ X appartient a la classe de
Nilsson (relativement & X) N M, x si elle vérifie les deux conditions suivantes:

a) L’espace de ses déterminations V' (f) est de dimension finie sur C.
B3) f est a croissance modérée pres de X (voir [Bj] pour une définition précise de
cette notion).

Rappelons que cette classe de fonctions a été introduit par Nilsson en 1965 ([Nils]) et
sont construites par intégration de formes analytiques sur les fibres de morphismes
propres. Elle généralise les solutions d’équations différentielles a points singuliers
réguliers en dimension 1; en particulier, il s’agit d’une classe de fonctions stable par
dérivation et intégration partielle.

Les lemmes qui suivent sont des résultats classiques dont les démonstrations
peuvent étre trouvées dans [Bj].

Lemme II.1. Soit m: N™ — M™ un revétement analytique propre entre deux
variétés analytiques de dimension n ramifié en un ensemble analytique 6, et soit

feNux.
Alors, il eziste un unique fonction g € Nasy, Y = 7 H(X)US, telle que for = g.
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LES INTEGRALES PREMIERES 1603

Réciproquement, si g € Ny, ot Y C N désigne une ensemble analytique de
codimension 1, il existe f € Nayrx, X =n(Y), telle que fom = g.

Lemme I1.2. Soit f € ./\/'M7X et soit m € X tel que X soit localement a croisement
normal en m (i.e. X est localement défini par Uéquation z1- -z, =0, r < n).

Alors toute branche de f admet en m un développement asymptotique de la
forme:

z2=1(21,--2n),
(Log z)” = Log z}* - - - Log 2!, v; € N,
M :zlf’l 2#7’#1] E(C’

a; € Oy.

f= Z a;(z)(Log z)" 2" ol

finie

Considérons un germe de feuilletage F,, admettant une intégrale premiere Nilsson.
De facon plus précise, cela signifie qu’il existe un représentant de F,, défini sur un
polydisque U, f Nilsson sur U relativement a X telle que w A df = 0 et on écrira
par abus de langage f € Nx.

Qui plus est, on peut montrer quitte a étendre f par le théoreme d’Hartogs que
X est une hypersurface (il n’y a pas de composantes de codimension > 2) contenu
dans 'union des séparatrices de w; en effet, si tel n’était pas le cas, on pourrait
prolonger f sur X par “transversalité générique” de F,, (voir les détails dans [Tol).

Comme nous allons le voir, les exemples d’intégrales premieres Nilsson qui sur-
gissent naturellement sont liés a des conditions d’intégration sur le feuilletage F,:

1I.3. Exemples d’intégrales premiéres Nilsson. Elles sont associées aux feuil-
letages F,, tels que:

«) F, admet une intégrale premiere méromorphe: w Adf =0, f € M,,: f est
trivialement dans la classe de Nilsson.

B) F. admet un facteur intégrant méromorphe, i.e.: d(%) =0, g € M,,. Suivant
un résultat de Cerveau et Mattéi ([Ce, Mal),

/EZZ/\iLngi‘f'H, )\iE(C,fiEOn,HEMn;
9 finie
c’est en particulier une intégrale premiere dans la classe de Nilsson.

v) F. admet une intégrale premiere Liouvillienne. En effet, on peut conclure
dans cette situation a l'existence de l'intégrale premiere Liouvillienne f = [w/ el
ot 1) désigne un facteur intégrant généralisé de w (Théoreme I). Sous des hypotheses
génériques ([Scal]), on peut en fait choisir n & poles simples, i.e.: de la forme n =
> finie )\i%, fi € Op. On vérifie alors aisément que f € Nx, ou X = {[], fi = 0}.

Ce travail a pour objet ’étude de la situation réciproque: sachant qu’il existe une
intégrale premieére Nilsson f, peut-on conclure & 'existence d’une intégrale premiere
Liouville? Ou mieux, peut-on factoriser “simplement” f en une intégrale premiere
Liouville “élémentaire”?

Sous des hypotheses raisonnables, nous disposons effectivement d’un tel résultat:

I1.4. Théoréme principal ([Tol). Soit F,, un germe de feuilletage admettant une
intégrale premiére Nilsson f. Supposons que F,, soit non dicritique

IRappelons qu’un feuilletage F,, a l’origine de C" est dit non dicritique si pour n = 2, F,

admet un nombre fini de courbes invariantes (séparatrices) passant par l’origine et pour n > 2, sil
existe un 2-plan P transverse a F,, tel que F, en restriction a P soit dicritique au sens précédent.
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1604 FREDERIC TOUZET

Alors f est Liouwvillienne et s’explicite sous l'une des trois formes suivantes:

@) = gnie @i(9)(Logg)"ig*,a; € O1,n; € N, \; € C,
g €tant une intégrale premiére holomorphe de F,, qui n’est pas une puissance.

B) f=3¢nic a;(Logg)"ig™,n; € N,a;, \; € C,
g désignant cette fois une intégrale premiére multivaluée de la forme [ [ 1 i €
C, fi € O, (“élémentaire” dans la terminologie de [Ce, Ma]).

v) f=P(f eJL)’ P étant un polyndome a coefficients complexes et n un facteur
intégrant généralisé de w a poles simples.

Commentaires et rappels. Réciproquement, il est facile de constater que de
telles fonctions définissent bien des intégrales premieres dans la classe de Nilsson.

Sous cette hypotheése de dicriticité, nous donnerons un contre exemple au
Théoreme [[T4] et de facon plus générale nous établirons I’existence d’une intégrale
premiere Nilsson qui n’est pas Liouvillienne.

Avant de donner la démonstration de ce théoréeme, nous aimerions en don-
ner une idée générale. Nous la détaillerons dans le cadre de la dimension n =
2, la généralisation en dimension quelconque résultant simplement de théoremes
d’extensions méromorphes, variantes du théoreme de Lévi classique (cf. [19]).

Rappelons avant tout qu’il existe une application 7 de réduction du feuilletage
Fo ([Ma, Mo]) composé d’une suite d’éclatements ponctuels tel que:

a) Les composantes du diviseur exceptionnel 7~1(0) sont séparatrices du feuil-
letage éclaté F,, (dans le cas non dicritique).

b) Le diviseur 7—1(0) porte les singularités de 7.

¢) Au voisinage de chaque singularité, fw est donné par une forme dont le jet
d’ordre 1 s’écrit

A
(%) Mazdy+ Axdy, (A, A2) € C* x C*, A—l ZQ
2
ou
(%) xdy. De telles formes sont dites “réduites”.

La preuve procede en trois étapes, chaque étape correspondant respectivement a
n(F,) =0, n(F,) = 1 et n(F,) quelconque, ou n(F,) désigne le nombre minimal
d’éclatements nécessaire a la réduction du feuilletage F,,.

Premiére étape: n(F,) = 0. Les classes formelles de telles formes réduites sont
déterminées par des listes finies d’invariants et ’on dispose ainsi de formes normales
formelles N'(F) (dont nous donnons le détail dans le Chapitre III). L’espace des
modules attaché a chaque forme normale est en général loin d’étre simple (voir & ce
sujet [Ma, Ra;], [Ma, Ray|, [Pe, Yo|). En revanche, nous montrons que cet espace
est trivial des que 'on se restreint a classe des feuilletages réduits admettant une
intégrale premiere Nilsson.

Précisément nous établissons le

Théoréme de rigidité. Soit F,, réduit, N (F,) sa forme normale formelle. Sup-
posons que F admette une intégrale premiére Nilsson. Alors F est conjugué ana-
lytiquement a N(F,), i.e.: il existe un difféomorphisme ® holomorphe de (C,QO tel
que ®*F, NN (F,) = 0.

La preuve du théoreme de rigidité, purement algébrique, s’appuie sur le théoreme
d’approximation d’Artin ([Ar]). Donnons en une idée:
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LES INTEGRALES PREMIERES 1605

Soit E I’ensemble des formes normales formelles dont I’espace des modules ana-
lytiques est non trivial et soit N (F) = E.

L’ensemble des séparatrices de N(F,) est une hypersurface X & croisements
normaux et on sait dans ce cas expliciter I’ensemble Ax des fonctions de type
Nilsson sur le complément de X. Par des procédés calculatoires, on peut alors
établir la forme générale des intégrales premieres Nilsson analytiques et formelles
(i.e.: dans .AA/X = (52 ®o, Nx); on constate en fait qu’il n’en existe pas dans
N x\Nx. Si ® désigne le difféomorphisme formel conjuguant F a sa forme normale
N(F) (BF AN(F)=0), g= fo®d € Nx est donc en fait un élément de Ny. Une
adaptation technique du théoréeme d’Artin permet alors de conclure a l'existence
d’un difféomorphisme holomorphe ® tel que g = fo®, ce qui entraine manifestement
que ®*F A N(F) = 0. Le Théoréme [T4] résulte alors d’un calcul explicite des
intégrales premiéres Nilsson des formes normales.

Deuxiéme étape: n(F,) = 1. Le diviseur exceptionnel, réduit & une droite pro-
jective CIP(1), est une séparatrice du feuilletage éclaté F,,. Sous ’hypothese que F
admet une intégrale premiere Nilsson f, nous établissons le Théoreme [T.4

La démarche est dans ce cas la suivante: Soit Hp le groupe d’holonomie projectif
par rapport & une droite T transverse & CP(1) en un point régulier de fw. Par
jordanisation de 'opérateur de monodromie autour du diviseur, nous disposons de
modeles locaux simples d’éléments de I'espaces des déterminations de I’éclatée F' de
f- En composant ces modeles par des germes de difféomorphismes de C, 0 tangents
a l'identité a un ordre arbitrairement grand, on obtient un espace de dimension
infinie. On peut notamment extraire une suite de tels germes dans un groupe non
résoluble. Compte tenu de la description de la monodromie par I’holonomie (que
nous expliciterons dans la suite) et de la finitude de I’espace des déterminations de
f , nous en déduisons que Hp doit étre résoluble.

Le groupe de monodromie de f (qui s’identifie & un sous groupe de matri-
ces de Gl(n,C)) est, dans la situation ou toutes les singularités sont réduites,
completement déterminé par le groupe d’holonomie. En particulier, il sera résoluble
si Hr est résoluble. Cela implique en particulier qu’il est triangularisable. Il n’est
pas difficile, a partir de 1a, d’exhiber une intégrale premiere Nilsson fy construite a

I’aide de déterminations de f telle que n = (% soit un facteur intégrant généralisé

du feuilletage. Ceci entraine que fo = [ ﬁ est Liouvillienne.

Nous montrons ensuite que f se factorise par un polynéme ou un polynoéme de
Fuchs en fy. Les preuves sont baties sur deux approches différentes:

La premiere approche consiste a se ramener a la premiere étape: la restriction
de Iéclatée Fy de fy a certains types de singularités de F sur CP(1) est précisément
celle dans laquelle toutes les intégrales premiéres Nilsson se factorisent.

La deuxieme approche est plus géométrique; elle repose sur le comportement du
“Wronskien” attaché a une symétrie transverse du feuilletage éclaté invariante par
le feuilletage.

Troisieéme étape: n(F) quelconque. Nous n’en dirons dans cette introduction
que quelques mots. En général et contrairement au cas n(F) = 1, I’holonomie
n’agit plus transitivement sur la fibre d’une feuille. Ainsi, elle ne décrit que tres
partiellement le groupe de monodromie de f. Il faut alors lui substituer I'action
de groupes plus large: les groupes d’invariance introduits par Cerveau et Mattei
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1606 FREDERIC TOUZET

([Ce, Ma]). En reproduisant la démarche initiée dans la seconde étape, nous sommes
alors & méme de montrer le Théoreme [T4

Ce théoreme n’est plus vrai en toute généralité dans le cas dicritique. 11 est par
exemple facile, en invoquant la correspondance de Riemann Hilbert, de donner, pour
le feuilletage défini sur C? par le champ radial xa% + ya%, une intégrale premiere
Nilsson qui n’est pas Liouvillienne. Nous nous emploierons & décrire ce cas a l'issue
du dernier chapitre.

III. PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL. LE CAS REDUIT: n(F,) =0

Soit w réduite de type (*) ou (xx); ceci correspond & un modele final de réduction
d’une équation générale. On sait depuis Briot et Bouquet ([Br, Bo]) que F, ad-
met au plus deux courbes analytiques invariantes (séparatrices) qu’on peut, par
un changement adéquat de coordonnées analytiques, supposer étre contenues dans
Pensemble & croisement normal {zy = 0}. Rappelons en premier lieu l’écriture
des différentes formes normales formelles ainsi que les intégrales premieres Nilsson
“élémentaires” (I.P) qui leur sont associées (voir également ([Ma, Ra4], [Ma, Rag])).

a—wy =zdy + A\ydz, A € C\Q,
LP: 2y,

b—wN:mdy+/\ydx,/\:§EQj,
LP: zPys.

Cas linéaires

¢ —wy =wiyu =p(1+ (n—1)uF)yde +q(1 + pub)z dy,
Case résonnant keNyjpueCu=aPyl,
LP: fr, = p(p—1)Logz + quLogy + ir (u = Py?).

d - wP’IJ« = prrldy - y(]- + uxp)dx,p Z ].,,LL € (Ca
LP: f,, =pLlogz — Logy — -1

Cas dégénéré (ou noeud selle) {
pz?P’
Notons que le cas b) est le seul ca ot 'espace des modules est trivial ([Ce, Mal), i.e.:
tout feuilletage F,, formellement conjugué a F, lui est analytiquement conjugué.
Le théoreme qui suit, et que nous démontrerons dans ce chapitre, établit un
résultat de rigidité formelle lié a I'existence d’intégrales premieres dans la classe de

Nilsson.

III.1. Théoréme de rigidité. Supposons que F, admette une intégrale premicre
Nilsson f, alors:

i) f est Liouvillienne

il) w est analytiquement conjuguée a sa forme normale formelle.

Remarquons que l’assertion i) est évidente, puisque les séparatrices forment un
systéme & croisements normaux: on sait dans ce cas expliciter la forme générale
d’une fonction de type Nilsson sur le complémentaire des séparatrices. Elle admet
Pécriture:

fa,y) = ailw,y)a*y’ (Log )™ (Log y)™
i finie
a; holomorphes, «;, 3; € C, m;, n; € N, et on vérifie directement qu’elle est de type
Liouville (voir [Bj]).
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LES INTEGRALES PREMIERES 1607

L’assertion ii) établit en fait une équivalence, puisqu’il est aisé d’exhiber une
intégrale premiere Nilsson opour chaque forme normale formelle. Sa démonstration
s’appuie:

—d’une part, sur des théoremes de factorisation d’intégrales premieres Nilsson
“élémentaires”

—d’autre part, sur I'utilisation du principe d’approximation d’Artin dont nous
donnerons un énoncé dans la suite du chapitre.

II1.2. Premiere étape de la preuve du Théoréme III.1: propriétés de
factorisation. Pour chaque classe formelle wy, on se propose d’expliciter la forme
générale d’une intégrale premiere dans Ny comme facteur d’une intégrale premiere
Nilsson “élémentaire”. Avant tout, procédons a l'identification qui suit: soit f €
NMu,x (X = {zy = 0}, U est un polydisque). Considérons une restriction f de f &
un ouvert polysectoriel simplement connexe du type B

UR,E = {|{E| < Ra |y| < R,|Argx| < 5,|Arg y| < 5}

R, £ > 0 assez petits pour que ceci ait un sens.
Ainsi

fay) = 3 aile,y)ay® (Loga)™ (Logy)™
i finie
ol les symboles %, y?, Log x, Log y désignent les déterminations principales de ces
fonctions.

Nous désignerons par N (Ug \X) 'ensemble de telles restrictions et nous identi-
fierons Nx & la limite inductive limpg .o N (Ug,\X) qui représente la Oy algebres
des “germes” des fonctions de type Nilsson sur le complément de X.

On peut également définir une extension formelle N = @2 ®o, Nx ol @2 désigne
le complété formé de Os.

On se bornera a détailler le cas wy = xdy + Aydz, A € C\Q; le traitement
des autres reposant sur le méme principe. Cette factorisation est donnée par les 4
lemmes suivants:

Lemme II1.2.1. Soit wy = xdy+ Ay dzx, A € C\Q, et f € Nx telle que wAdf = 0;
alors f(z,y) =3, auie Ci(2y) ¥ (Alogz + logy)™, ¢; € C, a; € C, n; € N.
Lemme II1.2.2. Soit wy = xdy + Aydz, A\ = %, (p,q) e NxXN* (pAq)=1, et
[ € Nx telle que w Adf = 0; alors f(x,y) = Y, anie ©i(@Py?)* (plogx + qlogy)™,
0; €01, a; €C, n; €N.

Lemme II1.2.3. Soitwy = wg,, et f € Nx telle que wAdf = 0; alors f = P(fr,p.),
P e C[t].

Lemme II1.2.4. Soitwy = wp, et f € Nx telle que wAdf = 0; alors f = P(fq..),
P e C[t].

Avant d’en faire la démonstration, il sera commode d’introduire le formalisme
algébrique suivant:

I11.3. Eléments d’algébre différentielle. Les résultats bien connus qui sont ex-
posés dans cette section sont par exemple présentés dans larticle [Ro] de M. Rosen-
licht.
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1608 FREDERIC TOUZET

I11.3.1. Corps différentiels et dérivation universelle. Soit L un corps commutatif,
K un sous corps de L et M un L-espace vectoriel. Une K dérivation sur L et par
définition une application additive §: L — M telle que:

i) pour tout (z,y) € L?, §(zy) = x6(y) + yd(x)

ii) pour tout (x,y) € K x L, 6(xy) = x0(y) (en particulier, § est un morphisme
de K espace vectoriels).

Dérivation universelle. Il existe un L espace vectoriel {7, ,x et une dérivation
0: L — Qp /i possédant la propriété universelle suivante: pour toute K dérivation
0’": L — M, il existe un morphisme ® de L-espace vectoriel tel que le diagramme
cidessous commute

L|—6>QL/K

| A

M

En outre, {17,/ x est unique a isomorphisme de L-espace vectoriels pres.

Rappelons-en la construction. Notons i,: L — L) Iinjection canonique sur
le z'*™¢ facteur, x € L, et e, = i,(1y), ou 1, désigne I’élément unité de L. Soit
(R) le sous espace de LX) engendré par les relations:

Carty — Ex — €y, €ay — TEY — Yeg, (T,y) € L?,
ey — ey, (z,y) € K x L.

On prend alors Q= L) /(R) et on définit § par: pour tout « € L, §(z) =
e, mod(R). Qr,/k est appelé espace vectoriel des K différentielles de L.

111.3.2. Propriétés générales. Soit D: L — L une dérivation telle que DK C K.
D induit alors une application D': Qj, /K + Qp/k dont les caractéristiques sont
données par le:

Théoréeme II1.3.3. Il existe une unique application additive D' : Qr/x = QL
telle que:

i) pour tout f € L, pour tout w € Qp i, D'(fw) = fD'(w) + D(f) - w

ii) pour tout f € L, DY(§(f)) = §(D(f)).
Preuve. Considérons 1’élément de LX), @& = erL;ﬁnie fols, fo € L, &€ L), On
définit 51(52) =2 verinio(D(fz)ez + fzep(z)), qui induit par passage au quotient
lapplication D' ayant les propriétés du théoreme.

Rappelons la structure du couple (;,/x,d). On vérifie aisément que le noyau

de § est formé des éléments de L algébriques sur K. Ainsi, la dimension de €y, ,

en tant que L espace vectoriel, n’est liée qu’au degré de transcendance de L sur K.
Plus précisément, on a le:

Théoréme I11.3.4. Soit L un corps et K C L un sous corps. On suppose que L
est une extension séparable de K et on se donne une base de transcendance ()
de I sur K. Alors, la famille (6(za)) est une base de Qp x en tant que L espace
vectoriel.

Preuve. Nous sommes maintenant a méme d’entamer la démonstration des lemmes
qui précedent.
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II1.4. Preuve du Lemme [TL.2.1l Nous reprenons les notations introduites dans
la Section[[TL.3l Appelons Ax I’algeébre engendré sur Oy par les germes de N'x de la
forme xy%, (o, ) € C2. Visiblement, f(z,y) = P(logx,logy) ot P € Ax[X1, Xa);
cette écriture est d’ailleurs unique car on peut vérifier facilement que log z et log y
sont algébriquement indépendants sur K = Frac(Ax). On posera donc X; = logx
et X5 =logy. La preuve du lemme procede par récurrence sur le degré d de P.

a) d = 0: On peut écrire

f(x,y) - Z ag(xvy)xazyﬁzv {az < OQ;

£;finie 046762 € (C’
avec la condition
ol = a,, modZ

ou pour tout £,m, { # m.
B¢ = By mod Z

Par action de la monodromie autour de {x = 0} et {y = 0}, on constate alors que
pour tout i, as(z,y)r*¢y” est dans I'espace des déterminations de f et qu’ainsi
D(as(z,y)z*y®) = 0,00 D =22 — )\ya%. On vérifie alors par un calcul formel
immédiat que, pour tout £, a, € C et % =

b) d > 0: Soit L = K(X1,X>); on lui associe le couple (21,/x,0). Mani-
festement 6f = %6X1 + ;—)ZéXg. De plus DK C K, et par conséquent (cf.

Théoréme [[ML3.3), D induit une application D*: Qr/x — Qr/k, tell que:

P P P
DY(6f) =D <§—X1> 5X1+ D (§—X2> 5X5 + (g—Xl> DY(6X1)

+D (g—;;) D'(6X3) =6(Df) =0

et finalement D(z?_)?l) = D(z?_)?z) =0.

Par récurrence OP/0X, = PL(AX1 + X2), OP/0X1 = P,(AX1 + X2), P1,Ps €
A; x[X1,X2] ot A1 x C Nx désigne Palgebre engendré sur C par les fonctions
(zry)*, pe C.

En posant U = AX; + X3 et en utilisant que la 1-forme w = (0P/0X1)dX; +
(OP/0X2)dX, est fermée, on en déduit que w = R(U)dU+CdX; ot R € A; x[U] et
C € C. Par conséquent f = R(U)+CX; 4 P(0,0) avec dR/dU = R et R(0,0) = 0.
Ainsi, g = CX; + P(0,0) est une intégrale premiére.

Ecrivons P(0,0) = > isfinie @i (T, Y)T y” sous la méme forme que celle donnée
en a). Soit g1 et g les prolongements analytiques de g autour des axes respectifs
{r=0}et {y=0};0ona

g—-9g= Z (e — Day(z, y)x™yPe — 2ir
{;finie
et
g2—9g= Z (e®™f — Dayg(z,y)z“yP.
¢;finie
Si il existe un indice 4y tel que ay, ou By, n’est pas entier, on constate de méme

qu'en a) que ay,(z,y)r*0yP% est une intégrale premiere et s’écrit donc sous la
forme donnée en a).
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On déduit que CX; ou CX; + ag, (z,y)z*1yP4 (ot £1 est un indice tel que
(e, , Bey) € Z x Z) sont des intégrales premieres. Par un calcul formel immédiat,
ceci implique que C = ay, = 0.

Remarque 111.4.1. La démonstration des Lemmes [[I[.2.2 & [[IT.2.4] reproduit cette
preuve. En outre, Logz et Logy restent algébriquement indépendants sur
Frac(@g ®o, Ax) et les techniques utilisées montrent alors que le résultat n’est
pas altéré si 'on remplace Nx par N x. On montre ainsi ’équivalent formel des
lemmes précédents.

Lemme I11.4.2. Soit wy+xdy+Aydz, A € C\Q, etf € ./\7X telle que wN/\df =0;
alors f(z,9) = >, anie ci(z*y)¥ (Mogx + logy)™, ¢; € C, a; € C, n; € C.

Lemme IT11.4.3. Soit wy = ady + A\ydx, A = p/q, (p,q) € N* xN*, (p Aq) =
1, et f € Nx telle que wy Adf = 0; alors f(z,y) = ;4 CGi(2Py?) (xPy?)*
(plogx + qlogy)™, ¢ € @1, a; € C, n; € N.

Lemme II1.4.4. Soit wy = wy, , et f € Nx telle que wy Adf = 0; alors f(z,y) =
P(fp.u), P € C[X].

Remarque 111.4.5. Dans les situations formelles précédentes, les cas ou f e Nx —
Nx n’ont lieu que dans un cas particulier ot I’espace des modules associés & wy
est trivial (cf. voir début de ce chapitre).

III.5. Deuxieme étape de la preuve: Application du principe d’Artin.
Rappelons en dans un premier temps un éconcé.

Théoréme d’approximation d’Artin ([Ar]). Soit F': Cf)x C%, — C'; un germe
d’applicaiton holomorphe. Supposons que l’équation implicite F(x,y) = 0 admette
une solution formelle §(x). Alors, pour tout k € N, il existe une solution analytique
yr () telle que Jryr = Jig, ot Jy désigne le jet d’ordre k.

Soit w réduite admettant une intégrale premicre Nilsson f et ® = (®q, ®y) le
difféomorphisme de ]ﬁé la conjuguant a sa forme normale formelle wy .

On peut supposer, apres conjugaison analytique que:

i) {x = 0} et {y = 0} sont les séparatrices de w lorsque w admet deux séparatrices
analytiques.

ii) {x = 0} est la séparatrice de w lorsque w admet une seule séparatrice analy-
tique (cas de certains noeuds selle).

Dans le cas i), (z = 0) et (y = 0) sont invariants respectivement par Py et :I;g,
quitte & conjuguer w par un difféomorphisme du type (azx,by), a,b € C*, on peut
donc supposer que d est de la forme & = (x(l—i—\/fll(x, y)), y(1 +@2(x, Y)), U, € (52,
\le(O) =0, ¢ = 1,2. Dans le cas ii), on peut supposer que {x = 0} est invariant
par @1, de sorte que, quitte a conuguer w par (ax,y), a € C*, P = (x(1+ \T/(x,y),
@(xvy))a \Ila @ € OQa \I/(O) = @(O) =0. =R =N

Dans les deux cas, on vérifie bien que la composée f o @ est un élément de Nx.

D’apres la Remarque[lTL4.5] on constate, dans les deux cas i) et ii), que f05 (qui
est a priori une intégrale premiere de wy dans N x) est en fait un germe convergent
de Nx des que 'espace des modules analytiques attaché & la forme normale wy;
c’est-a-dire dés que wy ne satisfait pas les hypotheses du Lemme [ILZ.2] Nous nous
placerons désormais dans cette derniere situation.
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Il est clair que le Théoreme II.1 sera établi si 'on exhibe ¢ € Diffs tel que
fow=g. Dans le cas ou f et g sont holomorphes, c’est une conséquence directe
du principe d’Artin. Dans le cas présent, ol f, g € Nx, nous nous y ramenons par
I’adaptation qui va suivre.

Nous ne pouvons étre dans le cas ii): ceci impliquerait en effet que f o d ne
comporte pas de termes en Log y et en y“, ce qui est incompatible avec la description
des intégrales premieres Nilsson des formes normales.

Il reste & examiner la cas i), c’est-a-dire la situation ot 'union des séparatrices
de w est I'ensemble analytique X = {zy = 0}.

Soit A; I'algebre engendré sur Oz par les éléments de la forme 1/2™, y™, (n,m) €
N2 et A, I'algebre engendrée sur Oy par les éléments de Nx, Xo5 = 2%9?, (o, B) €
C? et X; = Log, Xy = Logy.

Manifestement, N x = A1 ®o, Az, ol .A1 désigne la O algebre (92  ©0, Ay
L’application ® deﬁnlt , par composition, un 1som0rphlsme de N- X, noté o+

Remarquons que P (’)2 = (’)2 et & A1 .A1 Sur les générateurs Xog, X1, Xo, P
s’exprime de la fagon suivante:

@*(Xag) = Xaghag(\fll, @2) tel que, pour tout (a, ) € C2, hap étant des unités
de 92. .

o*(X1) = X1+ g1(V1), 91 € O1.

D*(X2) = Xo + ¢2(¥2), g2 € O1. R

Les fonctions hag(a, 3) € C?, ¢, i = 1,2 ne dépendant pas du choix de ¥; et
B, o

Soit 7 la projection de I'anneau de polynomes A = Aj[zqp, 21, 22)(a,8)cc? SUr
N x, donnée sur les indéterminées par:

7(2a8) = Xag, pour tout (o, 3) € C2,

71'(2:1) = Xl,

7(z2) = Xo. R R

De fagon canonique, le morphisme ®* induit sur A un isomorphisme (qu’on
notera également ‘/I;*) tel que le diagramme ci-dessous commute

¢

A—— A4

I

Nx Tﬁx
1°F cas: wy = zdy + \ydz, A € C\Q. D’apres le Lemma [[I1.4.2] il existe G € .Z,
m(G) = g, tel que G = Zi,j fimie Cii Xow; v 2122 ol ¢ € C,vy € C,my,my € No On

vérifie alors aisément que F' = GG o 1= p(z1, 22) ol p est un polyndme tel que le

1o
. ~ m;n;
coefficient de chaque monéme z; ** est de la forme

Umin; = Z }Alij(xay)X)\Vi,Vm ilij € Oz,

jifinie
et
vij € Cvyj, # vij, st i # Jo.

En particulier, a.,,n, € A, [2a])(a,8)eC?-
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Affirmation. Les a;; sont des éléments de A1 [2a8](,8)cc?-

En effet, 7(G o ((5*)_1) = f € Nx. Comme X; = Logz et X3 = Logy sont
algébriquement indépendants sur Frac(Os ®0, Ax) (ou 'on rappelle que Ax est
l'algebre engendré sur Oy par Xog5, (a, 3) € C?), on en déduit que m(a;;) € Ax,
pour tout 4, j, i.e, 3.6 iLij (z,y) (2 y)"i € Ax.

Par prolongement analytique, les éléments

Z ilij (J), y)eQiW/\Wj (l‘)\, y)wj ) Z ilij (J?, y)e%ﬂ-wj (x/\y)wj
7;finie 7;finie
sont encore dans Ax. Par combinaisons linéaires, on en déduit que, pour tout
1,7, fzij(a:,y)(m)‘y)”"'j € Ay, puis que Bij (xz,y) € Ax. Il en résulte alors que Bij €
0.
Par suite, F' € A1 (248, 21, 22)(a,8)cC2-
On en déduit que

q)*F =Fod= gF(xvyaZaoﬁoa cee s B By Rl 22, \Ijla \112)

ou &F est un germe d’application holomorphe a ’origine ne dépendant pas du choix
de \Ifl et \112.
On dispose de 1'égalité

(1) fF =G ou G= G,(xvyazaoﬁoa"'7Zanﬁn721;22)7

G est holomorphe en 0.

L’équation () admet, en vertu du principe d’Artin (qui est dans ce cas di-
rectement applicable) des solutions holomorphes ¥y, U, ¥U;(0) = 0, ¢ = 1,2, i.e.
fF(xa Yy ZaoBor -+ + 3 RanBny #1522, \Illa \112) =G.

Les fonctions ¥; dépendent a priori des variables &, Y, Zag8os - - - » Zan Bns Zaveos - - - »
Za,e,- B réalité, on peut les choisir de telle sorte qu’elles ne dépendent que de x
et y; ceci résulte du lemme suivant, variante sans doute bien connue du théoréeme
d’Artin:

Lemme IIL5.1. Soit F': CfxC%xCly — C% un germe d’application holomorphe.
Supposons que léquation implicite F(z, u,y) = 0 admette une solution formelle §
ne dépendant que de x. Alors, pour tout k € N, elle admet une solution analytique
yr ne dépendant que de x et telle que Jyyr = Jiy.

Preuve du Lemma[[IL.5.l En notation multi-indice, F(x, pu, ) = 0 s’écrit

ZFJi ((E, Z)),U'J =0,
J

i=1,...,s,Fy, holomorphes en 0. En d’autres termes, Fy,(z,§) = 0 pour tout .J;.
Soit S = (Fy,) l'idéal sur O, engendré par les (Fy,). S est de type fini, donc
résoudre F'(z, u, ) = 0 revient a résoudre un nombre fini d’équations F,(z,9) = 0,
F, holomorphe. Le théoreme d’Artin permet alors de conclure a I'existence d’une
solution analytique répondant a la question.

Nous avons donc obtenu 1’égalité F o ® = G ou

o = (LE(]. + \Ill(xay)vy(]- + \Ill(xay))v \I/i S O2ai = 1a27

qui induit, en composant par m, 1'égalité f o & = g.
Ceci achéve la preuve du théoréme A dans le cas ot wy = zdy + Ay dz, A € C\Q.
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28me e 3¥Me cas: wy = wy,, et wy = wp . Reprenons les mémes notations que
pour le cas précédent:

Manifestement, on peut choisir G = P(X1, X2) ot P est un polynéme & coeffi-
cients dans A;. Ceci entraine que (:I;*)_lG = Q(X1, X2) ou Q) est un polynéme a co-
efficient a;; dans .21. De méme que dans le premier cas, on doit avoir m(a;;) € Nx et
plus précisément, m(a;;) € Ax. Ceci n’est manifestement possible que si a;; € Aj,
pour tout 1, j.

On hérite ainsi d’une égalité du type

xmoynogF(xv Y, Xaoﬁoa cee 7Xanﬁn; \Illv \:[12) - xmoynOGv mo,ng € Na

ouép = Fod ne dépend pas du choix de Ty et Uy et tel que MOy R, Moy Yy G
sont holomorphes. On applique alors Artin pour conclure de la méme fagon que
précédemment.

Le Théoreme [[IL1] est ainsi démontré en tout généralité.
Le Lemme I1.4.2 s’en déduit facilement connaissant la forme générale des
intégrales premicres Nilsson des formes normales (Lemmes a[IL44]).

IV. LE CAS D’UN ECLATEMENT: n(F,) =1

L’application 7: M — C2? de réduction du feuilletage F,, est réduite a un seul
éclatement et le diviseur exceptionnel 7~1(0) est une droite projective CP(1) por-
tant les singularités 6 = {d1,...,d,} du feuilletage éclaté F.,. Ce feuilletage admet
I’intégrale premiere F = fox qui est dans la classe de Nilsson d’apres le Lemme[[L1]

Au voisinage de chaque singularité d;, il existe un systeéme de coordonnées (z;, y;)
tel que les séparatrices de fw soient données par x;y; = 0 (cf. [). Tout branche
de F' admet alors en §; un développement asymptotique qu’on sait étre de la forme
>, ais(ai, ys) (Log 2)™ (Log )™y (Lemme [T2).

L’outil permettant ici de recoller ces informations locales sera le groupe d’holono-
mie projective. Rappelons de quoi il s’agit: Soit mo € PC(1) un point régulier du
feuilletage F.,. Donnons nous en mg un facteur transverse au feuilletage, i.e. un
morphisme

TZUHM
z—7(z)

de variétés analytiques tel que:
i) U 3 0 est un ouvert de C.
ii) 7 est injectif.
iii) T:,mo ne s’annule pas sur U ol wy,, désigne un générateur de fw en my.
iv) 7(0) = my.
Soit v: [0,1] +— CP(1)\S un lacet en mgy. Ce lacet se releve en un point m de
7(u — U) sur la feuille «v,, passant par m suivant la fibration de Hopf; on hérite
ainsi sur 7(u — U) d’une application de retour m — h,(m) (voir Figure[I]).

On dispose alors d’une représentation:
p: m(CP(1) x S, mg) — Diff(C, 0)
v+ hy.

Nous appellerons groupe d’holonomie projective relativement a la transversale 7 et
nous noterons Hol,, I'image de p.
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FIGURE 1.

IV.1. Description de la monodromie en termes d’holonomie. Donnons nous
6 € S =R/27Z et sur U un ouvert sectoriel

Ueop={2€C,0< |z] <e,|Argz — 0| < e},

pour € > 0 assez petit. Nous noterons V(F). ¢ 'espace vectoriel engendré sur C
par les différentes déterminations de F o 7 en restriction a U 9. Soit V(F)y =
lim._o V(F)e,p c’est-a-dire 'espace vectoriel des “germes de déterminations de F”
dans la direction 6. La collection des V(F)y définit un faisceau V(F)g: d’espaces
vectoriels sur S' dont les éléments sont caractérisés par un développement asymp-
totique de la forme 3, a;(2)z* (Log )™, a; € O1, ; € C n; € N (Lemme [L2)).

_ En myg, considérons maintenant un germe d’intégrale premiére holomorphe ¢ de
F. telle que po7(z) = z. Le prolongement analytique « - ¢ de ¢ le long d’un lacet
~v de CPP(1)\S vérifie manifestement - o(7(z)) = @ o T(h;(lz)) ol hy = p(v) désigne
le difféomorphisme d’holonomie associé au lacet .

Pour tout h € Hol,, on dispose ainsi d’un automorphisme (cf. [Td])

(I)h}(si V(F)o = V(F)o
£ (6-8)oh

ol 6-& désigne le prolongement analytique de ¢ suivant un chemin § dans S! joignant
0 & 6§ = Im(Log(h'(0))). En particulier, on dispose en posant 6 = 0 d’une action du
sous groupe de Hol formé des éléments tangents a 'identité sur ’espace vectoriel
V(F)o.

Lemme IV.2. Le groupe Hol, est résoluble.

La preuve de ce lemme procede par ’absurde; c’est pourquoi nous présentons
maintenant une caractérisation des groupes de difféomorphismes non résolubles.

Lemme IV.3. Soit H un sous groupe non résoluble du groupe Diff (C,0) des ger-
mes de difféeomorphismes holomorphes a une variable fizant l’origine.

Pour tout i € N, notons D@ (H) le i®™¢ groupe dérivé de H.

Sous ces hypotheses, il existe une suite (h;);>1 d’éléments de H telle que, pour
tout 1 :

a) h; € DW(H).

b) h; # Id.

c) hi est tangent a l'identité a un ordre supérieur a i, i.e.: hi(z) = 2+ . an2".
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Preuve du Lemme[V.3. Pour tout i > 1, il suffit de montrer que D®(H) ne
contient que des éléments dont ’ordre de tangence a l’identité est supérieur a 1.
Procédons pa récurrence sur i:

—C’est évidemment vrai pour i = 1.

—Pour i > 1, on a DY (H) = [DOY(H), DU~V (H)]. En particulier, il existe
h,g € DU=Y(H) tels que [h,g] #1d, h =1d+), g =Id+Y ou Y > €O
et sont d’ordre respectif petgi<p<gq. . .

De méme, h~" = Td+)_ , g7' = Id+) , ou > et > sont encore d'ordre

respe(itvif p et g. Par suite, [h,g] = Id +(§q +22,) + 2, +22,) mod(zPT1) car
>, T2, est d’ordre supérieur a p et >° +>_  est d’ordre supérieur a g.

IV.4. Preuve de Lemme [IV.2 Par prolongement analytique, on dispose d’une
action de 71(S1,0) ~ Z sur V(F)o. Notons M; Pautomorphisme de V (F)q associé
au lacet d’indice 1. En jordisant M; et quitte & reparamétrer le facteur transverse
T, il est aisé de montrer qu’il existe un sous espace vectoriel invariant par M7 sous
Pune des trois formes suivantes (cf. [T0])

a) E = Vectc{2"}, v € C*,

B) E = Vectc{Logz, 1},

v) E = Vectc{ALogz + &, 1}, A € C*, n € N*.

(Le signe—désigne la détermination principale attachée aux fonctions multiformes
27 et log 2).

Supposons Hol, non résoluble et donnons nous une suit (h;);>1 d’éléments de
Hol, ayant les propriétés de 1’énoncé du Lemme [V.3

Dans les cas a) et ), il existe des germes de V(F)o ayant les écritures respectives
E=27et £ =Logz.

Dans le cas ) (resp. (3)), €0 hi(z) = 27(1 + gi(2)) (resp. Log z + ki(2)) ot les g;
et k; sont des germes de fonctions holomorphes non nulles d’ordre supérieur & .

Dans ces deux situations, ’espace vectoriel engendré par la suite (£oh;) est donc
de dimension infinie. Ceci est impossible compte tenu du fait qu’il s’agit d’un sous
espace de V(F)o (1) qui est par hypothése de dimension finie.

Dans le cas 7), on est en présence d'un élément de V(F)o de la forme & =
ALogz 4 1/2". 1l y a deux configurations possibles:

a) Il existe h € D(Hol,) tel que Eoh =&+ g ot g € M1\C. Puisque g € V(F)g
(OTl), on se ramene au cas «) via un bon choix de la transversale 7.

b) Pour tout h € D(Hol;), o h =&+ Cp, ou C), € C. Visiblement, ceci entraine
que Eoh = £ dés que h est un élément du deuxieéme groupe dérive D(?) (Hol;). Tl est
alors aisé (cf. [To]) de se ramener au théoréme des fonctions implicites classiques et
conclure que pour tout h € D@ (Hol,), h = 1d.

Ainsi, le groupe Hol, est résoluble.

IV.5. Sous espaces de déterminations invariants par I’holonomie. Nous
nous proposons dns ce paragraphe de décrire la forme des espaces invariants “min-
imaux” de déterminations invariants par I’holonomie.

Notons 7 la représentation D(Hol,) — AutV(F) induite par la composition
avec les difféomorphismes (cf.[[V.]). Compte tenu du fait que Hol, est résoluble et
donc métabélien ([Ce, Mo]), 'image de 1, que on notera Gy, est un groupe abélien.
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On constate de plus que Popérateur M; définit en V.4 commute avec Gy. Ainsi
le groupe G engendré par Gg et M7 est-il abélien et donc triangularisable selon un
résultat classique d’algebre linéaire.

En utilisant le mémes procédés qu’au Chapitre [¥.4] on montre alors qu’il existe,
dans un bon choix du parametre z, un sous espace E de V(F')q invariant par G de
Pune des quatre formes suivantes (voir aussi [To]):

a) E = Vectc{z"}, v € C*.

b) E = Vectc{Logz, 1}.

c) E = Vectc{z",1}, v € C*, —y & N*.

d) E = Vectc{ALogz + =, 1}, A € C*, n € N*,

On constate alors que 'invariance de E par D(Hol,) entraine que le groupe Hol,
est abélien dans le cas a), b) et c).

Les lemmes qui suivent explicitement la nature de la factorisation donnée par le

théoréme principal T4

Lemme IV.6. Supposons le groupe Hol, résoluble non abélien, alors f s’écrit sous
la forme ~y) du Théoréme [I1.4.

Preuve du Lemme [[V.6l D’apres la remarque finale du paragraphe V.5, on hérite
dans cette situation d’un espace invariant de V(F') o par D(Hol;) sous la forme
E = Vectc{ALogz 4 1/2",1}. Notons F' € V(F)o le germe vectorie ALogz + 1/2".
Le champ dual de dF, X = 2"T1/(2" —n)(0/0z) est un élément de 1 qui, compte
tenu des propriétés d’invariance de E, vérifie h,X = X, pour tout h € D(Hol.).
Soit 8 = {F,by,...,b,} une base de V(F) o. Les éléments de 3 sont solutions de

I’équation différentielle

p+1

X+ 4 Z ap+1_iX(p+1_i)b =0
i=1

(X ) désigne le i*™¢ itére de X vu comme dérivation) ot, pour tout i: a; = N;/D;

avec
E b,

A xG-Dp  xG-1p

N; = (_1)1 X(iJrl)E X(iJrl)bZ

Xt p X(p+1)bp
et

F b,
D; =

X®F X(P)bp
Ceci résulte, on le rappelle, de ’égalité
W (b, F,by,...,b,)

=0
W(F,by,..,b,)
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ou W désigne le Wronskien attaché a la dérivation X (voir par exemple [Kal).
Selon un résultat classique, on sait que les a; sont des germes de fonctions
méromorphes.

Affirmation. Les a; sont en réalité constants. En effet, soit h € D(Hol,), h # 1d,
d’apres[[V] By, = {Foh,byoh,...,b,oh} est une base de V(F)j.

Notons dety le déterminant de la matrice de passage de B a Bj; visiblement,
Nioh - DethNi -
D,oh  DetyD;
Les orbites de h adhérant a Uorigine (cf. [Cal), cette derniere égalité n’a lieu que
si a; € C. On est ainsi ramené a résoudre une équation différentielle a coefficients
constants dont on sait les solutions étre de la forme b, = Zj P;(F)eti F ou les Py
sont des polynémes de C[X]. Les b, étant des restrictions sectorielles de fonctions
a croissance modérée, on peut de plus choisir les A\;; nuls. Ainsi, pour tout ¢ =
1,...,p, b; = Pi(F) ou P, € C[X]. Par suite, il existe en un point m du domaine
de définition de F’ un germe F, de lespace des déterminations V(F),, dont I'image
pour tout opérateur M de monodromie est de la forme PM(EJ) ou Pp; est un
polynéme. La finitude de 'espace des déterminations impose alors que Py soit une

a;oh =

transformation affine. En conséquence, F,, admet une intégrale premiere Nilsson
F telle que

i) F admet un espace de déterminations de dimension deux,

ii) Chaque détermination de F' est combinaison linéaire de déterminations de F,

iii) dF est une 1-forme dont l'espace des déterminations est de dimension 1
(monodromie multiplicative).

Soit f =Fo 7~ 1; par construction, f est une intégrale premiere Nilsson de F,,
dont la différentielle d f est a coeflicients Nilsson et & monodromie multiplicative. Il
est alors clair que w = gd f , ou g est un facteur intégrant Nilsson tel que dim¢ V' (g) =
1. On en déduit que la forme n = % est méromorphe et devient ainsi un facteur

intégrant généralisé a poles simples de w. f =/ elin est donc un(f intégrale premiere
Nilsson dans la classe de Liouville et par construction, f = P(f) on P € C[X].
On est conduit & des résultats comparables lorsque Hol, est abélien. Néanmoins,

il faut procéder a des restrictions que nous explictions ci-dessous:

IV.7. Définitions. Soit F, un germe de feuilletage non dicritique qu’on peut ré-
duire apres un seul éclatement m et soit Fo = mF, le feuilletage éclaté. Nous
dirons qu’une singularité S de fw est de type selle noeud mal orienté (s.n.m.o.).
Si

i) le germe de feuilletage ‘7::0-2.; induit par F., est du type selle noeud,

ii) la variété invariante forte de F,, (selon la terminologie de [NMa, Raj]) est

transverse au diviseur 7= 1(0).

(Dans cette situation, on sait, depuis les travaux de [Ma, Rai|, que ’holonomie
projective ne porte pas d ‘information particuliére sur la classe analytique du germe
Fo.:)

Les Lemmes [V.8] [V.9 [V.10 qui suivent s’énoncent sous des conditions de non
existence d’un s.n.m.o.

Lemme IV.8. Supposons le groupe Hol, abélien et non linéarisalbe; alors f s’écrit
sous la forme ) du Théoréme [T}
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Preuve de Lemme[[V.8. Le groupe Hol, est engendré par les difféomorphismes
d’holonomie, h1, ..., hy, attaché a chaque singularité de ﬁw. Parmi ces gérérateurs,
il en existe un non linéarisable; en effet, le centralisateur d’une homothétie h(z) =
2™z, est le sous groupe de Diff (C, 0) des homothéties lorsque A n’est pas rationnel;
d’autre part, tout sous groupe abélien de Diff(C,0) engendré par un nombre fini
d’éléments périodiques est lui méme périodique (cf. [Ma, Mo]). Compte tenu de la
correspondance feuilletage réduit holonomie (voir par exemple [Lo]), F., comporte
une singularité résonnante ou de type selle noeud.

La suite de la preuve s’appuie sur le lemme clef suivant dont on peut trouver la
démonstration dans [Ca, Ce| et [Tq].

Lemme. Sous les conditions du Lemme[IV.8 et si I’on suppose de plus que chaque
singularité de ﬁw est normalisable, F, admet un facteur intégrant holomorphe
g: d(%’) = 0 qui produit donc Uintégrale premiére Nilsson f = i 2= E;zl A Log f;
+ H, f; holomorphes et H méromorphe.

Fin de la preuve du Lemme [V.8. Posons F = for et F = fom. Soit S une
singularité résonnante ou dégénérée du feuilletage ]?w; F., est donc défini en S pour
une forme du type wy = wy,, OU Wy = Wy 4.

Rappelons que les séparatrices de F,,, forment une hypersurface analytique X a
croisement normal sur un voisinage V' de S. L’espace des déterminations de F lv\x

est de dimension au plus deux; compte tenu de I’étude menée en [IL2] ﬁv\ x est
donc égale & l'intégrale premere fx , (ou f, ) associée & F,,, modulo transformation
affine inversible. Il en résulte que F'[yn x = P(F|y) ou P est un polynéme de C[X].

Ainsi, f=P(f)=P([ %), ce qui acheve la preuve du Lemme [[V.8

Lemme IV.9. Supposons le groupe Hol, linéarisable et non périodique; alors f
s’écrit sous la forme ) du Théoréme [[I.].

Preuve du Lemme V.9 Dans ces conditions, il existe une singularité P de ]?w
autour de laquelle, toujours compte tenu de la correspondance holonomie-forme
réduite, le feuilletage est défini par la forme w, = zdy + Ay dz, A € C\Q, dans un
bon choix de coordonnées analytiques x,y. La suite de la preuve découle encore
d’un résultat de méme nature que le lemme invoqué dans le cas précédent.

Lemme ([Ce, Ma]). Sous les conditions du Lemme[[V.9, F,, admet une intégrale
premiére €lémentaire, i.e.. une fonction multiforme g = [, apic fi)"', fi € Oq
réduites, \; € C, w Adg = 0. En outre, dans le cas ou F,, n’admet pas d’intégrales
premiéres holomorphes, toute autre intégrale premiere élémentaire s’écrit sous la

forme g=c-g*, ¢, p € C*.

Fin de la preuve du Lemme [V.9. En vertu du lemme précédent, g o 7 s’écrit
au voisinage de P sous la forme c(2*y), ¢, u € C*. Le Lemme [V.9 est alors une
conséquence immédiate de la factorisation donnée par le Lemme [TT.2.11

Lemme IV.10. Supposons le groupe Hol, périodique; alors f s’ecrit sous la forme
«) du Théoréme|Il..

Preuve de Lemme[[V.10. On peut supposer, par un bon choix de 7, que Hol, =
(h,) ot h,(z) = €2™/Vz ([Ma, Mo]). On sait qu’il existe alors une intégrale premicre
holomorphe g de F,, telle que (gom) o7 = 2" et que toute autre intégrale premiere
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s’annulant en 0 qui n’est pas une puissance s’écrit alors sous la forme ¢(g), ¢ €
Diff(C,0) ([Ma, Mo]).

Soit (b;)i=1...p une base de l’espace des germes de déterminations V (F)o.

Rappelons que l'on dispose d’'un automorphisme ®j, s du C-espace vectoriel
V(F)o (cf. IVTI).

La suite de démonstration est alors a peu pres calquée sur celle du Lemme
Les b, sont solutions d’une équation différentielle linéaire:

P
(E) XPp+3 "a, ;XPp=0
i=1

ou X =& = z%, & désigne le revétement ramifié en 0 z — 2z".

On remarque que X est invariant par I’holonomie; ceci, de méme que dans la
preuve du Lemme[IV.6], nous conduit & dire que les coefficients a; sont des fonctions
méromorphes invariantes sous l’action de h,, d’ott I'on déduit que a;(z) = a;(z"),
a; € M. Ainsi, (E) se redescend par £ en une équation différentielle linéaire a
points singuliers réguliers en 0 (Lemme [[I.1]). Compte tenu de 1’écriture de ses
solutions (Lemme [[T.2)), on en déduit que pour tout %,

l_)i = Z Qg5 (ZV)(ZV))\” (Log Zy)mj, Q5 S 01, )\ij S (C, N5 cN
j finie
Ceci acheve la démonstration du Lemme [V.9. 1l reste & traiter le cas selle noeud
mal orienté. C’est 'objet du

Lemme IV.11. Supposons que fw comporte une singularité S de type S.n.m.o;
alors [ s’écrit sous la forme ) du Théoréme[II.4

Preuve de Lemme [[V.11. D’apresITL2.4] ﬁw admet au voisinage de S une intégrale
premiere Nilsson Fjy dans laquelle toutes les autres se factorisent polynomialement.
Rappelons qu’en S, les séparatrices de j-:w forment un systeme a croisement normal
X dont le groupe de Poincaré du complément est alors abélien; en conséquence,
toute restriction locale de f sur un petit voisinage V' connexe de S (plus exacte-
ment sur V\X) admet un groupe de monodromie abélien et par suite triangular-
isable. Il existe donc en restriction & V une intégrale premiere Nilsson F dont les
déterminations sont combinaisons linéaires de déterminations de Fy et telle que
Dime V(F) < 2.

Par ailleurs, F = P(Fy), P € C[X], et ceci n’est manifestement possible que
si P est une transformation affine. On conclut alors de la méme faccon qu’a la
démonstration du Lemme

Remarquons qu’en invoquant cette fois-ci le Lemme[II1.2.3] on pourrait de méme
redémontrer le Lemme V.8

V. LE CAS GENERAL: LA REDUCTION COMPORTE
UN NOMBRE QUELCONQUE D’ECLATEMENTS

Il ne présente pas de profondes modifications par rapport & la situation précédente
dans lequel le feuilletage est réduit a 'issue d’un seul éclatement. Il faut néanmoins
dans certaines situations substituer aux groupes d’holonomie projective d’autres
groupes portant plus d’informations sur la nature du feuilletage: les groupes d’invar-
iance introduits par Cerveau, Mattéi et Moussu.
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V.1. Quelques rappels sur les groupes d’invariance. Soit F, un germe de
feuilletage holomorphe non dicritique & I'origine de C2. Suivant la terminologie de
[Ce, Ma], on rappelle que F,, admet une intégrale premiere élémentaire s’il admet
une intégrale premiere multiforme du type fi‘l e f;‘ P A € C, f; € Ogirréductibles.
Dans cette situation, on établit que les groupes d’holonomie projective apparaissant
apres réduction de F,, sont linéarisables. C’est dans la démarche inverse que la
notion de groupe d’invariance va jouer un role essentiel.

Supposons qu’a 'issue d’un éclatement 7, le feuilletage F,, image réciproque de
F., par m admette en chaque singularité S;, j = 1,...,p, du diviseur 7~(0) une
intégrale premiere élémentaire g; définie localement sur le complément d’hyper-
surfaces X;. Les g; s’étendent naturellement en des intégrales premieres multi-
formes sur des ouverts V" = VAX, X = Uj X, ou les V; désignent des ou-
verts dont les traces sur 7—1(0) forment un recouvrement simplement connexe
du diviseur. En outre, on peut exiger que les V;" aient en commun un point

régulier mg de F., et quitte a élever les g; & une puissance complexe adéquate,
nous pouvons supposer que chacune de leur restriction sur une transversale 7(2)
en mg est une fontion uniforme réguliere de z. Pour tout j, ces restrictions
définissent donc un ensemble de germes holomorphes, noté D(g;, 7). Le groupe
d’invariance de g; (relativement & 7) est par définition le sous groupe de Diff(C, 0)
formé des germes de difféomorphismes holomorphes qui laissent D(g;,7) invari-
ant: H,(g;) = {h € Diff(C,0)/pour tout g € D(g;,7),90h € D(g;,7)}. Enfin,
nous noterons H, (g1, ..., gp) le sous groupe de Diff (C, 0) engendré par les H(g;, 7).
Par construction, on remarquera que la groupe d’invariance contient le groupe
d’holonomie projective usuel et qu’ils coincident lorsque les singularités S; sont
réduites.
Sous ces hypotheses, Cerveau et Mattéi établissent le

Théoréme V.1.

1) Fo, admet une intégrale premiére holomorphe si et seulement si H-(g1,- .., gp)
est périodique.

2) F. admet une intégrale premiére élémentaire si et seulement si le groupe
H-(g1,-..,9p) est linéarisable.

V.2. Preuve du théoréme principal. Nous nous replacons dans les hypotheses
et notations du Théoreme [L4] L’application 7 de réduction du feuilletage F,, est
ici composeé d’'un nombre fini d’éclatements ponctuels: @ = E, o --- o E;. Notons
Dy, ..., Dy, les composantes du diviseur exceptionnel 771(0) numérotées par ordre
d’apparition et de groupes d’holonomie Hy, ..., H,.

Supposons d’abord qu’il existe une composante d de 7~1(0) admettant 'une des
deux configurations suivantes: N

—D porte une singularité de type Snmo du feuilletage réduit F,,.

—Ile groupe d’holonomie projective de D n’est pas linéarisable.
On hérite alors du

Lemme V.2.1. Sous les hypothéses ci-dessus, f est donnée par la forme 7) du

Théoréme [[T.4).

Preuve. 11 suffit de calquer la démonstration des Lemmes [V.9] et [V.11] celles-ci
restant inchangées si l'on raisonne sur des composantes du diviseur de classe de
Chern inférieure a —1.
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Si les hypotheses précédentes ne sont pas satisfaites, ceci signifie que chaque
groupe d’holonomie H,; est linéarisable. En particulier, ceci implique en vertu
de la correspondance feuilletages réduits—holonomie (cf. [Ma, Mo|) l'existence
d’intégrales premieres élémentaires de F., au voisinage de chacune de ses singu-
larités.

D’apres le Théoreme 1] I'image réciproque par E,_1 0 --- o E; de F,, admet
au voisinage de E,(D,,) une intégrale premiere élémentaire.

On a ainsi défini un groupe d’invariance sur les projectifs de (E,,_jo0---0F;)~1(0)
contenant E,,(D,,).

Deux cas sont alors envisageables sur le nouvel ordre obtenu:

—I1 existe un groupe d’invariance non linéarisable.

—Tous les groupes d’invariance sont linéarisables, auquel cas on recommence
Popération précédente en considérant 'intégrale premiere élémentaire induite au
voisinage de E,, 0 E,_1(Dy—1).

Par induction, il est facile de constater que ’on aboutit a I'une des deux config-
urations suivantes:

1°) le premier diviseur E; *(0) admet un groupe d’invariance H, qui est linéaris-
able.

2°) 1l existe une composante de (E,o---0E1)~1(0), p < n, qui admet un groupe
d’invariance H, non linéarisable.

Soit F' I'intégrale premiere Nilsson f o E; dans le premier cas et fo E,o---0F;
dans le deuxieme cas.

On peut constater par construction (cf. [To] pour les détails) que I'action du
groupe d’invariance sur V (F), (notations du chapitre[[V)) est la méme que celle de
I’holonomie décrite en [V.1]

On en déduit alors les lemmas qui suivent:

Lemme V.2.2. Dans le premier cas, [ s’écrit sous la forme «) du Théoréme[Il])
lorsque H, est périodique et sous la forme ) lorsque H, est linéarisable non
périodique.

Preuve. D’apres le Théoreme [V, F,, admet une intégrale premicre élémentaire.
Dans le cas ott H, est périodique, on recopie la démonstration du Lemme [V.10.

Dans le cas ou H, est linéarisable non périodique, ceci implique qu’il existe une
singularité réduite a valeur propre non rationnelle et il suffit alors de calquer la
preuve du Lemma [[V.9]

Lemme V.2.3. Dans le cas 2°), f s’écrit sous la forme ) du Théoréme [II.4}

Preuve. Puisque H, agit par composition sur V(F), il est résoluble en vertu de la
démonstration du Lemme [V.3]

Par ailleurs, H,; n’est pas abélien, sinon il serait linéarisable car engendré par
des éléments linéarisables commutant entre eux.

On est ainsi conduit & une situation identique & celle de ’énoncé du Lemme [V.6]
et on conclut de la méme fagon.

V.3. Un contre exemple au théoréme principal dans le cas dictrique.
Ce contre exemple repose sur un argument de monodromie. Eclatons I’origine de
C?. En vertu de la correspondance de Riemann Hilbert, il existe sur le diviseur
exceptionnel (qui est ici une droite projective complexe) une équation différentielle
E a points singuliers réguliers qui admet une solution dans la classe de Nilsson
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dont la monodromie est un sous groupe libre non monogene du groupe linéaire
GL(2,C). Cette solution s’étend naturellement sur la fibration de Hopf en dehors
des fibres rencontrant les points singuliers de E. En redescendant, on hérite donc
d’une intégrale premiere Nilsson f du champ radial xa% + ya% ou, par dualité, de
la forme dicritique w = xdy — ydx. Par construction, le groupe de monodromie
de f est libre. Or la monodromie d’une fonction Liouvillienne est résoluble ou
contient un groupe résoluble d’indice fini ([Ni, Pa], [Tq]); il s’ensuit que f ne peut
étre Liouvillienne.
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