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ESTIMATIONS Lp DES SOLUTIONS DE L’ÉQUATION DES
ONDES SUR CERTAINES VARIÉTÉS CONIQUES

HONG-QUAN LI AND NOËL LOHOUE

Abstract. We prove R. Strichartz’s Lp estimates for solutions of the wave
equation on some conical manifolds.

Résumé. On prouve des estimations Lp pour les solutions de l’équation des on-
des, analogues aux estimations de R. Strichartz, sur certaines variétés coniques.

1. Introduction et énoncé de résultat

Dans [7], l’un des auteurs a obtenu des estimations Lp pour l’équation des on-
des sur les variétés riemanniennes complètes, simplement connexes. Cependant le
résultat obtenu dans [7] étant très général n’est pas optimal; l’intervalle parcouru
par l’exposant p est plus petit que d’habitude (voir [9], [10] et [1]).

Dans ce travail, on montre que même sans l’hypothèse que la variété est complète,
on peut obtenir de meilleurs résultats. Pour énoncer le résultat que l’on se propose
de prouver, on aura besoin des notations et définitions suivantes:

En général, si N est une variété riemannienne compacte de dimension n − 1, le
cône sur N , C(N), est l’espace R+ ×N muni de la métrique riemannienne

dr2 + r2gN ,(1.1)

où gN est la métrique riemannienne sur N .
Dans cet article, nous supposons toujours que N est une variété riemannienne

compacte sans bord, connexe de dimension n− 1 ≥ 2; nous supposons de plus que
son rayon d’injectivité ρ > π.

On note d (resp. dN ) la distance riemannienne induite sur C(N) (resp. N), ∆
(resp. ∆N ) l’opérateur de Laplace-Beltrami sur C(N) (resp. N); et on note de
plus, dµ(r, x) (resp. dµN (x)) la mesure riemannienne induite sur C(N) (resp. N).
Nous avons évidemment:

dµ(r, x) = rn−1drdµN (x).(1.2)

Si 1 ≤ p < +∞, on note Lp(C(N)) le complété de C∞0 (C(N)) pour la norme

‖g‖pp =
∫
C(N)

|g(r, x)|p dµ(r, x) =
∫ ∫

R×N
|g(r, x)|prn−1 drdµN (x)
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690 HONG-QUAN LI AND NOËL LOHOUE

et

‖g‖∞ = ess sup
(r,x)∈C(N)

|g(r, x)|.

Le résultat que l’on veut prouver est le suivant:

Théorème 1.1. Soit | 1p −
1
2 | <

1
n−1 avec 1 < p < +∞ et n ≥ 3. Alors, sur la

variété conique, C(N) = R+×N où N est une variété riemannienne compacte, sans
bord, connexe de dimension n− 1 et de rayon d’injectivité ρ > π, pour l’opérateur
d’onde sin t

√
−∆

t
√
−∆

, il existe une constante C(p) > 0 telle que

‖ sin t
√
−∆

t
√
−∆

g‖p ≤ C(p) · ‖g‖p, ∀g ∈ Lp(C(N)).(1.3)

La stratégie de la démonstration est comme suit:
1. Comme dans [7], pour t > 0 fixé, nous définissons une famille analytique

d’opérateurs sur C(N) comme suit:

fω,t(−∆) = (
π

2
)

1
2 (t
√
−∆)ω−

n
2 Jn

2−ω(t
√
−∆),(1.4)

pour tout ω ∈ C avec < ω ≤ n+1
2 , où Js(z) est la fonction de Bessel. Nous nous

intéressons au cas où ω = −1 + ε+ [1− ε+ (n+1
2 )]z avec 0 ≤ < z ≤ 1 et 3

2 < ε < 2.
Nous pouvons montrer le théorème suivant:

Théorème 1.2. Soient t > 0 et 3
2 < ε < 2 fixés. Alors, il existe une constante

C(ε) > 0 telle que pour tout 1 ≤ p ≤ +∞ fixé, on a

‖fω,t(−∆)g‖p ≤ C(ε)‖g‖p, ∀g ∈ Lp(C(N)),(1.5)

où ω = (−1 + ε) + s[1− ε+ n+1
2 ] i avec s ∈ R.

2. En remarquant que fω,t(−∆) est borné dans L2(C(N)) quand <ω = n+1
2 ,

d’après le Théorème 1.2, le théorème d’interpolation de Stein (voir [12]) ainsi que
le théorème de convexité de Riesz, on déduit le Théorème 1.1.

Cet article est organisée de la façon suivante. A la section 2, on donne le noyau
de l’opérateur fω,t(−∆) en utilisant les formules pour calculer le noyau de ϕ(−∆)
sur les variétés coniques dans [14] (p. 173) ou [4] (p. 276). A la section 3, on donne
la preuve du Théorème 1.2. A la section 4, on montre le Théorème 1.1.

2. Le noyau de l’opérateur fω,t(−∆)

Le but de cette section est de donner le noyau de l’opérateur fω,t(−∆) défini par
(1.4).

Dans toute la suite, C, C∗, C∗, etc. désignerons des constantes universelles.
Celles-ci pourront changer d’une ligne à une autre. On utilisera certaines notations
de [15] pour les fonctions spéciales; par exemple, on note : Γ(z) la fonction Gamma,
Pµλ (x) avec |x| < 1 et Qµλ(z) avec |z| > 1 les fonctions de Legendre. Tout d’abord,
on rappelle les faits suivants:
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1. Soient <µ 6= − 1
2 , <λ 6= − 1

2 et a, b, c > 0. Alors, on a

∫ +∞

0

t1−µJµ(at)Jλ(bt)Jλ(ct)dt

=



0 si a < |b− c|;
(bc)µ−1 sinµ−

1
2 A

(2π)
1
2 aµ

P
1
2−µ
λ− 1

2
(cosA) si |b− c| < a < b + c;

(bc)µ−1 sinhµ−
1
2 A

(π3

2 )
1
2 aµ

cosπλ Q
1
2−µ
λ− 1

2
(coshA) si a > b+ c;

(2.1)

où

A = arccos
b2 + c2 − a2

2bc
et A = cosh−1 a

2 − b2 − c2
2bc

.(2.2)

Voir [15] (p. 412).
2. Soient 0 < θ < π et <µ∗ < 1

2 . Alors,

Γ(1
2 − µ∗)P

µ∗
λ (cos θ)

= (
π

2
)−

1
2 (sin θ)µ∗

∫ θ

0

(cos t∗ − cos θ)−µ∗−
1
2 cos [(λ + 1

2 )t∗]dt∗.
(2.3)

Voir [8] (p. 188).
3. Soient < (λ+ µ∗ + 1) > 0 et <µ∗ < 1

2 ; alors, on a

Γ(1
2 − µ∗)Q

µ∗
λ (cosh θ)

= (
π

2
)

1
2 eiπµ∗(sinh θ)µ∗

∫ +∞

θ

(cosh t∗ − cosh θ)−µ∗−
1
2 e−(λ+ 1

2 )t∗dt∗.
(2.4)

Voir [8] (p. 186).
On pose α = n−2

2 et sur N , on définit un opérateur ν comme ν = (−∆N +α2)
1
2 .

Nous notonsKω,t((r, x), (r∗ , x∗)) le noyau de l’opérateur fω,t(−∆). Alors, d’après
les formules (2.1), (2.3), (2.4) et les formules pour calculer le noyau de f(−∆) sur
les variétés coniques dans [14] (p. 173) ou [4] (p. 276), on en déduit que, quand
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692 HONG-QUAN LI AND NOËL LOHOUE

< (n2 − ω) > 0, nous avons

Kω,t((r, x), (r∗, x∗))

= fω,t(−∆)(r, r∗, ν)

= (rr∗)−α
∫ +∞

0

fω,t(λ2)Jν(λr)Jν (λr∗)λdλ

= (
π

2
)

1
2 tω−

n
2 (rr∗)−α

∫ +∞

0

λ1−( n2−ω)Jn
2−ω(tλ)Jν(λr)Jν (λr∗)λdλ

=
1
2
t2(ω−n2 )(rr∗)−ω ×


0 si t < |r − r∗|;
sin

n−1
2 −ω A P

ω−n−1
2

ν− 1
2

(cosA) si |r − r∗| < t < r + r∗;
2
π

sinh
n−1

2 −ω A cosπν Qω−
n−1

2
ν− 1

2
(coshA) si t > r + r∗;

=
1√

2πΓ(n2 − ω)
t2(ω−n2 )(rr∗)−ω

×


0 si t < |r − r∗|;∫ A

0

(cosh− cosA)α−ω cos νh dh si |r − r∗| < t < r + r∗;

eiπ(ω−n−1
2 )

∫ +∞

A
(coshh− coshA)α−ωe−νh cosπν dh si t > r + r∗;

(2.5)

où

A = arccos
r2 + r2

∗ − t2
2rr∗

et A = cosh−1 t
2 − r2 − r2

∗
2rr∗

.(2.6)

3. Preuve du Théorème 1.2

Le but de cette section est de montrer le Théorème 1.2. On remarque que pour
prouver le Théorème 1.2, il suffit de démontrer les deux propositions suivantes:

Proposition 3.1. Soient t > 0 et 3
2 < ε < 2 fixés et

Tω,t((r, x), (r∗, x∗))

déf= t2(ω−n2 )(rr∗)−ω
∫ +∞

A
(coshh− coshA)α−ω[e−νh cosπν](x, x∗) dh

× 1{((r,x),(r∗,x∗))∈C(N)×C(N); t>r+r∗},

(3.1)

où A est défini par (2.6), et ω = (−1+ ε)+s[1− ε+ n+1
2 ] i avec s ∈ R . Définissons

(3.2)

Tω,tg(r, x) =
∫
C(N)

Tω,t((r, x), (r∗, x∗))g(r∗, x∗)dµ(r∗, x∗), ∀(r, x) ∈ C(N),

pour toute g ∈ C∞0 (C(N)).
Alors, il existe une constante C(ε) > 0 telle que pour tout 1 ≤ p ≤ +∞ fixé, on

a

‖Tω,tg‖p ≤ C(ε)‖g‖p, ∀g ∈ Lp(C(N)).(3.3)
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Proposition 3.2. Soient t > 0 et 3
2 < ε < 2 fixés et

Sω,t((r, x), (r∗, x∗))
déf= t2(ω−n2 )(rr∗)−ω

∫ A

0

(cosh− cosA)α−ω coshν (x, x∗) dh

× 1{((r,x),(r∗,x∗))∈C(N)×C(N); |r−r∗|<t<r+r∗},(3.4)

où A est défini par (2.6), ω = (−1 + ε) + s[1− ε+ n+1
2 ] i avec s ∈ R. Définissons

(3.5)

Sω,tg(r, x) =
∫
C(N)

Sω,t((r, x), (r∗, x∗))g(r∗, x∗)dµ(r∗, x∗), ∀(r, x) ∈ C(N),

pour toute g ∈ C∞0 (C(N)).
Alors, il existe une constante C(ε) > 0 telle que pour tout 1 ≤ p ≤ +∞ fixé, on

a

‖Sω,tg‖p ≤ C(ε)‖g‖p, ∀g ∈ Lp(C(N)).(3.6)

Cette section est organisée de la façon suivante. A la section 3.1, on prouve la
Proposition 3.1. A la section 3.2, on prouve la Proposition 3.2.

3.1. Preuve de la Proposition 3.1. Dans cette section, on montre la Proposition
3.1. Nous donnons les 2 lemmes suivants avant de commencer la preuve de la
Proposition 3.1.

Lemme 3.1. Soit H(x, x∗) le noyau de l’opérateur e−hν cosπν. On note

‖e−hν cosπν‖∗ = sup
x∈N

∫
N

|H((x, x∗))| dµN (x∗)(3.7)

et

‖e−hν cosπν‖∗ = sup
x∗∈N

∫
N

|H((x, x∗))| dµN (x).(3.8)

Alors, il existe deux constante C, C∗ > 0 telle que

(3.9) ‖e−hν cosπν‖∗ + ‖e−hν cosπν‖∗ ≤ 2Ce−hα[1 + h
1−n

2 ] ≤ 2C∗e−αh[1 + h1−n],

pour tout h > 0.

Démonstration. D’après le développement des spectres, on a

H(x, x∗) =
+∞∑
j=0

cos (π
√
λj + α2) e−h

√
λj+α2

φj(x)φj(x∗),

où 0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · est la suite des valeurs propres de −∆N rangées dans
l’ordre croissant chacune étant comptée un nombre de fois égal à la multiplicité, et
φj est une fonction propre normalisé correspondante à λj (c’est-à-dire, −∆φj =
λj φj , φj ∈ C∞(N) et

∫
N
φ2
j = 1) de telle sorte que les fonctions φj constituent une

base hilbertienne de L2(N).
En remarque que H(x, x∗) = H(x∗, x) et que N est compacte, pour montrer ce

lemme, il nous reste à prouver la formule suivante:

sup
x∈N

∫
N

|H(x, x∗)|2 dµN (x∗) <
{
C · e−hα[1 + h

1−n
2 ]
}2

.
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694 HONG-QUAN LI AND NOËL LOHOUE

Or, on sait que

∫
N

|H(x, x∗)|2 dµN (x∗) =
+∞∑
j=0

cos2 (π
√
λj + α2) e−2h

√
λj+α2

φ2
j (x)

≤ e−αh ·
+∞∑
j=0

e−h
√
λj+α2

φ2
j (x)

= e−αh · e−h
√
−∆+α2

(x, x)

≤ C · e−2hα[1 + h−(n−1)],

d’où le Lemme 3.1. �

Lemme 3.2. Soient 3
2 < ε < 2 fixé et ω = (−1 + ε) + s[1− ε + n+1

2 ] i avec s ∈ R.
Alors, il existe une constante C > 0 telle que

∫ +∞

A
[‖e−hν cosπν‖∗ + ‖e−hν cosπν‖∗] · |(coshh− coshA)α−ω |dh

≤ C · (coshA− 1)−<ω,(3.10)

pour tout A > 0, où ‖e−hν cosπν‖∗ et ‖e−hν cosπν‖∗ sont respectivement données
par (3.7) et (3.8).

Démonstration. 1) Nous supposons d’abord que A ≥ 1; alors, d’après le Lemme
3.1, nous avons

∫ +∞

A
[‖e−hν cosπν‖∗ + ‖e−hν cosπν‖∗] · |(coshh− coshA)α−ω |dh

≤ C

∫ +∞

A
e−hα(coshh− coshA)α−<ωdh

= C

∫ +∞

A
e−hα(coshh− coshA)

n
2−εdh

= C(
π

2
)−

1
2 e−iπ(ε−n+1

2 )Γ(
n+ 2

2
− ε)(sinhA)

n+1
2 −εQ

ε−n+1
2

α− 1
2

(coshA) par (2.4)

≤ C∗Γ(
n+ 2

2
− ε)(sinhA)

n+1
2 −ε · π 1

2 2−(α+ 1
2 )Γ(α− 1

2
+ ε− n+ 1

2
+ 1)

× (coshA)−(α− 1
2 )−1 1

Γ(3
2 + α− 1

2 )
voir [8] (p. 197)

≤ C · (sinhA)
n+1

2 −ε(coshA)−
n−1

2

≤ C · (coshA)
n+1

2 −ε(coshA)−
n−1

2 car
3
2
< ε < 2 et n ≥ 3

≤ C∗ · (coshA− 1)1−ε car A ≥ 1

= C∗ · (coshA− 1)−<ω.
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2) Maintenant, nous supposons que 0 < A < 1. Nous remarquons d’abord que

∫ +∞

A
[‖e−hν cosπν‖∗ + ‖e−hν cosπν‖∗] · |(coshh− coshA)α−ω |dh

=
∫ 2A

A
[‖e−hν cosπν‖∗ + ‖e−hν cosπν‖∗] · (coshh− coshA)

n
2−εdh

+
∫ 1+A

2A
[‖e−hν cosπν‖∗ + ‖e−hν cosπν‖∗] · (coshh− coshA)

n
2−εdh

+
∫ +∞

1+A
[‖e−hν cosπν‖∗ + ‖e−hν cosπν‖∗] · (coshh− coshA)

n
2−εdh.

Mais, d’après (3.9), on a

∫ +∞

1+A
[‖e−hν cosπν‖∗ + ‖e−hν cosπν‖∗] · (coshh− coshA)

n
2−εdh

≤ C∗

∫ +∞

1+A
e−αh · (coshh− coshA)

n
2−εdh

= C∗e
−αA

∫ +∞

1

e−αs
(

cosh(A+ s)− coshA
)n

2−ε
ds

par le changement de variable s = h−A

= C∗e
−αA

∫ +∞

1

e−αs · [(cosh s− 1) coshA+ sinhA sinh s]
n
2−εds

≤ C

∫ +∞

1

e−αs · [(cosh s− 1) coshA]
n
2−ε ds

car sinhA sinh s < 5(cosh s− 1) coshA, ∀s ≥ 1

≤ C∗

∫ +∞

1

e−αs · e(n2−ε)sds car 0 < A < 1 et cosh s− 1 ∼ es quand s ≥ 1

≤ C∗
1

ε− 1
, car (

n

2
− ε)− α = 1− ε < 0.

De plus, quand 0 < A ≤ 1, on remarque que

A2 ∼ 4 sinh2 A
2 = 2(coshA− 1),

sinh h+A
2 ∼ h+A

2 ∼ h, sinh h−A
2 ∼ h−A

2 ∼ h quand 2A ≤ h ≤ 1 +A,

sinh h+A
2 ∼ h+A

2 ∼ A, sinh h−A
2 ∼ h−A

2 quand A ≤ h ≤ 2A.
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Donc, d’après (3.9), on a

∫ 1+A

2A
[‖e−hν cosπν‖∗ + ‖e−hν cosπν‖∗] · (coshh− coshA)

n
2−εdh

≤ C

∫ 1+A

2A
h1−n(2 sinh

h+A
2
· sinh

h−A
2

)
n
2−εdh

≤ C∗
∫ 1+A

2A
h1−n · (h2)

n
2−ε dh

≤ C∗
1

ε− 1
A2(1−ε) car

3
2
< ε < 2

≤ C · (coshA− 1)1−ε

= C · (coshA− 1)−<ω,

et ∫ 2A

A
[‖e−hν cosπν‖∗ + ‖e−hν cosπν‖∗] · (coshh− coshA)

n
2−εdh

≤ C

∫ 2A

A
h1−n(2 sinh

h+A
2
· sinh

h−A
2

)
n
2−εdh

≤ C∗A1−nAn
2−ε

∫ 2A

A
(h−A)

n
2−εdh

= C∗ · 1
n
2 − ε + 1

· A2(1−ε)

≤ C∗ · (coshA− 1)−<ω,

d’où le Lemme 3.2. �

Maintenant, nous donnons la démonstration de la Proposition 3.1.
Pour prouver la Proposition 3.1, d’après le théorème de convexité de Riesz, il

suffit de montrer que pour 3
2 < ε < 2 fixé, il existe une constante C(ε) > 0 telle que

sup
(r, x)∈C(N)

∫
C(N)

|Tω,t((r, x), (r∗, x∗))| dµ(r∗, x∗) < C(ε), ∀t > 0,

sup
(r∗, x∗)∈C(N)

∫
C(N)

|Tω,t((r, x), (r∗, x∗))| dµ(r, x) < C(ε), ∀t > 0,

où ω = (−1 + ε) + s[(1 − ε) + n+1
2 ] i avec s ∈ R, et Tω,t((r, x), (r∗, x∗)) donné par

(3.1).
On remarque que Tω,t((r, x), (r∗, x∗)) = Tω,t((r∗, x∗), (r, x)). Donc, il nous

reste à démontrer que

sup
(r, x)∈C(N)

∫
N

|Tω,t((r, x), (r∗, x∗))| dµ(r∗, x∗) < C(ε), ∀t > 0.
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En effet, pour tout (r, x) ∈ C(N), nous avons∫
C(N)

|Tω,t((r, x), (r∗, x∗))| dµ(r∗, x∗)

=
∫
R+

{∫
N

∣∣∣t2(ω−n2 )(rr∗)−ω
∫ +∞

A
(e−hν cosπν)(x, x∗)(coshh− coshA)α−ω dh

∣∣∣
× 1t>r+r∗ dµN (x∗)

}
rn−1
∗ dr∗

≤
∫
R+
t2(<ω−n2 )(rr∗)−<ω[

∫ +∞

A
‖e−hν cosπν‖∗(coshh− coshA)α−<ω dh]

·1{t>r+r∗}rn−1
∗ dr∗

≤ C

∫
R+
t2(<ω−n2 )(rr∗)−<ω · (coshA− 1)−<ω · 1{t>r+r∗}rn−1

∗ dr∗

= C∗(ε)
∫
R+
t2(−1+ε−n2 )[t2 − (r + r∗)2]1−ε · 1{t>r+r∗}rn−1

∗ dr∗.

Or, quand 3
2 < ε < 2, nous avons∫

R+
t2(−1+ε−n2 )[t2 − (r + r∗)2]1−ε · 1{t>r+r∗}rn−1

∗ dr∗

= t2(−1+ε−n2 )

∫ t−r

0

rn−1
∗ [t+ (r + r∗)]1−ε[t− (r + r∗)]1−ε dr∗

< t2(−1+ε−n2 ) · tn−1 · t1−ε
∫ t−r

0

[t− (r + r∗)]1−ε dr∗

<
1

2− ε .

On a donc démontré la Proposition 3.1. �

3.2. Preuve de la Proposition 3.2. Dans cette section, nous voulons montrer la
Proposition 3.2; pour ceci, nous estimons tout d’abord le noyau de l’opérateur Sω,t
en utilisant quelques résultats connus sur la paramétrice de l’équation d’ondes.

Or N est une variété riemannienne compacte de dimension n − 1, sans bord,
connexe et son rayon d’injectivité ρ > π; alors, pour tout 0 < h ≤ π, nous pouvons
écrire
(3.11)

coshν(x, x∗) =
M∑
j=0

Uj(x, x∗)h

(
h2 − d2

N (x, x∗)
)j−m

+

Γ(j −m+ 1)

∣∣∣∣
m= (n−1)+1

2

+ hCM (h, x, x∗),

avec Uj(x, x∗) ∈ C∞(N ×N) et (h2−d2
N (x, x∗))

j−m
+

Γ(j−m+1)

∣∣∣∣
m=n

2

a le sens de §3.4 de [5]; de

plus, on choisit M assez grand tel que CM (h, x, x∗) ∈ C([0, π] × N × N). Nous
savons que

1. CM (h, x, x∗) = 0 quand dN (x, x∗) > h.
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2. Quand t ∈ (0, ρ), (h2−d2
N (x, x∗))

j−m
+

Γ(j−m+1)

∣∣∣
m=n

2

(j ∈ N) est une C∞ fonction de t

avec valeurs dans D′(N), et pour tout k ∈ N∗, on a de plus

∂

∂h

(h2 − d2
N (x, x∗))

j−m
+

Γ(j −m+ 1)

∣∣∣
m=n

2

= 2h
(h2 − d2

N (x, x∗))
j−m−1
+

Γ(j −m)

∣∣∣
m=n

2

,∀t ∈ (0, ρ);

(3.12)

lim
h−→0+

(h2 − d2
N (x, x∗))

j−m
+

Γ(j −m+ 1)

∣∣∣
m=n

2

= 0.(3.13)

Ces résultats se trouvent dans [2] (pp. 255-258), [3] (p. 5) ou [6] (§17.4).
On injecte la formule (3.11) dans la formule (3.4). On note

Krest((r, x), (r∗, x∗)) = t2(ω−n2 )(rr∗)−ω
∫ A

0

(cosh− cosA)α−ωhCM (h, x, x∗) dh

× 1{r, r∗>0; |r−r∗|<t<r+r∗},(3.14)

où A défini par (2.6).
Alors, quand n ≥ 3 et <ω = −1 + ε ∈ (1

2 , 1), nous avons∣∣∣∣Krest

(
(r, x), (r∗, x∗)

)∣∣∣∣
≤ C · t2(−1+ε−n2 )(rr∗)1−ε

∫ A

dN(x, x∗)

(cosh− cosA)
n−2

2 −(−1+ε)h dh

× 1{r, r∗>0; |r−r∗|<t<r+r∗} · 1dN (x, x∗)<A

≤ C∗(ε)1{r, r∗>0; |r−r∗|<t<r+r∗}t
2(−1+ε−n2 )(rr∗)1−ε · 1dN (x, x∗)<A;(3.15)

parce que pour β > − 1
2 fixé, il existe une constante C(β) > 0 telle que

∫ b

a

(cosh− cos b)−βh dh ≤ C(β), ∀ 0 ≤ a ≤ b ≤ π.

Il suffit donc d’estimer le terme

S1
ω,t((r, x), (r∗, x∗))

= t2(ω−n2 )(rr∗)−ω
∫ A

0

(cosh− cosA)α−ωh
(h2 − d2

N (x, x∗))
− n2
+

Γ(−n2 + 1)
dh

× 1{(r, x),(r∗, x∗)∈C(N); |r−r∗|<t<r+r∗},

(3.16)

où A défini par (2.6).
Pour démontrer la Proposition 3.2, on simplifie d’abord la formule suivante:

∫ A

0

(cosh− cosA)α−ωh
(h2 − d2

N (x, x∗))
− n2
+

Γ(−n2 + 1)
dh.
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En effet, quand <ω = −1 + ε ∈ (1
2 , 1), d’après les formules (3.12) et (3.13), on a∫ A

0

(cosh− cosA)α−ωh
(h2 − d2

N (x, x∗))
−n2
+

Γ(−n2 + 1)
dh

=
∫ A

0

(cosh− cosA)α−ω d
[1

2
(h2 − d2

N (x, x∗))
1−n2
+

Γ(−n2 + 1)(−n2 + 1)

]
=

∫ A

0

[(− 1
2h

d

dh
)(cosh− cosA)α−ω]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

1− n2
+

Γ(−n2 + 2)
dh

= · · · · · ·

=
∫ A

0

[(− 1
2h

d

dh
)q−1(cosh− cosA)α−ω ]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

(q−1)− n2
+

Γ(−n2 + q)
dh

=
∫ A

0

[(− 1
2h

d

dh
)[α−<ω](cosh− cosA)α−ω ]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

([α−<ω])−n2
+

Γ(−n2 + [α−<ω] + 1)
dh

=
∫ A

0

[(
−1
2h

d

dh
)[α−<ω]+1(cosh− cosA)α−ω ]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

([α−<ω]+1)−n2
+

Γ(−n2 + [α−<ω] + 2)
dh

=
∫ A

0

[(− 1
2h

d

dh
)[n2−<ω](cosh− cosA)α−ω ]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

[n2−<ω]−n2
+

Γ(−n2 + [n2 −<ω] + 1)
dh,

où [x] (avec x ∈ R) represent la partie entière de x.
(A) On suppose d’abord que n = 2k avec k ≥ 2; alors, on sait bien que

h
(h2 − d2

N (x, x∗))
([n2−<ω])−n2
+

Γ(−n2 + [n2 −<ω] + 1)
= h

(h2 − d2
N (x, x∗))−1

+

Γ(0)
=

1
2
δ(h− dN (x, x∗)).

On en déduit que∫ A

0

(cosh− cosA)α−ωh
(h2 − d2

N (x, x∗))
−n2
+

Γ(−n2 + 1)
dh

=
∫ A

0

[
1
2

(− 1
2h

d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−1−ω ]δ(h− dN (x, x∗))dh · 1dN (x, x∗)<A

=
1
2

(− 1
2h

d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−1−ω

∣∣∣
h=dN (x, x∗)

· 1dN(x, x∗)<A.

Donc, on a le résultat suivant:

Lemme 3.3. Soient S1
ω,t donné par (3.16) où <ω = −1 + ε ∈ (1

2 , 1); alors, quand
n = 2k avec k ≥ 2, nous avons l’estimation suivante:

|S1
ω,t((r, x), (r∗, x∗))| ≤ t2(−1+ε−n2 )(rr∗)−(−1+ε) · 1{r, r∗>0; |r−r∗|<t<r+r∗}

×
∣∣∣∣(− 1

2h
d

dh
)k−1

∣∣∣
h=dN (x, x∗)

(cosh− cosA)k−1−ω
∣∣∣∣

≤ C(k, ε) · t2(−1+ε−n2 )(rr∗)−(−1+ε) · 1{r, r∗>0; |r−r∗|<t<r+r∗}

× (cos dN (x, x∗)− cosA)−(−1+ε) · 1dN (x, x∗)<A.(3.17)

(B) On suppose maintenant que n = 2k + 1 avec k ≥ 1.
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Quand <ω = −1 + ε ∈ (1
2 , 1), on a∫ A

0

(cosh− cosA)α−ωh
(h2 − d2

N (x, x∗))
− n2
+

Γ(−n2 + 1)
dh

=
∫ A

0

[(− 1
2h

d

dh
)[n2−<ω](cosh− cosA)α−ω ]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

[n2−<ω]−n2
+

Γ(−n2 + [n2 − <ω] + 1)
dh

=
∫ A

0

[(− 1
2h

d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−

1
2−ω]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

− 3
2

+

Γ(− 1
2 )

dh

=
∫ A

dN (x, x∗)

[(− 1
2h

d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−

1
2−ω]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

− 3
2

+

Γ(− 1
2 )

dh

× 1dN(x, x∗)<A.(3.18)

Il nous reste donc à estimer

(3.19)
∫ A

dN (x, x∗)

[(− 1
2h

d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−

1
2−ω]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

− 3
2

+

Γ(− 1
2 )

dh,

où 0 ≤ dN (x, x∗) < A < π.
On remarque que∫ A

dN(x, x∗)

[(− 1
2h

d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−

1
2−ω]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

− 3
2

+

Γ(− 1
2 )

dh

=
∫ A+dN (x, x∗)

2

dN (x, x∗)

[(− 1
2h

d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−

1
2−ω]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

− 3
2

+

Γ(− 1
2 )

dh

+
∫ A

A+dN (x, x∗)
2

[(− 1
2h

d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−

1
2−ω]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

− 3
2

+

Γ(− 1
2 )

dh.

(3.20)

Mais,∣∣∣∣ ∫ A

A+dN (x, x∗)
2

[(− 1
2h

d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−

1
2−ω]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

− 3
2

+

Γ(− 1
2 )

dh

∣∣∣∣
≤ C

∫ A

A+dN (x, x∗)
2

∣∣∣[(− 1
2h

d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−

1
2−ω]h(h2 − d2

N (x, x∗))
− 3

2
+

∣∣∣ dh
≤ C∗

∫ A

A+dN (x, x∗)
2

(cosh− cosA)
1
2−<ωh(h2 − d2

N (x, x∗))
− 3

2
+ dh

≤ C · (A+ dN (x, x∗))(A2 − d2
N (x, x∗))−

3
2

×
∫ A

A+dN (x, x∗)
2

(2 sin
A− h

2
· sin A+ h

2
)

1
2−<ω dh

≤ C∗ · (A+ dN (x, x∗))−
1
2 (A− dN (x, x∗))−

3
2

×
∫ A

A+dN (x, x∗)
2

((A − h) · sin A+ h

2
)

1
2−<ω dh.
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1. Soit 0 < A < π
2 ; alors, nous avons∫ A

A+dN (x, x∗)
2

(
(A− h) · sin A+ h

2

) 1
2−<ω

dh

≤ C

∫ A

A+dN (x, x∗)
2

(
(A− h) · (A+ h)

) 1
2−<ω

dh

≤ C∗ · (A+ dN (x, x∗))
1
2−<ω

∫ A

A+dN (x, x∗)
2

(A− h)
1
2−<ω dh

≤ C∗ · (A+ dN (x, x∗))
1
2−<ω(A− dN (x, x∗))

3
2−<ω.

2. Soit π
2 ≤ A < π; alors, nous avons∫ A

A+dN (x, x∗)
2

(
(A− h) · sin A+ h

2

) 1
2−<ω

dh

≤ C

∫ A

A+dN (x, x∗)
2

(
(A− h) · (π − A+ h

2
)
) 1

2−<ω
dh

≤ C · (π −A)
1
2−<ω

∫ A

A+dN (x, x∗)
2

(A− h)
1
2−<ω dh

≤ C∗ · (π −A)
1
2−<ω(A− dN (x, x∗))

3
2−<ω.

Par conséquent, nous avons le résultat suivant:

Lemme 3.4. Quand n = 2k + 1 avec k ≥ 1, on note

S1, 1
ω,t ((r, x), (r∗, x∗))

déf=
∫ A

A+dN (x, x∗)
2

[(− 1
2h

d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−

1
2−ω]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

− 3
2

+

Γ(− 1
2 )

dh

× t2(ω−n2 )(rr∗)−ω · 1{(r, x),(r∗, x∗)∈C(N); |r−r∗|<t<r+r∗},

(3.21)

avec A défini par (2.6) et <ω = −1 + ε ∈ (1
2 , 1).

Alors, nous avons l’estimation suivante:

|S1, 1
ω,t ((r, x), (r∗, x∗))|

≤ C · t2(<ω−n2 )(rr∗)−<ω · 1{(r, x),(r∗, x∗)∈C(N); |r−r∗|<t<r+r∗} · 1dN (x, x∗)<A

×
{

(A2 − d2
N (x, x∗))−<ω si 0 < A < π

2 ;
(π −A)

1
2−<ω(A− dN (x, x∗))−<ω si π

2 ≤ A < π.
(3.22)

Maintenant, nous estimons l’intégrale de Riemann-Liouville suivant:

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

[(− 1
2h

d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−

1
2−ω]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

− 3
2

+

Γ(− 1
2 )

dh

=
1

Γ(− 1
2 )

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

{
[h(h+ dN (x, x∗))−

3
2 ](− 1

2h
d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−

1
2−ω

}
× (h− dN (x, x∗))

− 3
2

+ dh,

(3.23)
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car (h2−d2
N (x, x∗))

− 3
2

+ = (h+dN(x, x∗))−
3
2 (h−dN (x, x∗))

− 3
2

+ pour tout 0 < t < ρ,
voir [5] (§3.2); et où on suppose que 0 < dN (x, x∗) < A < π.

On note

f(h) = h(h+ dN (x, x∗))−
3
2 (− 1

2h
d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−

1
2−ω.(3.24)

Alors, d’après les resultats dans [11] (p. 10), nous avons

1
Γ(− 1

2 )

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

f(h)(h− dN (x, x∗))
− 3

2
+ dh

=
1

Γ(1
2 )
f
(A+ dN (x, x∗)

2

)(A+ dN (x, x∗)
2

− dN (x, x∗)
)− 1

2

+
1

Γ(1
2 )

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

f ′(h)(h− dN (x, x∗))
− 1

2
+ dh.

Pour f(A+dN (x, x∗)
2 ), nous avons l’estimation suivante:∣∣∣f(

A+ dN (x, x∗)
2

)
∣∣∣

≤ C · (A+ dN (x, x∗))−
1
2

(
cos

A+ dN (x, x∗)
2

− cosA
) 1

2−<ω

= C · [A+ dN (x, x∗)]−
1
2

[
2 sin

A− dN (x, x∗)
2

· sin (
A+ A+dN (x, x∗)

2

2
)
] 1

2−<ω

≤ C∗ · (A+ dN (x, x∗))−
1
2

[
A− dN (x, x∗)

] 1
2−<ω

×
{

[A+ dN (x, x∗)]
1
2−<ω si 0 < A < π

2 ;
(π −A)

1
2−<ω si π

2 ≤ A < π.

Ensuite, on va estimer l’autre partie:

1
Γ(1

2 )

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

f ′(h)(h− dN (x, x∗))
− 1

2
+ dh.

Pour tout 0 < dN (x, x∗) ≤ h ≤ A+dN (x, x∗)
2 , on remarque que

f ′(h) =
(
h+ dN (x, x∗)

)− 3
2
(− 1

2h
d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−ω−

1
2

− 3
2
h
(
h+ dN (x, x∗)

)− 5
2
(− 1

2h
d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−ω−

1
2

+ h
(
h+ dN (x, x∗)

)− 3
2 d

dh

[
(− 1

2h
d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−ω−

1
2

]
.

Mais, pour tout 0 < dN (x, x∗) ≤ h ≤ A+dN(x, x∗)
2 < A < π et tout <ω ∈ (1

2 , 1),
on a ∣∣∣(− 1

2h
d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−ω−

1
2

∣∣∣ ≤ C · ( cosh− cosA
) 1

2−<ω
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et ∣∣∣ d
dh

[
(− 1

2h
d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−ω−

1
2

]∣∣∣
≤ C ·

[
(cosh− cosA)−

1
2−<ω sinh+ (cosh− cosA)

1
2−<ω

]
≤ C ·

[
(cosh− cosA)−

1
2−<ωh+ (cosh− cosA)

1
2−<ω

]
.

Donc, pour tout 0 < dN (x, x∗) ≤ h ≤ A+dN (x, x∗)
2 < A < π et tout <ω ∈ (1

2 , 1),
on a

|f ′(h)| ≤ C ·
[
h

1
2 (cosh− cosA)−

1
2−<ω + h−

3
2 (cosh− cosA)

1
2−<ω

]
.

On en déduit que pour tout 0 < dN (x, x∗) ≤ h ≤ A+dN (x, x∗)
2 < A < π et tout

<ω ∈ (1
2 , 1), on a∣∣∣ 1

Γ(1
2 )

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

f ′(h)(h− dN (x, x∗))
− 1

2
+ dh

∣∣∣
≤ C

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

[
h

1
2 (cosh− cosA)−

1
2−<ω + h−

3
2 (cosh− cosA)

1
2−<ω

]
× (h− dN (x, x∗))−

1
2 dh.

On remarque que∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

h
1
2 (cosh− cosA)−

1
2−<ω(h− dN (x, x∗))−

1
2 dh

=
∫ A+dN (x, x∗)

2

dN (x, x∗)

h
1
2 (2 sin

A− h
2
· sin A+ h

2
)−

1
2−<ω(h− dN (x, x∗))−

1
2 dh

≤ C · [A+ dN (x, x∗)]
1
2 · [A− dN (x, x∗)]−

1
2−<ω

×
∫ A+dN (x, x∗)

2

dN (x, x∗)

(sin
A+ h

2
)−

1
2−<ω[h− dN (x, x∗)]−

1
2 dh.

(1) Quand 0 < A < π
2 , on sait bien que∫ A+dN (x, x∗)

2

dN (x, x∗)

(sin
A+ h

2
)−

1
2−<ω[h− dN (x, x∗)]−

1
2 dh

≤ C · [A+ dN (x, x∗)]−
1
2−<ω

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

[h− dN (x, x∗)]−
1
2 dh

= C∗ · (A+ dN (x, x∗))−
1
2−<ω(A− dN (x, x∗))

1
2 .

(2) Quand π
2 ≤ A < π, on sait bien que∫ A+dN (x, x∗)

2

dN (x, x∗)

(sin
A+ h

2
)−

1
2−<ω(h− dN (x, x∗))−

1
2 dh

≤ C · (π −A)−
1
2−<ω

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

(h− dN (x, x∗))−
1
2 dh

= C∗ · (π −A)−
1
2−<ω(A− dN (x, x∗))

1
2 .
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Comme ci-dessus, on en déduit que

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

h−
3
2 (cosh− cosA)

1
2−<ω(h− dN (x, x∗))−

1
2 dh

≤ C · (A− dN (x, x∗))
1
2−<ω

×
∫ A+dN (x, x∗)

2

dN(x, x∗)

h−
3
2 (sin

A+ h

2
)

1
2−<ω(h− dN (x, x∗))−

1
2 dh.

(i) Soit 0 < A < π
2 . Alors, on a

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

h−
3
2 (sin

A+ h

2
)

1
2−<ω(h− dN (x, x∗))−

1
2 dh

≤ C · (A+ dN (x, x∗))
1
2−<ω

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

h−
3
2 (h− dN (x, x∗))−

1
2 dh

= C · (A+ dN (x, x∗))
1
2−<ω

∫ A−dN (x, x∗)
2

0

(s+ dN (x, x∗))−
3
2 s−

1
2 ds

= C∗ · (A+ dN (x, x∗))
1
2−<ω

1
dN (x, x∗)

∫ A−dN (x, x∗)
2dN (x, x∗)

0

(h+ 1)−
3
2 h−

1
2 dh

≤ C · 1
dN (x, x∗)

(A+ dN (x, x∗))
1
2−<ω.

(ii) Soit π
2 ≤ A < π. Alors, on a

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

h−
3
2 (sin

A+ h

2
)

1
2−<ω(h− dN (x, x∗))−

1
2 dh

≤ C · (π −A)
1
2−<ω

∫ A+dN (x, x∗)
2

dN (x, x∗)

h−
3
2 (h− dN (x, x∗))−

1
2 dh

≤ C∗ ·
1

dN (x, x∗)
(π −A)

1
2−<ω.

Par conséquent, on a le résultat suivant:

Lemme 3.5. Quand n = 2k + 1 avec k ≥ 1, on note

S1, 2
ω,t ((r, x), (r∗, x∗))

déf= t2(ω−n2 )(rr∗)−ω × 1{(r, x),(r∗, x∗)∈C(N); |r−r∗|<t<r+r∗}

×
∫ A+dN (x, x∗)

2

dN (x, x∗)

[(− 1
2h

d

dh
)k−1(cosh− cosA)k−

1
2−ω]h

(h2 − d2
N (x, x∗))

− 3
2

+

Γ(− 1
2 )

dh,

(3.25)

avec A défini par (2.6) et <ω = −1 + ε ∈ (1
2 , 1).
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Alors, il existe une constante C > 0 telle que pour tout (r, x), (r∗, x∗) ∈ C(N),
on a

|S1, 2
ω,t ((r, x), (r∗, x∗))|
≤ C · t2(<ω−n2 )(rr∗)−<ω · 1{|r−r∗|<t<r+r∗} · 1dN (x, x∗)<A · (A− dN (x, x∗))−<ω

×


(A+ dN (x, x∗))−<ω

[
1 +

(A2 − d2
N (x, x∗))

1
2

dN (x, x∗)

]
si 0 < A < π

2 ;

(π −A)−
1
2−<ω

[
1 +

(π −A)(A − dN (x, x∗))
1
2

dN (x, x∗)

]
si π

2 ≤ A < π.

(3.26)

On note

K1

(
(r, x), (r∗, x∗)

) déf= t2(<ω−n2 )(rr∗)−<ω · 1{(r, x),(r∗,x∗)∈C(N); |r−r∗|<t<r+r∗}

×
[
(A2 − d2

N (x, x∗))−<ω +
1

dN (x, x∗)
(A2 − d2

N (x, x∗))
1
2−<ω

]
× 1
{cosA=

r2+r2∗−t2
2rr∗ >0, 0<A<π

2 }
· 1dN (x, x∗)<A;

(3.27)

et

K2

(
(r, x), (r∗, x∗)

) déf= t2(<ω−n2 )(rr∗)−<ω · 1{(r, x),(r∗,x∗)∈C(N); |r−r∗|<t<r+r∗}

×
[
(π −A)−

1
2−<ω(A− dN (x, x∗))−< ω

+ (π −A)
1
2−<ω

1
dN (x, x∗)

[A− dN (x, x∗)]
1
2−<ω

]
× 1

{cosA=
r2+r2∗−t2

2rr∗ >0, π2≤A<π}
· 1dN (x, x∗)<A.(3.28)

On remarque que les deux inéqualités suivantes:

cos a− cos b ∼ b2 − a2, quand 0 ≤ a ≤ b < π

2
;

et

cos a− cos b ≥ C · (b − a) · (π − b), pour tout 0 ≤ a ≤ b avec
π

2
≤ b < π.

Donc, d’après les Lemmes 3.3, 3.4, 3.5 et les formules (3.4), (3.11), (3.15), (3.18)
et (3.20), on en déduit que

Proposition 3.3. Soient t > 0, ω ∈ C avec <ω = −1 + ε où ε ∈ (3
2 , 2) et Sω,t

défini par la formule (3.4). Soit K1 (resp. K2) défini par (3.27) (resp. (3.28)).
Alors, il existe une constante C > 0 telle que

Sω,t

(
(r, x), (r∗, x∗)

)
≤ C ·

(
K1 +K2

)(
(r, x), (r∗, x∗)

)
,(3.29)

pour tout dN (x, x∗) > 0.

Par conséquent, pour démontrer la Proposition 3.2, il nous reste à démontrer les
deux lemmes suivants:
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Lemme 3.6. Soit ω ∈ C avec <ω = −1 + ε où ε ∈ (3
2 , 2). Alors, il existe une

constante C(ε) > 0 telle que∫
C(N)

∣∣∣K1((r, x), (r∗, x∗))
∣∣∣ dµ(r∗, x∗) < C(ε), ∀(r, x) ∈ C(N);(3.30) ∫

C(N)

∣∣∣K1((r, x), (r∗, x∗))
∣∣∣ dµ(r, x) < C(ε), ∀(r∗, x∗) ∈ C(N).(3.31)

Lemme 3.7. Soit ω ∈ C avec <ω = −1 + ε où ε ∈ (3
2 , 2). Alors, il existe une

constante C(ε) > 0 telle que∫
C(N)

∣∣∣K2((r, x), (r∗, x∗))
∣∣∣ dµ(r∗, x∗) < C(ε), ∀(r, x) ∈ C(N);(3.32) ∫

C(N)

∣∣∣K2((r, x), (r∗, x∗))
∣∣∣ dµ(r, x) < C(ε), ∀(r∗, x∗) ∈ C(N).(3.33)

On donne d’abord la démonstration du Lemme 3.6.
En remarquant que∫
C(N)

∣∣∣K1((r, x), (r∗, x∗))
∣∣∣ dµ(r∗, x∗) =

∫
C(N)

∣∣∣K1((r, x), (r∗, x∗))
∣∣∣ dµ(r, x);

donc, pour prouver le Lemme 3.6, il suffit de montrer (3.30).
On remarque d’abord que∫

N

{
[A2 − d2

N (x, x∗)]−<ω +
1

dN (x, x∗)
[A2 − d2

N (x, x∗)]
1
2−<ω

}
· 1dN (x, x∗)<A dµN (x∗)

≤ C

∫ A

0

[
(A2 − h2)−<ω +

1
h

(A2 − h2)
1
2−<ω

]
hn−2dh

= C ·An−1−2<ω
∫ 1

0

[
(1− s2)−<ωsn−2 + (1− s2)

1
2−<ωsn−3

]
ds

= C(n, ε) ·An−1−2<ω,

car n ≥ 3 et <ω ∈ (1
2 , 1).

Ensuite, d’après

2 sin2 A

2
= 1− cosA = 1− r2 + r2

∗ − t2
2rr∗

et A ∈ (0,
π

2
),

on en déduit que

A2 ∼ t2 − (r − r∗)2

2rr∗
.

Donc, d’après la définition de K1((r, x), (r∗, x∗)) (voir (3.27)), pour montrer
(3.30), il nous reste à démontrer qu’il existe une constante C(ε) > 0 telle que pour
tout t > 0 et tout (r, x) ∈ C(N), on a

t2(<ω−n2 )

∫
{r, r∗>0; |r−r∗|<t<r+r∗}

[ t2 − (r − r∗)2

2rr∗

]n−1
2
[
t2−(r−r∗)2

]−<ω
rn−1
∗ dr∗

< C(ε).

En effet, on sait que
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(1) Soit r ≥ t; alors, on a

t2(<ω−n2 )

∫
{r, r∗>0; |r−r∗|<t<r+r∗}

[ t2 − (r − r∗)2

2rr∗

]n−1
2

×
[
t2 − (r − r∗)2

]−<ω
rn−1
∗ dr∗

= C · t2(<ω−n2 )

∫
{r, r∗>0; |r−r∗|<t<r+r∗}

[
t2 − (r − r∗)2

]n−1
2 −<ω

(
r∗
r

)
n−1

2 dr∗

≤ C∗ · t2(<ω−n2 ) · (t2)
n−1

2 −<ωr

∫
{| r∗r −1|< t

r<
r∗
r +1}

(
r∗
r

)
n−1

2 d(
r∗
r

)

car n ≥ 3 et <ω ∈ (1
2 , 1)

= C∗ · (
t

r
)−1

∫ 1+ t
r

1− t
r

h
n−1

2 dh

≤ C.

(2) Soit r < t; alors, on remarque d’abord que de |r − r∗| < t < r + r∗ et r < t,
on a r∗ < 2t.

Donc, à cause de n ≥ 3 et r2+r2
∗−t2

2rr∗
∈ (0, 1), on a

t2(<ω−n2 )
[ t2 − (r − r∗)2

2rr∗

]n−1
2
[
t2 − (r − r∗)2

]−<ω
rn−1
∗

≤ t2(<ω−n2 )rn−1
∗

t2 − (r − r∗)2

2rr∗

[
(t+ |r − r∗|)(t− |r − r∗|)

]−<ω
≤ C∗ · t2(<ω−n2 ) · t(n−1)−1 1

r
t1−<ω(t− |r − r∗|)1−<ω

= C∗ · (
t

r
)<ω−1 1

r
(
t− |r − r∗|

r
)1−<ω

≤ C∗ ·
1
r

(
t− |r − r∗|

r
)1−<ω,

car t
r > 1 et <ω − 1 < 0.

On en déduit que

t2(<ω−n2 )

∫
{r, r∗>0; |r−r∗|<t<r+r∗}

[ t2 − (r − r∗)2

2rr∗

]n−1
2

×
[
t2 − (r − r∗)2

]−<ω
rn−1
∗ dr∗

≤ C∗

∫
{|r−r∗|<t<r+r∗, r,r∗>0}

1
r

(
t− |r − r∗|

r
)1−<ω dr∗

= C∗

∫ t
r+1

t
r−1

(
t

r
− |h− 1|)1−<ω dh

par le changement de variable h =
r∗
r

≤ C;

car 1−<ω > 0 et t
r − |h− 1| ≤ 2 pour tout h ∈ [ tr − 1, tr + 1].

Ceci démontre la formule (3.30).
Maintenant, on donne la démonstration du Lemme 3.7 :
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En remarquant que

∫
C(N)

∣∣∣K2((r, x), (r∗, x∗))
∣∣∣ dµ(r∗, x∗) =

∫
C(N)

∣∣∣K2((r, x), (r∗, x∗))
∣∣∣ dµ(r, x)

donc, pour prouver le Lemme 3.7, il suffit de montrer (3.32).
On remarque d’abord que quand n ≥ 3 et <ω ∈ (1

2 , 1), pour tout A ∈ [π2 , π),
on a

∫
N

{
[A− dN (x, x∗)]−<ω +

1
dN (x, x∗)

[A− dN (x, x∗)]
1
2−<ω

}
· 1dN (x, x∗)<A dµN (x∗)

≤ C

∫ A

0

[
(A− h)−<ω +

1
h

(A− h)
1
2−<ω

]
hn−2 dh

≤ C(ε, n).

Donc, d’après la définition de K2((r, x), (r∗, x∗)) (voir (3.28)), pour montrer
(3.32), il nous reste à démontrer qu’il existe une constante C(ε) > 0 telle que pour
tout t > 0 et tout (r, x) ∈ C(N), on a

∫
R+
t2(<ω−n2 )(rr∗)−<ω(π −A)−

1
2−<ω · 1{|r−r∗|<t<r+r∗}

· 1
π
2≤A=arccos

r2+r2∗−t2
2rr∗

rn−1
∗ dr∗ < C(ε).

Mais, quand π
2 ≤ A = arccos r

2+r2
∗−t

2

2rr∗
, on sait bien que

π −A = 2 · π −A
2
∼ sin

π −A
2

= 2

√
1− cos (π −A)

2
= 2
((r + r∗)2 − t2

4rr∗

) 1
2
.

Pour simplifier la notation, on note

Σt,r = {r∗ > 0; |r − r∗| < t < r + r∗ et r2 + r2
∗ ≤ t2}.(3.34)

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



ESTIMATIONS Lp DES SOLUTIONS DE L’ÉQUATION DES ONDES 709

Alors, on en déduit que∫
R+
t2(<ω−n2 )(rr∗)−<ω(π −A)−

1
2−<ω

· 1{|r−r∗|<t<r+r∗} · 1π
2≤A=arccos

r2+r2∗−t2
2rr∗

rn−1
∗ dr∗

≤ C

∫
Σt,r

t2(<ω−n2 )(rr∗)−<ω
((r + r∗)2 − t2

4rr∗

)− 1
2 ( 1

2 +<ω)

rn−1
∗ dr∗

= C

∫
Σt,r

t2(<ω−n2 )(rr∗)−<ω
[

(r + r∗)2 − t2
4rr∗

]−<ω
×
[

(r + r∗)2 − t2
4rr∗

] 1
2 (− 1

2 +<ω)

rn−1
∗ dr∗

≤ C∗

∫
Σt,r

t2(<ω−n2 )
[
(r + r∗)2 − t2

]−<ω
· tn−1 dr∗

car
(r + r∗)2 − t2

4rr∗
∈ (0, 1), <ω > 1

2
et (3.34)

≤ C

∫
Σt,r

(
t

r
)<ω−1(

r + r∗ − t
r

)−<ω d(
r∗
r

)

≤ C

∫
|r∗−r|<t<r+r∗

(
r + r∗ − t

r
)−<ω d(

r∗
r

) par (3.34) et <ω < 1

= C

∫ 2

0

h−<ω dh par le changement de variable h =
r∗
r
− (

t

r
− 1)

≤ C∗ ·
1

1−<ω ,

car <ω < 1.
On a donc démontré la formule (3.32). �
D’après les Lemme 3.6, Lemme 3.7 et le théorème de convexité de Riesz, on a

donc démontré la Proposition 3.2.

4. Preuve du Théorème 1.1

Le but de cette section est de montrer le Théorème 1.1.
En effet, quand

ω = (−1 + ε) + [(1 − ε) +
n+ 1

2
](1 + s i)

=
n+ 1

2
+ [(1 − ε) +

n+ 1
2

]s i ,

où s ∈ R et 3
2 < ε < 2, pour fω,t(h) (voir (1.4)), on sait qu’il existe deux constantes

C,C∗ > 0 telles que

|fω,t(h)| ≤ C∗eC·[(1−ε)+
n+1

2 ]|s|, ∀t, h > 0.

Voir [13] (p. 463).
Donc, nous avons

‖fω,t(−∆)‖L2(C(N))−→L2(C(N)) ≤ C∗eC·[(1−ε)+
n+1

2 ]|s|,

pour tout ω = (−1 + ε) + [(1 − ε) + n+1
2 ](1 + s i) où s ∈ R et 3

2 < ε < 2.
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Soit 3
2 < ε < 2 fixé. Soit θ(ε) ∈ (0, 1) qui satisfait

n− 1
2

= (−1 + ε) + [(1 − ε) +
n+ 1

2
] · θ(ε).

On pose
1
p(ε)

= (1− θ(ε)) +
θ(ε)

2
= 1− θ(ε)

2
ou

1
p(ε)

=
θ(ε)

2
.

Alors, d’après le théorème d’interpolation de Stein (voir [12]), il existe une con-
stante C(p(ε)) > 0 telle que∥∥∥∥ sin t

√
−∆

t
√
−∆

∥∥∥∥
Lp(ε)(C(N))−→Lp(ε)(C(N))

= ‖fn−1
2 , t(−∆)‖Lp(ε)(C(N))−→Lp(ε)(C(N))

≤ C(p(ε)).

Quand ε parcourt tout l’intervalle (3
2 , 2), on sait que θ(ε) parcourt tout l’inter-

valle (n−3
n−1 ,

n−2
n ). Donc, on en déduit que∥∥∥∥ sin t

√
−∆

t
√
−∆

∥∥∥∥
Lp(C(N))−→Lp(C(N))

≤ C(p),

∀ 1
p
∈ (

1
2
n− 3
n− 1

,
1
2
n− 2
n

) ∪ (
1
2

+
1
n
,

1
2

+
1

n− 1
).

En utilisant encore une fois le théorème de convexité de Riesz, on obtient le
théorème 1.1. �
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