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ESTIMATIONS L? DES SOLUTIONS DE L’EQUATION DES
ONDES SUR CERTAINES VARIETES CONIQUES

HONG-QUAN LI AND NOEL LOHOUE

ABSTRACT. We prove R. Strichartz’s LP estimates for solutions of the wave
equation on some conical manifolds.

RESUME. On prouve des estimations LP pour les solutions de 1’équation des on-
des, analogues aux estimations de R. Strichartz, sur certaines variétés coniques.

1. INTRODUCTION ET ENONCE DE RESULTAT

Dans [7], I'un des auteurs a obtenu des estimations LP pour I’équation des on-
des sur les variétés riemanniennes completes, simplement connexes. Cependant le
résultat obtenu dans [7] étant tres général n’est pas optimal; I'intervalle parcouru
par 'exposant p est plus petit que d’habitude (voir [9], [10] et [I]).

Dans ce travail, on montre que méme sans ’hypothése que la variété est complete,
on peut obtenir de meilleurs résultats. Pour énoncer le résultat que ’on se propose
de prouver, on aura besoin des notations et définitions suivantes:

En général, si N est une variété riemannienne compacte de dimension n — 1, le
cone sur N, C(N), est I'espace RT x N muni de la métrique riemannienne

(1.1) dr? +rgn,

ou gy est la métrique riemannienne sur N.

Dans cet article, nous supposons toujours que N est une variété riemannienne
compacte sans bord, connexe de dimension n — 1 > 2; nous supposons de plus que
son rayon d’injectivité p > 7.

On note d (resp. dy) la distance riemannienne induite sur C'(N) (resp. N), A
(resp. Ap) opérateur de Laplace-Beltrami sur C'(N) (resp. N); et on note de
plus, du(r,z) (resp. dun(x)) la mesure riemannienne induite sur C(N) (resp. N).
Nous avons évidemment:

(1.2) du(r,z) = r" drduy (x).
Si1<p< +00,on note LP(C(N)) le complété de C5°(C(N)) pour la norme

lallz = [ latrorautro) = [ [ lgtrapent drdun(a)
C(N) RxN
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690 HONG-QUAN LI AND NOEL LOHOUE
et

glloc = ess  sup |g(r,z)|.
(r,2)EC(N)

Le résultat que ’on veut prouver est le suivant:

Théoréme 1.1. Soit |1_1> — % < ﬁ avec 1 < p < +oo et n > 3. Alors, sur la
variété conique, C(N) = RT x N ou N est une variété riemannienne compacte, sans
bord, connexe de dimension n — 1 et de rayon d’injectivité p > w, pour l'opérateur

d’onde S8Y=2 il existe une constante C(p) > 0 telle que

eI
sinty/—A
tv—A
La stratégie de la démonstration est comme suit:

1. Comme dans [7], pour ¢ > 0 fixé, nous définissons une famille analytique
d’opérateurs sur C(N) comme suit:

(1.3) I 9llp < C@) - lgllp: Vg € LP(C(N)).

(1.4) Fol=8) = (3) V=R)*"3 Ty, (tV=D),

pour tout w € C avec ® w < 2L ot Jy(2) est la fonction de Bessel. Nous nous
intéressons au cas otw = —1+e+ [l —e+ (ZH)]zavec 0 < Rz < let 2 <e< 2.

Nous pouvons montrer le théoreéme suivant:

Théoréme 1.2. Soient t > 0 et % < € < 2 fixés. Alors, il existe une constante
C(e) > 0 telle que pour tout 1 < p < 400 fixé, on a

(1.5) [fot(=B)glly < C(lgllp, Vg € LP(C(N)),
ot w=(—14¢€) +s[l —e+ 2] avec s € R.

2. En remarquant que f, +(—A) est borné dans L*(C(N)) quand Rw = "TH,
d’apres le Théoréme [[.2] le théoreme d’interpolation de Stein (voir [12]) ainsi que
le théoréme de convexité de Riesz, on déduit le Théoreme[I1]

Cet article est organisée de la fagon suivante. A la section 2l on donne le noyau
de Popérateur f, +(—A) en utilisant les formules pour calculer le noyau de ¢(—A)
sur les variétés coniques dans [14] (p. 173) ou [4] (p. 276). A la section[3], on donne

la preuve du Théoreme[[L2. A la section d on montre le Théoreme [LT]

2. LE NOYAU DE L’OPERATEUR f, ((—A)

Le but de cette section est de donner le noyau de 'opérateur f,, ;(—A) défini par
ive}

Dans toute la suite, C, C,, C*, etc. désignerons des constantes universelles.
Celles-ci pourront changer d’une ligne a une autre. On utilisera certaines notations
de [I5] pour les fonctions spéciales; par exemple, on note : I'(z) la fonction Gamma,
Pl (z) avec |z] <1 et QY(2) avec |z| > 1 les fonctions de Legendre. Tout d’abord,
on rappelle les faits suivants:
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ESTIMATIONS LP DES SOLUTIONS DE L’EQUATION DES ONDES 691

1. Soient Ry # —%, RN #£ —% et a, b, ¢ >0. Alors, on a

+o0
/ F1 T (at) T (bE) T (et
0

0 si a<|b—c|;
1
(be)~tsin#"2 A 1, ) .
21) = (@)t By 1 (cosA) si [b—cl<a<b+te
be)t—1 ginh#~ 2 L
(be) -Slrll A cosTA Q; “(cosh A) si a>b+c;
()t 4
ou
b?+c?—a? LAl b —
(2.2) arccos T e A = cos -

Voir [15] (p. 412).
2. Soient 0 < O < 7w et Rpu, < % Alors,

P(3 — 1) P (cos )

(23) T _1,. Lhs o —H*—l 1
= (5) 2 (sin 0) /0 (cost. — cosf) 2 cos [(A + 3)t]dt..

Voir [8] (p. 188).
3. Soient R (A + 1 + 1) > 0 et Ry, < 3; alors, on a

[(5 — 11+)Q4" (cosh 8)
(2.4) -

. +oo
= (5)%emu* (sinh @)~ / (cosht, — coshg)*ur%e—(pr%)t*dt*.
0

Voir [8] (p. 186).

On pose a = ”T_Q et sur N, on définit un opérateur v comme v = (—Ay + 042)%.

Nous notons K, ¢((r, ), (7+, z«)) le noyau de 'opérateur f,, ;(—A). Alors, d’aprés
les formules (Z10), (23), (Z4) et les formules pour calculer le noyau de f(—A) sur
les variétés coniques dans [I4] (p. 173) ou [4] (p. 276), on en déduit que, quand
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692 HONG-QUAN LI AND NOEL LOHOUE

R (5 —w) >0, nous avons

(2.5)
Kw,t((rv 13), (7“*, 13*))
= fw,t(_A)(T; 7’*, V)

“+o00
= (rr)” /0 Fuot (V)T (W) T, (Ar) AdA

1 +Oo n
— )it‘”_f(rm)_o‘/ NG9 Ty ()T, (W) Ty () AdA
0
0sit<|r—r;

e -1
= th(“_%)(rr*)_“ « J sin 7 w4 P::l 2 (cosA) si|r—r <t<r+rg
2
2 e _n-—1
2 sinh ™™ ¥ Acos v Qf 12 (cosh A) sit>r+r,;
T -3
= ;t%‘”_%)(rr*)_w

Verl (5 —w)
0 sit<|r—r;
A
% / (cosh —cos A)*™%cos vhdh si|r—r. <t<r+rg
0

n—1

+oo
P G / (coshh — cosh A)* “e " cosmvdh  sit>r+7y;
A

oll
2 4 2 42 2,2 .2
re+r;—t gttt =r" =]
(2.6) A = arccos ——— et A=cosh ! —r—=
217, 217,

3. PREUVE DU THEOREME [[.2]

Le but de cette section est de montrer le Théoreme [[.2] On remarque que pour
prouver le Théoréme[1.2] il suffit de démontrer les deux propositions suivantes:

Proposition 3.1. Soientt > 0 et % < €< 2 fizés et
Tw,t((ra J)), (r* ) J)*))
—+oo

(3.1) Lt t2@=3) (pp, )7 / (cosh h — cosh A)*~“[e " cos mv](z, x,) dh
A

X Li((r0),(re ) EC () C(NY; 5041,

ot A est défini par (Z8), et w = (—1+€)+s[1—e+ 2] i avec s € R . Définissons
(3.2)

Tpig(r,x) = . Tt ((ry ), (re, 24)) g (s, o )dp(rs, x4),  V(r,x) € C(N),

pour toute g € C§°(C(N)).
Alors, il existe une constante C(€) > 0 telle que pour tout 1 < p < +o0 fizé, on
a

(3-3) ITo19llp < C(Olgllp, Vg € LP(C(N)).
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Proposition 3.2. Soientt > 0 et % < €< 2 fixés et

. A
Swt((ryz), (re, xs)) déf paw-p) (rre)™¢ / (cosh — cos A)*™ cos hv (z, x.) dh
0

(3.4) X Li((r,2),(re,2.)EC(NYXC(NY; [r—rs|<t<rtr.}>

ot A est défini par [28), w = (—14¢€) + s[1 — e+ 2] i avec s € R. Définissons
(3.5)

Sug(r.z) = / o Sl Gl 22, ¥(,2) € COV),
C(N
pour toute g € C§°(C(N)).

Alors, il existe une constante C(€) > 0 telle que pour tout 1 < p < +o0 fizé, on
a

(3.6) 1Sw,t9lly < Cllgllp, Vg € LP(C(N)).

Cette section est organisée de la facon suivante. A la section B.1] on prouve la
Proposition[3.1l A la section[3.2], on prouve la Proposition [3.2]

3.1. Preuve de la Proposition[3.1l Dans cette section, on montre la Proposition
B.1. Nous donnons les 2 lemmes suivants avant de commencer la preuve de la

Proposition
Lemme 3.1. Soit H(x, x.) le noyau de l'opérateur e~ cosmv. On note
(3.7) e~ cosmol. = sup [ [H(@, 2.))|dun(.)
zeN JN
et
(3.8) le™" cosmv|* = sup / |H((z, x.))| dun ().
z+ €N JN

Alors, il existe deux constante C, C, > 0 telle que
(3.9) [le™™ cos v« + |le”™ cosmv||* < 2Ce 1 + h%] <2C,e M1+ n7m),
pour tout h > 0.

Démonstration. D’apres le développement des spectres, on a

+oo
H(z, 2.) = Y cos (my/A; +a2) e "VAT6,(2)¢; (),

=0

ou 0 =X <A <Ay <--- est la suite des valeurs propres de —Apy rangées dans
I'ordre croissant chacune étant comptée un nombre de fois égal & la multiplicité, et
¢; est une fonction propre normalisé correspondante & A; (c’est-a-dire, —A ¢; =
Aj @5, ¢j € C(N) et [ 3 = 1) de telle sorte que les fonctions ¢; constituent une
base hilbertienne de L?(V).

En remarque que H(z, x.) = H(x,, z) et que N est compacte, pour montrer ce
lemme, il nous reste a prouver la formule suivante:

1-n,)2
sup/ |H (2, 2.)|* dun (z.) < {C-e‘h“[l—l—h 2 ]} :
zeN JN
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694 HONG-QUAN LI AND NOEL LOHOUE
Or, on sait que

+oo

/N|H(m’ )P duy(z.) = ZCOSQ(TF\/)\]'—FO&Q) e_QhV’\jJraQ(b?(ﬂC)

=0

+oo
oo S /A g2 )
=0
—ah 'efhx/TJwaﬂ(x7 (E)

IN

= e
< C- 672ha[1 + hf(nfl)]’

d’ott le Lemme [3.1] O

Lemme 3.2. Soient 3 < € <2 firé et w = (—1+¢€) +s[l — e+ 2] i avec s € R.
Alors, il existe une constante C' > 0 telle que
+o0
/ [le=" cosmv||, + |le™" cosmv||*] - |(cosh h — cosh A)*~*|dh
A

(3.10) < C-(coshA—1)"%

pour tout A >0, ot ||e™" cosv||. et || cosv||* sont respectivement données

par (B7) et BF).

Démonstration. 1) Nous supposons d’abord que A > 1; alors, d’apres le Lemme
B, nous avons

+o00
[l cosmul -+ e cos ) - [fcosh  — cosh A)*ld
A

+oo
< C’/ e " (cosh h — cosh A)*~R«dh
A
+o0 "
= C/ e " (cosh h — cosh A) 2 ~“dh
A
) n 2 n e_ntl
= C(g)_%e_”(e_ ;I)F(n—i— — €)(sinh A) gl_eQQ_fﬂ (cosh A) par (2.4)
2
2 n 1 1
< c,fr(”‘QF — O(sinh A) " b2 @D o e "; 4 1)
1
X (coshA)f(O‘*%)*li voir [8] (p. 197)
fGraD
< : (sinhA)%*(coshA)fngl

ntl_

)z (cosh.A)JVT_1 Car;<e<2etn23

IA

Q Q Q
o
%
=
=

IN

4+ (cosh A — 1)1*6 car A>1
.- (cosh A —1)7 %«

|
Q
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ESTIMATIONS LP DES SOLUTIONS DE L’EQUATION DES ONDES 695

2) Maintenant, nous supposons que 0 < A < 1. Nous remarquons d’abord que

+oo
[l cosmyl -+ e cos ) - [fcosh — cosh A
A

2A
= / [[[e=" cos v + |le™™ coswv||*] - (cosh h — cosh A) 2 ~“dh

A
1+A N
+ / [[[e=" cos ||, + |le” " cos wv||*] - (cosh h — cosh .A) 2 ~“dh
2A
+oo "
+ / [le=" cosmv||. + |[e™" cos wv||*] - (cosh h — cosh A)Z ~¢dh
1+A

Mais, d’apres (89), on a

+oo
/ [[[e=" cos v + [le™™ cosmv||*] - (cosh h — cosh A) 2 ~“dh

< C, / - (cosh h — cosh A)
= C*e_(’A/ e~ (cosh(.A + s) — cosh A) E ds

par le chalngement de variable s = h — A
= C.e oA /+0<> e~ . [(coshs — 1) cosh.A 4 sinh Asinh s] 2 ~“ds

. 1

< C/ [(coshs —1) coshA] ~“ds

car sinh Asinhs < 5(coshs — 1) cosh A, Vs > 1
< C, /1+OO e . 3799 car 0 < A< 1let coshs—1~e® quand s > 1
< — car(ﬁ—e)—a:1—6<0.

e—1 2

De plus, quand 0 < A < 1, on remarque que

A% ~ 4sinh® 4 = 2(cosh A — 1),
sinh% ~ % ~ h, sinh% ~ % ~h quand 2A < h <1+ A,

sinh h+A htA o A, sinh b4 A oA quand A < h < 2A.
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696 HONG-QUAN LI AND NOEL LOHOUE

Donc, d’apres (B), on a

1+A
/ [[le~" cosmv|, + [|e™™ cosmv||*] - (cosh h — cosh . A) 2 ~<dh
2

h—A

IN

A
1+A
C/ hl_"(Z sinh h+A - sinh )%_Edh
24 2

1+A N
S C*/ hlfn . (h2)§'76 dh
2A

1

< Co——=A09 car 3 <e<?2
e—1 9
< C-(coshA—1)t°¢
= (- (coshA—1)"%«,
et
2A )
/ [le=" cosmv|« + [|e™" cosmv||*] - (cosh h — cosh.A) 2 ~“dh
A
2A
h h—A .
é C/ hlin(2 sinh j . sinh A)g*sdh
A 2
n 2A n
< C*Al_"AE—E/ (h — A)z~<dh
A

= * # . AQ(I—E)

5—€e+1
< C,-(coshA—1)"%

d’ott le Lemme [3:2] .

Maintenant, nous donnons la démonstration de la Proposition 3.1l
Pour prouver la Proposition Bl d’apres le théoréme de convexité de Riesz, il
suffit de montrer que pour 3 < e < 2 fix¢, il existe une constante C(e) > 0 telle que

sup / T4 (1, ), (res 7)) dia(ra, 32) < C(e), ¥t >0,
(r,z)eC(N)JC(N)

sup / T2 (1, @), (ras )| dis(r, ) < C(e), Vit > 0,
(re, z+)EC(N) JC(N)

otw=(—1+€)+s[(1—¢€) + 2H]iavecs€eR,et T,((r, ), (rs, z.)) donné par
B.1).

On remarque que Ty, (((r, ), (T4, z+)) = Tu((r«, z4), (r, )). Donc, il nous
reste & démontrer que

sup /|Tw7t((r,1:),(7“*,1:*))|du(r*,x*)<C(e), "
(r,z)eC(N)JN

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



ESTIMATIONS LP DES SOLUTIONS DE L’EQUATION DES ONDES 697

En effet, pour tout (r, ) € C(N), nous avons

/ (Toa(r, ), (ray 7)) dp(rs, )
C(N)

—+oo
/ { / ‘t2(“’7%)(rr*)7“’/ (e™" cosv)(x, . )(cosh h — cosh A)*~* dh
r+ | JIN

A

X 1t>r+r* dun (37*) }7”?_1 dr

n

/ 2Re—3 (rr*)*%“’[/ e cos 7|« (cosh h — cosh A)*~ R« dh]
R+ A

IA

n—1
'1{t>r+r*}r* dr

< C’/ 2= (pp, ) 7R (cosh A — 1) 7R« Lipsrgryre ™ dr,
R+

cr (6)/ t2(71+67%)[t2 - (T + r*)z]lie ’ 1{t>r+r*}rf71 dr.
R+
Or, quand % < € < 2, nous avons
/ t2(71+67%)[t2 - (T + T*)2]176 ) 1{t>7"+7"*}7{:71 dr,
R+
" t—r
e A o A ) 'S
0

t—r
< t2<*1+6*%>-t”*1-t1*/ [t — (r +7)]' € dr.
0

1

< .
2—¢

On a donc démontré la Proposition B11 O

3.2. Preuve de la Proposition Dans cette section, nous voulons montrer la
Proposition B2} pour ceci, nous estimons tout d’abord le noyau de 'opérateur S,, ;
en utilisant quelques résultats connus sur la paramétrice de 1’équation d’ondes.

Or N est une variété riemannienne compacte de dimension n — 1, sans bord,
connexe et son rayon d’injectivité p > m; alors, pour tout 0 < h < 7, nous pouvons
écrire
(3.11)

j—m

(h2 — d3(, x*)>+

hCun(h, z, 24),
TG —m+1) ‘m_(7l—21)+1+ M (hy z, )

M
cos hv(x, x.) = ZUj(m, T )h

Jj=0

(h*—d% (@, @)™

avec Uj(z, x,) € C°(N x N) et =TT a le sens de §3.4 de [0]; de

n

=3
plus, on choisit M assez grand tel que Cys(h, z, z,) € C([0, 7] x N x N). Nous
savons que

1. Cp(h, 7, z4) = 0 quand dy (z, T4) > h.
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698 HONG-QUAN LI AND NOEL LOHOUE

(h*—d (@, @)™

2. Quand t € (0, 0)7 T(G—m+1) n
m=3%

(7 € N) est une C* fonction de ¢

avec valeurs dans D'(N), et pour tout & € N* on a de plus

(3.12)
2 g2 —m 2 _ g2 j—m—1
ﬂ (h C?N(xa x*))+ _ Zh(h dN(‘x, m*))Jr Yt € (0, p);
oh  T(G-m+1) m=2 I'(j —m) m=2
2 52 j—m
(3.13) lim = AN @ @)y ‘ —0.

_n
m=3

h—s0t F(] —m + 1)
Ces résultats se trouvent dans [2] (pp. 255-258), [3] (p. 5) ou [6] (§17.4).
On injecte la formule (FII) dans la formule (34). On note
n A
Krest (1, 2), (e, xy)) = tQ(“_f)(rm)_“/ (cosh —cos A)*"“hCr(h, x, x.) dh
0

(3'14) X 1{7", 7 >0; |r—ry | <t<r4r.}
ol A défini par ([2.0).

Alors, quand n >3 et Rw=—-1+¢€€ (%, 1), nous avons

‘Krest((r, z), (T4, x*))‘

A
< C- tz(fl“fg)(rm)l*e/ (cosh — cos A)#7(71+6)hdh

dN(I,I*)
X ]-{r, e >0; |[r—ri|<t<r+ri} -’ 1dN(;c,9c*)<A

(3.15) < C (6)1{7’, T, >0; \T*r*\<t<r+r*}t2(_l+e_%)(TT*)l_E ) 1dw(z,x*)<A§

parce que pour (3 > —% fixé, il existe une constante C(5) > 0 telle que

b
/ (Cosh—cosb)*ﬁhdh <C(B), V0<a<b<m.
a

11 suffit donc d’estimer le terme

Si:,t((rv .13), (T*v .13*))

. A h? — d3 D)
(316) — t2(“}*5)(,ma*)*w / (COSh _ COSA)aiwh( N(x7 z ))
0

X L{(r, 2),(re, 20)€CNY; fr—rul<t<r 7.}

ol A défini par ([2.06).
Pour démontrer la Proposition 3.2, on simplifie d’abord la formule suivante:

(h? — d} (@, 7))

-3
+

dh.
M2+ 1)

A
/ (cosh —cos A)*"“h
0
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En effet, quand Rw = —1+¢€ € (4, 1), d’aprés les formules (BI2) et (3I3), o

h? — d3 (x J:*))IE i

(=5 +1)
_ . — COS a—w (h2 d2 (.23 x*))}ij%
= /0 (cosh A) d[2 D(-2+1)(-%+1)

RORY w02 = Bl )
= ) Wegpeosh — conty e an

4 (
/ (cosh — cos A)*™“h
0

414 (h? — &3 (x, )¢ V7 E
_ = " N\g—1 _ a—w N\ x))4
/0 [( o7 dh> (cosh — cos A)*“~“]h T(—Z+q) dh
A 2 (la—Rw)-%
1 d (o oy, (B — dR (@, 2.)) ’
_ [a—Rw] _ a—w +
/0 [(—=—=-=) (cosh —cos A)*"“h F(—2 + [o— R&]+1) dh

2h dh

h —d2 . ([afﬁw]+1)7%
( N(x7 T ))+ dh

= / [(_1 d)[o‘ Rl (cos h — cos A)*“]h
0

2h dh (=5 +[a—-Rw]+2)
A 2 2 [3-Rw]-%
1 d n_ o, (B —=d5(z, )
_ i | R w] h— AR N\ + dh
/0 (gpgp) T eosh s AT S e Ry
ou [z] (avec x € R) represent la partie entiere de x.
(A) On suppose d’abord que n = 2k avec k > 2; alors, on sait bien que
n2 _ 42 . ([3—Rw)-% h2 — 2 N1
p (@ m), _p I )y Ly e ).

M=% +[5 —Rw]+1) (o) 2
On en déduit que

h2 _ d2 . 7%
( N(m’ z ))+ dh
T3+ 1)

A
/ (cosh —cos A)*™“h
0

A1, 1.d k—1 E—1—
= [=(—===)"""(cosh — cos A) “10(h —dn(x, .))dh - Lay (2 0y<a
0

2\ 2hdh
1 14 e
= aCgpan) Coshmeos T ey Tan<a

Donc, on a le résultat suivant:

Lemme 3.3. Soient S}, donné par 316) ot Rw=—-1+ee€ (3, 1); alors, quand
n = 2k avec k > 2, nous avons l’estimation suivante:
|Siz,t((rv J)), (’I“*, $*))| <t 2 1+677)(rr ) (=149 1{T,r*>0;|7’77~*|<t<r+m}

1 d
% ( )k 1

2h dh h=dn(z,zx)
C(k, €) 2 1+67£)(T7ﬂ )~ (1te). ]-{7", 7 >0; [T =1 | <t<r+r.}

(3.17) x (cosdy (x, x,) — cos A)~(71Fe). Lin(z,0.)<A-

(cosh — cos A)F=17%

IN

(B) On suppose maintenant que n = 2k + 1 avec k > 1.
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Quand Rw=—-1+¢c€ (%, 1), on a

A (h? — d2 (z x*))_%
(cosh —cos A)*™“h N t _dh
/0 (-3 +1)
A 2 _ g2 [3-Ro]-3
1 d n_ o (B = d5 (y 24)) L2 2
= —— ) E R (cos h — cos A)* R N Tt dh
/0 (=3 an (cosh — cos 4)"77] T(—2+[2—Ra]+1)
A 2_ 1 -3
1 d .y fe 1wy, (B° —dy (@, @),
= - — A2
/0 [( 2hdh) (cosh — cos A) 1h -y dh
A 1 d., o (W= A 1)t
= —— — ) Y(cosh — cos A)F~37¢]h Ny 2R E dh
G T A,
(3.18) X 1dN(z, ZL)<A-
Il nous reste donc a estimer
A 1 d (B = Bl )
(3.19) / (= k=1 (o5 h — cos A)r—3—<]n N T gy,
dn(,z.)  2hdh I'(-3)
ou 0 <dn(z, z.) < A<m.
On remarque que
A 2_ 1 -3
1 1 h* —da (z, z4)). 2
/d( )[(—ﬁ%)k_l(cosh—cosA)k_2—“]h( FJ\E(_Z)J; )+ dh
N(z, Ty 5
A+dpy(z, ) _3
-2 1 d,_ _1_ (h2—d?v(x, Ti))y’
= [(—===—)""1(cosh — cos A)*"27“]h dh
(3.20)
A 1d, (B Bl )5t
= P NE—- _ Ak—§—w N\ 2*))+ .
—l—/AMNﬁM)[( 2hdh> (cosh — cos A) 1h =y dh
Mais,
A 1 d ., (B = B, )
L a g — cos AYF—3—w N\T; L))}
’ /;4 tdp (e 5e) I 2h dh) (cosh — cos A) I P(—l) dh‘
A 1 d k—1 k—i_—w 2 2 7%
< C N [(—%%) (cosh —cos A)" "2~ “]h(h” — dy(x, ), * |dh
A ) 5
< O [ (osh—cos AR - By )
< C-(Atdy(r, 2 )(A® —dy(, 2.)) 2
A - 1
></ (QSinA h ~sinA+h)§_§R“dh
Atdy (e, ) 2 2
< Co (A+dy(z, 2,) 2 (A—dy(z, 2,))"2

A
></ ((A—h).sin#)%*%“)dh.

Atdy (@, ox)
2
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1. Soit 0 < A < 7; alors, nous avons

/A ((A_h)-sinA;h)%%wdh

A+dpy (=, zx)
2

A %—%w
< C/AMN;w,w*) ((A=n)-(a+m)" " an
1 A 1
< Gy (A+dy(z, x,))2 % [MN(LM(A—h)rmdh

< O (Atdy(a, 2.))2 (A = dy (@, 2,)) 2R

2. Soit § < A < ; alors, nous avons

/A ((A_h).sinA;h)%mwdh

Atdpn(z, %)
2

A 1
A4+ h 3 Re
< — . _
N T
A
. _ $—Rw )3 Rw

< C-(r-A) //4+dN2;m,m*>(A h)ERe
< O (m— AT RA —dy(z, x,)) R

Par conséquent, nous avons le résultat suivant:

Lemme 3.4. Quand n =2k + 1 avec k > 1, on note

(3.21)
Sui((r, ), (re, 2.))
A 2 2 -3
déf 1 d ooy, (W7 —di(x, 24)) 4
= —_—— h— A2 h dh
A+dM2(w, ) 2h dh) (COS o8 ) ] F(_%)

X tQ(w—%)(rr*)—w : 1{(r,z),(r*,z*)€C(N); [r—ri|<t<r+ry}s

avec A défini par 28) et Rw=—-1+¢€€ (3, 1).
Alors, nous avons l’estimation suivante:

1St ((r, @), (e, 2.)))]
< C-2PP D) () TR T ) €CN Y [ <<t} Ldn (e, 20y <A

(3.22)  x (A? — d (, @) 7" si 0<A<T,
: (r— A)F R4 —dy(z, z,)) R« s I<A<m

Maintenant, nous estimons 'intégrale de Riemann-Liouville suivant:
(3.23)

TELEES 1o (B2 = &, 2))7
[(—%%) (cosh —cos A)¥"27%]h

A+dn (z, zx)
2

dn(z, )

1 s 1.d )
= h(h d )2 (— k—1 h— A k—1-w
F(—%) i (2 2.) {[ (h+dn(z, z.)) " 2]( _Qh_dh) (cos cos A) }

% (h—dy(z, 2.));° dh,
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car (h%—d3% (z, x*)):r% = (h+dn(z, 2.)) 2 (h—dy(z, x*));% pour tout 0 < ¢ < p,
voir [5] (§3.2); et olt on suppose que 0 < dy(z, z,) < A <.
On note

(324) f(h) = h(h+ duv(, 2.))F (= g5 70" (cosh = cos )"~ 4.

Alors, d’apres les resultats dans [11] (p. 10), nous avons

Addy (@, ox)
2

1
F(_%) dn(z, )
A+dn(z, x:)\ A+ dy(z, zs)

- r()f( E )( 2

Addy (@, ox)
2

F(R)(h = dn(x, ©.));* dh

1
2

—dn(z, x*))

1

+ f'(h)(h = dn (2, x.))® dh.

F(%) dn(z, )

A+d . o .
Pour f (%), nous avons l'estimation suivante:

A+dy(z, Ty
f(%)‘
1 A % %7?]?44)
< C-(A+dn(x, x*))_i(cosM—cosz
! - A4 Ardv@z.) 1y,
= O [A+dn(e, 2] 2sn ATy AT
1 1—Rw
< O (At dn(z, z))7 3 [A— dy(z, x*)}
L A+ dy(e, z) si 0<A<I
(m— A)z~Re si F<A<T

Ensuite, on va estimer ’autre partie:

Atdy(z, zx)
2

1

T iy, | W=dv@z)), " dh

Pour tout 0 < dy(x, z) < h < %@’x*), on remarque que

_3
fl(h) = (h+dN(x, x*)) 2(_%%)k—1(cosh_COSA);@W,%
3 -3 1d.,_, o
2h(h+dN(fE; LE*)) ( Zhdh) (COSh COSA)
-3d 1 d )
+ h(h+dN(x’ x*)) %{(‘ﬁ%)kil(COSh—cosA)k*“’*E}.

Mais, pour tout 0 < dy(z, z,) < h < %@’x*) < A<mettout Rw € (3, 1),
on a

1 L I-Rw
‘(__i)k—l(cosh —cos A)Fvm2l <O (cosh — oS A)
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et

et
dh 1> 2hdh
C- {(cosh —cos A)"7 R gin b + (cos h — cos A)%_%‘”}

Ye=1(cos h — cos A)k_‘”_%}

IN

< C- {(COSh - CosA)*%*m“’h + (cosh — cosA)%*%“’].

Donc, pour tout 0 < dy(z, z.) < h < AerNf(m’m*) < A<met tout Rw € (3, 1),
on a

(M <C- [h%(cosh—cosA)fé’m“’ +h7%(COSh—cosA)%*%‘“],

On en déduit que pour tout 0 < dy(z, x.) < h < %@’x*) < A < 7 et tout
Rwe(,1),ona
} 1 A+d,N2(:c,:c*)
L(3) Jax (@, a)
Atdy (e, zx)
2
< C [h%(cosh—cosA)*%*m“’+h*%(cosh—cosA)%*§R“’

n dN(I,I*)

f'(h)(h —dn(x, x*)):r% dh

x (h —dy(z, )" dh.

On remarque que
A4dpn(z, )
2 1 1l R 1
hz(cosh —cos A)™ 2 (h—dn(z, z4))" 2 dh
dn(z, )
Atdyn(z, zx)
2

A-— A
L h +h

(2sin - sin ) 2R (h — dy(z, 2,)) "2 dh
dN(:C,JC*) 2 2
C-[A+dy(z, 2.)]7 - [A—dy(z, 2.)] 50

A+dpy(z, )
2 A+h

=

IN

)72 R — dy(z, 2,)] "7 dh.

X (sin
dn(z, )

(1) Quand 0 < A < %, on sait bien que

A+dN2(:c,m*)

ATy 4oy, 2.))F dh

(sin
dn(z, )
A‘Fsz(fEs'J?*)
C-[A+dy(z, z,)] 2 R [h—dy(z, 2.)] "2 dh
dn(z, )
= C.-(A+dy(z, 2,) 7 A —dy(z, 2.))2.
(2) Quand § < A <, on sait bien que

Atdy (@, @)
TR Agh

IN

(sin )72 R — dy(x, x,)) % dh
dn(z, )
A+dN2(a‘,,:c*)
C - (r— A)"3 R (h —dy(z, ©,))"% dh

AN (z,24)

= C,-(m—A) "7 A —dy(z, 1,))7.

IN
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Comme ci-dessus, on en déduit que

Atdy (e ox)
h*%(cosh — cos A)%*%“’(h —dn(z, x*))*% dh
dn(z, )

< C-(A—dn(z, z,))2 R

A+dpy (z, zx)
2 _s,. A+h
X h™2 (sin
dN(I,I*)

)2 R (h — dy(z, 2,))" 7 dh.

(i) Soit 0 < A < Z. Alors, on a

Addy (e, ox)
2

A+h

5 )2 RO — dy(z, 2,)) "2 dh

h2 (sin

dn(z, )
Atdy (@, @)
C-(A+dy(z, )7 R h3(h—dy(z, z.)) 2 dh
dn(z, )
A—dmz(x,x*)
= C-(A+dy(z, z,))> R (s +dn(z, ) 2s 2 ds
0

IN

A—dy(z, 2x)

1 2d N (z, ox) 3 1
/ ’ (h+1)"3h~%dn
0

= Gt e TR

1 1
—_ A . §—§Rw.
C i, x*)( +dn(z, xy))

IN

(ii) Soit & < A < . Alors, on a

A+dn (z, zx)
2

h*%(sin Ath

2

At+dn(z, zx)

)2 RO — dy(z, 2.)) "2 dh

dN(Iyx*)

C-(r— Az R h=3(h —dy(z, 2.))"2 dh

dN(:C, :C*)

IN

1 1
< Cpr———(m— AR,
< G

Par conséquent, on a le résultat suivant:
Lemme 3.5. Quand n =2k + 1 avec k > 1, on note

(3.25)
St ((r, @), (re, @)

déf o(pu—n —w
= 2@ (11 )7 X L ), (e 1) €C(N): [ | <t <}

Atdyle o) 1 d k-1 (h? —d¥(z, x ));%
_1lde — cos A)FEw o
8 dn(z, ) [( 2hdh> (COSh o8 ) ]h P(_%) dh’

avec A défini par (Z8) et Rw=—-1+¢€¢€ (3, 1).
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Alors, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout (r,x), (r«,z.) € C(N),
on a

1552 ((ry @), (e, 2.))]

<C- t2(§RW7%)(T7ﬂ*)7§Rw : 1{\r—r*\<t<r+r*} ’ ]‘dN(Z',Z'*)<A : (A - dN(xa x*))imw

(3.26)
wofy, (A2 — (@, @)" : x.
) (A+dn(z, z.)) [1—!— N, 20) } 510 < A<T;
_ —1-Rw (W_A)(A_dN(xa {E*))% LT
(m—A) [1 + iy (@, 72) } si g <A<
On note

déf _n _
K ((Ta (E), (T*; (E*)) = t2(§Rw 2)(TT*) R, ]-{(r,x),(r*,;c*)EC(N); [r—ry|<t<r+ry}

Rw 1 1 e
X [(A2 — d?\,(x, x*)) R + m(z‘l2 — d?\,(x, !E*))z R }
(3.27)
{eos A="H72% 50 0<a<s) Liy(a,2.)<ai
et

déf _n -
KZ((ra J)), (7'*; l‘*)) :e t2(§Rw 2)(7”7"*) e 1{(7’, ),(T5,2+)EC(N); |r—ry|<t<r+4r.}

x [(w CA)TERC(A —dy(a, z)) R

1 1
_A I Rw A—d . —7§Rw:|
(= A A = dy (o)
(3.28) x 1{cos A= 124;:;2‘:52 >0, F<A<T} ' 1dN(x’x*)<A'

On remarque que les deux inéqualités suivantes:
2 2 il
cosa—cosb~b*—a”, quand 0<a<b< 5
et

cosa —cosb>C-(b—a)-(m—b), pourtoutogagbavecg§b<7r.

Donc, d’apres les Lemmes B3, B4 B et les formules (34), (311), (315), (BI3)
et (320), on en déduit que

Proposition 3.3. Soientt > 0, w € C avec Rw = —1+¢€ ot € € (%, 2) et Syt

défini par la formule B4). Soit Ky (resp. Ks) défini par BZT) (resp. (B29)).

Alors, il existe une constante C > 0 telle que
(3:29)  Suu((r2), ey 22)) < O (Ko 4+ K (1, 2), (1, 2)),

pour tout dy(x, z,) > 0.

Par conséquent, pour démontrer la Proposition[3.2] il nous reste a démontrer les
deux lemmes suivants:
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Lemme 3.6. Soit w € C avec Rw = —1+¢€ ot € € (%, 2). Alors, il existe une
constante C(e) > 0 telle que

(3.30) /C . ‘Kl((r, 2), (e, x*))‘du(r*,x*) < Ce), Y(r,z)eC(N);

(3.31) /C(N) ‘Kl((r, 2), (s, x*))‘du(r, 2) < C(e), Y(rs, z2) € O(N).

Lemme 3.7. Soit w € C avec Rw = —1+¢€ ot € € (3,2). Alors, il existe une
constante C(e) > 0 telle que

(3.32) /C N ‘KQ((T, 2), (e, x*))‘du(r*,x*) < C(e), Y(r,z)eC(N);

(3.33) /C(N) ‘KQ((T, z), (1, x*))‘du(r, ) < Ce), V(ry, z.) € C(N).

On donne d’abord la démonstration du Lemme
En remarquant que

/CW) (K2 (r, @), (e, )| dia(r ) = /C " K2 ((r, ), (e, 2)| dptr )

donc, pour prouver le Lemme B8] il suffit de montrer (B30).
On remarque d’abord que
1

/N {[A2 — A%z, 7)) R+ e

: ]-dN(gc,x*)<A d,u'N ({E*)

A 1 .
C/ |:(A2 _ h2)7%w + —(A2 _ h2)§7%w} h"fzdh
0 h

(42 - dy(z, )R

IN

1
C.An—l—Qéﬁw/ [(1 _ 52)—§Rw5n—2 +(1- 52)%—%w5n—3} ds
0

— C(TL, 6) .An—l—QERw7
carn>3et Rwe (3, 1).
Ensuite, d’apres
r? + 7“3 — 2

A
281n2§=1—cosA:1— S

et A€ (0, g),

on en déduit que
2 —(r—ry)?

277,

A? ~

Donc, d’apres la définition de Ki((r, x), (r«, z.)) (voir (827)), pour montrer
(B30), il nous reste & démontrer qu’il existe une constante C(€) > 0 telle que pour
tout ¢t > 0 et tout (r,z) € C(N), on a

n—1

n 2 —(r—r,)? —Rw
2Re—3 / [7( ) } ’ [tz—(r—r*)z} " dr,
{r, r«>0; |r—ry|<t<r+4r.} 2rry

< CO(e).

En effet, on sait que
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(1) Soit r > t; alors, on a
2_n—1

2
tQ(%w7% / |:t - (7“—7“*) :| 2
{r,r«>0; |r—ry|<t<r4r.} 2rry

—Rw
X [tQ —(r— r*)Q} L dr,

n—1
—Ro .

O 2R3 / (2~ —r.)?] ()22 g,
{r,r«>0; |r—ri|<t<r4r.} r

< O, 2Re-3), (ﬁ)”glfﬂ?wr/ eyt gl
e e I r
carn >3 et Rw € (3, 1)
" 1+t .
- C,- (_)—1/ h' T dh
T 1—t
< C.

(2) Soit r < t; alors, on remarque d’abord que de |r —r| <t <71+ r. et r <t
onary < 2t.

N r2+r2—t2
Donc, & cause de n > 3 et ——=— € (0, 1), on a

2rr,
2Rw-12) [L — ;:r_ r*)z} T [tz —(r— 7'*)2} _%erl
< e pt BT e )
< O, 2®e-3) -t("*)*l%tl*m’(t D= )R
- C, . ( )ERw 11 ( |7;_7“*|)1—§Rw
< C,- i( |7~ 7"*|)179<ew’

car§>1et8‘%w—1<0.
On en déduit que

2 92_n—1
t2(%w_%)/ |:t — (7“—7“*) i| 2
{r,r«>0; |r—ri|<t<r+r.} 217y

—Rw
X [tQ —(r— 7"*)2} r L dr,

1 t—|r—r,
C. / Ltzlr—md
{|lr—ri|<t<r+r., rro>03 T r

L
= C*/ (= —|h=1)* R dn
- T

IA

)lféRw d?“*

r
par le changement de variable h = —
r

< G

car 1 —Rw >0et L —|h—1] <2pourtout he[t—-1,L+1]
Ceci démontre la formule (830).
Maintenant, on donne la démonstration du Lemme [3.1 :
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En remarquant que

(1. ), (e, 2.)| dpr )
C(N)

donc, pour prouver le Lemme 7] il suffit de montrer (B:32).
On remarque d’abord que quand n > 3 et Rw € (%, 1), pour tout A € [, 7),
on a

/N {[A —dy (@, )] + m[fl —dn(x, x*)]%—%w}

) ]-dN(gc,x*)<A d,u'N ({E*)

IN

A

c/ [(A—h)—%W+1(A—h)%—%w R dh
0 h

C(e, n)

IN

Donc, d’apres la définition de Ks((r, ), (r«, z.)) (voir (B2])), pour montrer
(B32), il nous reste & démontrer qu’il existe une constante C(e) > 0 telle que pour
tout ¢ > 0 et tout (r,z) € C(N), ona

/}R+ 2RO () RO (e - A)TERO L

-1 242 g2 Tfil dr,. < C(E)

5 <A=arccos

Trre

7"2+7"f —2

5,-—, on sait bien que
.

Mais, quand § < A = arccos

_ _ _ _ 24201
Ao T Awsinﬂ A:2 1 —cos(m A):z((r—i—r*) t)z.
2 2 2 4rr,
Pour simplifier la notation, on note
(3.34) Sip={re>0; [r—ri| <t<r4r.etr®+r2 <t}
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Alors, on en déduit que
/ PR=3) (=R g)=h-Re
R+

r24r2 12 7’1171 dr,

Trre

Ay -1
{|r—rs|<t<r+r.} I <A=arccos

2 2\ -3(3+Rw
o Ay (LA
Zer T
—Rw
il 2RO=8) () 7R (r+r)? -t
St " 4rr,
l(*l+§Rw)
y {M] T
drr,
—Rw
S e [(r+r*)2 —tQ} =1 gy,
Ser
)2 =1 1
car%e(o, 1), %w>§et(|3:31l)
< C (f)m—l(w)—md(ﬁ)
S, r r r
rhr—t “Rw g =
= =7 ()" d(=7) par @39) et Rw <1
Te—1|<t<r+r,
2
* t
= C/ LR qn par le changement de variable h = T _ (= —1)
0 . -
1
< C,- 7
B 1—Rw
car Rw < 1.
On a donc démontré la formule (3:32]). -

D’apres les Lemme [3.6] Lemme [3.7] et le théoréme de convexité de Riesz, on a
donc démontré la Proposition

4. PREUVE DU THEOREME [[.1]

Le but de cette section est de montrer le Théoréme [11.
En effet, quand

w = (—1+€)+[(1—e)+nT+1](1+si)
_ 71—2|—14_[(1_6)4_714—1]“,7

ous€Ret 3 <e<2 pour f,,(h) (voir (L)), on sait qu’il existe deux constantes
C,C, > 0 telles que
25 s

|t (R)| < CeCl1-0+23
Voir [13] (p. 463).

Donc, nous avons

Vt,h > 0.

T(1—e)qntl
| fut (=) || L2(c(nv))— L2 () < Cwe® [(A=+=57lsl]

pour tout w = (—1+€) +[(1 —¢) + 2|1 +si) ol s €Ret 3 <e<2.

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



710 HONG-QUAN LI AND NOEL LOHOUE

Soit 2 < e < 2 fixé. Soit f(e) € (0,1) qui satisfait

L (1[0 -g+

On pose
—— =(1-0(¢)) + —== — —= ou =
ol ~ 0+ 2 " 5o
Alors, d’apres le théoreme d’interpolation de Stein (voir [1
stante C( (€)) > 0 telle que

sintv/—A
/A

1 9(6) 0(e) 1 @
2

)

]), il existe une con-

= Hf"g

1,t(_A)HLP(E)(C(N))—»LP(E>(C(N))
L) (C(N))—LP() (C(N))

< C(p(e))-

Quand ¢ parcourt tout I'intervalle (%, 2), on sait que 6(e) parcourt tout I'inter-

valle (7= i’, "nQ) Donc, on en déduit que

sinty/—A
NN

< C(p),
LP(C(N))—LP(C <N>>

In—3 1In-2 1 11 1

V - € (= U(=+—, = .
(2n—1 2 n ) (2+n 2 n—l)
En utilisant encore une fois le theoreme de convexité de Riesz, on obtient le

théoréme [[.1] O
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