TRANSACTIONS OF THE

AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY
Volume 356, Number 6, Pages 2139-2147

S 0002-9947(04)03159-9

Article electronically published on February 2, 2004

SUR LES TRANSFORMEES DE RIESZ
DANS LE CAS DU LAPLACIEN AVEC DRIFT

NOEL LOHOUE AND SAMI MUSTAPHA

ABSTRACT. We prove LP estimates for Riesz transforms with drift.

I. INTRODUCTION

La bornitude des transformées de Riesz %A’l/ 21 < j < n,sur les espaces LP,
1 < p < o0, dans R™ a été étendue, grace a la théorie des intégrales singulieres dans
les espaces de type homogene (cf. [4]) & d’autres contextes ou le volume des boules
croit d’une maniére polynomiale (ex. variétés a courbure positive, groupes de Lie &
croissance polynomiale, groupes discrets nilpotents, etc.; cf. [1], [2]). Dés que 'on
se trouve en présence d’une croissance superpolynomiale du volume ’étude de la
bornitude des transformées de Riesz devient problématique. L’investigation de ce
type de situations a fait 'objet de plusieurs travaux de la part du premier auteur
(cf. par exemple [7] pour les groupes de Lie non moyennables et [8] pour les variétés
Riemanniennes & courbure minorée). D’autres résultats ont été obtenus récemment
pour les groupes de Lie moyennables non-unimodulaires et pour certains espaces
homogenes avec une croissance du volume exponentielle (cf. [9]).

Il existe néanmoins un contexte élémentaire ou le probleme de Riesz se pose d’une
maniére naturelle en présence d’un volume exponentiel. En effet, en se placant dans
I’espace euclidean R™ et en ajoutant au Laplacien standard un “Drift” on obtient un
opérateur qui est auto-adjoint pour une mesure pour laquelle la croissance du vol-
ume des boules est exponentielle. L’investigation de la bornitude des transformées
de Riesz sur les espaces LP correspondant a cette mesure ne peut plus se faire via
la théorie de Calderon-Zygmund.

Nous étudions ci-dessous ce probleme. La méthode que nous utilisons, qui est
basée sur 1'utilisation du noyau de la chaleur, se généralise tres naturellement dans
le contexte des sous-Laplaciens sur les groupes de Lie moyennables. Elle permet
d’obtenir dans ce contexte un certain nombre de résultats concernant la bornitude
des transformées de Riesz pour des sous-Laplaciens avec Drift. Nous illustrons
ces résultats a travers 'exemple du groupe de Heisenberg et de certains groupes
résolubles de rang 1.
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2140 NOEL LOHOUE AND SAMI MUSTAPHA

II. ENONCE DE RESULTATS

Considérons dans R™ lopérateur L = A + X ou A est le Laplacien sandard et
ot X est un “Drift” donné par X = Y7, cjOr,;, ¢; € R, 1 < j < n. Notons
o(z) = exp|3 Do cias] et A = izyzl c3. Nous supposerons dans toute la suite
que A # 0 (i.e. qu'il existe réellement un Drift dans 'opérateur L). On vérifie
(cf. 8III, ci-dessous) que l'opérateur L est auto-adjoint sur l’espace de Hilbert
L?(R", ¢=2dx), ott do désigne la mesure de Lebesgue sur R™ et que

1nf{<Lfv f>a ||f||L2(<p—2d9c) = 1} =\

ot (-,-) désigne le produit scalaire dans L?(p~2dz). Soit 0 < § < 1, posons
Lo =L — 60X Soit Ly = f(oloia))\udEH la décomposition spectrale de Ly (cf. [13]).
Notons ﬁ‘g_k/Q = f(io—ex) pF2dE,, k=1,2,.... Alors:

Théoreme 1. Les notations étant comme ci-dessus, on a:
(i) Soit 0 < @ < 1. Alors pour tout p vérifiant

2 2
1+vio 'S1-vi-e
pour toutk =1,2,... et pour tout 1 < iq,1s,...,5x < n la transformée de Riesz mul-

tiple Oz, +++ Ou,, O, ﬁ‘g_k/Q est bornée de LP(p~2dx) dans LP(¢~2dz). De plus si

les coefficients c;,, sont tous non nuls et sip < 2/(1++v1—0) oup >2/(1—+1—10)

alors Oy, +++ Oy, O, ﬁ‘g_k/Q est non bornée de LP(¢~2dx) dans LP(p~2dx).
(il) Si 0 = 0 alors pour tout k = 1,2,... et pour tout 1 < iy,i9,...,0 < n
Vopérateur Oy, - Og,, 0n,, ﬁ‘g_k/Q est borné sur LP(¢~2 dx) pour tout 1 < p < 0o.
(iii) Si @ =1 et si les coefficients c;, sont tous non nuls Oy, -+ 0x,,0s,, Ee_k/Q

est non borné sur LP(¢=2dx), V1 < p < co.

Le théoreme ci-dessus se généralise tres naturellement dans le contexte des
groupes de Lie. Soit G un groupe de Lie connexe moyennable et soient X1,..., X,
des champs de vecteurs invariants a gauche sur G vérifiant la condition de Hor-
mander (cf. [12]). Soit A = — 7 X7 le sous-Laplacien qui leur correspond. Soit, L
l'opérateur défini par:

n n n
L=A+) "X ==Y X2+ ¢X;
Jj=1 j=1 j=1

ou les cofficients ¢; € R ne sont pas tous nuls. On fait ’hypothese suivante:

(H) {Il existe un caractere y sur G et il existe A > 0 telle que

L=x(A+Nx 1t

11 est facile de voir que si un tel caractere existe, alors nécessairement
XJ(X):_Xa ]-é]énv

et
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On vérifie alors que l'opérateur L est auto-adjoint sur L?(x~2d"g) ou d"g est la
mesure de Haar invariante a droite sur G et que

inf{ / L fx 2@, |l seomarg) = 1} Y

On note, comme ci-dessus, pour 0 < § < 1, Ly = L — 6\ et on considere lle_k/Q =
f(io—w\) pF2dE,, k=1,2,..., 00 Ly = f(jo—a)x pdE,, est la décomposition spec-
trale de Ly.

Théoréme 2. Soit G un groupe de Lie connexe moyennable et soit L = A + X

comme ci-dessus. Supposons Uhypothése (H) vérifiée. Alors
(i) Soit 0 < @ < 1. Alors pour tout p vérifiant

2 2
—  <p< —
1+vi0 'S 1-Vig
pour tout k = 1,2,... et pour tout 1 < iy,i9,...,1x < n la transformée de Riesz

multiple X, ...Xikﬁe_k/Q est bornée de LP(G,x 2d"g) dans LP(G,x 2d"g). De
plus si les coefficients c;, sont tous non nuls et si p < 2/(1++1—60) oup >
2/(1-vV1-0)X;, ... X, ﬁ‘g_k/Q est non bornée de LP(G,x~2d"g) dans LP(x~2d"g).
(ii) Si 6 = 0 alors pour tout k = 1,2,... et pour tout 1 < iq1,ia,...,0 < n
Vopérateur X;, .. .Xikﬁ(;k/z est borné sur LP(G,x~2d"g) pour tout 1 < p < 0.
(iii) Si 0 =1 et si les coefficients c¢;, sont tous non nuls X;, ... X, E;k/Q est non
borné sur LP(G,x " 2d"g), V1 < p < <.

I1I. PREUVE DES THEOREMES
ITI. 1. Dans R” 'opérateur L = — Z;L=1 %2; + 018%1 +- 4+ cn% définit bien un
2 ,

opérateur auto-adjoint sur L2(R"™, ¢~ 2 dx). En effet, les notations étant les mémes
que dans §II, on a:

PA(p™ f) = —

I

S S f+Xf+Af
j=1

D’ou 'on déduit la relation de conjugaison

(1) Lf=o(A+Xp ' f

Ce qui montre que I'opérateur L est auto-adjoint sur L?(R", o~2dx). On déduit
aussi de () que

(Lf, f)rzmn o2 dz) = M fllL2me o2 da)-
On a aussi
Lof =p(A+ (10N f
et par conséquent 'opérateur Ly vérifie

(‘CGfa f)Lz(]R",gp*z dx) > (1 - 6)/\”.](‘”[/2(]1%”,@*2 dx)-

Dans le cas général d’'un groupe de Lie muni d’un sous-Laplacien avec “Drift”
vérifiant 'hypothese (H) on a la relation de conjugaison

(2) Lof =x(A+(1—-0)Nx'f.

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see http://www.ams.org/journal-terms-of-use



2142 NOEL LOHOUE AND SAMI MUSTAPHA

ITI. 2. Nous aurons besoin des deux ingrédients suivants:

Lemme 1. Soit G un groupe de Lie connexe. Soit x un caractére sur G et X un
champ de vecteurs invariant o gauche tel que X(x) Z 0. Soit 1 < p < co. Alors, il
existe C' > 0

/ F@)Px(@)dz < C / Xf@Px@)dz,  feCE(0),

ou d"x est la mesure de Haar invariante a droite sur G.

Lemme 2. Soit G un groupe de Lie connexe moyennable et A = — ZXJ2 un Sous-
Laplacien invariant & gauche sur G et soit x un caractére sur G tel que A(x) = Ay.
Alors

|| exp(—tx(L + (1 - O)A)Xil)”LT’(G,X*Qd"'z)—»LP(G,szd"'z)

([ -] ).

La preuve du Lemme [ est une adaptation facile de la proposition IX.2.1 de [12].
Pour la preuve du Lemme B] notons T} le semi-groupe engendré par A et ¢, son
noyau, i.e. le noyau donné par (cf. [12])

T,f(z) = / ol ) f)dy, | e CR(G).
Alors

exp(—tx (L + (1 = O)Nx 1) f(x) = exp(=(1 = O)A)XTox ' f ()
= exp(~(1 = )X0) [ (xé0) (")) dy
= exp(—(1 = O)A) f * (xbe(9)d"g).

D’ou

| exp(—tx (L + (1 = O)N)X Dl Lo (x-2dr2) — L2 (x—2d7a)
IX"2P[f * x¢ed" )| Lo(,arg)

=exp(—(1 — 8)\t) sup

f#0 I fllzr(c.arg)
=2/pP £ % —2/p+1 dr ) i
= exp(_(l — G)At) Sup ||(X f) (X (bt g)HL (G,d g)
F#0 I fllze(c.arg)

— exp(—(1 - O)A) / X2 (g) i) g,
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du fait de la moyennabilité de G (cf. [10]). D’ou en effectuant le changement de

variable g «— ¢!

H exp(—tx(L + (1 - Q)A)Xil)HLT’(X_Qde)—»LP(X_2de)
— exp(—(1 - O)A) / P (@) bu(gY) dg

= exp(—(1 = AT (x*/* ") (e)

— exp(—(1 — 0)\t) exp <t (% - 1)2 A)
— exp (K% - 1)2 _a —9)] At) .

Ce qui acheve la preuve du Lemme 2

III. 3. Maintenant notons 7Y = exp(—tLyg), t > 0, le semi-groupe engendré par
Lg. On alors (cf. [6])

o0
Lt = c/ phr2go &

L k=12,
0 bt

ot ¢ = I'(k/2)~!. La transformée de Riesz multiple R! = X, . ..Xikﬁ(;k/Q, 1<
i1,...,4x < m, que nous noterons RY = X; - - -Xkﬁ(;k/z afin d’alléger les notations,
peut étre décomposée de la maniere suivante:

1 o]
dt dt
RZ:c/ tk/QXl...Xth9?+c/ tk/QXl...Xka?
0 1
= RZ,O + Rz,oo’

et si on note gf)f(') le noyau associé a Tte, on a, par le principe de Harnack local
parabolique (cf. [12])

X1 X (9) < Cotpalg),  t2>1, g€G.
D’ou
(o]
IRE ool Lo (x-2dr0)— Lo(x-2dra) < C/ 2N T | o =20y — Lo (-2are) -
1
En utilisant la relation de conjugaison (@) et le lemme [2] déduit alors que

”Rz,oo”LP(X*2d7'x)*>LP(X*2d7'x) < o0
des que (1 —2/p)? — (1 —-6) <0, i.e., des que

2 2
1++v1-6 P 1—v146

dans le cas ou 0 < 8 < 1, et dés que p > 1 dans le cas ou 8 = 0.
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2144 NOEL LOHOUE AND SAMI MUSTAPHA

III. 4. La partie locale R%O est bornée sur LP(x~2d"x) pour tout 1 < p < oo. En
effet, soit A > 0, écrivons

Ry = c/o1 th271 X0 X exp(—t(Ly + AI)) dt
+c /0 1 tR271 X Xy (exp(—tLg) — exp(—t(Ly + AI)))dt
= c/ooo tR271 X Xy exp(—t(Lo + AI) dt
- c/loo t*/271X L Xy exp(—t(Lo + AT)) dt
+ 0/01 tR271 X0 X ((exp(—tLy) — exp(—t(Ly + AI))) dt

= —c/ tR271X0 L Xy exp(—t(Ly + AI)) dt
1
+ X1... Xp(Lo+ AI)TF/?

1
+ c/ tR21 X Xy (exp(—tLg) exp(—t(Ly + AI))) dt
0
=IT+1II+II1I.

La bornitude de l'opérateur I résulte du principe de Harnack parabolique (qui per-
met d’estimer le noyau |Xi ... X! (-)| par ¢¢,,(-), t > 1) et de la présence du
facteur exp(—At) qui permet pour un A assez grand d’absorber la croissance expo-
nentielle de la norme ||Tt‘9||Lp(xfzdrx)_,Lp(szdrx) et de faire converger I'intégrale.
La bornitude de la transformée de Riesz IT = X ... Xgx(AI + A)~*/2 pour A
est assez grand, découle de faits bien connus (cf. [7], [11]). Enfin le noyau de
X1... Xi((exp —t(Ly) — exp(—t(Ly + AI)) est donné par

(3) (1—e ™)Xy ... Xpd! ~tXy ... Xpo?

et par le Théoreme V.4.2 de [12], il existe C > 0 et ¢ > 0 telles que
(4) IX1... Xkt (g)] < Ct7F2¢8 (9), Vge@, YO<t<1.
En utilisant (@] et @) on déduit facilement la bornitude de I71.

III. 5. Supposons maintenant que les champs X; sont tels que X,;(x) # 0 (i.e.
¢; # 0 avec les notations du §II). Alors, si § #Oetsip>2/(1—+v1—-6)oup <
2/(1++/1 — 6) la bornitude de la transformée de Riesz RY entrainerait I'existence
d’une constante C' > 0 telle que

—k/2
(5) IR Nirx—2ara) = 1K1+ XiLy * 2 Flloix—2ara) < ClF | Lo (x—2dra)-

Mais, par le lemme [, ’estimation (B)) implique que

k/2
X1+ X f o (-2arey < I flioix-2are) < L5 Fllo(x-2ara)

et donc que

ﬁ;k/Q = c/o k28 ar - LP(G, x 2 d ) — LP(G, x " 2d"x),
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ce qui est incompatible avec le fait que

2
2
1o =on (| (5 1)~ -0 ) 21,

pour tout t >0 dés que p >2/(1 —+v1—0)oup <2/(1++1-9).

III. 6. La premiere partie de assertion (i) du théorémeRlet I’assertion (ii) résultent
immédiatement de (IT1.3) et (IT1.4). La deuxiéme partie de lassertion (i) et 1’asser-
tion (iii) résultent de (IIL.5).

IV. EXEMPLES

Le cas du groupe de Heisenberg H,,. Considérons dans H,—le groupe de
Heisenberg de dimension 2n+ 1—les champs de vecteurs invariants a gauche définis

par
0 1 0

x. -2 -, <

7 On; 29w

0 1 0

yvi—=2 2.9

’ 8yj+2xj8u’

1 < j < n, les coordonnées sur H,, étant données par (z,y,u) € R” x R" x R. Soit
L le sous-Laplacien avec Drift défini par

L=— Y X;+Y7 |+ a;X; +b;Y;

J=1 J=1

ol aj, b; € R. Il est facile de voir que l'opérateur L vérifie I'hypotheése (H) sur H,
pour le caractere x définit par

1 n
X(g) = X(m,y,u) = exp 5 Z(ajl‘j +b]y]) ) g= (m,y,u) € Hn;
j=1

et

n

1
j=1

Le cas des groupes NA. Il s’agit d’une classe de groupes résolubles non-unimod-
ulaires généralisant les groupes N A associés aux espaces symétriques de rang 1 (cf.
[5]). Rappelons que si A est une algebre de Lie réele nilpotente de rang 2 munie
d'un produit scalaire (-|-) et si Z est son centre et B = Z alors A est dite de
type (H) si pour tout X € B tel que | X| =1, ad(X) est une isométrie surjective de
Ker(ad(X))* — Z. Notons N le groupe de Lie simplement connexe correspondant
a N. L’application exponentielle permet de paramétrer les éléments de N = exp(N)
par (X,Z) € B® Z de sorte que

(X.2)(X',2') = (X + X', Z + Z' +1/2[X, X").

On note m = dim(B), k = dim(Z2) et Q@ = m/2 + k la dimension homogene de
N. Posons A = RT et considérons 'action de A sur N définie par: (X,Z) —
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2146 NOEL LOHOUE AND SAMI MUSTAPHA

(a'/?X, aZ),a € A. On note S le produit semi-direct N A associé & cette action. S
est une extension résoluble de N. Le produit de deux éléments de S est donné par

(X,Z,a) (X", Z",d) = (X +a'?X", Z + aZ' +1/2a?[X, X"], ad’),

pour tout (X, Z,a), (X', Z',a’) € S. Sur § = B® Z ® R (algebre de Lie de S) on
considere le produit scalaire

(X, Z, (X", 2" ) = (X|X")+ (Z|Z") + tt'.

La mesure de Haar invariante & gauche (resp.: & droite) sur S est donnée par
dz = dvr = a9 'dX dZ da (vesp.: d"z = a~'dX dZda). Le groupe S est non
unimodulaire et la fonction module § est donnée par §(X, Z,a) = d'z/d"x = a= 9.

Soient e1,...,€m € B, €émi1y---semik € Z, g € R formant une base or-
thonormée de $ = B@® Z @ R. On note X;, j = 0,...,m + k, les champs de
vecteurs invariants a gauche définis par les vecteurs e; et L 'opérateur défini par

(6) L=A+aXo=—(X§+ X7+ - +X2 ) +aXo

oul0#ack.

En utilisant le fait que les champs X1, ..., X,,+ ne contiennent pas de dérivation
en a et que Xg = ad, (cf. [5]) on voit facilement que Popérateur L défini par (@)
vérifie I'hypothese (H) sur le groupe S avec y = a®/? et A\ = o?/4.

Remarquons que si @ = @, alors L coincide, au signe pres, avec I'opérateur de
Laplace-Beltrami associé a la métrique riemannienne invariante a gauche induite par
le produit scalaire sur S et I'espace LP(S,a~*d"g) = LP(S,a"®d"g) = LP(S,d'g)
est espace de Lebesgue associé a la mesure de Haar invariante a gauche sur S. Let
résultat (i) du théoreme[2lest dans ce cas contenu dans [3].
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