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Figure 1. A sector illustrating the rainbow
configuration, including both a primary bow (on
the bottom) and a secondary bow (at the top).
The bright region is not shown to scale.
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Figure 2. A typical path through
a raindrop for a ray of light
contributing to the primary
rainbow, according to
geometrical optics.
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Figure 3. The paths of
several rays of light

impinging upon a
raindrop with different

angles of incidence.
Such rays contribute to

the primary rainbow.
The ray of minimum

deviation (the rainbow
ray) is the darkest line.

Figure 4. The ray paths
for the secondary

rainbow, similar to
Figure 3 above. Again,

the ray of minimum
deviation is the darkest

line. 

Graph of the Airy function Ai.x/ , which is a solution of the differential equation y′′ J xy K : .  Below, according to
Airy's theory, illumination is proportional to Ai.x/F, simulating a monochromatic bow along with several

supernumerary bows.

y = Ai(x)
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∫∞

:
���. tG+G8/GCt/ dt.

������������
"������������������"������������#
����������������$������ C ����������������������������
�$����$�����������������	���"���������������	��#
��������� ��������$���%� &�� ����� ����� ��� ��$��������
����	���������������������
���
�������	�����%�D��
����������������������������������������������$�����
�������� ��� ����� ���� ��$���"	�� 	������"����� ����
�
�������������������������"������������	�����������
���"�$�������������������
"����	%���������������#
"���� ��	� �"�	�������� $���������� ���� size para-
meter��β �����������"���"�����	���������
�����	�����
�������	�����������������$$�� �������-�������	�����	
��� ���� ������ ��� ���� 	��$���� ����"��������� ��� ���
�������
��� η �����
��%�&��������������������"�#
���� k �������

Figure 5. A wavefront version of Figure 3
illustrating the constructive and destructive
interference patterns of the light as it interacts
with a raindrop. The width of each band of color is
relatively narrow, resulting in fairly pure rainbow
colors. The primary rainbow and the first two
supernumerary bows are identified here. 
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Figure 6. Similar to Figure 5, but for a much smaller
cloud droplet. The resulting bands of color are so broad
that additive color mixing produces a whitish
“cloudbow”.
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β = Fπa
η

≡ ka,

a ����
� ���� 	��$���� ��	�"�%� ��$�������� ���� ��,��
���
��
� ����� ��
� 	��$����� ��� ���
�� ����	��$��� β
���
��� ����� ���"�� ���� �"�	��	� ��� �������� ���"#
���	%�����2���$$�� �������������
��	�������������
β 	 H::: ��	�������
�����"������������������������
������������������%�&����
�������������������������
$����$�� �"�$�����
� ����� ��� � ���� ���"����� 	���
� ��������������������$�������������	�����	������%

&�������$���
"������������������$��������������������
�"�������������������	�)����2���������������������
&����$�����L
��$����2�������*%�������������	�	�
�
�����	�������	�����������	��������������!"�������	����
	�$��	�����"$�����������	��$���,�����.�/���������#
���2����
"������	����.��/�������
"������	�"�����	�
.���/������$����
���������"$���"��������%�������"�#
�����������	�������0�����������	�1�����������2��
$��	����	������,����	������"����������
�������������
������ ��	��2��	�������	���	��������������������������
��
�����������"��	���������.�������	�����������
�����������������$��	����	����������������������������/%
(���������$"���	��������� ����2������
�����������
��
������$��������������������
�������$����"����	
�����"���!"����$"������������������������������
���������������������
��������������������������#
��������$������������"
�������������$�����������
������������
������"��������	������	����������	���
�������������������������������	����$��	����$��������
������
"����$��������������������������#
�������	
��������%�����
���������������M������$��������
M"��������� 8 ����$"������	���$�$������8I:=�������
���������
������
����������
����"���$�����������
����
����"����	�"�����	�7�����0����������
��	�$��	������	�����$�	�������������������������
���������
�������������
����������������$�����%����2�
����������������	�	����� $����������������� ������	
���������	�����	��$����	�������$������������������
0����2������������	��������8I:=���������	���������
����$������������
���$����"���������$��������$�������%
�������"����
���	�����������	
�����"�"������������	
��������������������	���$��������$"������������	���
������������	��������$���	����������������	��������
��������"����������	��$���,������"����������������%��
��������.�"��������������
�����/�����"�������������

����������������
������"�	���������������$���������
�$��������"	��	�������	�������
����	��������������
���������������"���596%

������������������	�����������"���������� ����2�
�!"�������������������
�����������������������#
����������$����������������������������	����"$����
����
����"��������$����$����������	�"�� a%������"�#
��"�	��
���	�"����������$������.��������$��������
��/������
����"�����	�������$��%���������	��������
��	"���������	�����������������������������	���"�	
����
��������������������������$$���	�����	����	�����
��	"�����������	���������������	���
����������	��
���������������������$�����������	����	��"���	��
�����$����%�D����"�������$�������������������������
�������������
���$���"	���. Sj .k,θ/ ��j = 8,F/��������
������	�$��	����$�����,�������� θ ����
�������
"���
��������-���������$���"	����������� $�����	������
����������"�������	���$������#������ $������%�;���
�����.���$�����������/��������� $����������	�����	���
���������������������������
��	����"��������
����������������	���������#��������"�����������	�
�������#(�������"��������.�������������������
��������
���$���������	�����$�����������������	�(������
�"�����������$��������/%

&����������"�������������������	���������"�	�������
���	������� �"��� ��� ��������� ���� ��� ������ ���� ��
��"�����	���	�������������"����
����������������
���	���
%�(������������"�����"������������"�������
������������"�������������	������������������	��
�����
���"	�����������,��$��������� β ���%�%��"$�������#
����� ���"���	� ���� ���� �������� $������%�D�� ���
���������	������)�����������������"�3*����������

$������N Rayleigh scatteringN��!"�������������
����������"���������������������������"�����"��
����������������������
��������
��������������$����
��"�������N��������
��������������������N���$��#
��������	�!"���%������"
�����$�����$��������������
$������� ���� ��� )�����	*� ����� ���"
�� ���$"���
�������	�����"�������"�����������"�������������#
�������.���1"����,���
�$�������"��5I6/����������������
�������
������������$��������������$���������%

���� Watson transform�����
������������	"��	���
������������������������������	����������������	��
���������"�	�����;�����.��	��"���!"��������	�#
���	����1"����,���
����������"	������������������
$������/������������	����������������
�����������
������
��
�$������#���������������������$�	������#
���
���� � $�������� ��������
� ��� ����
���� ��� ���
���$�� � ��
"���#������"�� $����%� ���� ������
������������������������������	�������� Poisson sum-
mation formula

.F/
∞∑
l=:

g.l + 8
F
, x/ =

∞∑
m=−∞

e−imπ
∫∞

:
g.λ, x/eFπimλ dλ

���� ��� )�����$������
� �"������*� g.λ, x/ �� ������ x
	����������������$������������	� λ = l + 8

F ������
�����	���	��������������$�� ���
"����������"�
��������%

8I am grateful to J. D. Jackson, who informed me that “Lud-
vig Lorenz, a Danish theorist, preceded Mie by about fif-
teen years in the treatment of the scattering of electro-
magnetic waves by spheres.” His contributions to
electromagnetic scattering theory and optics are rather
overlooked, probably because his work was published in
Danish (in 1890). Further details of his research, includ-
ing his contributions to applied mathematics, may be
found in reference [5] (the article immediately following
that one on p. 4696 is about Gustav Mie). There is also a
valuable historical account by Logan [6] of other contri-
butions to this branch of (classical) mathematical physics.
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�"�� ���� angular momentum3� �����"
�� ����
$������� ,���� ����� ������ $������� ����� ����
�
E = hc/η ��	� ������"�� E/c = h/η�� ������ h ��
7�����2�� ��������� ��	� c ��� ���� �$��	� ��� ��
��� ��
���"�%���"�����������,������$����$��������� bi���
$����������������������
"����������"�� bih/η .bi
����
�����$��$��	��"����	�������������������	�������
����� ���� � ��� ��� ��������� ��� ���� �"�#����	��$
������/%�;�������������	�����������"�����������	��#
�����	� ����� �� ����� ��� ���� $������#����� ������� � #
$������%� +"����������� ��� ���� $������ "�	��
���
��$����	������������������������������������"
�����
����������
�����������������������	��$%����� com-
plex ��
"���� ������"�3� ����� ������� ���� �����
��������������� ��� ������������ )��	������"��*� ���
�������"�������������$�����������������������������
$������ ��� ���� ���$�� � $����N�$����������� $����
.�����	� Regge $�������������������$��������$������/
��	� ��		���$�����%�E"��� �� 	����$�������� �����
�������
"����������"���������	��������
��	����#
���	� ����� �������� 	�������� ����� �"������� ��� ����
$�������	���������������"�"��������"
�����$�� 
���"��%� (�������� 	��$���� ����� ��	����������� ���
$����� ��	� ��		���$������ �����$����"�	�$��������
�����$�������������������������$������%

&���������$�����
��������������������������"��#
����	���	�����������������.������������
������/������
������������������
�������
��
����$��������	����������
�����������������
��������������������������������
�����"��	�������������	�����������	�����	�����#
���	��
����
������������$������������������.�������
���"�������
��	�	�����������������"������"��������"�#
����/%�+��������"	������������	����$�� ������������$#
$���� ������ ���������������� ��� ���� ����� �� ��� ���
���$�� ���
"����������"��$����������������������
collision of two real saddle points%��"������������������
���������������	�����������"�����������"�"�������#
��������������������		���$�����-�������	���������#
$�� ���		���$��������������������������$��	��
���
�����$�� ���������������	�����	�����������"����
�"���%���������	�����������������	����������	��������	
��
��������� ��	��2��	�������	%

������	�+������$������"������������������������$����
��������$��������������������������	���������������
�����������������-����������������!"�����"�������������	�#
�������
������"�	�����������%�&���"�	�$�����"�����
���"�����������������
�����������������"�����-���
������$�����������������������������	����
����

������������4"������������$�������������������%�&�
���������$����������������������"�������������������
��������������������������
���������	�$�����"��
������������������������)D"��$���������������������
����� ���������������	����������������"�����������
���	�!"��������"�������������������$$�� ����������
�����������	�����������!"��������%���"�������"$$��#
�	����"���	�	�������������
�������������������#
"���#������
���$��������������������������������
�������	�������������"
���������������������"�#
�������������������	��������
��������������
��������#

������������
�������������	�������	��$�%� As in many
hierarchies of scientific models, the virtues of a 
simpler theory can, under the right circumstances,
outweigh its vices*�5��$�������		�	6%

;������� ��� ����� ������� ���� !"�������� ����� ��� �
�������3� ���� �������	� ��� �� ������ 	�����$�����
�����%� �"�� ��� ��� explanatory ������ �� �������� ���
�"���� �"��� ����� ����� �"��� ��� ������� ��
��
��$��%� ����
��� ������ ����
�� �� �������� ���� .8/� ��
�������������� ��� ��
��� ����� ������$��	��
� ��� ��
�����"�� .���� ����$������� ���/� ��� ���� 	���������
��� ���������
� ��
��� ��� �� �"������� ��� ���� ��
���
��� ����	����-� ����� �����"�� ��� �	�������	� ��� ���
0�����������������������-�.F/�����"��������$������

�� F#���� ��
���� ����� �� :#���� .��� ���	��/� ��
���-�
.G/��������
�����"$��$������������������������.��#
�����/� �"���� ���������� .���� ����� �$$�� �������/-
.B/� ��� ������������� $������� .���� ���
��� ��� ����
�"$���"������� ����/-� .H/� �� ������������ ��� ����
�������		���$�����-�.9/������"���������������
������
����������$������������������
�������!"�����������	
�� �������"
��� �������� .�� �"�$�����
� ��������$��
!"���"������������/-�.?/����������	�������"����#
��
����������#�����	� edge domain 5B6-�.=/������
��#
���� � � � $���� �, � 	 � � � � �"�� � � � � �-� � � 	 � .I/� � � fold 
diffraction catastrophe%� ������ ����� ��$���� ����
������"��������������	����	��������������	����	��
����� ���	� ����� ����������� ��� ����� ���586��5B6��5I6��
��	�58:6%����� ������ ���M���	�� ��	�1"����,���
�
���� � ��������� ����� ����$��������� �������� ��� ����#
�������� $���������� ���� ������������ $���������� ��	�
��� 	�� ���� $������� ���� ���	� ��� ��
��� ���������
�����.�"���������������������7�������5886/-�$����$�
�"��������������������������	����������"�"��%��"�����
�������	� The Rainbow Bridge �����3

A Mathematical Appendix
E����	�����$�����������������������$�������	������
���������
� ���$���������� � $���������� ��� ���
�������%�&��������������������$"����������������#
���������������������������������������	����������"�#
��������$����	�	������������$�������������������
$������� ��� ���� ������ ��� 
����������� �$������ ��� �
������� ���������
� $�������� ��	� ��� �� 	�����������
��������$��%�����������"������"������������.8/>.G/�
.H/��.9/���	�.I/����$�����"������"���������	���������
���	�����"��������$����������������$����������%

�������������"�������������������������
���
��
D��������"����������������
����������	����� i��$�����
����"
������ ����"��.�������"����������$������
���-�����+�
"���G/%�����)���	��
�����*�����������#
���$��	��
���������	����	������	�����������$����
��������� ����������������
���
���.��������������
��
D��� ≡ θR-�����������������������������������"������
����������
������	�����	�����������$�������������
	���������� π −D��� / %� ���� ����� ��������	� ��� ���
�����	��������������	�����������
�����������	����
��� ���� ���"������	� ��	�� ��� ���� �������� . θ > θR/
�"�����
�����������������������
�����	�	���$$���
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�������	������	��. θ < θR/�����$$������	%������������
����������$�����$��������� ��$��������� fold cata-
strophe ��������������������%�����������	�������
������������	�����������	�����������������	��������#
�����	� Debye terms ���	�����������	���-�����$������
��	������	���������������$��	���� p = F ��	� p = G
���$��������%�+��� p − 8 ���������������������� p ����

�������
���
������������ 8������������	�����������������
�����������
��������

Dp−8.i/ = F.i − pr / + .p − 8/π,

���������E����2������������
����������������� r = r .i/
�����������"����������������
����������	����%���"�
��������$���������������. p = F/�

D8.i/ = π − Br + Fi,

��	��������������	������������. p = G/�

DF.i/ = Fi − 9r

.��	"��� Fπ/%��������
�����	�$��	�������� r �����
��
�������"
�����������������	������	����� p = F ��

D8.i/ = π + Fi − B ������
(

��� i
n

)
,

������ n > 8 ��������������������	� ������������	��$%
&��
������

Dp−8.i/ = .p − 8/π + Fi − Fp ������
(

��� i
n

)
.

���������"��	������������"������� p = F ����

i = ic = ������

√
nF − 8

G

��	����
�����������

i = ic = ������

√
nF − 8
pF − 8

.

+�������$��������������� p = F����� ic ≈ HI ◦ ��"���

����$$�� ���������"��������������� n = B/G-�����
����� ��� �������� ����� D.ic / = D��� = θR ≈ 8G=◦%�+��
� � � � � � � � � 	 � � � � � � � � p = G ��	 � ic ≈ ?F◦ - � � � �
D.ic / = θR ≈ FG8◦ = −8FI ◦%����������������������
��������"������������������������	����������������2�
����������� ����������������������$����������������#
������$����� .	��������	� ��� ���� ���	��� ��� ���� ��#
������2�����	/%����������������
�����������"�� BF◦

��	� H8◦ ���$�����������������$���������	������	���
����%�+��� p = F�������������� n ������� D.ic / = θR .���
����������
��/����	�����	���

D.ic / = θR = F ������


 8
nF

(
B− nF

G

)G/F

 .

������$$����������������"
�������������������#
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������������$��������������$����%������#
�"�������������������
�.�������	��$��������/��������#
�"��� ��� ���� 	������������ ���������
� �����#�������
dσ/dΩ = |f .k,θ/|F .�������������������������$�������
��������)	������*���������	�$���"��������	���
�����
��
�������
��� θ ��������	������������������
����#
���/�������� f .k,θ/ ������� scattering amplitude 	�����	
�����-����������"������� $��������������$������#����
� $������%� ���� ������� �����������$� �������� ���
���������	���������������	�����������������#����������
����������	�"���
������@���$$�� �����������	����
$�����$��� ������������� $����� ��� "��	� ��� ����"���
����$��������������������$���������
���%���$�������
�����������$�������������	�������	�����������������
���4���������"��������������������"���$��������$��#
�����.$����	�	�����������������$�����	���	�������
������ ��	��/�� ���� ������$��	��
� � $�������� ���
|f .k,θ/|F �������������������������������%����������
	�����
"�����
�����"����������)$��������*���������#
������ ����"������%�&�	��	�� ���� ��������� �����������
$��	����	� ��� 
����������� �$����� ��� ������ $������
���������	���"���������
���������������	��
�
��"�	�
����	�����������������������������
��A���	�����"�	#
����������������
������������$�����$��	�����������
	��������"������������������%�E"�������������������
��
��������� ����� ���� �������
��� ��� ���$������
�����.������
�������/�������$��������
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������������ diffractive scattering $��#
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�������
���������
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tional asymptotic approximations ����������������
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$���������������� uniform asymptotic approximations
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������������������!"���"������������.������!"���
����������������$������/���	��$�����.�������������
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��	��	������������������������	��������������������

������"�������	�����������������	���������	���������
���� ��"	��	� ��� ���� ������ ���������� ����"��� ��� �
��	�����������	����������������	������������"�	����
�"������ ��� ���� �����%� ��
��� ������ �����"���� ���
���������
����������������������	���������"������
��
�������������������������������� $���������"�����"��
�������$�����,�����������������������"�������������
��������$$����������������$�"��	������������������#
���%

���������������������������$�����������������
����������������"
�������������������������������#
���� ������������� $�������� �%
%�� ���� ���������
� ��
��"�	������������������#�������������������%
%�����
�������������������������
����$���������������!"���
$��������������.����������/������	�"�� a ��	�	�$���.��
���
��/� V: %�&��������������������������	�����������
$������������$��
��
��������	��������� θ = : ����
$����������.)�����$�����*/��$����������	�"�� a%����
������"������� ψ.r , θ/ ���������������������(�������,
�!"�����

.G/
∇Fψ+ nFkFψ = : r ≤ a
∇Fψ+ kFψ = : r ≥ a,

�������
���� k ������������"�������	� n > 8 ������
�������������	� ���������$�����.����������$������
�������$���	�����
����"�������������!"�	�����������
n < 8/%����� ��"�	���� ���	������� ���� ����� ψ.r , θ/
��	� ψ′.r , θ/ ���� ������"�"�� ��� ���� �"�����%� +"�#
���������� ��� ���
�� 	��������� ����� ���� �$����
.r � a/��������������	��������	����$���	��������
����	���������J���������	�����	���%�%�

ψ ∼ eikr ��� θ + af .k,θ/eikr

r
,

����	����������������������
���$���"	������
�	�#
����	���

.B/ f .k,θ/ = 8
Fika

∞∑
l=:

.Fl + 8/.Sl .k/ − 8/Pl .��� θ/,

������ Sl ����������������
��"�������������
����� l ��	
Pl �������
��	���$�������������	�
���� l%�+������$���#
������!"��������������������

Sl = −
h.F/
l .β/

h.8/
l .β/

{
�� ′ h.F/

l .β/ − n �� ′ jl .α/

�� ′ h.8/
l .β/ − n �� ′ jl .α/

}
,

������ �� ′ ��$��������������
���������	�����������$#
�������� jl ��	� hl ���� �$�������� ������� ��	� (�����
�"�����������$����������������,��$��������� β = ka
$�������������������	�������������� ������������"�#
����� ��	� α = nβ ��� ���� ������$��	��
� internal
�����"����%� Sl ��������!"����������� $�����	���
��������������	���������������	�(�������"�������%
���� l���$����������������������"�����������������	

����������$����$��������� bl = .l + 8
F //k-��%�%������

����� ������
� ���� �$����� . bl � a/ ���� ��
����������
��������	����	������"��������������������"�����
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���������"��������"�����
�����	��� β%������$���	������������������������
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����	� ��� ������ 	��$����� ��� ���� �����$������ β ∼
�������� ���"���	%� ����� ��� ����� ��� !"���� �����	
E��������	��)�����������������
����������������
������������$�����������"������%*������$����������
�������	��	����"���
�����7��������"�����������#
�"���.F/������������������ f .k,θ/ ��

.H/
f .β,θ/ = i

β

∞∑
m=−∞

.−8/m

×
∫∞

:
58− S.λ,β/6Pλ− 8

F
.��� θ/eFimπλλdλ.

+����� �	� β ��S.λ,β/ ������������$�����"���������
�������$�� ���������� λ = l + 8/F����	����$�����"���
�������������������������� poles ���������"�����������
���������������%�&����������������	���������������	
(�������"�������������$���������	�����	�����������#
	�����

�� ′H .8/
λ .β/ = n �� ′ Jλ.α/

��	����������	� Regge poles ����������������
�������
�������"���5?6��5=6%���$��������������������������	�����
�"�������������������� impenetrable �$�����$�������
�"���������� transparent �$����� two ��$��������

�
$����������N������$��. Regge-Debye poles/����	��

�����$�	���������
��������	"������������$��������

�����"�����������.���	��������	��������$��
����/����#
����"����������������������
���$���"	�-���	����������

virtual front

true front

vir
tu

al 
ca

usti
c

ra
inbow ra

y

Figure 7. Wavefronts in a raindrop. The caustic is
best seen in the virtual rays (projected back from the
final exterior rays), as is the basis of Airy’s analysis.
After the virtual (or Airy) wavefront emerges, the
part which is convex forward continues to expand,
while the concave forward part collapses to a focus
and then expands. This is the reason for the cusped
wavefront at the bottom left of the figure.
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��$�� ���������	� ����� ����������� ���� ���� ��������
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���������	����.��	��������������������/%���� β ��#
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���� ���
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���� $����� ���� 	�#
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������$����������+�����2��$�����$��������������	%�E����
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&��5=6�����������������
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S.λ,β/ = H .F/
λ .β/

H .8/
λ .β/

RFF.λ,β/

+TF8.λ,β/T8F.λ,β/
H .8/
λ .α/

H .F/
λ .α/

∞∑
p=8

5ρ.λ,β/6p−8 ,

�����

ρ.λ,β/ = R88 .λ,β/
H .8/
λ .α/

H .F/
λ .α/

.

������������ Debye expansion��������	�������� $��	#
��
������ $�������� 58− ρ.λ,β/6−8 ���������������
��#
�������������%� RFF��R88 ��TF8����	� T8F �������$��������
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fp.β,θ/,
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β

∞∑
m=−∞
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8 − H
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RFF
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��

�#0����� $����%� ����� 
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������������	���������������
���	���	�%���� θ → θ+R
���� ���� ��		��� $������ ����� �����	� ����� �����
����
����������� �������
��
���
��������� θ = θR%���
θ ���������������	������	�������������		���$�����
����������$�� �������
��������������������� ��
������$�� ����4"
����	���������%����������������
���������������$�������������� a rainbow can be de-
fined as a coalescence of two saddle points in the
complex angular momentum plane.

��������������
��A���	����������������
������
��"�����������	�$������������������������"�������
��$�������
������������������	���������������������
��������$�� �����-���������������������������$��	�
�����$��������������		���$���������
��
�����������#
$�� ���		���$����%������� ��$����������������	����
����$������� $�����������������
���������
�������	#
	���$������ ����� ����� �����	� ��� ����� ����� ����
�����%�����
�������,�����������������	��	���		��#
$����� ������!"�� ��� ����"	�� �"��� $�������� ���
��	�� ��� 
������� ��� ��%� 5G6%� C���
� ������ �����	�
1"����,���
����������������	���"�����������$�����
� $�����������������������
���$���"	�����������
����	� ����"
��"�� ���� �������� ��
���� ��	� �����
������	� ��������� ����� ���"���� ���� ���
������

��
�����58:6��5=6%�C��"�$�����
���$����$����������#
���#��	����$$�� ����������������� $��������"�����"�
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��� ��� ���� Airy approximation�� ������� ��� �����	�
����	���������������$������$$�� ���������������%
(������������2���������������������	����
������$#
$����������� ��� �� ���"��� ��� ���� "�	������
� ���"�$#
��������%
%�� β 	 H::: ��|θ − θR| � : .H◦%�������������
���� "������� � $������� .��	� ����� 
��������� ���
���$�� ���
"����������"��������/��������	�����
�"������
������
��%

+������������ �����������������������	����������
��������$��� ��������
� ���� ����"��� ��� ������ ��	
C$������5F6%�D$����� ��� ��������	� ��� �� 
����� 	�
���
����������������������������
���
���������$���-����
singularities ����"�������������������� caustics%�+��
�$������ $"�$����� ����� ������ ��� 	�����$����� ��� ��#
$���������������������
���"������"���
����������$�
��� structural stability������������������������������
��������"��������������$���
���"�������$���"���#
����%�E��"��"���������������������������������
"���#
���� S8 ��� $��	"��	� ��� �� 
��������
� �"������� φ8�
��	� φ8 ��� $���"���	� ��� φF�� ���� ������$��	��
��
����
�	� SF ���������	���� S8 ����� diffeomorphism ��
���������������� C .�������������������������������
���������������$��������������������	����������/%
&������$������������ �������������$��������������
	����������������������	��$����$������������
�����#
������������������)�	���*��$�����������$�����������
	������$�������������������������������������"
�
����������������������
��������������"���%��������
�������� $������
�����������$��������	�����������
������� ��� ����� $���	� ��� ���� ������	� ������ ����
������ ����
��� ��� ���� ��$"�� 
�������� ������$��	#
��
��� ������ ����
��� ��� ���� �"�$"�%� +��� ���� ���#
�������� ��������$����� ���"��"���� ���������� ��� �

�������$��$����������"�����%�;�������"��"���������#
������"��������������������������	�����������$�������
����������"���������������������������
������$��#
������������������������������	��	�$����������	�#
�������
� ����� ��������$��%� +���� �� ������������
$��������������������	�������������������$����������#
$������������������
������"���������������"��������
���������� ��� �"�������� 	�������� ����� ���� �$�����
�"��������������������5F6%

�������	������������������������
������������$����
�������������
�	�����������
��� D �������� ����"�
������$��	��
������������������
���.���0��������
���/�����������	���	�������"����������������
�����
����	����� i%������� ����"������������"���������
$��������������%�
�����������$����� .i,D.i// �����#
�$��	��
��������������"����������
"����$�����.�$#
$�� �������� .HI ◦,8G=◦//� �������� ��� ��� ��$������� �
���#������
����. D > D��� = θR/��������,���#������#

����. D < θR /������������������	�����$����%����������
���
"���������� caustic point. ����������������	����#
���������"�������������$����-����������� fold catastro-
phe���������$������ ��$����������������$��%�&��������
���������������
"������������ codimension ����.���
	������������������������������$����.���/����"�����
	������������������������
"��������������.,���//%�&�

$���������$����������"������"�������������$��������
������������������
��� BF◦%

0��������������	���"���	�����������������������
(�������,��!"������.G/��������$����� R �����������#
$�� �������������"������� ψ.R/%�������������������#
�����$����$�������������"	����������$�����������#
����������������	���������"������������������#����
������ k→∞ .�������������� ������/%�&�� �� ����	��	
�������� ψ.R/ ���� $�����	���

ψ.R/ = A.R/eiκχ.R/,

������������	"�"�� A ��	�����$����� κχ ��������
�����!"��������%���������
������$���������������� ψ
��

.I/
ψ.R/ = e−iNπ/B

( κ
Fπ

)N/F

×
∫
· · ·

∫
b.s-R/ � $5 ikφ.s-R/6dNs,

������ N ��������"��������������.�����������/�����#
������ s ��	� b ��������
����"������%������	��
�������
$�����$�����������������$����������������������"#
�����������������������
��������
����� R ���������
���������������$��������%�%��������$������ si ���������
����
��	�������$� ∂φ/∂si ��������-���"���������� sin-
gularities ����������$���������������������������#
����$��������������%�����"��� k→∞ ����������
���	
�������$�	�������������
��"���������� s ���������������
���������$������ si ��	����"����������������������"��
��	�����������$��	��
��������"������������
��
����%
���������������$�����������������$�����	�$����	�	
R ����������������"����-��������$����������������#
��������$������������������$$���	���	�����	������#
�������������������������

ψ.R/ ≈
∑
µ
Aµ � $5 igµ.k,R/6,

������ ���� 	������� ��� ���� gµ ���	� ���� �������� "�
����%�1��������"���������������������������������
�����������$������ ���� ������ .��� ����� �$$��$�����
�����/�� ��	� ������ �������"������ ������� ��� ��$�#
����	� �����"�� �� ������"������� ��� ���� ����������
$�����$�����$�������������	���������������"���

	�������������������$���%�����$������������������
�����������"����������������
�����������	���	���$#
�������-���������������������$�������$$������������
�������	�������� O.k−8/F/ �������������"�������������
��$�����	��������
�������������	����"�����������#
�����������"��%�������"���$���������������� φ.s-R/
�������������������
�����������������	�����	�!"�	�����
��������������������������������� s − sµ ������%�����
��$���������� ��������������������	��$���������� dsi �
��������������� ������ sµ����������������
��	����
��$� ∂φ/∂si �����������������%�%�����������∑

i

∂Fφ
∂si∂sj

dsi = : .



1370 NOTICES OF THE AMS VOLUME 49, NUMBER 11

�������	�������������������
����"�������������!"�#
�������������������"�����.�%�%�������������������� ����
$���������� C ��������������"����/�������������(���#
���

H.φ/ ≡ 	��.
∂Fφ
∂si∂sj

/ = :

���$������ sµ.C/ ������ ∂φ/∂si = : %�������"�����	�#
����	���� H = : 	�����������������"���������������
������������������������������$���������������.������
$�����������"����������������4"�����������������
��/%
&���������������	���"������������������������������
��� � $������
� ������ .�/� ����� ��������� ��� ��"������
��	�.��/���"������������$��	�������
"������������
��#
	�������$�%

�������	�������$�������������"������� φ �����#
$����	���������$����)�����������*� Φ �������������
����������#$����� ���"��"���� ��	� ���� ���"����
� 	��#
�������������
�����������"���	�� �����%��������������
���� $��$����� ��� ���"��"���� ���������� ��� ��� ��$��#
����������"������������"�����������"��"����������������
�"�������!"������������������������������$����.��
����	��������$����������	�������	������/%�������#
�"��� ��� �� 
������� 	����������� ����
���� ������ ����
���"�� ��� ����� 	��������� ����� ��%� ���� ������ 	��#
�����������������$�������
�����.�����������������#
����$��/����������	"��	������������

.8:/ Ψ .C/ = 8
.Fπ /N/F

∫
· · ·

∫
� $5 iΦ.s-C/6dNs,

������ s ��$������������������������������	� C ���
�������� $���������� .���� ���� ����� ��� ���� �������

������������������������������ N = 8/%�����������
����
���������$����������������$���������������"�����%
+����������	�

.88/ Φ.s-C/ = 8
G
sG+ Cs.

����	�������������������$���� Ψ .C/ $����	��������#
��������$$�� ��������������	����������������"�������	
���� ������ ������ �"�� ���������
��� �����"����� ���
�����������"����%�����"�����"���
������"���������.88/
�������������
����.8:/�����������

.8F/ Ψ .C/ = 8√
Fπ

∫∞
−∞

� $5 i.sG/G+ Cs/6ds,

�����������������������	�����������������
���� ��. C/
.�!"������.8/������� s = G8/Gt/%

����"��������	������������
������������������
���	
����"�����������������$����	������!"�������
�����(% �%�1"����,���
�5I6��������$�����"�����,��
�"�����������"�4������������		�����	�������������#
���%

��������������������	
�������������
�"��"�����$�������	����������������������
���
�������������
�	����	����������%����
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��
��%P
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René Descartes correctly explained the reasons
for the primary and secondary rainbows within
the confines of geometrical optics. This image

is from a copy of the first edition of “Les
météores” at the Thomas Fisher Rare Book

Library of the University of Toronto.
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