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UNE REMARQUE SUR L’ORTHOGONALITE DE L’IMAGE
AU NOYAU D’UNE DERIVATION GENERALISEE
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(Communicated by Palle E. T. Jorgensen)

ABSTRACT. In this paper we introduce the notion of the pair (A, B) of oper-
ators having the Fuglede-Putnam property in a two-sided ideal of L(H). The
characterization of this class allows us to generalize the recent result of F.
Kittaneh. We also give some applications of this result.

1. INTRODUCTION

Soient H un espace de Hilbert séparable complexe et L(H) l'algebre de Ba-
nach des opérateurs linéaires continus sur H (L(H)) est muni de sa norme usuelle
d’opérateurs || - ||. Soit I un idéal bilateére propre de L(H) muni d’une norme
symétrique || - ||; [7, p. 68]. Pour A et B € L(H), nous définissons l'opérateur 64 p
sur L(H) comme suit: 64 p(X) = AX — XB pour tout X € L(H). On désigne
par R(64,5) et Ker(64,5) 'image et le noyau de 64,5. Nous désignons par C, la
classe de Von Neumann-Schatten et || - ||, sa norme. Dans [10, théoréme 2], F.
Kittaneh a montré que si A est dominant et B* est M-hyponormal, alors pour tout
T € Ker(64,5|r) et pour tout X € I,

(1) 164,8(X) +Tllr = T

Ceci signifie que R(64,5|r) est othogonal au Ker(64,5|r) au sens de la définition
1.2 [1]. Nous dirons que la paire d’opérateurs (A, B) admet la propriété (F.P)y,
si AT = TB et T € I, alors A*T = TB*. Dans ce travail nous généralisons
le résultat principal de F. Kittaneh en utilisant la norme de Ky Fan et la car-
actérisation des paires d’opérateurs (A, B) ayant la propriété de Fuglede-Putnam
dans un idéal bilatere propre de L(H). Nous donnons aussi une tres large classe
de paire d’opérateurs A, B satisfaisant I'inégalité (1). Comme conséquence nous
déduisons que la paire (A, B) admet la propriété (F.P)c, si et seulement si pour
tout T € Ker(64,5|c,) et pour tout X € L(H)

(2) 164,5(X) + T)I3 = [[64,5(X)I3 + T3

Par ailleurs nous généralisons d’autres résultats de F. Kittaneh [8], en donnant une
condition suffisante pour que la suite noyau, Ker(&&"gﬁ ), soit stationnaire.
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2. LE THEOREME DE FUGLEDE-PUTNAM
ET L'IMAGE D’'UNE DERIVATION GENERALISEE

Définition 1. Soit I un idéal bialtere propre de L(H). On appelle norme
symétrique sur I, toute norme || - ||; vérifiant les conditions suivantes:

1) [|SXK|r < IS X]7]| K| pour tous opérateurs S, K € L(H) et X € I.
(ii) || X||Ir = || X]| pour tout X de rang un.

Pour 1 < p < oo, la norme || - ||, est une norme symétrique sur C),.

Définition 2. Soient A, B € L(H) et I est un idéal bilateralde L(H). Si AT =TB
et T' € I implique A*T = T'B*, alors on dit que la paire (A, B) admet la propriété
(F'P)r.

Nous commencons par donner un lemme qui nous sera utile par la suite. Notons
que ce lemme est une simple adaptation du théoréme 1 dans [12].

Lemme 3. Si A, B € L(H) et I un idéal bilatére de L(H), alors on a l'équivalence
susvante:

(1) (A4, B) admet la propriété (FP)r;

(2) Si T € Ker(6a,5|I), alors R(T) réduit orthogonalement A, Ker(T)* réduit
orthogonalement B et les restrictions A|m et Bchr(T)J_ sont des opérateurs nor-
mauz.

Remarques et notations. (1) Dans le cas ot A = B et I = (1, on retrouve une
autre caractérisation des opérateurs P-symétriques étudiés dans [2] et [3].

(2) Si A est un opérateur compact de L(H), on désignera alors par si(A),
s2(A),...,sn(A),... les valeurs propres de |A| = (A*A)? ordonnées dans le sens
décroissant et répétées avec leurs ordres de multiplicité. Soit ||A||,, la norme de Ky
Fan définie par ||Af, = >, s;(A) pour n > 1.

Théoréme 4. Soient I un idéal bilatére propre de L(H) et A, B € L(H). Si la
paire (A, B) admet la propriété (F'P);, alors

(1) 164,8(X) + T\ > |T||1 pour tout X € I et pour T € Ker(6a,g|I).

(2) Pour tout n > 1, Ker(éz(f,g[) = Ker(6a,8|1) = N2y Ker(6a: pill).

Preuve. (1) 1ére étape: supposons que A et B sont normaux. En vertu de [7, p.
82], il suffit de montrer que pour tout n > 1

I(AX = XB)+ T|l = 3 s;(AX = XB+T) >3 5,(T) = ]|
=1

i=1

Soit T = U|T| la décomposition polaire de 'opérateur T avec U une isométrie
partielle et Ker(U) = Ker(|T|). Pour tout j > 1, on obtient d’apres [7, p. 27], que

s;{(AX — XB+T) > s;(U*[AX — XB +T)) = s;[U*(AX — XB) + |T|).
Notons que si {gn}n>1 est une base orthonormée de H, alors il s’ensuit de [7, p.

47] que pour tout n > 1,

> s [U(AX — XB) + T > Z ([U*(AX — XB) + [Tllg;, 9;)-
Jj=1 J=1
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En conséquence on obtient,

n

D osi(AX = XB+T) =) [{[UT(AX = XB) +[T1lg;, 9;)-
i=1 j=1
Puisque AT = TB et A, B sont normaux, alors BT* = T*A et par conséquent
BT*T =T*TB,ie. B|T|=|T|B. Ceci montre I'existence d’une base orthonormée
{ex}U{fm} de H telle que {f,,} est une base orthonormée de Ker(|T|) et {ex} est
formée par des vecteurs propres communs & B et |T|. Si {gn} = {ex} U {fm} et
puisque pour tout m > 1, U f,, = |T|fm = 0, alors il suit de I'inégalité précédente
que,
n inf(n,card(eg))

SUS(AX - XBAT)> S [(UF(AX ~ XB) +[T]les 5l

i=1 j=1
Un calcul simle montre que,

<U*(AX — XB)ej, |T|€J> = <T*(AX — XB)ej, 6j>
— ((BI"X) — (I*X)B)e;.e;) = 0
il en découle
<U*(AX - XB)ej,ej> =0 Vj >1
d’ou Vn > 1,
inf(n,card(eg))

Y si(AX —XB+T)> > [([Tlej.e))l

i=1 Jj=1
inf(n,card(eg)) n
= ) 5T =D s(D).
=1 i=1

2éme étape: supposons que la paire (A, B) admet la propriété (F.P);. Selon
la décomposition de H en

H =H=R{T) @RT), Hs=H=Ker(T)* & Ker(T)
et par application du lemme 3 on peut écrire A, B comme suit:
(A0 (B 0
A=(h0) @ me(® Q).
Pour chaque opérateur X, T' de Hs dans H; on obtient:
_ (X1 Xo _(Ty 0
o (BE) @ (1)
Il s’ensuit de [7] que,

164.8(X) +Tl1 = 64,8, (X1) + 11

Puisque Ay, By sont normaux et AT} = T1Bp, alors la premiere étape de la
démonstration montre que

164,8(X) +Tll1 > 16a,,8,(X1) + T1llr = [|Tallr = T2
(2) (a) Montrons tout d’abord que Ker(égfgl) = Ker(64,p|I) pour tout n > 1.

Il s’ensuit du lemme 2.3 dans [4], que pour que la suite noyau, Ker(&fﬁ}gﬁ ), soit
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stationnaire, il est nécessaire et suffisant que R(64,5|I) N Ker(64 5/I) = {0}. Ce
quie acheve la démonstration puisque R(64,5|I) est orthogonal & Ker(64 5|I).
(b) Montrons que Ker(64,5|I) = ;=5 Ker(64: pi|I). Notons que

Ker(6a,p|I) C ﬂ Ker(64i pi|I).

i=2
Si X € N2, Ker(64: pi|l), alors A2X B = X B? et AXB? = A3X; en conséquence,
805 (X) = A°X — 3A°XB + 3AXB? - XB® = 0.

En utilisant (a) on obtient que

3
04p(X) = 6a5(X) = 0.
Question. La condition suffisante de la proposition précédente est-elle nécéssaire?
Dans le cas ou I = C, le corollaire suivant (dont la démonstration est une simple
conséquence du lemme 3 et d’un résultat de Duggal dans [5]) nous donne une
réponse affirmative.

Corollaire 5. Si A, B € L(H), alors on a "équivalence suivante:
(1) (A4, B) admet la propriété (FP)ce;
(2) Pour tout X € L(H) et pour tout T € Ker(64,5|C2);

[64,8(X) + T3 =164,8X)|5+ T3

Proposition 6. Soient A, B € L(H) et I un idéal bilatére propre de L(H). Alors
la paire (A, B) admet la propriété (FP); sous l'une des conditions suivantes:
(1) ||[Az|| > ||z|| > ||Bz| pour tout x € H.
(i) A est inversible et B tel que ||[A7L|||B|| < 1.
(iii) A = B est opérateur sous-normal cyclique.
(iv) A est dominant et B* M -hyponormal [15].

Preuve. (i) 1l s’ensuit de [13, Lemme 1] que la condition ||Az| > ||z| > | Bz
pour tout = € H, implique que pour chaque T' € Ker(64 5|K(H)), R(T) réduit
A, Ker(T)* réduit B et les restrictions A|ﬁ et B|ker(ryL sont des opérateurs
unitaires, ot K(H) désigne 'idéal des opérateurs compacts. Ainsi le lemme 3
montre que ceci équivaut & dire que la paire (A, B) admet la propriété (F'P) g g
Ce qui acheve la démonstration puisque I C K(H).

(ii) Si Ay = ||B||7'A et By = ||B||7!'B, alors ||A1z|| > ||z|| > ||Biz|| pour tout
x € H. En utilisant (i) le résultat est immédiat.

(iii) Si AT = T'A et T est compact, alors un résultat de Yoshino [14] montre que
T est necéssairement sous-normal. Or tout compact sous-normal est normal. Le
théoreme de Fuglede-Putnam [6] et la condition AT = T'A impliquent AT* = T*A.

Remarque 1. Dans [10], F. Kittaneh a fait remarquer que si la paire d’opérateurs
(A, B) admet la propriété (F'P) (g, alors pour tout T' € Ker(64,g|I) et pour tout
Xel

164,8(X) +Tllr = T

Notre résultat principal montre qu’il suffit que la paire (A, B) admet la propriété
(FP); pour que R(64 p|I) soit orthogonal & Ker(é4,g|I). Notons qu’en vertu
du théoreme 4, I'inégalité (2) est satisfaite pour toute paire d’opérateurs (A, B)
vérifiant (i), (ii), (iii) ou (iv) de la proposition 6.
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Remarque 2. Le théoreme 4 généralise dans une autre direction un autre résultat

de

F. Kittaneh dans [8] selon lequel que, si A et B* sont sous normaux, alors

A2X = XB? et A3X = X B3 implique AX = XB.
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