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ABSTRACT. To get hyperinvariant subspaces, we establish a relation between
the growth of the resolvent and the geometry of the spectrum. Our approach
is based on a resolution of the generalized Dirichlet problem.

1. INTRODUCTION

Dans ce papier, E désignera un espace de Banach complexe et L(E) l'algebre
des opérateurs bornés sur E. Pour tout opérateur T' de L£(E), on notera T son
adjoint agissant sur E*, 'espace dual de E. Un sous-espace fermé non trivial M
de E est invariant pour T si Tx € M pour tout x € M. Le sous-espace M est
dit hyperinvariant (s.e.h.in.t) pour T §’il est invariant pour tout opérateur qui
commute avec T. On notera le spectre de T par o(T).

Soit ¢ une fonction de [0, 4o00[ dans [0, +oo[. On dira que @ vérifie la propriété
(R) si p est de classe C?, strictement croissante , p(0) = ¢'(0) = 0 et é est convexe.
Posons m,(y) = f; Wiﬁ , ol @ est un réel strictement positif. On notera:

D(p) ={z+iy/z eR, [yl <ep(lz])},
D*(p) = D(p) N CT,
D™ (¢) = D(p) NC™
(o Ct={2€C / Re(z) >0} et C~ ={z € C / Re(z) < 0}).

Dans ce travail nous démontrons le résultat suivant:

Théoréme. Soit T € L(E) et soit ¢ une fonction vérifiant la propriété (R). Sup-
posons que o(T)NCT #0 , o(T)NC™ #0 et o(T) C D(yp). Si
log|| (= = T)7'|| = Olexp(crmy(cadist(z,0(T)))))

(dist(z,0(T)) — 0, z € C\ D(p)) pour tout c1,c2 > 0, alors T admet des
s.e.h.in.t.

Dans le cas particulier ot ¢(x) = z9%! (¢ > 0), on retrouve un résultat di a
J.G. Stampfli [11].
Nous donnons en fait, une version locale du résultat cité (voir théoréeme 3.3).
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2. PRELIMINAIRES

Soit T € L(E) et soit u € E , on dit que A € C est dans le résolvant local de T en
u (‘on notera A € p(u,T) ) s’il existe un voisinage V' de A et une application F' de V
dans E, analytique, tels que (u—T)F(u) = u pour tout u € V. Le spectre local de T’
enu (noté o(u,T) ) est le complémentaire de p(u,T) dans C. On dit que T admet la
propriété de I'extension unique ( en abrégé S.V.E.P.) si 1 equation (u—T)F(u) =0
sur un ouvert 2 de C admet une et une seule solution analytique. Dans ce cas
I'application A — (A — T')~!u admet une extention analytique maximale unique
notée Ry (A, T) définie sur p(u,T). Pour plus de précisions voir [4].

Soit D un ouvert borné de C, la frontiere de D sera notée dD. Nous désignerons
par A(D) I'ensemble des fonctions continues sur D et holomorphes sur D. Le lemme
suivant est une version locale d’un résultat bien connu, voir par exemple [11] ou
[10].

Lemme 2.1. Soit T € L(E) vérifiant la S.V.E.P. et soit uw € E, u# 0. Sl existe
un ouvert borné D de C et une fonction f € A(D), non nulle, tels que

(1) o(u, T)N D # B,

i) [ 1R < 4o
alors il existe v € E, v # 0 tel que: o(v,T) C D.

Preuve. D’apres (i), soit Ag € o(u,T) N D. Quitte & considérer la fonction %
si f est nulle au point A\g avec l'ordre de multiplicité n, on peut supposer que

f(Xo) # 0.
Considérons v = 5= [, f(2)Ru(2,T)dz. (L’intégrale étant prise au sens de
Bochner [6].) Nous avons alors:

(>\ B T)% oD < (—Z))\
1 (2)
=5 oy /\(/\ —TYR,(z,T)dz
_ 2L f(_zi\(()\ —2) 4 (2 = T))Ru(z, T)dz
T Jap %

_ 1 (2) 1
= (% - mdz)u ~ 5 /6D F(2)Ru(z,T)dz

(1) = (% 3 (_Z))\dz)u —v pour tout A € 9D.

R, (2,T)dz

Donc si A € D alors:
(A= T)—— () B (o T)dz = F(\u — v

2t Jopz—A T B '

Donc v # 0 car sinon nous aurons: (A —T)F(\) = f(A)u ou
1 (2)
FA\)=— R, (z,T)d

9 2m/6D (= Rl Tz
qui est analytique au voisinage de Ao, ce qui est en contradiction avec le fait que
Ao € o(u,T). D'aprés (1), pour A € C\ D, nous avons: (A —T)F()\) = —v; donc
o(v,T) C D.
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Remarque 2.2. Lorsque 0D est assez réguliére, on peut remplacer dans le lemme
2.1 A(D) par H*®(D) et on peut démontrer aussi que o(v,T) C D No(u,T).

Nous aurons besoin dans la suite du résultat, bien connu, suivant:

Proposition 2.3. Soit F' : C — C une fonction entiere. Si |F(z)] < ; clzl_
Re(z) # 0, alors F' est constante.

Preuve. Soit a > 0 et soit R, = {z + iy/|z|] < a et |y| < a}. Considérons
F.(2) = (z —ia)(z + ia)F(z). Pour z € OR, , |Fu(2)] < 5v2ca®. D’apres le
principe du maximum, pour z € C et pour a assez grand, |F,(z)| < 5v/2ca? ; donc
|F(2)] < % . Quand a tend vers oo , on obtient |F(2)| < 5v/2¢; donc F
est constante.

3. EXISTENCE DE S.E.H.L.N.T.
Le lemme suivant est une variante d’un lemme di & Beurling ([3], Lemme 2).

Lemme 3.1. Soit ¢ une fonction vérifiant la propriété (R). Alors il existe une
fonction h harmonique sur Dy (p), continue sur D (o) \ {0}, strictement positive
telle que: h(x +ip(x)) = exp(1my(p(x)) , 0 < z < b ot | = Supoco<py (x) + 1
et Dif (p) = D(p)N{z +iye Ct |/ = <b}.

Preuve. 1l suffit de trouver une fonction hg surharmonique satisfaisant les conditions

du lemme. Soit f(z) = exp(7 ff %) et soit:

2 1 1—1)2
ho(z +iy) = f(x)( — q(pr—(z)) avec§(1 + ( i )

On a alors Ahg = 1f" — 2q— —qy ( )"

Comme i est convexe, il est clair que (;%)” > 0. Donc Ahg < If" — 2q—L
d’ott Ahg < f >0 — (20— 1) < f(z—1—2q+ 1), pour z €]0,b]. Donc hg est
surharmomque sur Dy ().

Or ho(z+ip(z)) = (I—q)f(x) et fb Sad(ff = my(p(x))+c, ol ¢ est une constante,
par conséquent ho(z + ip(x)) = Cexp( o(p(x))).
Théoréme 3.2. Soit T € L(E) possédant la S.V.E.P. et soit ¢ une fonction
vérifiant la propriété (R). Supposons qu’il existe u € E tel que:

o(u, T)NCt #£0,0(u, T)NCH C DT (p), et

) <q<l.

log| Ru(z, T)|| = O(exp(cimy (cadist(z,0(T)))))

(dist(z,0(u,T)) — 0, z € C\ D*(y)) pour tout ci,co > 0. Alors il existe v €
EN\ {0} tel que o(v,T) C o(u,T)NCT.

Preuve. Soit ¥(z) = 2¢(z), il est clair que v vérifie la propriété (R). Soit b > 0
tel que o(u,T) N C* C D () . D’aprés le lemme 3.1, il existe h harmonique sur
D;f () telle que:

B+ () = eap(+mp($(@)),0 < @ < b, o | = Supoccst! (@) + 1.

l
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Soit k un conjugué harmonique de h et soit f(z) = exp(—h(z) — ik(z)) pour z €
Dy (). Nous avons alors:

logl| £ (=) Ru(z, T)| < —h(z) + Ceaplermiy(cadist(z, o (T))))
< —ep(gmy((a)) + Ceaplerm,(eadist(z,o(T))),

pour z € D} (¥)\{0}. Or d’une part my (¢ (z)) = tmy,(¢(z))+c et d’autre part il
est facile de voir que dist(z,0(u,T)) > ap(x) (z =z + i (x)) ot a = Min{3, 3;}.
Donc pour ¢o = % Iinégalité précédente devient:

Log | f() Rl T < ¢ ean(agmolp(a))) + " explermy (o(a))

Pour ¢ < %, le deuxieme terme de l'inégalité tend vers —oo quand x tend vers
0. Donc ||f(2)Ru(2,T)| est bornée sur D, (¢) \ {0}. D’apres le lemme 2.1,
V=5 fap;f@p) f(2)Ry(z,T)dz vérifie o(v,T) C o(u, T)NCH.

Théoreme 3.3. Soit T € L(E) tel que T et T* ont la S.V.E.P. et soit ¢ une
fonction vérifiant la propriété (R). Supposons qu’il existe u € FE et v € E* tels
" 0#o(u, T)NCT C DT (¢), O#o@,T*)NCt C D™ ().
Si pour tout c1,co > 0:
log||Ru(z, T)|| = O(exp(cimy(cadist(z,a(T)))))
(dist(z,0(u,T)) — 0, 2 € C\ D¥(p)).
log|| R (2, T7)| = O(exp(cimy(cadist(z,a(T7)))))

(dist(z,0(w/,T*)) — 0, z € C\ D~ (¢)).
Alors T admet des s.e.h.i.n.t.

Preuve. D’apres le théoréme précédent, nous avons: o(v,T) C o(u, T)NCt+ ot v =
1 . . N / 212
5= fan*(w) f(2)Ry(z,T)dz. De maniére analogue nous associons & v’ un élément

v € E* tel que o(v/,T*) C o(uw/,T*) NC—. Soit S € L(E) tel que ST = TS.
Considérons la fonction F(\) = (A — T)~1Sv,v), pour A € C\ o(T). Comme
F(A) = (Sv,(A=T)*"1'), pour A € C\ o(T) et T, T* vérifient la S.V.E.P. alors F’
se prolonge analytiquement sur p(v, T)Up(v', T*) D C\ {0}. Posons G(z) = LF (1)
pour z # 0 et G(0) = (Sv,v’). Il est clair que G est une fonction entiere vérifiant les
conditions de la proposition 2.3 donc G = (Sv,v’) et alors F(z2) = @ pour tout
z# 0. Dol (T™Sv,v') = 0 pour tout n > 1. Par conséquent span{STv, ST =TS}

est un s.e.h.i.n.t.
Théoreme 3.4. Soit T € L(E) et soit ¢ une fonction vérifiant la propriété (R).
Supposons que o(T)NCT #0 , o(T)NC™ #0 et o(T) C D(p). Si
log|| (= = T)!|| = O(exp(crmy(cadist(z,0(T)))))
(dist(z,0(T)) — 0, z € C\ D(yv)), pour tout c1,ca > 0, alors T admet des

s.e.h.i.n.t.

Preuve. 11 est bien évident que si T ne possede pas la S.V.E.P. alors T" admet
plusieurs valeurs propres, donc 7" admet des s.e.h.i.n.t. On peut supposer alors
que T et T* ont la S.V.E.P. Comme o(T") = J,cpo(u,T) (voir par exemple [5]),
alors il existe u € F tel que o(u,T) NCT # (. De méme il existe v’ € E* tel
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que o(u/,T*) NC~ # 0. Les autres conditions du théoréme 3.3 sont trivialement
satisfaites. Donc T admet des s.e.h.i.n.t.

Remarque 3.5. 1) Si p(x) = 291, ¢ > 0; il est clair que ¢ vérifie la proprieté (R).

q

Dans ce cas my(y) = %y «+1 4 cst. On retrouve alors un résultat da a J.G.Stampfli
[11);

2) Si p(x) = e™* ", ¢ > 0, ¢ vérifie bien la proprieté (R) et dans ce cas m,(y)
est de lordre de %(log(%))_%.

3) Nous remarlquons que plus la courbe de ¢ est tangente a ’axe des abscisses
plus la croissance de la résolvante permise est large; cependant m, reste toujours
intégrable en 0 ce qui est tout a fait cohérent avec le théoreme de Ljubic-Matsaev
[9] ( voir aussi [12]).

4) En utilisant les mémes techniques, on peut donner une version locale du
théoréme de Ljubic-Matsaev ( voir [2], [1], [8] pour des versions locales du théoréme
de Wermer).

4. UN CAS PARTICULIER

Théoréme 4.1. S_oien@l et Do deux disques ouverts bornés de C tels que D1 C
C*, Dy C C~ et DN Dy C {0}. Soit T € L(E) tel que T et T* ont la S.V.E.P.
Supposons qu’il existe u € E, u' € E* tels que: o(u,T)NDy # 0, (v, T*)NDy # (.
Si

/ log || Ru(z,T)|||dz| < 400,
0D

/ log || Rur (2, T%)||d2| < +00
oD,
alors T admet des s.e.h.i.n.t.

Preuve. Nous utilisons la méme méthode que celle développée dans la preuve du
théoreme 3.3. Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que D1 est le disque
de centre 1 est de rayon 1. Soit h(e't) = m Alors fOQﬂ log h(e®)dt < +o0;
donc il existe une fonction f € H°, non nulle, telle que |f(e®)| = h(e®) p.p. [7].
En particulier (i4) du lemme 2.1 est vérifiée, donc v = 35— Jop, f(z = 1)Ru(z,T)dz
vérifie o(v,T) C D;. De méme il existe v’ € E* tel que o(v/,T*) C D2. On termine
la démonstration de la méme maniere que dans le théoreme 3.3. O

Corollaire 4.2. Soient Dy et Dy comme dans le théoréme 4.1. Soit T € L(E) tel
que: o(T)NDy £ 0, o(T*)N Dy £ (. Si

/ log[(z - T) H|dz| < +o0

Di

pour i =1,2, alors T admet des s.e.h.i.n.t.

Remarque 4.3. La technique utilisée tout au long de ce travail est basée sur une
résolution du probleme de Dirichlet généralisé. Comme ce probleme est invariant
par transformation conforme, le résultat de ce paragraphe peut étre exploité dans
le cas des domaines pour lesquels nous avons une transformation conforme (vers le
disque unité) “explicite”.
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