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ABSTRACT. Soient s, p et ¢ trois réels tels que 1 <p < oo, 1 <s<1+1/p, et
1 < g < oo et soit f une fonction appartenant a I'espace de Besov By (R")
Nous montrons que si F est une fonction, de la variable réelle, nulle a l orlglne

lipschitzienne et appartenant & ’espace Bp+ /P on a alors F(f) € By 4(R™).
La preuve est essentiellement basée sur des résultats d’approximation par des
fonctions splines de degré 1.

INTRODUCTION

On se propose de poursuivre I’ exploration du calcul fonctionnel dans I’ espace de
Besov B ,(R™). 11 s” agit de décrire la classe des fonctions I, de la variable réelle,
telle que F'(f) € B, ,(R™), pour tout f € By (R™) ot s, p et g sont trois réels tels
quel <p<oo,1<s<1l+1/p etl<qg<oo. Cetravail se situe dans une suite
logique & celui accompli par Y.Meyer et G.Bourdaud [5] et indépendemment par
P.Oswald [7] qui montrent que la fonction

F(t) =[]
opere, dans ce cas précis, sur B, q(R"). Il s’ensuit alors que deux classes U et V de
fonctions “raisonnables” operent aussi: U est I’ensemble des fonctions F' telles que

F(0)=0, F' € L™, sup | t || F"(¢) |< oo
t£0

tandis que V est I’ensemble des fonctions F' telles que F(0) = 0 et que F” est
une mesure bornée. Dans un travail en collaboration avec G.Bourdaud [4], nous
décidions d’aller chercher des fonctions F' lipschitziennes, vérifiant F'(0) = 0, dans

1+ /p.

un espace de Besov homogene tel que B ; il nous fallut cependant nous con-

tenter d’un “pseudo” espace de Besov 1nclus dans B + /»
pour contenir les espaces U et V.

Dans ce travail, on se propose d’ améliorer ce résultat pour montrer que I’espace
de Besov homogene BpJr /P

le résultat suivant

mais suffisamment grand

est un bon candidat. Plus précisément, nous montrons

Théoréme. Soient s,p et q trois réels tels que 1 < p < 00,1 < s <1+ 1/p et
1 < ¢ < oco.Toute fonction F lipschitzienne, nulle a I’ origine et appartenant a

B;fgé/” envoie par composition a gauche By (R"™) dans Bj (R™). De plus, il
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existe une constante C > 0 (dépendant de mn,s,p et de q) telle que pour toute
fonction f € By (R"), a valeurs réelles, on ait

| () g 2y < © Maz (1| F oo, | F Dl graso ) | £ sz e

1. ESPACES DE BESOV

Soient 1 < p < o00,l1 < qg<ooet0< s < 1. On définit I’ espace de Besov
By, = B;,q(R”) comme suit:

Définition 1.1. Une fonction f appartient a By  si et seulement si f € LP(R")
et si:

(1.1) w(h) =|l f(z+h) = f(z) llp
le module de continuité de f en norme LP satisfait:
wi(h) 1/q

(avec la modification classique quand p = oo et/ou g = 00). Sis > 1, et s¢ Non
éerit s =m+ravecm € Net 0 <r <1. Alors f € By, si pour tout a € N" tel
que | a |[<m on ait 0°f € By |

On note B;q I’espace homogene défini par
., WIR) Vo
fEBp’qﬁ(‘/l;nW—n"'sqdh) < 00.

2. ESPACES DE BESOV ET FONCTIONS SPLINES

Placons nous dans le cas unidimensionnel n = 1. Nous allons décrire une suite
de résultats essentiels pour la preuve de notre théoreme.

Soient s,p,q trois réels tels que 1 < p < oo,1 <g<ooetl <s<1+1/p.
Etant donnée une fonction f appartenant a By ,(R) nous notons par f; le spline de
degré 1 ayant pour noeuds les points x,(g) = 27Jk, k € Z et coincidant avec f en ces
points ( ceci a un sens car f est continue ) . On sait que sil’ on note ¢ = x * x, x
étant la fonction caractéristique de I’ intervalle (0, 1), il existe des constantes c;i
telles que

fi(@) =Y cpp(Pa — k).
k

L’ espace B; , se caractérise d'une maniere équivalente a I’aide des fonctions splines
comme le montre le résultat suivant la

Proposition 2.1 (4]). Sil<p<oo,1<s<1+1/p, on a alors
(2.1) I f ss, =l f Il + 1127 11 f = fi llp)izo v -

Nous utiliserons, par la suite, aussi un résultat fort utile d’Oswald [7] on pose
Af(k277) = f((k + 1)277) — f(k277). On considere un sous-ensemble qu’ on
note A (au lieu de A7 ) du type A = { 1,2,... ,m} C Nou A = Z et la série
D pen | Af(kp277) |P dont les termes ont la propriété

Af(kPQ_J)~Af(kp+l2_j) < 0.

Précisons que les entiers k, sont tels que k, < kp41. Oswald montre le
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Lemme 2.1 ([7]). Soientp,q,s des réelstels quel <p <oo,1 <s<1+1/petl <
q < oco. Il existe une constante C' > 0 telle que pour toute fonc_tz’on f appartenant
a B . et pour toute suite d’ entiers (kp)pea vérifiant Af(kp277).Af(kp+1277) <0

p,q
on ait
(2.2) | (27 (01 Afk2 ) )Y?) < C S Dy,
pel -

La signification du lemme d’Oswald est la suivante: (2.1) montre que l'on a
I g, 0l o+ 1 (270 A2 27 )17 s,
. >

ot A? est la différence divisée seconde. Le lemme d’Oswald est puissant dans la
mesure ou il nous autorise a remplacer la différence seconde par une différence
divisée premitre évaluée en des points dyadiques (k,277) tels que la propriété
“d’oscillations” Af(k,277) Af(kpt1277) <0 soit vérifiée.

Lemmes préparatoires. Signalons que la structure de ce travail est trés voisine
de celle présentée dans [4]. Nous présentons les deux lemmes essentiels directement
liés a notre probleme et 'amélioration —considérable— repose sur la preuve du
second lemme.

Soit F' : R — R une fonction lipschitzienne nulle en 0 appartenant a
Nous désignerons par ¢ un réel tel que 1 < s <t <14 1/p et on posera c =t — 1.
On a

S51+1/p
Byt

Lemme 2.2. On a

’ ’

i)
/|F/(fj+1(x)) |p/|fj+1(x)_fj(x)_ (fj+1(y)_fj(y))| dy do

ERrizes

(2:3) <|| F" |5, ef2ritt=)

ol (g;) est une suite appartenant a IP(N) telle que 3 ,5oe) = f 5. .
= p.p

if)
[150@ -y p [0 PG g,

ERrizes

(2.4)
< Maz (|| F [Byy 0 | B 2)e5277)
p,00

ol (g;) est une suite appartenant a IP(N) telle que 3 ,5oe) = f 5. .
2 P

Preuve. (Cf. [4].) O

L’amélioration de notre résultat par rapport & celui exposé dans [4] réside dans
le lemme suivant

Lemme 2.3. On a
J15@ PP Um@) - @) P
< OMax(| F' 2, (| F |l yyo)?)e5270

(2.5)

ol (g;) est une suite appartenant a IP(N) telle que 3 ,5oe) = f |5, .
= P
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Preuve. Considérons la partition suivante:
R= ] In
meA

o A est du type { 1,2,...,m } C Nou A = Z et ol les I, sont tels que si
f; est croissante sur I,, alors f; est strictement décroissante sur Ip,yi. Soit K,
I'ensemble des entiers k tels que I’ intervalle (k277, (k + 1)277) soit inclus dans I,,,.

On a:
/ | £ (@) [P] F' (fiz1 (@) — F'(fi(@)) [P da

=Y Y [ 5@ P Fa) - P P d

<C(L + 1)
ou on a pose
(k+1)277
L= % [ PG @ - Phe)fe ! d
meA kekK,, ” k277
“ (k+1)277
L= % / | F/(f5(@) | flyn (@) = fif) P de

meA keK,, ¥ k277

Seule la majoration de I; nous intéresse vu que celle de I, conséquence immédiate
du lemme 2.1, est donnée par

/ Pojp(l—s)
(2.6) L <C| F |2, h2iv

olt (g;) est une suite appartenant a [P(N) telle que >- .-, e% = f [, . O
- p,p

Majoration de I;. Si
9(x) = F'(fj11(x)) fi1 (@) = F'(f(2)) f; (@),
(k+1)
on a / g(x) dr = 0. Notons Qé’?h = {x € (k277 (k+1)279)/z + h €
k

o—j
(k277, (k + 1)2‘j)}, | h |< 277, on a d’apres I'inégalité de Holder

(k+1)277
/ | g(@) P dx<2]/ / 9@ +h) —g(z) | dz dh.
k2—i |h|<2-i

On a ainsi Iy < C(I3 + I4) ol on a posé

=YY sw /wem | F/(fy (e + ) fi(w + h) = F'(f (@) fi(@) [P da

meA keK,, =27
et ol
ZED D LY N I LRI ERAD
mEA KEK |h|<2-7 JaeQf,

— F'(fit1(2) fi1(2) [P da.
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On commence par majorer I3. L’ estimation de I3 est assez simple. En effet,
si on note Ji I'image de (k277,(k + 1)277) par f;, on a via un changement de
variables:

L<eS S 20U | Ap(k2d) P 1sup/ | F'x+h) - F'@) P do

mEAKEK z€Jy

(le sup étant pris pour | h |[<| f(k277) — f((k +1)279) |). Les intervalles Jj, étant
deux a deux disjoints, on a alors

(2.7) I3 < C2P > " 279 | Af(1,279) || F [ e
meA

ot Ly, est Vindice tel que | Af(1,,277) = supgeg. | Af(k277) |. Le lemme d’Oswald
nous permet alors de conclure que

(2-8) I3 <H F Hp Li1/p §2jp(l_s)v

olt (g;) est une suite appartenant a [?(N) telle que >_ .-, % =| f || "
p,p
La clé de la preuve du lemme repose essentiellement sur I’estimation assez com-
pliquée de I,. Pour | h |< 27771 on note

o) ={we (W2, (k+1/2279) [z +ne (k27 (k+1/2279) |,
o) = {x c ((k +1/2)277, (k + 1)2‘j)/w +he ((k +1/2)277, (k + 1)2’j) }
o) ={we (27, (b +1/20277) fo+he ((k+1/227,(+1)27) |,
ol = {x c ((k +1/2)277, (k + 1)2—1)/3; +he (W’, (k+ 1/2>2‘j)) }
On décompose Iy < C(ISV + 12 + 1% + 1Y) o
B=3 5 e [ U )t

meA ke, [Ms2777!

— F'(fir1(2) i1 (2) [P da,

P-Y Y [ g | U@ (o)

meA ke K, IPI<27771
— F'(fj1(@) fia () [P da,

ou

= [ [P )
n|<2-i-1 Jzea®)

meN kEK,,
= F'(fj1(2) fiq(x) [P dx dh,

et ou

W= T2 [ [ 1P ma e

meN kEK,,
= F'(fj+1(2)) fja(2) [P dz dh.
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Les majorations de [ il) et de I f) sont directes. En effet, remarquons que 'on a
1. . s
| f((k+5)277) = f(k277) |
—j i 1 s 1. . L
<Ak +1)277) = f(R277) | +5 | f(k277) = 2f((k + 5)277) + f((k + 1)277) |;
par changement de variable on obtient alors

(2:9) 1 < CMar (|| F |, | F 12 0)

(Z 2i(=1) | Af(20-)7,,) [P 42i®=D) Z | Af(2791,,) [P 5%)
meA meA
1 ; 1 . .
oll on a noté § = 3 | f((k4+1)277) —2f((k+ 5)2_1) + f(k277) | et ol 6y =
SUPjcr,, Ox- En appliquant 'inégalité de Holder et le lemme d’Oswald aidant, on
alors:

(2.10) " < OMax(| F' 5, (| F Il greass)?)27P0720er.

En ce qui concerne I f), on suit exactement la méme démarche pour avoir
(2.11) 1 < CMax(| F' |15, (|| F 1l grsaso)?)207 020D,

Reste a étudier de pres I, f’) et I, £4). Tout d’abord, on s’intéressera aux intervalles
(k279 (k+1/2)277), k € K, sur lesquels f;+1(z) a la méme monotonie que f;(x);
en effet dans le cas contraire, on a | fi.; [<| fi,; — f] |

On majore tout d’abord, quand k € K,,:

[ TP Ut h) - P ) Pl ) Pl
[n|<2-9-1 JaeQy

On peut toujours supposer, quitte a utiliser I'inégalité triangulaire, que l'on a
| fis1() I<] fipi(x +h) |, quand z € QS’L, | h |< 27971, On a alors si on
note djx = fi,,(x) quand x € (k27, (k +1/2)277)

2 [ TP U ) = P @) Pl @) P dedh
|h|<273= JzeQyy

SCde;;k_Z/ . / |F/(fj-i—l(x‘f’h))_F/(fj_,_l(x)) |p
|h|<2-i-1 JzeQf)

< | fia(@) | fiyr(z + h) da dh.
Notons JIgB) I'image par f;41 de QS’L Par un changement de variables on a alors

Lo [ 1 FUsale ) = P s @) P o) e

< CPEI | f((k+1/2)277) = f(k27) P
1
X sup —/ | F'(u+h) — F'(u) |” du.
BI<IF((e+1/2)20)— f(k2=3) b S
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En utilisant le méme argument que pour (2.9), on déduit alors gracea la lemme 2.1
et I'inégalité triangulaire que 'on a

(2.12) L7 < € Maw(|| F/ |2, (I F || greare)?)
(277 30 20D | f(lh +1/2)277) = fUin277) [P 42707908
meA
et le lemme d’Oswald permet alors de conclure que
3 i —s
(2.13) 1) < CMax(|| F' (15, (| F | graso)?)277 0 =2eh.

La majoration de I f) est identique. En rassemblant I’ensemble des inégalités
obtenues, on a alors la majoration désirée.

On déduit ainsi le résultat suivant

Corollaire 2.1. On a
(2.14)

// | F'(fi1@)[f (@) = [;@)] = F (@) () = W1 P

|z —y [p7t!

dydzx

< Maa(| F' ||, || F | )eb2ipli=s)

p
BLEL/P
ot (¢5) est une suite appartenant a IP(N) telle que 350" = f [, .

- p,P

Nous avons aussi besoin du lemme suivant

Lemme 2.4 ([4]). On a
// | H@F (Fi11(2) = F'(@)] = HOE G @) = F'(H@) |

|z —y [p7t!

dydzx

< Maz (| F HIJ)?%E:“” | ' ||go)g§2jp(t—s)
ol (g;) est une suite appartenant a IP(N) telle que 3 ,5e) =| f |5, .
- p,P

Apres cette préparation, nous sommes en mesure de prouver le théoréme princi-
pal.
3. PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL

Le fait que F soit lipschitzienne et nulle en 0 implique 'appartenance de F(f) a
LP . Plus précisément, on a

(3.1) I F(f) = F(f) lp<Il F' oo €277

Soit ¢ un réel tel que s <t <1+ 1/p. Montrons qu’il existe une constante C' > 0
(dépendant de s,t et de p ) et une suite (g;);>0 appartenant a [* telle que I’ on ait

(32) | F () g, < O Max (Il F floo, | F gz )27 5.
Soit g; = F(fj+1) — F(fj); on a
| (i) = FU) I, <O (Ar+ 4)

ou
A — // | F'(fi1 @) f i1 (@) = @) = F' (Fi2 )0 0) = £@)] |

ERrizes

P
dydx
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et

A — // | L@ (fi1 (@) = F' (@) = L@F G @) = F' w1
) =

ERrizzs

dydz.

Le corollaire 2.1 et le lemme 2.4 permettent de déduire que
(3.3)
| F(fi1) = F(f) gy < Max (| F' lloos | F [l 000 ) 277 &5,
tandis que 1’ inégalité triangulaire et (3.3) impliquent
(3.4)
j—1
| FU) gy <1 FGo) g, +C Max (I F lloos | F [l gasae ) (30 26250).
k=0

L’ injection I' * [P — [P, nous apprend que la suite (nj)j>0 définie par

j—1
ny = 27909 ZEka(t—s)
k=0

appartient a [P avec I’ estimation

(3.5) I (j)i>0 i< C || (g5)5>0 llir,

et on en déduit ainsi qu’il existe une constante positive C = C(s, p,t) telle que I’
on ait

| F () g, < € Max (I F' lloos | F llsreaso ) (1 fo llp 4274 )
Reste le terme en fy. On a

L follo<Il f = folly + 1 fllo<cll [z,

< i(t=5)9—i(t=s) | f ||B§p .

En rassemblant les inégalités, on déduit alors qu’ il existe une constante positive
C = C(s,t,p) telle que I’ on ait

| F ) g < CMax (Il F oo, | F L gpease ) (27079277070 |15, +27070n,),

grace aux estimations (3.5) et }°,5 07 <C || f |3, , on a alors
- PP

(3.6) | F() 15, < © Ma (Il F' oo, I F llgpose ) 1L £ s,

Ceci acheve la preuve du théoreme principal dans le cas n =1 et p = q.

La preuve du théoréme principal dans le cas n > 1,p # ¢ se fait en deux étapes:

1 ére étape: On étend le résultat a B, ,(R") gréace a la propriété de Fubini. Ceci
prouve alors le théoreme principal quand p = q.

2¢eme étape: on étend au cas B, (R") en suivant la démarche de Bourdaud-
Meyer ([5], p 356-357 / [4], p673-675).
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