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ABSTRACT. Esterle (1979) and Zelazko (1996 and 1990) gave an example of
an algebra which cannot be topologized as a topological algebra (with jointly
continuous multiplication), and Miiller (in 1991) showed that there exists a
topological algebra, which is indeed a locally bounded algebra, which cannot
be topologized as a locally convex algebra.

To complete this study on the separation between the classes of algebras,
we construct for every p €]0, 1] a locally bounded algebra which is g-normed for
every ¢ €]0, ﬁ[ which cannot be topologized as a locally p-convex algebra,
and we deduce an example of a locally pseudoconvex algebra which cannot
be topologized as a locally p-convex algebra for every p €]0,1]. We also show
the existence of a topological algebra which cannot be topologized as a locally
pseudoconvex algebra.

Tous les espaces vectoriels et les algebres considérés ici sont réels ou complexes.
Une algebre topologique A est un espace vectoriel topologique séparé muni d’une
multiplication associative simultanément continue. On dira que algebre A est
localement bornée, localement pseudoconvexe, ... si 'espace vectoriel topologique
sous-jacent possede la méme propriété. Un espace vectoriel topologique séparé X
est dit localement borné ou quasi-normé si la topologie de X est définie par une
quasi-norme f, c’est & dire que f est une application sur X non négative qui ne
s’annule qu’en zéro, telle que pour un certain p €]0,1], pour tout scalaire A et
tout (z,y) € X2, f(x +y) < 2%(]((3:) + f(y)) et f(Ax) = |\|f(z), dans ce cas le
sous-ensemble V' = {z € X/ f(z) < 1}, qui est un voisinage borné de zéro, vérifie
V+V < Z%HV, ainsi la topologie de X peut étre définie par une g-norme pour
tout ¢ €]0, #[ (B, Theo.1, §2, Chap.III]), rappelons qu'une g-semi-norme || || sur
I’espace vectoriel X est une application non négative, sous additive et vérifiant pour
tout x € X et tout scalaire A, |[Az| = |A|?||z||, si on a en plus z = 0 si ||z]| = 0
on dira que || || est une g-norme. De plus si (A, f) est une algebre topologique
quasi-normée alors pour tout ¢ €0, #[ la topologie de A peut étre définie par une
g-norme sous-multiplicative.

L’espace X est dit localement p-convexe, 0 < p < 1, (resp. localement pseudo-
convexe) si la topologie de X est définie par une famille de p-semi-normes (resp.
pi-semi-normes p; €]0,1], ¢ € I). Remarquons que pour toute p-semi-norme || ||,
P’ensemble absorbant V = {z € X/ ||z|| < 1} est un p-disque, c¢’est & dire, pour tout
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couple de scalaires (A, 3), AP+ |G]P <1, AV + 8V CV (il est clair que pour tout
g < p, un p-disque est un ¢-disque). Ainsi, pour qu’une algebre A soit topologisable
comme une algebre localement p-convexe (resp. localement pseudoconvexe) il faut
et il suffit qu’il existe sur A une famille de p-disques (resp. p;-disques, p; €]0,1])
absorbants (V;);es vérifiant (,.; V; = {0} et pour tout i € I, il existe j; € I tel
que V;, +V;, € Vet V3, V5, C V. Rappelons qu'un espace vectoriel topologique
séparé X est métrisable si est seulement si X est F-normé (une F-norme || || est une
application non négative, sous additive et vérifiant pour tous x et x,, — 0 dans X
et tous scalaires \ et A, = 0, || Az,|| — 0 et || Apz|| — 0 et si [\ < 1, || Az < ||z])).

Soit A un espace vectoriel ou une algebre, pour tout (p,q), 0 < g <p <1,si A
est p-normé (resp. localement p-convexe), alors A est g-normé (resp. localement g-
convexe), et dans tous ces cas A est localement pseudoconvexe. Pour les définitions
et les propriétés de ces classes d’espaces et d’algebres topologiques voir par exemple
S. Rolewicz [3], S. Simmons [], ou le travail de P. Turpin [5] qui contient plus de
détail ainsi que des exemples montrant que les inclusions entre ces classes sont
strictes.

Le probleme de la comparaison entre les classes d’algebres sous-jacentes a ces
classes d’algebres topologiques (autrement dit, étant donné deux classes d’algebres
topologiques, existe-t-il une algebre de la classe la plus large qui est non topologis-
able comme une algébre de Pautre classe), donne un cadre naturel aux trvaux, de
Zelazko [6] et [7], et Miiller [2], dont on trouve, d’une part, des exemples d’algebres
qui ne peuvent pas étre des algebres topologiques, d’autre part on trouve, dans [2],
un exemple d’algebre topologique, qui est en fait une algebre localement bornée,
qui ne peut étre munie d’aucune topologie d’algebre localement-convexe.

Ici, en donnant un lemme modifiant, pour le nécessaire, des techniques du
théoréme 2 [2], nous complétons ces travaux en montrant (corollaire 1) que pour tout
p €]0,1], il existe une algebre localement bornée (g-normée pour tout ¢ €]0, ﬁ[)
complete ne pouvant étre munie d’aucune topologie d’algebre localement p-convexe.

Ainsi, nous déduisons dans le corollaire 2, un exemple d’algebre localement pseu-
doconvexe métrisable complete qui ne peut étre munie d’aucune topologie d’algebre
localement p-convexe pour tout p €]0,1].

Finalement, nous donnons un théoréme qui montre l'existence d’une algebre
topologique métrisable compléte ne pouvant étre munie d’aucune topologie d’algebre
localement pseudoconvexe.

Lemme. Pour tout p €]0, 1], il existe une algébre commutative, localement bornée
(g-normée pour tout q €0, ﬁ[) A, et un élément non nul c, € A,, tels que:

1. ¢p. A, = {0};

2. stV et W sont deux p-disques absorbants tels que V.V.C W, ¢, € W.

Preuve. Sauf quelques modifications nécessaires la preuve est similaire a celle du
théoréme 2 [2].

Soient K un ensemble non dénombrable et D ’ensemble NN*X (N désigne
l’ensemble des nombres entiers positifs non nuls). Pour tout d € D et tout (n, k) €
N x K, dy) désignera I'image de (n, k) par d.

Pour tout d € D et n € N, il existe un sous-ensemble Ky, de K et un élément
d, de N, tels que card(Kgy,) = d, et pour tout k € Ky, dy, = dyp.

1L exemple [7] peut étre déduit du corollaire 2.2 [I] d’Esterle.
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Soit A V’espace vectoriel engendré par les symboles : ¢, x,i ((n, k) € N x K),
aq (d€D) et Yank (dGD, nEN, kGKdngK)
On munit A du produit commutatif défini par:

cA=yigrA=1{0} (deD, neN, ke Kg,),
aqaq =0 ((d, d/) S l))7
Tpp-Zoe =0 ((n,n') € N2, (k, k') € K?),

T — (dn)%ydnk si de D, neNetke Ky,
e 0 si k¢ Kan.

Le produit de trois éléments quelconques est nul, ainsi A est une algebre.

Soit L I'ensemble des fonctions scalaires A : k — A définies sur K a support fini.
D’apres le lemme 3 [2], il existe sur L une suite de fonctions réels non négatives
(M) nt1en vérifiant mgy; (A + 8) < mi(A) +m;(5), mi(A) < m;(X) pour j < i et
My, (A) =0 ot ny = card({k € K/ A\ # 0}) (on aura besoin de la définition et les
propriétés de (my)n+1en données dans le lemme 3 [2]).

Soit h Papplication définie sur L par:

U2i4+1 + U2j
Uq

/\):Zuimi()\) ot u;=(i+1)» —(i)» ona =27,

L’application h vérifie h(A + ) < 25 (h(A) + h(B)). En effet:

h(A+08) = Z U2iMigi (A + B) + Z U2i 1My (i+1) (A + )

i=0 =0

< ZUQi(mi(A) +m;(B)) + Z i1 (M (A) + mir1(6))

<3z + uzi ) (mi () + ma(B)) < 27 (h(A) + h(B)).
=0

Soit f la quasi-norme définie sur A par: pour tout u € A tel que

U= ac+ Z Z BrnkTnk + Z Ydad + Z Z Z OdnkYdnk

neEN kEK deD deDneN keKy,

= lal+ > h({Burtrer) + D vl + > Z — )7 h({dank}rex)

neN deD deDneN ”
en posant dgnk = 0, pour k € K \ Ky,
D’une maniere analogue a [2] on montre que la quasi-norme f vérifie:
o u =0 siet seulement si f(u) =0, f(Au)=|\f(u);
o flutv) <20 (f(w) + f(v));
o fluw) <27 f(u)f(v).
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Ainsi, l'algebre localement bornée (A, f) est g-normée pour tout g €]0, zﬁ['
Soit M le sous-espace vectoriel de A engendré par ’ensemble:
1.1
{c— (E)p > Yank / (d,n) € D x N}

k€K qn

lespace M est un idéal et si (d,n) € D x N, f((dL)% > kek,, Ydkn) = 1, ainsi on
montre que M est fermé exactement comme dans le lemme 3 [2]. Soit A, l'algebre
topologique quotient A/M et soit ¢, 'image de ¢ par la surjection canonique, il est
clair que ¢, # 0.

La technique utiliser dans la preuve du lemme 5 [2], nous permet de déduire la
deuxieme assertion de notre lemme, la premiere assertion étant évidente.

L’algebre complétée de A, nous permet de déduire le résultat suivant:

Corollaire 1. Pour tout p €]0,1], il existe une algébre commutative localement
bornée (g-normée pour tout q G]O,Iﬁ[) compléte ne pouvant étre munie
d’aucune topologie d’algébre localement p-convezxe.

Corollaire 2. I existe une algebre commutative localement pseudoconvexe métris-
able compléte ne pouvant étre munie d’aucune topologie d’algébre localement p-
convexe pour tout p €]0,1].

Preuve. Soit A, (n € N) une algebre vérifiant les conditions du corollaire 1, pour

p= %, I'algebre topologique produit [], . An répond & la question.

Théoreme. Il existe une algébre topologique métrisable compléte commutative ne
peuvant étre munie d’aucune topologie d’algébre localement pseudoconvexe.

Preuve. Soit (pp)n>o0 la suite d’éléments de |0, 1] définie par:
Pn
o = 1 et 1= =7 .
Pour tout n € N, soit A,, une algebre localement bornée et ¢, € A, tels que A, et
¢p, vérifient les conditions de notre lemme pour p = p,—1. Soit || ||, une p,-norme
sous-multiplicative définissant la topologie de A,,, en remplacant I’élément c,, par
1
(ﬁ)ﬁcn, on peut supposer que ||, ||, = 1.
Soit B l’algebre somme directe des algebres A,, n € N, qu’on note:
B= @ A, (B={u= (up)nen € H A/ un =0 pour n > n,})
neN neN

on munit B de la F-norme sous-multiplicative || || définie par:

[e%S)
(un)nen ]l = D lunlln-
n=1

Soit M le sous-espace vectoriel de B engendré par {¢1—c¢y, / n € N} (nous identifions
les algebres A, a leurs images canoniques). L’espace M est un idéal de B et
c1 € M (la fermeture de M dans B). En effet, pour tout u = Y 1", A\y(c1 — ¢,) €
M, flu—cifl = 1= (Cnes M) [Pt + 300k [An|Pm done

|l — e1]] > max{1l — Z [An [Pr + Z [An

n=2 n=2

Pn

Pn >
725318%)51,““% pp>1.
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Soit A I’algebre topologique quotient B/M, et soit ¢ I'image de ¢; par la surjection
canonique, évidement ¢ est l'image de ¢, (n € N) par la surjection canonique et
¢ # 0. L’algebre A ne peut étre munie d’aucune topologie d’algebre localement-
pseudoconvexe. Sinon, il existera pour un certain p €]0, 1] deux p-disques absorbant
V et W vérifiant: V.V C W et cg W.

Soit V' (resp. W’) I'image réciproque de V (resp. W) par la surjection canonique,
soit n € N tel que p,_1 < p. Sur l'algebre A, les p,_1-disques absorbant V' N A,
et W' N A, vérfient les conditions de notre lemme, donc ¢, € W', ainsi ¢ € W ce
qui est absurde. Ceci nous permet de déduire que 1'algebre complétée de 1'algebre
topologique A montre le théoreme.
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