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SUR UNE QUESTION DE CAPITULATION
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(Communicated by David E. Rohrlich)

ABSTRACT. Let p and g be prime numbers such that p = 1 mod 8, ¢ = —1 mod
4and (B) = 1. Let d = pg, k = Q(V4, i), and let k$" be the 2-Hilbert class
field of k, k(22) the 2-Hilbert class field of kgl) and G2 the Galois group of
kf)/k. The 2-part Cy o of the class group of k is of type (2,2), so kgl)
contains three extensions K;/k, ¢ = 1, 2, 3. Our goal is to study the problem
of capitulation of the 2-classes of k in K;, ¢ = 1, 2, 3, and to determine the
structure of Ga.

RESUME. Soient p et ¢ deux nombres premiers tels que p = 1 mod 8, ¢ =
—1mod 4 et (%) =—1,d = pq, i = /-1, k = Q(/d, 1), kgl) le 2-corps de
classes de Hilbert de k, kf) le 2-corps de classes de Hilbert de kél) et Go le
groupe de Galois de kgg)/k. La 2-partie Cyk o du groupe de classes de k est
de type (2,2), par suite kgl) contient trois extensions K;/k, i = 1, 2, 3. On
s’intéresse au probléme de capitulation des 2-classes de k dans K;, ¢ =1, 2, 3,
et a déterminer la structure de Gs.

1. INTRODUCTION

Soient k un corps de nombres de degré fini sur Q, F une extension non ramifiée
de k et p un nombre premier. L’extension k() de k, abélienne maximale et non-
ramifiée pour tous les idéaux premiers, finis et infinis, est dite corps de classes de
Hilbert de k. De méme ’extension k;,l) de k dont le degré est une puissance de p,
abélienne maximale et non-ramifiée pour tous les idéaux premiers, finis et infinis,
est dite p-corps de classes de Hilbert de k.

La recherche des idéaux de k qui capitulent dans F (deviennent principaux
dans F), a été I'objet d’étude d’un grand nombre de mathématiciens. En effet,
Kronecker était parmi les premiers a avoir abordé des problemes de capitulation
dans le cas des corps quadratiques imaginaires. Dans le cas ou F est égal au corps
de classes de Hilbert k™ de k, D. Hilbert avait conjecturé que toutes les classes
de k capitulent dans k) (théoréme de 'idéal principal). La preuve de ce dernier
théoreme a été réduite par E. Artin & un probleme de la théorie des groupes,
et c’est Ph. Furtwéngler qui I’avait achevée. Le théoreme de l'idéal principal a
été généralisé de la facon suivante: Soient ko un corps de nombres et k/kq une
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extension cyclique finie. Alors toutes les classes ambiges (les classes stables par le
groupe de Galois de k/kg) de k, relativement & k/kg, capitulent dans le corps des
genres (k/ko)™*) de k (c’est I'extension maximale non ramifiée pour tous les idéaux
premiers, finis et infinis, et qui est abélienne sur kg). Ce théoréeme a été conjecturé
par T. Tannaka et démontré par F. Terada (voir [14]).

Le cas ot F/k est une extension cyclique et [F : k] = p, un nombre premier, a
été traité par Hilbert. Sa réponse est le sujet du théoreme 94 qui affirme qu’il y a
au moins une classe non triviale dans k qui capitule dans F. De plus, Hilbert avait
trouvé le résultat suivant: Soient o un générateur du groupe de Galois de F/k, N
la norme de F/k, Uy le groupe des unités de k, U le groupe des unités de F et U*
le sous-groupe des unités de U dont la norme, relative a l'extension F/k, est égale
a 1. Alors le groupe des classes de k qui capitulent dans F est isomorphe au groupe
quotient U* /U7 = H!(U), le groupe cohomologique de U de dimension 1.

A Taide de ce théoreme et de plusieurs résultats sur les groupes cohomologiques
des unités, on montre le théoréeme suivant:

Théoréme 1. Soit F/k une extension cyclique de degré un nombre premier, alors
le nombre des classes qui capitulent dans F/k est égal a

[F : K][U, : N(U)].

On trouve une preuve de ce théoréeme dans [9].

Dans le cas général ou F/k est une extension abélienne K. Miyake avait conjec-
turé que le nombre des classes qui capitulent dans F/k est un multiple de [F : k|
(voir [12]). Ceci a été démontré par H. Suzuki (voir [13]).

Plusieurs résultats ont été établis; en particulier on a: Soit k tel que Cx 2, la 2-
partie du groupe des classes Ck de k, est isomorphe & Z/2Z xZ/2Z, kéQ) le 2-corps de
classes de Hilbert de kgl) et G le groupe de Galois de k§2)/k. On sait par la théorie
des corps de classes que Gal(kél)/k) ~ Cy,2, par suite Gal(k(Ql)/k) ~7Z/2Z xZ/2Z.
Alors kél) contient trois extensions quadratiques de k dénotées par K;, Ky et Ks.
D’apres [10] on a:

Théoréme 2. Soient k tel que Cx o ~ Z/2Z x Z/2Z et G2 le groupe de Galois de
k(22)/ k; alors on a trois types de capitulation:

type 1: Les quatre classes de Cyx o capitulent dans chacune des extensions K;/k,
i =1, 2, 3. Ceci est possible si et seulement si kéz) = kél).

type 2: Les quatre classes de Cy o capitulent toutes seulement dans une extension
parmi les trois extensions K;/k, i =1, 2, 3. Dans ce cas le groupe G est diédral.

type 3: Seulement deux classes capitulent dans chacune des extensions K;/k,
i=1, 2, 3. Dans ce cas le groupe G2 est semidiédral ou quaternionique.

Dans toute la suite on désigne par p et ¢ deux nombres premiers tels que p =
1mod8, ¢ = —1mod 4 et (I—(;) = —1,d = pg, k = Q(\d, i), kél) le 2-corps de
classes de Hilbert de k, k§2) le 2-corps de classes de Hilbert de kél) et G le groupe
de Galois de k(22)/k. On montre que l'indice @ des unités de k est égal a 2; par

suite, d’apres [2], on a Cyx o ~ Z/2Z x Z/2Z. Donc kgl) contient trois extensions
quadratiques de k, K, Ky et K3. Notre but est I’étude de la capitulation dans les
trois extensions K; /k, i =1, 2, 3.
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2. UNITES DE CERTAINS CORPS DE NOMBRES DE DEGRE 8 SUR Q

Soient d; et dy deux entiers naturels sans facteurs carrés et premiers entre eux,
d3 = dida, €1 (resp. ez,€3) I'unité fondamentale de k; = Q(v/d1) (resp. ko =
Q(Vdz), k3 = Q(\/d3)), k = k3(i), Q I'indice des unités de k, Ko = kika, K =
Ko(i), N1 (resp. Na, N3) la norme de Ko/k;i (resp. Ko/ka, Ko/ks) et Ex (resp.
Ex,, Ex) le groupe des unités de k (resp. Ko, K).

On sait d’apres [11] qu’un systeme fondamental d’unités (SFU) de K est (& une
permutation pres) I'un des systémes suivants:

i) {e1, €2, €3}

ﬁ) {€1a€25 \/5} (N2(63) = 1)?

111) {\/6162,62,63} (N3(61) = N3(62) = 1);

iv) {/erez, /€3, €2} (Na(€1) = Na(e2) = Na(es) = 1);

V) {\/av \/5; 63} (N?)(El) = N3(62) = 1),

vi) {Ver€, \/ezes, Jeres} (Na(es) = Na(e;) = 1,5 =1,2);

Vll) {m, 62,63} (N3(61) = N3(62) = N2(63) = il)

D’autre part, d’apres [3], on a les résultats suivants:

R1: SFU de k = Q(Vd,i) ol1 d est un entier naturel différent de 2 et
sans facteurs carrés.

Soit €y = s 4 tv/d I'unité fondamentale de Q(V/d).

i) Si €y est de norme —1, alors {eo} est un SFU de Q(v/d, i) (Q = 1).

ii) Si €o est de norme 1, alors {\/iep} est un SFU de k (Q = 2) si et seulement
si s+ 1 est un carré dans N (i.e. si et seulement si 2¢ est un carré dans Q(vV/d)).
Dans le cas contraire, {ep} est un SFU de k (Q = 1).

R2: SFU de K.

Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et &, une racine primitive 2”-ieme de
l'unité. Alors

1 .
&n = 5(#71 + Ani),
ou

P =2+ 1y An = /2= pin1, 2 =0, do =2 et pz = Ag = V2.

De plus, on a: Soient ng le plus grand entier tel que &, appartient & K, {€/, e, €5}
un SFU de Ky et € une unité de Kq telle que (2 + pin, )€ est un carré dans Ko (si
elle existe). Alors un SFU de K est I'un des systemes suivants:

a) {€],€,, €5} si € nexiste pas;

b) {€}, €, \/Eny€} si € existe; dans ce cas on a € = €)' €4 €4, olt i1, iz € {0,1} (2
une permutation pres).

Lemme 3. Soient q un nombre premier impair congru a —1 modulo 4 et € =
x +y./q Vunité fondamentale de Q(\/q). Alors x est un entier naturel pair, v £ 1
est un carré dans N et 2¢ est un carré dans Q(,/q).

Preuve. Comme ¢ = —1mod 4, alors € = x + y,/q est tel que (z,y) € Z? et
22 —qy? = 1. Dot (z +1)(x — 1) = qy?. Du fait que (z+ 1) — (x — 1) = 2, le plus
grand commun diviseur de x + 1 et z — 1 est un diviseur de 2. Par suite il existe
(y1,y2) € Z* tel que

{ x—1 = ql2]y%7

T+1 =g 202 otii',je{0,1}, i+i =1 et 2yyp =y,
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(1) (V@2 + 12/ q'29) =2 et V2 = £(y1Vqi20 + y2/qi'2).

Si x — 1 est pair, alors j = 1. En multipliant (1) par v/2 on trouve que /e =
i(yl\/g—l—yg \/?) € Q(\/q), puisque i +14" = 1. Comme € est 'unité fondamentale
de Q(,/q), alors \/e & Q(,/q), donc on a une contradiction. Par conséquent, x est
pair et x £+ 1 est un carré dans N. De plus, comme = — 1 est impair, alors j = 0 et
2¢ est un carré dans Q(,/q). O

Théoreme 4. Soient p et q deuxr nombres premiers impairs tels que p = —q =
1 mod 4, Ko = Q(/p, 1), K =Kq(i) et €1 (resp. €2, €3) l'unité fondamentale de
Q(v/p) (resp. Q(\/q9),Q(\/pq)). On suppose que 2e3 est un carré dans Q(\/pq).
Alors un SFU de Kq est {e1, €2, \/€2¢3} et un SFU de K est {e1,/ie2, \/e2€3}.

Preuve. On sait, d’apres le lemme 3, que 2¢; est un carré dans Q(,/g). Comme
2e3 est un carré dans Q(,/pq), alors /éze3 appartient a Ko. De plus /2 ¢ Ko et
Ves & Ko. D'olt un SFU de Ky est {e1, €2, /€2e3}. D’autre part /2e; € Ko <
Viey € K. Par suite, d’apres le résultat R2, {e1, /ie2, /€2€3} est un SFU de K. [

Remarque 5. Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs tels que p = 1 mod 8§,
g=—1mod4 et (%) = —1, et e3 l'unité fondamentale de Q(,/pg). Alors 2e3 est

un carré dans Q(,/pq) (c.a.d. Q = 2).

Preuve. Soit €3 = = +y./pg. Comme €3 est de norme 1, alorson a (z —1)(z+1) =

pay?.

a) Si 2pg(z — 1) ou 2(x — 1) est un carré dans N, alors on a:
- Si 2pg(x — 1) est un carré dans N, alors il existe (y1,y2) € Z? tel que

z—1=2pqy3,
{ r1=23, ¢ Vasubiteclk

Comme e3 est I'unité fondamentale de k3, alors /€3 ¢ k3. Donc ce cas est impos-
sible.

- Il en est de méme pour le cas ot 2(x — 1) est un carré dans N.

b) Si p(x — 1) ou 2p(x — 1) est un carré dans N, alors on a:

- Si p(z — 1) est un carré dans N, alors il existe (yi,y2) € Z2 tel que

x—1=pyi,
z+1=qy3.
Donc on a —2 = py? — qy3. Ce qui implique que (%) = (%) = 1. Ce qui n’est

pas possible.
- Si 2p(x — 1) est un carré dans N, on obtient la méme contradiction.
c¢) Sig(x —1) ou 2g(z — 1) est un carré dans N, alors on a:
- Si 2g(x — 1) est un carré dans N, alors il existe (y1,y2) € Z? tel que

x—1=2qyi,
r+1=2py3.

Donc on a 1 = py2 — qy?. Ce qui implique que (%) = 1. Ce qui n’est pas possible.
- Si g(x — 1) est un carré dans N, on obtient la méme contradiction.

Ainsi donc pg(z — 1) ou (z — 1) est un carré dans N; ce qui est équivalent & dire
que 2e3 est un carré dans Q(,/pq) (c.a.d. Q = 2). O
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3. CAPITULATION DANS CERTAINES EXTENSIONS QUADRATIQUES DE k

Soient p et g deux nombres premiers, d = pq, k = Q(\/E, i) et @ lindice des
unités de k. Dans toute la suite on supposera que p = 1 mod 8, ¢ = —1 mod 4 et

(g) = —1. Comme @ = 2, alors d’apres [2], la 2-partie Cx > du groupe de classes

de k est isomorphe & Z/2Z x Z/2Z. Soient kél) le 2-corps de classes de k et k(*) le
corps des genres de k (c’est I'extension maximale non ramifiée pour tous les idéaux
premiers, finis et infinis, et qui est abélienne sur Q). On va déduire de la section
précédente quelques résultats concernant le probleme de la capitulation.

Le corps des genres de k est k(*) = Q(/P,\/4,1). Soient €1 (resp. ez,€3) I'unité
fondamentale de Q(/p) (resp. Q(\/q), Q(\/Pq)) et k(()*) le sous-corps réel maximal
de k™). D’aprés le théoreme 4, on a les propriétés suivantes:

- Un SFU de k) est {e1, €2, \/ez€3}

- Un SFU de k™ est {1, /iez, \/eze3} et un SFU de Q(\/pq. 1) est {\/ies}.

Par suite N(Ey«)) est engendré par {i, e3} et Ex est engendré par {i, v/ies}.
Donc N(Ey)) # Ex. 11 vient donc que toutes les classes de Ck 2 capitulent dans
k™). En résumé nous avons:

Théoréme 6. Soient k = Q(\/pq.i) avec p et q deux nombres premiers tels que
g = —1mod4,p = 1mod S8, (g) = —1, k) = Q(/p, \/q,1) le corps des genres
de k et Ck 2 la 2-partie du groupe des classes au sens large de k. Alors toutes les
classes de Cy 2 capitulent dans k().

Théoréeme 7. Soient k = Q(,/pq,i) avec p et q deux premiers tels que p = 1 mod
8, ¢=—1mod4 et (g) = -1, k™ = Q(/p. a0 1) = k(,/p) le corps des genres de
k, kgl) le 2-corps de classes de Hilbert de k et kg) le 2-corps de classes de Hilbert
de k(21), Alors on a

k(Y £ k(" & 4h(k™)) o p = 2% + 322

2 1
@ _ 1V

Preuve. D’apres le théoreme 2, k entraine que toutes les classes de Cy o

capitulent dans toute sous-extension quadratique L/k de kgl) /k, et kéz) # kgl)
entraine que toutes les classes de Cy o capitulent dans au plus une sous-extension
L/k de kgl) /k. Par suite, si dans une sous-extension L/k exactement deux classes
de Cy 2 capitulent, alors kéz) # k(21) et il existe une extension quadratique F de
k(" telle que kY ¢ F c k{?. Ainsi, comme k™ # k(Y k{? £ k(Y < 4]n(k™)
ot h(k™)) est le nombre de classes de k(*).

On désigne par h(c) le nombre de classes au sens large de Q(+/c) et par E, le
groupe des unités de Q(y/c). Soient Ey (resp. Ek(()*>) le groupe des unités de

k™) (resp. ké*) = Q(y/p,/4)), ML) le nombre de classes d'un corps de nombres
L,Q=[Ex:EE,E_,], Q@ = [Ex~ : ELE,E_EE_E,E_,/] et 1 (resp.
€2,€3) I'unité fondamentale de Q(/p) (resp. Q(1/q), Q(y/pq)). Alors d’apres [15]

on a

HKCD) = 2o @ hp)h(a)h(~p)h(~a)h(pa)h(—pa),

h(K) = 5 Qh(pa)h(~pa).
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Comme la 2-partie de h(k) est égale &4 4 et Q = 2, alors la 2-partie de h(pg)h(—pq)
est égale a 4. D’autre part, comme p = 1 mod 8, alors la 2-partie de h(—p) est au
moins divisible par 4. Les nombres de classes h(p), h(q) et h(—g) sont impairs. Par
suite, on a:
1K) & 2 h(-p)Q.

On sait que {e1, V/ie2, \/e2€3} est un SFU de k™). Les groupes des unités E_,, E_,
et E_p, sont réduits & {—1,1}. Donc @’ est l'indice du sous-groupe engendré par
{i,€1,€2,€3} dans Ey(). Ainsion a Q' = 4 et 4|h(k™) < 8|h(—p). Or, d’apres [6],
on a 8|h(—p) < p = a2 + 32y%. Par suite 4|h(k™)) < p = 22 + 32y%. O

Corollaire 8. On garde les hypotéses du théoréeme précédent. Soit Ga le groupe
de Galois de k(22)/k. Alors le groupe Gy est de type (2,2) ou bien diédral d’ordre
2™ m > 2. De plus, Gy est diédral si et seulement si p = n? + 32m? avec n et m

deuz entiers naturels; et dans ces conditions k) est unique extension quadratique

de k, contenue dans kél), ot toutes les classes de Cy o capitulent.

Preuve. C’est une conséquence des théorémes 2 et 7. |

Exemples numériques. - Si d = 17 x 7, alors le groupe G est de type (2,2).
- Sid=41x 17, alors le groupe G5 est diédral.
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