
FORMENTHEORETISCHE ENTWICKELUNG DER IN HERRN WHITE'S

ABHANDLUNG ÜBER CURVEN DRITTER ORDNUNG

ENTHALTENEN SÄTZE*

VON

PAUL   GORDAN

§1.   Covarianten und Invarianten einer temaren kubischen Form.

Die einfachsten invarianten Bildungen einer ternären kubischen Form

/= <

■sind diese 10 Formen :

d = dhtl = (abu)2abx ;    A = A3 = alad2 ;    23 = u] = (adu)2adud ;

H = H >2 = (aAu)\Ax ; K = K 2u2K =(AAlu)2AAli x ;   t = u] = (aH«)2o,«, ;

S=al;    T=A] = a\;    - = w3= Ts - St ;    B=T2-iS\

Von den zahlreichen zwischen ihnen bestehenden Relationen erwähne ich zu-

nächst diese 4 :

a2au=i S -u;    a2.u.a  = i T u :    A> A  = | T-«  ;

und die 4 aus ihnen folgenden :

(asxfdßx = f S.fi    M!KK =!r-S;

a2w a = 0 ;    A2A u=Ru.
IT     IT    x ' TTxT X

§ 2. .Die Combinanten des Polarnetzes von f.

Die Polaren a2a  von / bilden ein Kegelschnittnetz :

Die Hauptcombinanten sind die Elementar-Covarianten von

•       _ . (<*>)«##.
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also nach der Formel

3(«6c)a262c2 = 2{xyz)AA As— (sxy)(sxz){syz)

die Hessische Form A und die Cayley'sche Form s ; die anderen Combinanten

von P(/) sind die Formen des simultanen Systems von A und s. Die erste der

Elementar-Covarianten von (abc)a2b2c2i¡ ist

(abc){bcu)a2bcx = a^dßl ;

sie hat den Werth

(3) a^dßl = ïuyA-2Ay - iuAßl + ius(sxyf.

§ 3.  Apolare Netze.

In Folge der Formel

ata w„ = 0
T     x      77

sind die Netze P(/) und P(jt) apolar. Die Coefficienten-Matrices beider

Netze sind korrespondirend und es besteht die Relation :

(7T>T17T2)(7ra;y)(7ra;ä;)(7T1a;s!)(iT,ya)(^22/»)(iT2icy) = p(xyz){abc)a2b2cl ;

sie sagt aus, / und z haben dieselben Haupt-Combinanten. Die Hessische

Curve von / ist die Cayley'sche von it und die Hessische Curve von n die Cay-

ley'sche von /. Die Untersuchung * des Herrn White geht dahin Curven zu

finden, welche entweder die Cayley'sche oder die Hessische mit / gemein haben.

§ 4. Relationen zwischen den invarianten Bildungen von f.

Die Relationen zwischen den invarianten Bildungen von / folgen im We-

sentlichen aus Formel (3); ich erwähne hier nur diese 10 einfachsten :

HJÍX = - * K + i A AV + IP. u2x ;

auW = YL + l S-ux;

d2u u\ = t ;

AAV = - i K + i S- O + i T u2x ;

K>X = Í St - i Ts ;
(4)
V ' 6\utul =iSs;

6s = (ss.x)2 u un = K + i Sd ;

A = (ss.sA,2 u,unu,t = St -i Ts -f Ts - tt ;

ss = (ss^) isSjX) iss2x) is^x) = i S2f+ I PA ;

S„ = (*si*2) (ssis3) (SV3) (Ws) = i S3 + î T2.

* S. pag. 1 dieses Heftes.
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§ 5. Der Aronhold'sehe Prozess.

Die invarianten Bildungen des Aggregates

xf+XA

werden mittelst des Aronhold'schen Prozesses

df=A

berechnet ; wendet man ihn auf die einfachsten Formen an, so erhält man :

dA = iS-f;        ds=3t;        ÔS=4T;        dt=¡8-s;

âT=S2;        c?(?=2H;        ôH = K + iS0;        ÔK = SH;     . dR = 0.

§ 6. Einige invariante Bildungen von

xf + X A,    xs + it,    xt: + Xs.

Die Werthe der Hessischen Form und der Cayley'schen Form von

xf+iA
sind bekanntlich :

(5) A„/+AA = ¿ X(Sx + (T + <AR)>) (Sx + (T- VR)X)f +

(^_|M-iff)A;

(6) V+XA = %K* - ^P ■ ') (* + ^P ■ W + (*3 + ¥*)? + îT- ;-3> ■

Analoge Formeln erhält man durch Anwendung des Aronhold'schen Prozes-

ses auf die Formeln (4) :

0KS+u = (*2 - JÄPJK + ÜSxX + f T/2)H + (^Sx2 + iTxX + ^S2X2)d ;

0^+ks = (Ät2 + ^TxX + X2)K - %S2xX ■ H + (- íSRx2 + ^STxX + ¿£A2)<? ;

A« + Kt = iSx+ TX) (x + s/iS. X) (x - v/pT. X) t + ( - i 2V + $ S VA

U + i STxX2 + ( f T2 + ^ S3)Xy ;

(8) A„ +ÀI-(-W + iM2 + § Pi> - (Ä»i + 2 P*/2 + /3) ir ;

•« + as = i #2¿ (J - ^Ä ■ *) (* + ^5 • *)/ + (f R2A + 2Ä2W
^ ^ + 22ftda + § 22s) A ;

(10)    f #„+*, = 2?y + ±R2TAX + 6ÄW + 47?TxA + (i £3 + P2)¿4.

§ 7.   Curven, welche dieselbe Hessische und welche  dieselbe   Cayley'sche

Curve haben.

Die Formeln (9) und (8)

Sjr=f7?2A,    A,= -|ffs

bestätigen die im § 3 gemachte Aussage, dass die Cayley'sche Curve von it die

Hessische von /und dass die Hessische Curve von tt die Cayley'sche von f ist.
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Diejenigen Curven, welche mit f oder n die Cayley'sche oder die Hessische

Curve gemein haben sind covariant zu f und gehören daher den Büscheln an

xf+ ¿A,    xs + X.t resp. xrt-\- Xs.

Ihre Parameter erhält man durch das Verschwinden der Coefficienten von f,

t, 7t in den Formeln (5) bis (9). Da dieselben kubisch sind, so giebt es von

jeder Art 3 Curven, ein Curventripel. Zur Cayley'schen Curve s gehört das

Tripel :

(11) /;        A=A + ^/iS.f;        B = A- s/fS-f;

zur Hessischen Curve A das Tripel :

(12) /: F = SA + (s/R - T)f; G = SA - (s/R + P) /;

zur Cayley'schen Curve A das Tripel :

(13) Tt;        <P = Tt + SR -s;        ¥ — sr - v'R ■ s ;

und zur Hessischen Curve s das Tripel :

(14) Tt;       K — t + y/JS-s;        B = t-s/fS-s.

§ 8. Die Formen A und s der Tripel.

Die Cayley'schen Formen des Tripeis :

/,    A,    B
haben die Werthe :

Sf=S;        sA=l(T+ s/tS>)8;        aB=î(T- s/W) a ;

die Cayley'schen des Tripeis :

Tt ,       <&,       ¥

die Werthe:

s„=ÎR2A;       H~%s/R?(T-s/R)A\       S4=-%s/R*(T+s/R)A;

die Hessischen des Tripeis :

/,    F,    G
die Werthe :

A/=A;        A,= -4R(T+*/R)A;        A0 = - áR (T - s/R) A ;

und die Hessischen des Tripeis :

Tt,    A,    B
die Werthe :

A„=-iR2s;        AA = f(P+ s/Wfs;        AB = f ( P - SfS*f s.
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§ 9. Die Formen    t,    T,    A,    B,    A,    B    von Tt.

Die Formen

t,    T,    A,    B,    A,    B

gebildet für die Form ~ haben die Werthe :

t„=-%R3(TA-±S2f);        T„=-%R*T;

A„ = \ s/R3. ¥ ;       B„=-\ s/R3 <S> ;

K - = ¿ P*(P+ SR)F;     B„= - ¿ R3(T- s/R) G.

§ 10. Apolarität der Netze P(A) und P(B).

In Folge der Formel

AlAxu, = 0

sind die Netze P(A) und P(B) apolar.    Die einfachsten invarianten Bildungen

der Form A haben die Werthe ;

S, = f(P+v/p>; 0A = lS6 + 2s/JS.ll + K;

tA = $S(T+x/lS*).t + $Ra.

SA = § (P + </$&? :    P, = £ •p*. (P+ s/^Sj -1Ä (P + vp») ;■

^--^¿(r+vpF/B.
Die letzte Formel bestätigt die Apolarität.

§ 11. Pie charakteristischen Relationen für das Tripel   f,    A,    B.

Die zwischen/, A, B, bestehenden Relationen:

(abA)2abAy=s/IS.AlAy;

(AA.afAA, ay = 1 (P + •*«*) a>, ;

(AAlB)2AAuBy = - i (P+ v/è^)P2Py

charakterisiren das Tripel /, J., P.    Die Formel :

(15) (abL)2abx = s/JS-Ll

liefert 6 Relationen zwischen den Coefficienten des Kegelschnittes L ; 3' dersel-

ben folgen nach der Formel :

(abLfafi^ = s/JS- L\uA

aus den andern.    Das durch Formel (15) charakterisirte Kegelsehnittnetz ist

P(A).


