SUR L'INTEGRATION DES SYSTEMES DE
PFAFF COMPLETS

PAR
MENDEL HAIMOVICI

On doit a A. Mayer [4] la méthode d’intégration—qui porte son nom—des
systémes de Pfaff (S) (voir plus loin, §1) complétement intégrables. Des dé-
monstrations rigoureuses de théorémes d’existence et d’unicité ont été données
par W. Nikliborc [5], C. Carathéodory [2] (théorémes locaux) et T. Y. Thomas
[10]. Dans ces théorémes, on suppose que les fonctions a,; sont bornées et con-
tinues, ainsi que leurs dérivées, dans un domaine D des variables x,z et qu’on a,
dans D,
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Dans cette hypothése, il existe s fonctions z, =f,(x), vérifiant le systéme et les
conditions initiales

zf = fu(xo)

ol le point x°z° est contenu dans D.

L’étude de ces systémes a été reprise ensuite par divers auteurs [1; 6; 7],
toujours dans le cas ou les coefficients admettent des dérivées continues(?).
Dans ce cas, les théorémes assurent ’existence et 1’unicité des solutions.

Récemment, A. Haimovici [3] a repris le probléme dans des conditions plus
générales, ol on ne suppose plus la dérivabilité des coefficients, et a démontré
Pexistence des solutions dans ces conditions, 1’unicité n’étant plus, en général
assurée. Les conditions d’intégrabilité établies par A. Haimovici sont nécessaires
et suffisantes, mais elles paraissent étre d’un maniement difficile, puisqu’elles
supposent des connaissances étendues sur les courbes intégrales du systéme(?).

Ce travail a pour but de donner un théoréme d’existence dans des conditions
plus étendues que celles des auteurs cités plus haut. On ne suppose pas ’existence
des dérivées des fonctions, on ne suppose méme pas ’existence de dérivées géné-
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(1) Dans le théoréme de Bruwier, on suppose seulement 1’existence des dérivées qui entrent
dans les formules (1).

(2) M. A. Haimovici suppose, notamment, que les fonctions a4; sont bornées et continues et
que, étant donné un parallélogramme abed, dans I’espace des variables x, a chaque intégrale de
(S) le long de abe, ayant les extrémités 4 et C, il correspond une intégrale le long de adc, ayant les
mémes extrémités.
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ralisées [9] ou de différentielles extérieures généralisées [8]. Les hypothéses
sont moins générales que celles de A. Haimovici, mais elles portent seulement
sur les coefficients et non sur les courbes intégrales.

L’énoncé du théoréme, qui fait 1’objet principal de ce travail, se trouve dans
le ler paragraphe (Théoréme I); le §2 en contient la démonstration, dont la marche
générale peut étre suivie, en lisant les titres des sous-paragraphes.

Le §3 contient des applications au cas ou il y a unicité de la solution. Dans
ce cas, on voit qu’on peut prolonger celle-ci, comme on le fait pour les équations
différentielles ordinaires. On voit que les cas éxaminés plus haut, sont contenus
dans le Théoréme I.

1. Notations. Enoncé du théoréme d’existence.
1. Soit le syst¢tme de Pfaff
(S) oa=dza"" Z aaidxi'_"o (a=1,2,"'13; i=1,2,-~~,n),
i=1

ou a,,; sont des fonctions continues des variables x,z, définies dans un domaine
D* del’espace Rq. , de ces variables. Dans un domaine D contenu avec sa frontiére
dans D* les fonctions a,; sont donc bornées et uniformément continues. Soit

(1.1) |asi| <A dans D.
Considérons, en un point P, de D, le plan n, & n dimensions,
n
1.2) 2 — 22 - Zlaai(PO)(xi - x?) =0,
i=
que nous désignons par ‘‘plan tangent en P,’’; soit, dans le plan X, des variables
x, le carré de sommets
po(x); PGP =x7 +4); p(xP =%+ w); pa(x® = xP + A + )
0 sii#k, 0 sii#l,
hosii=k, R sii=g,
I#k, h=+h,
et, dans R,,,, les points correspondants
Po(xi,zg); P9, 2,0=z0 +v{)
PP, D =28 400 By, 2= 22 43,

Nous supposons que tous ces points sont dans D.

Désignons par Ap, la distance d’un point P au plan .

2. Hyrotuise H. Etantdonné une > 0,il y a des fonctions ¢, (&), (&) positives,
avec le rapport ¢ /n(¢) borné '
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2.1 2_< M,
D n(e ~
telles que
@.2) l au(Py) = u(Po)  au(P)) — au(Po) l <
h h
dés que
(2.3) [h| <e18),  Appo<|h|n@),  Apgo<|h|n(e),

pour tous les points de D* et pour tousles couples de valeurs entieres k,/de 1 a n.

3. TuforiME 1. Etant donné le systéme (S), ou les fonctions a,, uni-
formément continues dans D et bornées par (1.1), vérifient I’hypothése H, il y a
pour chaque point Po(x°,z%) < D un systéeme de fonctions

2, = foX)
vérifiant les conditions:
(a) f, sont continues avec leurs premiéres dérivées dans tout le domaine
j de X, (avec sa frontiére):

(j) Ixi_xioléa)
tel que

1
3.1) a<3yr

n
et que le parallélipipéde I, défini par j et
|z.— zq| £ nAa
soit entiérement contenu dans D.
(b) Ona

z¢o= a(xO);
(c) On a, dans j

&) = £ auxf)d

2. Démonstration du Théoréme 1.

4. REMARQUE SUR LES DISTANCES Ap, . Si la distance d’un point P(x,z) & =,
est plus petite qu’un certain nombre &*, on peut conclure que les distances de P
a chacun des plans (2 (n + s—1) dimensions), donnés par les équations (1.2),
prises séparément, sont plus petites que &*, ce qui veut dire qu’on a

4.1 Pro = |Za— Za? - X a,i(Po) (x; — x?) < g**,
i=1

LY

ou
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e** = /1 +nd? e*.

Vice-versa, si I’on a (4.1) pour chaque indice a, et pour un &** donné, il en
résulte par des méthodes élémentaires que

Apy, < s &**

Pour imposer la condition (2.3) aux distances de Py et Py a m, il suffit donc
de supposer

2) o <[] 1D, ey < LIK )

5. PROPRIETES D’UN QUADRILATERE SPECIAL. Supposons que, dans le quadri-
latére décrit au no. 1 (§1), les droites PyP, et P,P,, soient contenues respective-
ment dans les plans tangents en P, et P,. On a alors

Vik) = au(Po)h,

(5.1

Vi — v = au(P)h,
et
(5.2 Ping = Ivf," — a,(P o)hl-

Construisons les expressions A%, .., qui donnent la distance du point Py au
plan =, tangent en P,. On a

a
P =

n

28—z — X a,(PY(x*— x )l.
t=1

donc

e = [V — V&) — a (P |
et, d’aprés (5.1),

Prme= IV(D + au(P)h — ay(PYh — au(Po)h|.
Or, d’aprés (2.2), il en résulte

P <R + [V — a(Po)h|
et, d’apres (5.2),

(5.3) P < Apino + EB%,
si (voir no. 4)

(5.4) |h| <ee) et A, <|hl”(8)

6. CONSTRUCTION D’UN RESEAU DE POINTS DANS D. Considérons maintenant
dans X,, & partir du point py(x{), qui projette le point P, de D, le réseau
de points
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pxgxz...x,.(xi = X? + Kih)

ol k; sont des entiers

(6.1) —-N<K <N

et

(6.2) _a
h = 5

Construisons ensuite, 4 partir d’un point P, une ligne polygonale Q,, dont
les sommets Py,q...0 ONt pour projections dans X, les points P, , et tels que
les cotés Pyo..0Px,+1,0..0 Soient contenus dans le plan tangent en P, . o, si
k; 2 0, et dans le plan tangent en P, ., ¢ 0, si k3 <O.

Il est clair que, pour xk;, = —N, —N +1,.--,0,:--,N, cette ligne est située
dans Iy, avec les extrémités sur la fronti¢re. En effet, on a, d’abord, de (6.1) et
(6.2), que, dans X,.

a
x(lx.o...0)= xi) + K, W’

xgx.o...O) = x‘O (i > 1)
et ensuite
%10...0 ~01,0...0) __
Zfz‘ ) "‘ZS“ o ) = a31(Pg,-6,,0..0) hoy,

ol h=a|N, o, =sgnk,, si k; #0 et 6, = + 1, si x¥; = 0. Par suite, on a

| Z{¥109 zfl < Ax.h;

par suite de (6.1), notre affirmation en résulte, en vertu de la maniére dont nous
avons défini I,.

A partir de chaque sommet P, ,_, de Q,, construisons, de la méme maniére,
une ligne polygonale Q,(Py,o..0), soient P, ,.o. o Ses sommets, dont les pro-
jections, dans X,, ont pour coordonnées

x(lnxzo...O) = x? +1,h, x(lexzo...0)= x2°+ x5h,
x(amxzo...O) - xg,._.,x'(,x,x,o..m = xg
Pour les coordonnées z, des sommets de Q,(Py,o..0), On a
zgnxzo...O) — zim.x;-c:.o...()) = a¢2(Px1.xz-¢z.0...0)ha02
0, =Ssgnk,, pour kK, #0 et g,= %1, pour x, =0.
On voit, tout comme plus haut, que, pour
—N=k;; kK, SN,

le point P, .,0..0 ©st situé dans ;.
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En procédant de la méme maniére, on construit, a partir de chaque sommet de
chaqueligne polygonale Qy(Py,x,...,- ;0...0)> une ligne polygonale Oy s(Pr s x 0..0)-
On arrive ainsi a un réseau de points P,,,, ., dans I,, dont les projections dans
X, sont p, .. . et dontles coordonnées z, sont données par les formules

K1—01
Z" =z + L au(Pro..o)hos
K=

K2—02 Kn-1—"0n-1

(63) + 2 aaz(le xO...O)haz +eee 2 Ay n— I(Pxncz...x,.-zxo) ho,_ 1
k=0

k=0

Kn—0.
+ 2 Aan (lenz...x,,-lx)ham
1]

K=
avec
o;=sgnk; si k;#0, —NZK, <N

(le terme correspondant n’existe pas pour k; = 0).
On voit, tout de suite, que

(6.4) [ — 22l < AR X | k).
i=1

7. CONSTRUCTION D’UNE SUITE DE VARIETES POLYEDRIQUES DANS [, ET D’UN
SYSTEME DE FONCTIONS z,=f")(x) QUI LES REPRESENTENT. Partons de chaque
point P, .. . du réseau, intérieur a I,, et considérons le simplexe formé par
ce point et les points

Pxini...x,’,’ Px’;x’z’...x;p ""Px{")KS")...x(n")

ol chacun différe du précédent par un seul indice, soit xjy, de maniére que

b b—1
7.1 xﬁ-b)= xj‘b )

o;, = sgnky Y si kE7V£0,
+ 0j,

o, =1 si k37D =0,

les indices b étant tous différents entre eux et prenant les valeurs 1,2,---,n et
0 _
K i = Kj -
Tous les simplexes, ainsi construits, forment une variété polyédrique V™, a
n dimensions, située dans /, et que nous pouvons considérer comme représentée

par des fonctions, o=
N, N,
20 = M)

Ces fonctions sont évidemment continues, pour chaque entier N, et elles ont
des dérivées continues, lorsque x, z sont les coordonnées d’un point @ lintérieur
d’un simplexe.

Dans les numéros suivants, nous allons montrer qu’elles sont équicontinues.
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8. EQUATIONS DES PLANS DES FACETTES SIMPLICIALES. REMARQUES SUR LEURS
ARETES. Soit une facette simpliciale issue du point Peixs...x,s €lle est située dans
un plan dont nous écrirons les équations:

n
(8.1) Z,— zgxnxz...x..)= izl a:'(xi _ x‘(mxz...x,.)).

Considérons une aréte de cette facette, soit
Pop-n, -0 0-0Po @b o),

ol nous avons (7.1) et x*~1 = «x® pour i # j,. Nous chercherons A exprimer
la différence des coordonnées z, de ces points.

Pour la commodité de I’écriture, nous poserons partout k; au lieu de
k"D kr, au lieu de «® et j au lieu de j,.

Remarquons d’abord que, d’aprés la construction faite plus haut, si

(8.2) x}+l=x;+2=...=x;=0’
alors

ot aom et b a
83) 25D D = (P 10 o (" B '1\7) '

Supposons ensuite que, pour un m > 0, tel que j + m < n,

Kism#0  (j+m=n),
(8.4)

k,=0  pour g >j+m (dans le cas j + m <n).
En posant alors

L. ’ 0 2 ’ — ’ —
01 =K pour 1 ?“'] +m, 0j+m =Kjtm = Ojems Oj+m = SEN Kjl+ma

n__ n . . "o _
;= x; pour i#j+m, 0jipn=Kjip—0jsm

on a, d’aprés la remarque précédente,
(zax'{x;...x;) _ zg:;x;...x,'.) )— (zio;o;...o;;)_ zgo;o;...o,;))

”

= (lieseR) _ zgﬂi’o;...ﬂ;;))__(zix;xi..‘x,',)_ PICELON

]

g, j+m(P o,"o;...o;;)ha j+m = O, j+m(P o;oz'...o,;) ho ;s m-

Si 0;.n, #0, on peut appliquer cette opération encore une fois, et ainsi de

suite, et on arrivera finalement, en ajoutant membre 3 membre les relations
ainsi trouvées, au résultat suivant:
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z(:’ix;...x,‘:) — Z?"xi'"‘"l ) — z¢(¢l£¢5"‘¢;) - z¢(¢{¢5.. ¢n)

(8.5) Kj4m=1
+0 4mh E (30, mPuz sz ) — Ga e mPry P s P )],
ou
8.5) (=K sii#j+m, Pjin=
$i=x) sii#Ejtm, ¢lam=0

et

Boo =K sii#j+m,

My = Ki Sii#Ej+m,

.

(®5) Bojtm = Bo+1jtm= Ojtms Hxyororijtm = Kitm= Cjims

’ !’ ’ ’
Boj+m = Mo+ tjam = Ojams Muyppos,jtm=Kj4m = Ojime

9. AUTRE EXPRESSION DES DIFFERENCES z{*3-*%) _ z(¥i*i--%)  Posons main-
tenant

Epjm= [Ba,14m(Puy s, w3 )= e jem(Pup,.. eIy

©.1)

- [a'j(P“;+ 151#0 41,2 P 4 1w “j( HoiBpae “pn)] Oj+me

Dr’ailleurs, si les conditions de ’hypothése H sont vérifiées au point P,, b

et pour les arétes Py, o ur Purwrone, € P e Py e sona

9.2) |&.54m| < h.
De la formule (8.5), on obtient, en tenant compte de (9.1),
LR _ g ixkl) 540 4(6580)

9.3)

+0;h[ag ) (Pein;. k) = Gef(Poigs.0)] + K:ij: ls‘, J+mjoh.
On est ainsi réduit a évaluer la différence
Z$H50) _ 1854
ol
¢;+m = ¢,’I'+m+l e = ¢’: =0, ‘¢j’+m = ¢j'+m+1 == 4’; =0.

Si¢js,#0 (0<p<m)et ¢,=0pour q>j+ p, on peut répéter ce ptocédé'
et on trouve
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ng....»:)_ 7B G VWENDI_ g V¥

XKj+P-1
+ 0h[a.(Pyg;..52) — 8ai(Pyiy;..43)] +pZ_:’ &5+ O,h,
ol
l”= ;' si i5‘é1+p’ 'l/'jl+p=0’
Vi=d¢; sii#j+p, Yj+,=0.
En procédant de la méme maniére, on trouve finalement
2GR g ORG)  p (EH)_  (ieRD
+ 0;h[ag Py xs) = @aj(Papa;...1)]
9.4)
x;n..-n Kjtm=-2 x}
+ a;h [ L gppamt L Eppumoytot L ep.i+l]'
Ol:l p=0 p=0 p=0
9.4 A=xi pouriZj, A'=0 pouri>j,

Ai=xkj, pourisj, A/=0 pouri>j.

Si nous nous rapportons maintenant a la remarque faite au numéro précédent
((8.2) et (8.3)), nous tirons de (9.4)

9.5 Zg“"’""‘")— za(xlxz...xn) = haj[aaj(Px;xi...x,',) + X¢j(Px K3 Kpd Px','x;...x;;)]

oll nous avons posé

Kll-im— 1 ";
(9.6) Xaj(Pn;xi.‘.x,',a Px’ixg...x,'() = 20 & jtmt o+ ° &pj+1
= =

10. EVALUATIONS DES COEFFICIENTS DANS LES EQUATIONS DES PLANS QUI
CONTIENNENT LES FACETTES SIMPLICIALES. Revenons maintenant 4 la condition H
et & P’observation faite au début du numéro précédent (voir (9.2)), au cas ou
cette condition est vérifiée, c’est-a-dire ol h est assez petit et ou 1’on a

. , p e
Pu g snRupimparnm < B o
piktp. P pPibp. P \/s
Supposons que

A% <hyety+he<"(—s.

Pu;“,;z...,,;,,n,,",“.",z...,,",,, \/S
Alors, d’aprés (5.3), on a aussi

hn(e)
(] 2
AP < h')' +eh“ < 7.5'_‘

” ” ” . ’ ’
P+l,lupsl, 2 lp+ 1" Up 1,1Kp 4 1,2* *Up 41,1
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Au numéro précédent, nous avons exprimé la différence des coordonnées z,
des points P . €t Py . successivement a ’aide des mémes coordonnées
des points a indices plus petits. Dans cette opération, nous avons fait, pour chaque
couple de points, au plus |Kj.q| +|Kj42| + - +|Kj+m| par, c’est-a-dire, en
général, moins de nN pas. A chaque pas, la distance point-plan, evaluée plus
haut s’accroit d’au plus eh? si la condition H est vérifiée au pas précédent. Puisque,
au pas initial, cette distance est nulle, on a donc, d’aprés (3.1), & chaque pas,
et par suite aussi au pas final
he
M

Donc, en observant que (9.2) doit étre applicable a chaque terme de la somme
x de (9.6), on a

(10'1) :’x’l’xg...x;;ﬂxixi...xn’ < nNh?¢ = nash < § h?](&).

&
(10°2) l Xaj(Px’lxi...x;,aPx’l’xg...x;;)| <nNhe = nae < M’

De (9.5), il suit d’autre part

(x'{K3...%5) (x3x3...6)
z -z

10.3 “ &
(10.3) o

J

= aaj(Pxixi...x,() + XGj(Pxix;...x,’,aPx'l’x;‘..x,';)'

Revenons maintenant au probléme posé au début de ce numéro, et tachons
d’évaluer les coefficients des équations des plans qui contiennent les facettes
simpliciales de V™. En considérant les arétes qui se projettent dans X, suivant
les segments paralléles aux axes de coordonnées (voir numéro 7), on arrive,
d’apreés (8.1) et (10.3), a la conclusion

a:j = aaj(Px;x;...x,’.) + Xaj
et, par suite de (10.2),

a¥ <A + = = 4%
Ii M

11. DEMONSTRATION DE L’EQUICONTINUITE DES FONCTIONS f(x). CONCLUSIONS.
Cela posé, soient deux points P’, P sur V™  de coordonnées resp.

xjy 7, = fx); x, 20 = fO).
On aura évidemment

(11.1) | za — 2| < 4* 5 | xi = xi|,
i=1

ce qui démontre 1’équicontinuité.

11 s’ensuit, par le théoréme d’Ascoli, qu’on peut extraire une suite (T) de va-
leurs N, telles que les fonctions fV tendent uniformément 3 des limites f,(x),
continues et bornées en I, et qu’on aura
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n

(11.2) D =) S 4 X [xf =5
i=

Vu que fM(x,) = 22, il s’ensuit que

fulxo) = zg.

Nous supposerons dorénavant que les valeurs N, que nous considérerons,
appartiennent a la suite (T). A partir d’un N assez grand, soit N, on aura dans
I,, outre les inégalités établies plus haut,

(11.3) [f )£ )| <B (N> Ny(B).

Nous allons maintenant, dans les numéros qui suivent, démontrer que les
fonctions f,(x) sont différentiables dans I, et qu’elles vérifient le systéme de
Pfaff.

12. EXPRESSION DE LA DIFFERENCE DES COORDONNEES DE DEUX SOMMETS D’UNE
VARIETE POLYEDRIQUE. Soient deux points p’(x’), p"(x") dans X,, qui projettent
les points P’,P” de la variété V™, de la suite considérée plus haut et soient

N N N N,
2 M=), 22 =fM(x)

les coordonnées z, de ces points. Soient encore les simplexes Xy, Xy, qui con-

"

M : ’ ’ n
tiennent ces points, et P/ .. Porer x; les sommets resp. de N, 2y
Considérons maintenant les quantités

A*Zc = zgc'{xg...x:)_ za(x;xz'...x,'.)
et remarquons qu’on peut écrire

A¥z, = h Az,

* = o (IKGeky KUK k) (KIKGKY (KK g KR)
iZa Zq Zq

et ou les z,, a indices supérieurs ont la signification de coordonnées de sommets,
qu’on leur a donnée partout dans ce qui précede. Nous supposons que, pour
tous les i,

On a encore

x=(zi+1)/2

* *
Ai Z, = Z Aipza9 T; = sgn (K;’ - K;)9
p=Kyt(1i—1)/2
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Az)za = zgc'{x;...x;'_ 1P TR geKn) zgx'{n;...x’; 1PK{, 1...»:.).

Alors, d’aprés (9.5),

Ty — O,
(12.1) Ai’:za = tihaai(Px’{x;...x{_1 vn:“...x,’.) + Xatpy V=p + "L2—_‘,
avec
(12'2) Xaip = tih xa(Px';x'z'...x;'_ PR ATE HRPES ) Px’;x;...x';_ I 1"-"-'-)'

Cela étant, on a

(12.3) " x{=(tit1)/2
Ai 2= th 2 aal(Px‘{x;...x;'_,p x;“...x,',) + ecb

pExH(r—1/2

avec
x{=(u+1)/2
(12.4) Eu = Yot
p=xH(u—-1)/2
En posant

(12.5) aai(Px'{x;...x’,'_lpx,'”...x,'.) - aci(Px;x;...x,',) = ¢pai'

on peut encore écrire
" ” o ’ x’;—(n+l)lz
(12.6) Ai‘za = (x?tlx,...lt,.)_ x?“"m,‘"))acl(Px;x;...x,‘.) + 2 ¢p¢izih + cai'
p=xit(u—1)/2
En posant encore
(12.7) xgx','x;...n;) _ xgx;ng...rr,'.) = A‘x,,

on aura

n n k" —(z1+1)/2 n
(12.8) A*Za = E aai(Px;x;_"x;)A*x, + E 2 ¢p¢{f‘h + 2 Czi.
i=1 i=1

i=1 p=xit(ti—1)/2

13. SUR LES DIFFERENCES DES COORDONNEES DES POINTS P’, P*. En partant de
1’équation des plans des facettes simpliciales de V™, on peut écrire

»
’ ’ l... ') . ’ l". ’
= 2 = B alf(x] = afrieioed)

n
” ”. n"_ » nk » LTI
2y — Z{ER) = ‘El agy (x] — x{rixi-xa),

ot les coefficients a;,a." ont été établis dans le numéro 8. On aura encore
(13_1) Aza = z:_ z; = zgx'{x','...xﬁ)_ zg";"i""‘"‘) + '/’cv

avec
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n
132) Y= T [ae — xR — o/ xfei)],
i=1

Remarquons encore que, dans (12.8), on peut remplacer les coefficients a
par leurs valeurs au point P’,

(13.3) aat(Px;x;...x;.) = a,(P') + 0y
et les différences A*x;, de (12.7), par

(13.9) A*x;=Ax; +d;,  Ax;=x{ — x],
avec

di = (x?"{"imxﬁ) _ xQ’) _ (xi(x"xi...x,’.) _ x;)

On déduit ainsi, de (12.8),
(13.5) A*z, = X a,(P)Ax; + R,
i=1

ol R, (qui sera appelé ‘‘le reste’’) a 1’expression

n n n n xi—(ut1)/2 n
(13.6) Ra = Zaai(P,)di + 2 5,,-Ax, + Z 6aidi + Z Z ¢paitih + Zfap
i=1 i=1 i=1 i=1p=xj+(ri-1)/2 i=1
14. EVALUATION DU RESTE. Les points P” et Py« sont sur la méme facette
et il en est de méme pour P’ et P,,,. .. On a donc évidemment

2a
(14.1) |d;| <2h = N
et par suite
(14.2) Y a,(P)|d;| <2n4 %
i=1

Vu la continuité uniforme des a,;, on en conclut, pour la méme raison, que,
étant donné un nombre positif J, si N est assez grand, on a

(14.3) 6] < 6

et par suite

(14.9) ) 6,,-Axi‘ <6 X |Ax)]
i=1 i=1

et, en tenant compte de (14.1),

(14.5) 2nad

N

i 6,id,-| <
i=1
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En tenant de nouveau compte de la continuité uniforme des coefficients a,;,
on voit que I’on peut faire en sorte que

I ¢pai| < Ca

{ étant un positif quelconque. Il faudrait, pour cela (voir (12.5)) que toutes les
distances Pyes wr oxi.x;Paig..x;, fussent plus petites qu’une certaine quantité
(¢,(0)). Pour arriver a cette fin, on voit, en tenant compte de (11.1), qu’il suffit que

2
( "z Ix(x’;x’z'...x;;) _ xgxix;...;:,’,) I) < CI(C)
i i

i=1 SA*? + 1
ou bien
2
- [£1(9)
*y. J—

(14.6) (EJA x,|) <
ce qui, en tenant compte de (13.4) et (14.1), est réalisé, si

S L) _ 2an
(147) i§1 IAin < S_.A_*z_;—T —N—.

On aura donc

n k= (t+1)/2 n n n
E Z ¢paitih <C Z IA*X,'I = ( Z IAxil + C 2 Idil’
i=1 i=1 i=1

i=1 p=K"+(ﬂ-l)/2

ou bien
n k- (t+1)/2 n 2
(14.8) z )y gb,,,ir,-hl <{ X |Ax| + ”TC“
i=1 p=x{—(ti—=1)/2 i=1

Enfin, pour le dernier terme, il nous faut partir des expressions (12.2) et (9.6)
de x,,;. D’aprés ce que nous avons établi au numéro 9, on aura (9.2) et, par suite
de (9:6), | xzj| < nNhe = nae.

Par suite de (12.4), on aura donc
|&u| S| i — /| nach = nag| A*x;| < nae|Ax;| + = 2a’ne
et enfin

(14.9) 2“ 2a’n’e

< nae Z |Ax|

En rassemblant tous ces résultats, on trouve pour le reste

2anA 2ané 2nla

IR, < +62|A|+ CE|A;|+

(14.10)

n
+ nae Zle,I +2a1\;1 ¢
i=1
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15. PASSAGE AUX FONCTIONS f,(x). DEMONSTRATION DU THEOREME I. Pour les
différences f(x") — f,(x") des valeurs des fonctions limites, aux points p”,p’, on a

Dz, =f(x") = fu(x") = fI (") = FEO(") + kiy — ki,
ol nous avons posé
ki =L = SO, K=o () = £V,
On peut encore écrire
Dz, = Az, + ky — kj.
D’autre part on a
aai(P') = aai(Q;) + lai’

oll nous avons désigné par Q,'le point de la variété limite ¥, de coordonnées

X, folx").
Si N croit indéfiniment, les quantitiés /,; tendent uniformément vers zéro et il

en est de méme des ky,ky. On voit encore que, dans le second membre de
(14.10), J tend aussi vers zéro, et que le terme

nae X |Ax;|
i=1
peut aussi &tre pris aussi petit que 1’on veut. On en conclut donc
|fa(x") = fulx") — 21 (X" SN (] = x{) | < ¢ ZIIAX:I + 1,
i= i=

ou u peut étre fait aussi petit que 1’on veut. Il est clair, d’aprés la maniére dont
nous avons défini {, qu’on en tire la conclusion de notre théoréme

4h) = T au(e 00,

3. Applications du Théoréme 1. Compléments.

16. CAS OU EST ASSUREE L’UNICITE DE L’INTEGRALE PASSANT PAR UN POINT.
PROLONGEMENT DE L’INTEGRALE. De la maniére dont nous avons construit plus
haut la variété intégrale, il suit immédiatement le

THEOREME II. Dans les hypothéses du Théoréme 1, si, pour chaque i, le
systéme d’équations différentielles (qu’on obtient du systéme(S)en y considérant
les variables X1,X;,**,X;_ 1, X;4 15+, X, COmme des paramétres X, =x{, x,=x3, -,
Xio 1 =X{— 1, X1 = Xihqs 00 X, = X3),

dz,

o _0 0 0 0
o= Qg (xbxz’"'7xi—l,xi,xi+1>"'axm 21,22,"‘,23)
i

dx

admet une solution unique par chaque point

0o o
x,~=xi, Za=Z¢,
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dans D, alors il existe par chaque point x9,x2,--,x5 z2,-.,2° une solution

unique du systéme (S) et elle peut étre obtenue par la méthode décrite plus haut.

On arrive encore facilement 4 un prolongement de la solution. Considérons
un point K, de la variété intégrale V construite plus haut, situé sur la frontiére
de I,. A partir de ce point, on peut construire, comme nous 1’avons fait plus
haut, une nouvelle variété intégrale V', dans un domaine I,, analogue a I, et
ayant K, pour centre. Si nous nous plagons dansles hypothéses des Théorémes I
et II, alors, le long de la frontiére commune, les variétés V et V' se raccordent
selon une variété a n—1 dimensions et ont méme plan tangent, le long de cette
variété.

THEOREME III. Dans les hypothéses des Théorémes 1 et 11, il y a, a partir
de chaque point de la frontiére de I, un prolongement de ’intégrale V dans
un autre parallélipipéde 1, et ce prolongement forme, avec V, une intégrale
dans la somme des domaines I, + I,.

17. CAs DES COEFFICIENTS a,; DERIVABLES. Supposons maintenant que chaque
fonction a,; ait des dérivées continues par rapport & Xy, X, -, X;— 1, %41, *>Xp
ZI’ZZ’ "',Zs.

Dans ce cas, en posant

17.1)
s 0
S =[ (6a,,,) Ly (aa,,) z$ z};]_ [ (6aak ) 4 5 (aaak) f.,‘," —z ]
5xk Pl;; p=1 62,, PI: h 6x, P/ B=1 32, Pl h
ol les dérivées sont considérées dans un point P,* du segment P, P, resp. dans
un point P} du segment P,P,, la condition (2.2) peut s’écrire

(17.2) |S¥u] < e

11 nous faut maintenant tenir compte de (5.1) et de (5.2), avec la condition
(4.2). 11 en résulte les conditions d’intégrabilité bien connues

day, S Oay da, o 0Oay
i A A R P
Xk B=1 Zﬂ 1 g=1 Zp

qui doivent étre vérifiées en chaque point.
Réciproquement, supposons (17.3) vérifiées. Posons

(aaal) — (aaal ) _ A aaal (%L) — (aaal ) _ A aaal
3x,, p,: axk Po - axk ’ 32,, p,: az‘, Po - 62, ’
(%;) - ("a«k) NS (iai) - (&) N

axl Pl‘ ax, Po - ax, ? aZp P; 32, Po - aZp ’

) _,0 M _ 0
u—ak(P0)=Dlu u—a(Po)=Dl-
A (] B A Bl (]

(17.3) S, -0,
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Alors on déduit de (17.1) et (17.3)

oa da da, da
S:pu - Saﬂkl = A —ﬁi‘ - 6_;: - 32 A : apk(P o) — Z A ok apt(P o)

0
Dﬁk - E A a“ Dp'.

+ 3 A%
aZp

p=1 0z

Vu la continuité des dérivées des coefficients a,;, on en déduit que I’hypothése
H est vérifiée.
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