
SUR L'INTEGRATION DES SYSTÈMES DE
PFAFF COMPLETS

PAR

MENDEL HAIMOVICI

On doit à A. Mayer [4] la méthode d'intégration—qui porte son nom—des

systèmes de Pfaff (S) (voir plus loin, §1) complètement integrables. Des dé-

monstrations rigoureuses de théorèmes d'existence et d'unicité ont été données

par W. Nikliborc [5], C. Carathéodory [2] (théorèmes locaux) et T. Y. Thomas

[10]. Dans ces théorèmes, on suppose que les fonctions axi sont bornées et con-

tinues, ainsi que leurs dérivées, dans un domaine D des variables x,z et qu'on a,

dans D,

(1) %L + I   ^aßk = p±+î   ^aßJ      (j * k).
dxk      ß = y   ozß   '"        dxj      p = y   dzt   "]

Dans cette hypothèse, il existe s fonctions zx =/a(x), vérifiant le système et les

conditions initiales

où le point x°,z° est contenu dans D.

L'étude de ces systèmes a été reprise ensuite par divers auteurs [1; 6; 7],

toujours dans le cas où les coefficients admettent des dérivées continues^).

Dans ce cas, les théorèmes assurent l'existence et l'unicité des solutions.

Récemment, A. Haimovici [3] a repris le problème dans des conditions plus

générales, où on ne suppose plus la dérivabilité des coefficients, et a démontré

l'existence des solutions dans ces conditions, l'unicité n'étant plus, en général

assurée. Les conditions d'intégrabilité établies par A. Haimovici sont nécessaires

et suffisantes, mais elles paraissent être d'un maniement difficile, puisqu'elles

supposent des connaissances étendues sur les courbes intégrales du système(2).

Ce travail a pour but de donner un théorème d'existence dans des conditions

plus étendues que celles des auteurs cités plus haut. On ne suppose pas l'existence

des dérivées des fonctions, on ne suppose même pas l'existence de dérivées géné-
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(J) Dans le théorème de Bruwier, on suppose seulement l'existence des dérivées qui entrent

dans les formules (1).

(2) M. A. Haimovici suppose, notamment, que les fonctions aa¡ sont bornées et continues et

que, étant donné un parallélogramme abcd, dans l'espace des variables x, à chaque intégrale de

(S) le long de abc, ayant les extrémités A et C, il correspond une intégrale le long de adc, ayant les

mêmes extrémités.
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ralisées [9] ou de différentielles extérieures généralisées [8]. Les hypothèses

sont moins générales que celles de A. Haimovici, mais elles portent seulement

sur les coefficients et non sur les courbes intégrales.

L'énoncé du théorème, qui fait l'objet principal de ce travail, se trouve dans

le 1er paragraphe (Théorème I) ; le §2 en contient la démonstration, dont la marche

générale peut être suivie, en lisant les titres des sous-paragraphes.

Le §3 contient des applications au cas où il y a unicité de la solution. Dans

ce cas, on voit qu'on peut prolonger celle-ci, comme on le fait pour les équations

différentielles ordinaires. On voit que les cas examinés plus haut, sont contenus

dans le Théorème I.

1. Notations.  Ënoncé du théorème d'existence.

1. Soit le système de Pfaff

n

(S) 9a = dza - Z axidx¡ = 0       (ce= 1,2,— ,s; i = 1,2,—,»),
i = l

où axi sont des fonctions continues des variables x,z, définies dans un domaine

D* de l'espace Rs+n de ces variables. Dans un domaine D contenu avec sa frontière

dans D* les fonctions axi sont donc bornées et uniformément continues. Soit

(1.1) |fl«i|<¿     dans D.

Considérons, en un point P0 de D, le plan n0 à n dimensions,

(1.2) z«-z?- Za„.(Po)(xi-xf) = 0,
i = l

que nous désignons par "plan tangent en P0"; soit, dans le plan X„ des variables

x, le carré de sommets

Po(xf)\   Pk(x™ = x,° + Xd;    P¿x\'> = xf + nd;   Pkl(xw = xf + A, + (i¿;

I 0   si i ■£ k, 10   si i 7e /,

h = Pi =
' h   si i = fe, 1 h   si i = /,

lïk,      h= ±h,

et, dans Rs+n, les points correspondants

P0(x?,z°);       P*(x|< W*>= z? + v<*>)

PM>,z? = zl + v<'>);      PaOcf>,*<«>= zx + v.<«»).

Nous supposons que tous ces points sont dans D.

Désignons par APn la distance d'un point P au plan n.

2. Hypothèse H. Étant donné un e > 0, il y a des fonctions £i(e), «(e) positives,

avec le rapport e/w(s) borné
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m

aJtPk) - aJP0)     axk(P,) - axk(P0)

(2.1) ^ ^ M,

telles que

(2.2)

dès que

(2.3) |«|<£i(s),        APkno<\h\n(£),       APino < \ h \ nie),

pour tous les points de D* et pour tous les couples de valeurs entières k, l de 1 à n.

3. Théorème I. Etant donné le système (S), ou les fonctions axi, uni-

formément continues dans D et bornées par (1.1), vérifient l'hypothèse H, il y a

pour chaque point P0(x°,z°)cz D un système de fonctions

Z* = /«(*)

vérifiant les conditions:

(a) /„ sont continues avec leurs premières dérivées dans tout le domaine

j de Xn (avec sa frontière):

CD
tel que

(3.1)

\xt-xf\ z% a,

1
a <

M„

et que le parallélipipède ï0 défini par J et

\zx- zx\ <; n4a

soif entièrement contenu dans D.

(b)   On a

z« =/«(x0);

(c)   On a, dans j

df„(x) = £ aJx,f(x))dXi.

2. Démonstration du Théorème L

4. Remarque sur les distances APno. Si la distance d'un point P(x,z) à n0,

est plus petite qu'un certain nombre e*, on peut conclure que les distances de P

à chacun des plans (à (n + s—1) dimensions), donnés par les équations (1.2),

prises séparément, sont plus petites que £*, ce qui veut dire qu'on a

(4.1)

où

A"p,0 = za-z°x-   ¿LaJP^Xi-x»)
i=l

< e**
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e** = ,/l + n42 e*.

Vice-versa, si l'on a (4.1) pour chaque indice a, et pour un e** donné, il en

résulte par des méthodes élémentaires que

Ap*0 < s/s £**

Pour imposer la condition (2.3) aux distances de Pk et P, à n0 il suffit donc

de supposer

(4.2) ^0<|Ä|^,    Aï*. < |*|^

5. Propriétés d'un quadrilatère spécial. Supposons que, dans le quadri-

latère décrit au no. 1 (§1), les droites P0Pk et P,Pkl soient contenues respective-

ment dans les plans tangents en P0 et P,. On a alors

(5 1} v« = aak(P0)h,

v(«)_v«= ajp¿h)

et

(5.2) APUo =   |v<'>-aal(P0)/¡|.

Construisons les expressions A°j>fcl)tlt, qui donnent la distance du point Pkl au

plan nk tangent en Pk. On a

A" z(«>_z«_  Zaai(A)(x/">-xr)l,

donc

K^^l^-vP-a^PJh]
et, d'après (5.1),

Aspt,„k= | v« + aJP^h - axl(Pk)h - axk(P0)h\.

Or, d'après (2.2), il en résulte

AJfclBk<eh2 + |v<'>-öal(P0)Ä|

et, d'après (5.2),

(5-3) APhlKk<APtX0+eh2,

si (voir no. 4)

(5.4) \h\<ex(e)   et   A"Pl!l0<\h\^.

6. Construction d'un réseau de points dans D. Considérons maintenant

dans X„, à partir du point Po(xf), qui projette le point P0 de D, le réseau

de points
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Pk1K2...k„(xí " xf° + Kih)

où k, sont des entiers

(6.1) -N£k,£N

et

(6.2) a
*  =Ñ-

Construisons ensuite, à partir d'un point P0 une ligne polygonale Qy, dont

les sommets PKloo...o ont Pour projections dans X„ les points PKl0...o et tels que

les côtés PI(1o...oP>ci + i,o...o soient contenus dans le plan tangent en P„l0...o» si

Ky ̂  0, et dans le plan tangent en PKi + ito...o> si Ky < 0.

Il est clair que, pour Ky = —JV, — JV + l,"-,0,"-,JV, cette ligne est située

dans I0, avec les extrémités sur la frontière. En effet, on a, d'abord, de (6.1) et

(6.2), que, dans Xn.

Y(«ciO...O) _   Yo   , «
Xy —    Xy   + Kt   —,

x(x.0...0)==   xO (¡>1)

et ensuite
(KlO...O)    _      (K1-V1.0...0)   _.    n     (p U-

où h = a ¡N, a y — sgnjq, si Ky j= 0 et a y = ± 1, si Ky = 0. Par suite, on a

K*,0"0)-z°|<4Kl«;

par suite de (6.1), notre affirmation en résulte, en vertu de la manière dont nous

avons défini I0.

À partir de chaque sommet PKio...o de Qu construisons, de la même manière,

une ligne polygonale 62(Pk,o...o)> soient PKiKl0...o ses sommets, dont les pro-

jections, dans X„, ont pour coordonnées

v(«1«Jo...o) m Yo + Kihf    xfr,«o...o)=s xo + KjÄ>

v(K(iciO...O) _     0          v(iciiC20...0)   _      0                (u -    a\
x3 — X3,--,Xn —   X„ Irt-— I.

Pour les coordonnées z„ des sommets de Ô2(PKlo...o)» on a

(K1K2O...O)   _    _(Ki,iC2-oj,0...0)   _. (p \hnn

a2 = sgnjc2, pour k2 î4 0   et   a2 = ± 1, pour k2 = 0.

On voit, toot comme plus haut, que, pour

— JV íá Ky ; k2 ^ JV,

le point PK11„o...o est situé dans I0.
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En procédant de la même manière, on construit, à partir de chaque sommet de

chaqueligne polygonale Q¡(PKíK2...K¡. l0...o), une ligne polygonale Qi+t(PKiK2..,Kt0...o).

On arrive ainsi à un réseau de points PKiK2...Kn, dans 70, dont les projections dans

X„ sont pKlK2...Kn et dont les coordonnées z„ sont données par les formules

2(KiK,..k„)= zo   +KZ<T1aal(PK0...0)n0-1

K=0

K2-ff2 Kn-l— <TM-1

(6.3) +     I ax2(PKiK0_0)ha2 + --+      Z     aXt„_x(PKiK2_Kn_2K0)han_x
K=0 K=0

K„-ff.

+    Z axn (PKlK2...K„_lK)hon,
K = 0

avec

<7; = sgn k¡    si    k¡ # 0,    —N^Ki^N

(le terme correspondant n'existe pas pour /c¡ = 0).

On voit, tout de suite, que

(6.4) |z(k.«...*-)_ zo|</4n¿ |k,.|.
î=i

7. Construction d'une suite de variétés polyédriques dans 70 et d'un

système de fonctions zx=fxN\x) qui les représentent. Partons de chaque

point PKlK2...Kn du réseau, intérieur à I0, et considérons le simplexe formé par

ce point et les points

PK[k^...k^ Pkw...k¿,---,Pk<1">kí»>...k'í?i

où chacun diffère du précédent par un seul indice, soit kJI\  de manière que

f a¡. = sgnK^_1)    si k£-1>#0,

(. */,= ±1 sik£  ^ = 0,

les indices /> étant tous différents entre eux et prenant les valeurs l,2,.--,n et

Tous les simplexes, ainsi construits, forment une variété polyédrique V{N\ à

n dimensions, située dans 70 et que nous pouvons considérer comme représentée

par des fonctions,

Ces fonctions sont évidemment continues, pour chaque entier N, et elles ont

des dérivées continues, lorsque x,z sont les coordonnées d'un point à l'intérieur

d'un simplexe.

Dans les numéros suivants, nous allons montrer qu'elles sont équicontinues.
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8. ÉQUATIONS  DES   PLANS  DES FACETTES  SIMPLICIALES. REMARQUES SUR LEURS

arêtes. Soit une facette simpliciale issue du point PK1K1...Ktl', elle est située dans

un plan dont nous écrirons les équations:

(8.1) zx - 4«»*'-••»••>=   £ at,(x¡ - x¡KíK2"Kn)).
¡ = i

Considérons une arête de cette facette, soit

Kl K2 ... Kn Kl     K%      -.Xn      '

où nous avons (7.1) et k^_1) = K\b) pour i +jb. Nous chercherons à exprimer

la différence des coordonnées zx de ces points.

Pour la commodité de l'écriture, nous poserons partout k\ au lieu de

k(x~X);k'1, au lieu de K¡b) et j au lieu de jb.

Remarquons d'abord que, d'après la construction faite plus haut, si

(8.2) K;.+1=K;+2 = ... = K; = o,

alors

(8.3) ZK«Ï-"S>_ zx^-^=axj(PKW2...K.)hoj     {h = ~y

Supposons ensuite que, pour un m > 0, tel que j + mz%n,

Kj+m ^0       (j + mz%. n),

(8.4)
k'9 = 0       pour q >j + m (dans le cas j + m < n).

En posant alors

S,' = k¡       pour i ?é / 4- m,    ö/+m = K;+m - aJ+m, oJ+m = sgn K¡+m,

e¡'= k'¡      pour i*j + m,   ej+m = Kj'+m - o-J+m,

on a, d'après la remarque précédente,

rz(«ï*i-*S) _ z(«í«i-«i)\_ (-z(9i'9'í-eñ)_ z(»i'«2'-«ñ)\

_    /z("i«ta».«S) _  z(«i'ei'...»nK_(2(«¡'C2-Kñ)_   z(»,'92'...»;K

= aaj+m(Pep2-...e>i)ho'j+m - axJ+m(Pe.$i...„¿)ho-J+m.

Si 0'j+mi=0, on peut appliquer cette opération encore une fois, et ainsi de

suite, et on arrivera finalement, en ajoutant membre à membre les relations

ainsi trouvées, au résultat suivant:
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zoe za — z« za

£

,, = 0

(8.5)

où

(8.5)

et

+<TJ+mh    Z   [««j+m(^;1/.;I...i.;„)-a«j+m(^1^'p--^;„)],

<t>'¡=K'¡     si iïj +m,  ¿;+m = o,

#,' = k'í     si i ?¿ 7 + m,   <p;+m = o

(8.5')

p"p¡     = k"   si i¿j + m,

p'pt     = k[    si i ± j + m,

ßp.J + m =   Pp + l.j + m ~ ai + mi   tlKj*n,-iJ+m    =   Kj + m~ Gj + m>

l*p,j + m  =   /V+ l.J+m — aj + m>   flu j+ ,„-i,j + m = Kj + m ~ aj+ m-

9. Autre expression des différencesz&í'Z-O — zj?'1"*"*"*.    Posons    main-

tenant

ep,j + m=   \.ai,] + J,P»^1...ll"l,) ~ a*,j + m(Pn^2...^y] O-j

(9.1)
-  La»APl>i.i,lß'n.l,1-K*iJ ~ a»APßip;v+iJ}<rj+m-

D'ailleurs, si les conditions de l'hypothèse H sont vérifiées au point P„. „.    „.

et pour les arêtes P>-pKr..^Kl...^n et P,>;2...,A+1>1,;+1>2...,<;+1,,,> on a

(9.2) \epJ+m\<eh.

De la formule (8.5), on obtient, en tenant compte de (9.1),

(k\k"2...k)_   (*;*;...<) _ _(*î*ï...«)_ M^i-K)*« z« — z« z«

(9-3) Kj+m.1

+ o-7n[acy(PlcÍK2....B¿) - a.j(Pri^K)~] +   Z   epJ+mJah.
pmQ

On est ainsi réduit à évaluer la différence

<WÎ...«) _    (+¡+;...«¡)
z« •'a j

OÙ

<£"+»! = #/ + m + l = — = C = °.       <t>j + m = <f>J + m+l = --- = <l>'n=0-

Si <£j+p #0 (0 < p < m) et $,' = 0 pour g > ; + p, on peut répéter ce procédé

et on trouve
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_(*ï*ï...«)_ _(*',^...*A)_ _(^j...0;')_ _ Wi-fi.)
¿a ¿a —   ¿a ¿i

Kj + P - 1

p=0

où

tfrf-tf   si i*j+p,     <^+p = o,

^; = ̂ ;  si i-tj + p,   f/'+p = o.

En procédant de la même manière, on trouve finalement

zot za —   za z«

+   Cjhi«aAPK'tKi...KU - a*APliAi...*Íf]
(9.4)

[Kj + m-l Kj + m-2 KJ "I

2  spJ+m+     Z e/jJ+m_1+"-+  Z   ep_;+1  .
p = 0 p=0 p-0 J

où

4 A" = kJ      pour ¿ i% ;,    A," = 0       pour i > j,

X'i = k\,      pour i zi j,   X[ = 0       pour ¿ > j.

Si nous nous rapportons maintenant à la remarque faite au numéro précédent

((8.2) et (8.3)), nous tirons de (9.4)

(9.5)     z<«ï*ï"»- Z,<«W-^ = hoj[aaJ(PK.¡K....K.) + X.j(PKiK-..,z,PKK...K,y]

où nous avons posé

*/ + m - 1 *J

(^•6) X«7(PK¡KÍ...icA>Pic'¡>tJ'...<)    =        ^     £p,7 + m+  "'   +    L    Bp,j + l-
p=0 p=0

10.  ÉVALUATIONS   DES   COEFFICIENTS   DANS   LES   ÉQUATIONS   DES   PLANS   QUI

contiennent les facettes siMPLiciALES. Revenons maintenant à la condition H

et à l'observation faite au début du numéro précédent (voir (9.2)), au cas où

cette condition est vérifiée, c'est-à-dire où h est assez petit et où l'on a

A«                               ^ h rt*)Ap »   »     » « '   '       '   <  n -.
rHpV*p2"-'ipn*iipV*l>2—upn Ig

Supposons que

Aï. » »     - « »  <     - < «y et y + /»£ < ^.

Alors, d'après (5.3), on a aussi

A» »      » »     « -       . .     <hy +£h2 < —£A
rp + l,lu/>+l, 2—fp+l,n'tBp+l,lBp + l,2—Up + l,x ' fg
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Au numéro précédent, nous avons exprimé la différence des coordonnées za

des points PK»K»„.K;et PK'K-.,.K>H successivement à l'aide des mêmes coordonnées

des points à indices plus petits. Dans cette opération, nous avons fait, pour chaque

couple de points, au plus |k/+1[ + |k,+2| + ••• + |>c,+m| par, c'est-à-dire, en

général, moins de nN pas. À chaque pas, la distance point-plan, évaluée plus

haut s'accroît d'au plus en2 si la condition H est vérifiée au pas précédent. Puisque,

au pas initial, cette distance est nulle, on a donc, d'après (3.1), à chaque pas,

et par suite aussi au pas final

he
(10.1) APK.K,„K^K,iK.v„Ki.<nNh2e = naeh < — g hn(e).

Donc, en observant que (9.2) doit être applicable à chaque terme de la somme

X de (9.6), on a

(10.2) | %xj(PK.lK2...K,PKK...Kù| < nNhe = nae < ¿.

De (9.5), il suit d'autre part

(k';k5...o _   (kJk^...kî)

(10.3) -5-j-¿-= axJ(PK[K....K.) + UP«l*2...<>P*i*"2...*"J-

Revenons maintenant au problème posé au début de ce numéro, et tachons

d'évaluer les coefficients des équations des plans qui contiennent les facettes

simpliciales de V^K En considérant les arêtes qui se projettent dans Xn suivant

les segments parallèles aux axes de coordonnées (voir numéro 7), on arrive,

d'après (8.1) et (10.3), à la conclusion

a*j = aaJ(PK[Ki...K;)   + Xaj

et, par suite de (10.2),

\<\<A   +   Jj-A*-

11. DÉMONSTRATION DE L'ÉQUICONTINUITÉ DES FONCTIONS/(^°(x). CONCLUSIONS.

Cela posé, soient deux points P',P sur Fw, de coordonnées resp.

x;, z;=/f(x'); x;;z:=AN)(x").

On aura évidemment

(îi.i) |z:-z;|<4* Z|x;'-x;|,
¡=i

ce qui démontre l'équicontinuité.

Il s'ensuit, par le théorème d'Ascoli, qu'on peut extraire une suite (T) de va-

leurs N, telles que les fonctions fxN) tendent uniformément à des limites fx(x),

continues et bornées en I0 et qu'on aura
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(11.2) |/a(x")-/a(x')|^4 £|x;'-:xt'|.
¡=i

Vu que /a(iV)(x0) = zx, il s'ensuit que

/*(*<>) = 4

Nous supposerons dorénavant que les valeurs JV, que nous considérerons,

appartiennent à la suite (T). À partir d'un JV assez grand, soit JV1; on aura dans

/0, outre les inégalités établies plus haut,

(11.3) |/«(x)-/aw (x)| < ß      (JV > Ny(ß)).

Nous allons maintenant, dans les numéros qui suivent, démontrer que les

fonctions fx(x) sont differentia bles dans ï0 et qu'elles vérifient le système de

Pfaff.

12. Expression de la différence des coordonnées de deux sommets d'une

variété polyédrique. Soient deux points p'(x'), p"(x") dans Xn, qui projettent

les points P',P" de la variété Fw, de la suite considérée plus haut et soient

z'am=nH\x'è, zr=frw)

les coordonnées za de ces points. Soient encore les simplexes ZN', T,N", qui con-

tiennent ces points, et P^...*;^'»*»...*» les sommets resp. de 2^, T,¡¡.

Considérons maintenant les quantités

A*r   — »(*ï*i"*i!)_ v (K^á-xA)

et remarquons qu'on peut écrire

A*zx = î A*za
» = i

où

¿»¡¿a   —  ¿x ¿*

et où les zx, a indices supérieurs ont la signification de coordonnées de sommets,

qu'on leur a donnée partout dans ce qui précède. Nous supposons que, pour

tous les ¿,

On a encore

Kfo" ̂  0.

K¡'-(T,+ l)/2

Afza=        I        A?pza,   t¡ = sgn«-K'¡),
p=K¡ + (ti-l)/2

ou
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A * _      OCiKl...Kj_¡,p+H,K¡    ,...lt;)_ _(>CÍ>CÍ...IC'¡.1PIC¡    ,...«;)
L*ip¿ot — z» ¿a

Alors, d'après (9.5),

(12.1)       A*z, = TjÄo^P«-»....,,^, vic;+,...„;) + *,»,, v = p + T'2 g|,

avec

\\-J..L) Xdip ^Í™X<XÍ\*K"iK2...K'¡_1,p+Zi,K¡+l...K¡,'   -'lcJlC2...lC^_ j/>lC¡+,...K¿'"

Cela étant, on a

(12 3) «î-(»i+i)/2
Afza - ht, L      axl(PKlK^KÏ lPK¡     K.) + É.„

/>=K',+ (tl-l/2

avec

*?-(ci+l)/2

(12.4) t,- Z        z.tp.
p-»',+(«-1)/2

En posant

(12.5) a«(PKK...K;'.lPK('+l...K;) - ^(P«;^...«;) = ^«¡.

on peut encore écrire

K';-(t, + i)/2

(12.6) A,*za = («f«-"» - xf«--^K^...,;) + I        ^t,fc + i„.
p =«', + (!,-1)/2

En posant encore

(12.7) af**""0 _ xfí'i-O = ¿*Xu

on aura

n n *"-(ti+l)/2 n

(12.8) A*za = Z a^PK[K2^)A*Xi +    Z Z far,h +  Z £«,.
i = l 1=1 p=K', + (t|-l)/2 1 = 1

13. Sur les différences des coordonnées des points P', P*. En partant de

l'équation des plans des facettes simpliciales de F(N), on peut écrire

z,'- 4»W-«ö = Z «tffo' - xfW-«»),i = i

z»_ zk«ï...«o „ ¿ a¿*(xf*- jej"**""®),
¿ = i

où les coefficients a'ai,axi  ont été établis dans le numéro 8.  On aura encore

(13.1) Aza = *;- z'. = z<-î"î-"s>- z(«w...«i)+ ̂

avec
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(13.2) i¡/,= Í[a"Jt(x1  -x/^-^-a^xZ-x^^"^)].
i = l

Remarquons encore que, dans (12.8), on peut remplacer les coefficients a

par leurs valeurs au point P',

(13.3) aJPK[KÍ,„K.) = aJP') + 5xi

et les différences A*x¡, de (12.7), par

(13.4) A*x¡ = Ax¡ + d¡,       Axi = x"i — x'¡,

avec

d. = (x(*î*î-«a _ xj-) _ (jc(«íkí...«;) _ xj)

On déduit ainsi, de (12.8),

(13.5) A*za =  Z aJP')Axt + Rx,
i = l

où Rx (qui sera appelé "le reste") a l'expression

n n n n     k'J-(tí+1)/2 n

(13.6) Rx =   Z a„(P')df + Z ¿„Ax, + Z <5aid; + Z Z ^t,» + IÇxi.
i = l i = l ¡ = 1 > = 1 p=K',+(ti-J)/2 ¡ = 1

14. Évaluation du reste. Les points P" et PK»KÏ...K^ sont sur la même facette

et il en est de même pour P' et PK-K\..K^. On a donc évidemment

(14.1)

et par suite

(14.2)

| d¡ | < 2n =
2o

JV

Z aai(P')|d,.|<2n4-.

Vu la continuité uniforme des axl, on en conclut, pour la même raison, que,

étant donné un nombre positif <5, si JV est assez grand, on a

(14.3)

et par suite

(14.4)

M<ô

n n

Z ¿„¡Ax,-    < <5  Z   | Ax¡

et, en tenant compte de (14.1),

(14.5) Z Mi
¡ = i

<

> = i

2na<5

Iv-'



436 MENDEL HAIMOVICI [June

En tenant de nouveau compte de la continuité uniforme des coefficients axi,

on voit que l'on peut faire en sorte que

Itfwl < C,
C étant un positif quelconque. Il faudrait, pour cela (voir (12.5)) que toutes les

distances PK»K"...K.' ^'...klP^k'.-.k^ fussent plus petites qu'une certaine quantité

(Ci(0)- P°ur arriver à cette fin, on voit, en tenant compte de (11.1), qu'il suffit que

/ j|;cpï.-rt)_X|O.K-»i)|J'< Ci(0
s4*2 + 1

ou bien

(14.6)
(¿|A.«,|)"

< Ci(0
s4*2 + 1 '

ce qui, en tenant compte de (13.4) et (14.1), est réalisé, si

(14.7) ¿H^-ï

On aura donc

n        KJ' —(ti + l)/2 n n n

Z Z 0piiTin<C   Z  |A*x,] = C   Z   |Ax(|+C  Z|d;|,
¡ = 1   p=k/ + (t¡-1)/2 i = l i = l ¡ = 1

ou bien

(14.8)
n        K';-(r¡ + l)/2

Z Z <!>„„■: ¡h
¡ = 1   p=K,'-(t|-l)/2

< Ç   Z |Ax,|   +
2n£a

JV  '

Enfin, pour le dernier terme, il nous faut partir des expressions (12.2) et (9.6)

de Xapi- D'après ce que nous avons établi au numéro 9, on aura (9.2) et, par suite

de (9-6)> i     i
\x*j\<nNhB = naE.

Par suite de (12.4), on aura donc

2a ne
| Çxi | :g | k'I - k{\ nash = nas | A*x; | < na£ | Ax, | + ——

et enfin

(14.9)
« n 2a2n2£

Z £xi    <na£   Z |Ax,| +—-¡—.
» = i i = i m

En rassemblant tous ces résultats, on trouve pour le reste

(14.10)

. „ ,     2an4     . v , .    ,      2an<5      „ v i a    i      2n£fl
Kl < -jv~+5,Ç1lAx'l +-jr + c ¿J^l + ~Ñ~

vi.    i     2a2n2e
+ nae   2*  Ax,   + —r=—.

1 = 1 N
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15. Passage aux fonctions fx(x). Démonstration du Théorème I. Pour les

différences fx(x") —fx(x') des valeurs des fonctions limites, aux points p",p', on a

Dzx =/a(x") -fx(x') = /¿N)(x") -ñN\x) + k"N - k'N,

où nous avons posé

*; =ux")-frxx), k'N =/a(x')-fiN\x').

On peut encore écrire

Dzx = Az, + k"N - k'„.

D'autre part on a

ajn = axm + lxi,

où nous avons désigné par g/le point de la variété limite V, de coordonnées

x¡, h(x').

Si A7 croît indéfiniment, les quantities lxi tendent uniformément vers zéro et il

en est de même des k'ú,k'N. On voit encore que, dans le second membre de

(14.10), b tend aussi vers zéro, et que le terme

n

nae Z |Ax¡|
¡ = i

peut aussi être pris aussi petit que l'on veut. On en conclut donc

\fx(x") -fx(x') -   Z ax¡(x',f(x'))(x';-x¡) | < C Z |Ax;| + p,
i = 1 i = 1

où p peut être fait aussi petit que l'on veut. Il est clair, d'après la manière dont

nous avons défini £, qu'on en tire la conclusion de notre théorème

dfx(x) =  Z axi(x,f)(x)dXi.
i = l

3. Applications  du   Théorème  I.   Compléments.

16. Cas où est assurée l'unicité de l'intégrale passant par un point.

Prolongement de l'intégrale. De la manière dont nous avons construit plus

haut la variété intégrale, il suit immédiatement le

Théorème IL Dans les hypothèses du Théorème I, si, pour chaque i, le

système d'équations différentielles (qu'on obtient du système (S) en y considérant

les variablesxx,x2,---,xi-X,xi+x,---,x„commedes paramètres xx = x°, x2=x2, •••,

^¡-l —xi-i,Xi+i = Xi+X, '",Xn = x„),

"^«r _/OOU o o •>
~T atti \Xi,X2, •••,Xj_1,Xi,Xi + 1, ■•• ,Xn, ZX,Z2, ■•■,ZS)

admet une solution unique par chaque point

x. = x?   z =z°
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dans D, alors il existe par chaque point x^,x2,---,x°, z°,---,z° une   solution

unique du système (S) et elle peut être obtenue par la méthode décrite plus haut.

On arrive encore facilement à un prolongement de la solution. Considérons

un point K0 de la variété intégrale V construite plus haut, situé sur la frontière

de I0. À partir de ce point, on peut construire, comme nous l'avons fait plus

haut, une nouvelle variété intégrale V, dans un domaine Iu analogue à J0 et

ayant K0 pour centre. Si nous nous plaçons dans les hypothèses des Théorèmes I

et II, alors, le long de la frontière commune, les variétés V et V se raccordent

selon une variété à n — 1 dimensions et ont même plan tangent, le long de cette

variété.

Théorème III. Dans les hypothèses des Théorèmes I et II, il y a, à partir

de chaque point de la frontière de I0, un prolongement de Vintégrale V dans

un autre parallélipipède Iy et ce prolongement forme, avec V, une intégrale

dans la somme des domaines I0 +Iy.

17. Cas des coefficients axi dérivables. Supposons maintenant que chaque

fonction axi ait des dérivées continues par rapport à Xy,x2,---,x¡_y,xl+1,---,x„,

Zy,Z2,--- ,ZS.

Dans ce cas, en posant

(17.1)
»    _\(daxl\    ,é(ôaxl\    zf>-z°ß]_\(Saxk\ J lBa*\  zf - zjl

xßkl~[\sxkU+ßty\ozß)Pi -ri [\dx,)P; + f:\dz,),î h   y

où les dérivées sont considérées dans un point P* du segment P0Pk resp. dans

un point P* du segment P0P,, la condition (2.2) peut s'écrire

(17.2) |Sl«|<e.

Il nous faut maintenant tenir compte de (5.1) et de (5.2), avec la condition

(4.2). Il en résulte les conditions d'intégrabilité bien connues

(17.3) Sxßkl = -=— + L   -j—aßk --^—-L   -gi-a* = 0,
CXk ß = y     VZß UXi ß-y     VZß

qui doivent être vérifiées en chaque point.

Réciproquement, supposons (17.3) vérifiées. Posons

\dxk)Pl      \dxkJPo dxk        \dzß)P*k      » dzß JPo dzß

í Saxk\      _ fSaqk\     = A daxk       ¡àa^X Í da^X      = A da^

\dx, Jrî      \dx¡ )Po "     ôxt'      \dzf/p¡     \dzß }Po ozß'

zí*}-z„0 zí0 - z?
-t-A- - aßk(P0) - Dßk, JL-r^L -  aßl(P0) = ¿V
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Alors on déduit de (17.1) et (17.3)

Ç*    _ <J -A Ôa" - A  düak -  Z KÈE±n   (P ) -  Z A^a  (P )
S.fikl - Sxtkl - A -^-    A -^-      L*dZf "ßt(Po)     £ A dZf¡ aßl(P0)

+   t A-^îi-D     -   Z A Ôa"k D
+    L.   A-jr—Ußk   -    Lé   ¿\-jr—Vßl.

0 = 1       ozß ß = l       ozß

Vu la continuité des dérivées des coefficients axi, on en déduit que l'hypothèse

H est vérifiée.
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