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UN CALCUL D’ANNEAUX DE DEFORMATIONS
POTENTIELLEMENT BARSOTTI-TATE

XAVIER CARUSO, AGNES DAVID, AND ARIANE MEZARD

ABSTRACT. Soit F' une extension non ramifiée de Q, incluse dans une cloture
algébrique @p de Qp fixée. Le premier objectif de ce travail est de présenter
une méthode purement locale pour calculer les anneaux de déformations po-
tentiellement Barsotti-Tate de type galoisien modéré de niveau [F : Qp] des
représentations irréductibles de dimension 2 de Gal(@p/F). Nous appliquons
ensuite cette méthode dans le cas particulier ot F' est de degré 2 sur Qp, ce
qui nous conduit, dans ce cas, a la détermination presque exhaustive de ces
anneaux de déformations. Notre approche met en évidence un lien, apparem-
ment ténu, entre la structure de ces anneaux de déformations et la géométrie
de la variété de Kisin correspondante.

En guise de corollaire, nous vérifions, toujours dans le cas ou F' est de degré
2 sur Qp et a 'exception de deux cas tres particuliers, une conjecture de Kisin
qui prédit que les multiplicités galoisiennes intrinseques valent toutes 0 ou 1.

Abstract. Let F' be an unramified extension of Q,. The first aim of this
work is to develop a purely local method to compute the potentially Barsotti—
Tate deformation rings with tame Galois type of level [F' : Qp] of irreducible
two-dimensional representations of the absolute Galois group of F. We then
apply our method in the particular case where F' has degree 2 over Q, and
determine in this way almost all these deformation rings. In this particular
case, we observe a close relationship between the structure of these deformation
rings and the geometry of the associated Kisin variety.

As a corollary and still assuming that F' has degree 2 over Q,, we prove,
except in two very particular cases, a conjecture of Kisin which predicts that
intrinsic Galois multiplicities are all equal to 0 or 1.
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INTRODUCTION

Les anneaux de déformations universelles jouent un role central dans le cadre des
développements récents autour de la correspondance de Langlands p-adique. En ef-
fet, une étude fine de ces anneaux de déformations locales et globales ([Ki3|, [Kid],
[TW], [Wil]) est nécessaire pour démontrer les théorémes de relevements modu-
laires. Si la détermination générale de ces anneaux semble actuellement hors de
portée, la conjecture de multiplicités modulaires, dite de Breuil-Mézard ([BMI]),
donne des informations précises sur la structure des anneaux de déformations
géométriques locales en général. Cette conjecture prédit une formule, en termes
de théorie des représentations, pour la multiplicité de Hilbert—Samuel jig, de la
fibre en caractéristique p des anneaux de déformations potentiellement semi-stables
d’une représentation galoisienne fixée p : Gg, — GLa(kg) ol kg est un corps
fini suffisamment grand de caractéristique p. La multiplicité de ces anneaux de
déformations a deux origines : si leur spectre est la réunion de n composantes
irréductibles, chacune de multiplicité u;, 1 < ¢ < n, alors, la multiplicité de
I'anneau entier est ), ;. Par ailleurs, la multiplicité d'une composante est liée
a sa géométrie et mesure son degré de nilpotence. D’apres la version raffinée de
la conjecture de Breuil-Mézard ([BM2], [Ki3], [EG]), il existerait des entiers na-
turels mj(o), dits multiplicités intrinseques, ne dépendant que de la représentation
galoisienne p et des poids de Serre o, permettant d’écrire une formule explicite
Pgal = D, My t(0)mp(o) oll la somme porte sur les poids de Serre et les termes
my () s’obtiennent facilement en fonction des contraintes notées (v, t) (voir §1.2))
sur les déformations. Cette version raffinée s’étend aux représentations galoisiennes
de Gal(Q,/F) pour F extension finie de Q, de dimension n ([EG]).

Malheureusement, tant la détermination numérique que l'interprétation géomé-
trique des multiplicités intrinseques sont a ce jour mystérieuses. FElles ne sont
connues que pour les représentations de Gg, de dimension 2 ([BMI1], [Ki3]). Dans
le cas des représentations génériques de dimension 2 sur des extensions F' non
ramifiées de degré fini de Q,, elles sont déterminées conjecturalement a 0 ou 1 dans
[BM2]. Dans le cas des représentations irréductibles, Kisin conjecture que leurs
valeurs sont aussi 0 ou 1 (Conj. 2.3.5 [Ki5]). F. Sander a exhibé le premier cas de
multiplicité 4 pour un anneau de déformations d’une représentation réductible de
Gq, ([San]). Enfin Gee et Kisin déterminent les multiplicités intrinseques associés
a des poids de Serre dits Fontaine-Laffaille réguliers (J[GK]).

L’objet de ce travail est la mise en ceuvre d’une stratégie pour déterminer les
multiplicités intrinseques pour les représentations irréductibles de Gal(@p /F) pour
F non ramifiée de Qy,, en lien avec la géométrie des anneaux de déformations. D'une
part, nous programmons sous SAGEMATH le calcul des multiplicités (my ¢(0))s
via la décomposition de Jordan-Holder de certaines représentations de GLa(F,r)
suivants les algorithmes théoriques de [BP],[Dav]. D’autre part, nous calculons
explicitement certains anneaux de déformations universelles via la théorie de Hodge
p-adique.

Nous en déduisons les valeurs des multiplicités piga1 €t (my ¢(0))s pour différents
parametres (v,t) de déformations. Nos méthodes conduisent & des résultats ex-
plicites en accord avec la conjecture de Kisin. A titre d’exemple, nous obtenons le
théoreme suivant.
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Théoréme 1 (cf. Corollaire A3.3). Soient F' lextension non ramifiée de degré 2
de Qp, P une représentation de dimension 2 continue irréductible de Gal(@p/F) a
coefficients dans Fp, non totalement non générique, et o un poids de Serre de p qui
n’est pas totalement irrégulier. Alors la multiplicité intrinséque de o dans p est 1.

Ce théoreme fournit notamment de nouveaux exemples de poids de Serre non
Fontaine—Laffaille réguliers, et méme non réguliers, dont la multiplicité intrinseque
dans une représentation irréductible p est 1. Il suggere ainsi la formelle lissité des
anneaux de déformations cristallines de p a poids de Hodge—Tate prescrits par ces
poids de Serre (et done, hors du cadre Fontaine-Laffaille).

Toujours dans la situation du théoréme [I notre approche nous permet en outre
d’établir un lien entre la géométrie des espaces de déformations potentiellement
Barsotti-Tate considérés et celle de la variété de Kisin GR5 v+ introduite, dans
un contexte légerement différent, dans [Ki2] (voir aussi [Kid]).

Théoréme 2 (cf. Théoreme L3T)). Soient F extension non ramifiée de degré 2
de Q, et p une représentation de dimension 2 continue irréductible de Gal(Q,/F)
a coefficients dans Fp, non totalement non générique. Soient vo = (0,2),es et t
un type galoisien modéré de niveau 2. Nous avons alors la trichotomie suivante :

e 50it GR5 vt est vide et R (vo,t,p) = {0} ;

e 50it GRp.p.vot est un point et RY (vo,t,p) ~ Op[[X,Y,T)]/(XY +p) ;

o 501t GR5 vy, €5t isomorphe a IP’}CE et

R (vo,t,p) = Op[[X, Y, T]|/(XY + p?).

Nous énongons en réalité un résultat plus précis dans le corps de l'article (voir
Théoreme [£.37]), ot nous déterminons entierement et de fagon compléetement ex-
plicite lequel des trois cas précédents se produit en fonction de p, vq, t et 1. Pour
une représentation p irréductible générique, ces résultats figurent déja dans [BM2]
et le troisieme cas du théoreme [2 ne se produit pas. Nous renvoyons également
a la partie @ pour des énoncés additionnels dans les situations totalement non
génériques.

Plus généralement, la stratégie mise en place est valable pour les représentations
réductibles ou irréductibles de Gal(Q,/F) en tout degré f = [F': Q,]. Les résultats
en degré 2 révelent une nouvelle forme d’anneaux de déformations qu’il conviendra
d’interpréter en termes modulaires. L’étude en tout degré fera 1’'objet d’'un article
ultérieur s’appuyant sur les résultats en degré 2.

Le plan de cet article est le suivant. Dans la partie [[l nous donnons un énoncé
précis de la conjecture de multiplicités modulaires en rappelant toutes les notations
utiles dans ce contexte. La partie 2] est consacrée & des rappels et des compléments
généraux de théorie de Hodge p-adique portant principalement sur les modules de
Breuil-Kisin et ses applications au calcul d’espaces de déformations galoisiennes.
Avec la partie B commence 1’étude plus détaillée du cas des représentations po-
tentiellement Barsotti-Tate sur un corps p-adique absolument non ramifié. Nous
démontrons un théoreme de classification des modules de Breuil-Kisin et don-
nons une méthode générale, basée sur ce théoreme, pour déterminer les espaces
de déformations qui nous préoccupent. Dans la partie ] enfin, nous mettons en
ceuvre cette méthode dans le cas d’une représentation galoisienne irréductible sur
une extension non ramifiée de degré 2 ; ceci nous conduit notamment aux théoremes
[ et 2 énoncés précédemment.
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1. MOTIVATIONS : LA CONJECTURE DE BREUIL-MEZARD

1.1. Conjecture de multiplicités modulaires.

1.1.1. Notations. Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 5. Pour toute exten-
sion finie £ de Q,, nous notons O son anneau des entiers, wg une uniformisante
et kg = Op/wg son corps résiduel. Nous supposons également que E est plongée
dans une cloture algébrique Q, fixée de @, et nous notons G = Gal(Q,/E). Ces
notations sont valables pour toutes les extensions algébriques (notées E, F, K ou
L) de Q, considérées dans cet article.

Soient E une extension finie de @@, et F' une extension finie non ramifiée de
Qp de degré f. Posons ¢ = p’. Quitte & agrandir E, nous supposons que F
contient I’extension quadratique non ramifiée de F', ou de manieére équivalente que
kg contient I'extension de degré 2 de FF,. L’extension maximale non ramifiée de F'
dans @p est notée F™.

Soit S 'ensemble des plongements de F' dans E (de cardinal f), qui s’identifie &
I’ensemble des plongements de F, dans kg puisque F' est non ramifiée. Par abus,
nous considérerons les éléments 7 € S aussi bien comme des plongements de F'
dans E que de F, dans kg. Soit F’ l'unique extension quadratique non ramifiée
de F' dans @p. Notons S8’ ’ensemble des plongements de F’ dans E, identifié &
I’ensemble des plongements de F,» dans kg. Nous fixons 79 un plongement de S
et 7) dans S’ un relevement de 7. Nous notons également ¢ le Frobenius de F, et
de Fq2.

Si Fx désigne le complété profini de F*, la théorie du corps de classes lo-
cal fournit un isomorphisme G Fx qui envoie les éléments de Frobenius
géométriques sur les uniformisantes et I'image du sous-groupe d’inertie sur Oj.
Par cet isomorphisme, nous voyons implicitement tout caractére de G (resp. de
Ir = Gal(Q,/F")) comme un caractéere de F'* (resp. de OF). De plus, la projec-
tion & gauche sur Gal(F|[ «/—p]/F) et a droite sur les représentants multiplicatifs
[FX] = Fy (en envoyant p”(1+ pOp) sur 1) induit isomorphisme :

wr : Gal(F[*/=p|/F) — (Or/p)* =F]
9("v/=p)

(1.1) g — Py

par lequel nous voyons tout caractere de Fy comme un caractere de
Gal(F[ 1/—p]/F) et réciproquement. Nous notons ¢y le relevement de Teichmiiller
de wy. Pour 7 dans S, notons w, le caractere fondamental de niveau f, induit sur
G par (1)) et le plongement T|]qu ; notons &, son relevement de Teichmiiller. No-
tons € : Gr — Z, le caractére cyclotomique p-adique et w sa réduction modulo p.

Fixons enfin une représentation continue p : Gal(Q,/F) — GLz2(kg) telle que
Endy icug,/ry(P) = k-

1.1.2. Déformations et multiplicité galoisiennes. Fixons v la donnée de f couples
d’entiers (wr, k- )res avec w, dans Z, k, dans Zx4 et t la donnée d’une représenta-
tion de noyau ouvert Gal(Q,/F™) — GLy(E) qui admet un prolongement au
groupe de Weil de F'. Fixons également un caractere continu ¢ : Gal(@p J/F) — OF
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tel que :

(1.2) ¢|Ga1(@p/Fm) = (det t) H gFurthe2,
TES

Une représentation linéaire continue de Gal(Q,/F) sur un E'-espace vectoriel de
dimension 2 (o E’ est une extension finie de F) est dite de type (v,t,1)) si elle est
potentiellement semi-stable, si son déterminant est e, ses poids de Hodge-Tate
(wr,wr; +k; —1)rcs et sila représentation de Weil-Deligne qui lui est attachée par
[Fol] est isomorphe & t en restriction & Gal(Q,/F™).

Notons R¥ (v, t,p) le quotient réduit de 'anneau local paramétrant les déforma-
tions de p de type (v, t,?) introduits dans [Ki3, §1.4.1]. Plus précisément, si R¥(p)
est la Opg-algebre locale compléete noetherienne de corps résiduel kg paramétrant
les déformations de p sur de telles Op-algebres de déterminant e, alors R¥ (v, t,p)
est I'image de RY(p) dans R¥(p)[1/p]/ Np, 'intersection étant prise sur les idéaux
maximaux p de RY(p)[1/p] tels que la représentation :

Gal(Q,/F) = GLz (RV(p)[1/p]) — GL2 (R*(p)[1/p]/)

est de type (v, t,1). Notons que cette derniere représentation est & coefficients dans
une extension finie de E. Les anneaux de déformations que nous venons d’introduire
se comportent agréablement lorsque le corps E change : plus précisément, si E' est
une extension finie de E, les Opr-algebres RY(p) et R¥ (v, t,p) calculées & partir de
E’ s’obtiennent par extension des scalaires de O & Qg & partir de leurs analogues
calculés a partir de E (voir lemme 2.2.2.3 de [BMI]).

Remarque 1.1.1. Nous pouvons également définir R¥ (v, t,) comme le quotient de
RY(p) par lintersection des idéaux noyaux des morphismes de Opg-algebres f :
RY(p) — Z, pour lesquels la représentation :

Gal(Q,/F) — GLs (R¥(p)) — GL2 (Z,) — GL2(Q,)
est de type (v,t, ).

Soient A un anneau local, d’idéal maximal m,4, de dimension d et M un A-
module de type fini. Il existe un polynome PI\“}I(X ) de degré au plus d, appelé
polynéme de Hilbert-Samuel de M, uniquement déterminé par I’hypothese P]‘C‘[ (n) =
long 4 M/m" ™ M pour n assez grand (voir [Mat], §14]). La multiplicité de Hilbert—
Samuel e(M,A) de M relativement & A est par définition d! fois le coefficient de
X? dans le polynéme PI\“}I (X). Lorsque 'anneau A est sous-entendu, par exemple
si M = A, nous notons simplement e(M). Dans la suite, nous posons

(1.3) pga (v, t,9) = e(RU(v, t,7) /o).

1.1.3. Poids de Serre et multiplicité automorphe. Un poids de Serre de F est une
représentation lisse absolument irréductible de GLy(OF), ou de maniére équivalente
de GLo(FF,) sur kg. Un poids de Serre est de la forme :

(1.4) Q) ((Sym™ k%)™ @4, 70 det™)
TES

avec des entiers r, et s, dans {0,...,p—1} et oit GLy(F,) agit sur (Sym'” k%) par
le plongement 7 de F; dans kg et 'action sur la base canonique de k%. Avec
la condition supplémentaire que tous les s, ne sont pas égaux a p — 1, cette
écriture est unique. Si o est un poids de Serre comme en ([4), nous notons
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0 = Q. cs ((Sym?™ """ k2)T @y, 7 o det’T*7) le symétrique de 0. Nous iden-
tifions le poids de Serre o avec les f-uplets (r;,s;)res qui le définissent. Quand
Paction du caracteére central est imposée, le f-uplet (s,),cs s’obtient a partir des
(r7)-es. Le poids o est alors identifié au f-uplet (r;)res.

Un poids de Serre pour lequel aucun r, n’est égal a p — 1 est dit régulier ; il est
dit totalement irrégulier si tous les r, sont égaux a p — 1.

Notons D(p) 'ensemble des poids de Serre de p défini dans [BDJ) §3] (voir la
partie 2] pour une définition et des méthodes de calcul de D(p)).

Nous associons & v la représentation continue de GLy(Op) sur E :

® ((Sym" 2 E*)" @5 7 o det™")
TES

ot GLy(Op) agit sur (Sym* "2 E?)™ via 7 : Op < E. Par [Hen], nous pou-
vons également associer a t une représentation lisse absolument irréductible o (t)
de GL2(Op) sur E (quitte & agrandir E) de caractere central det t. Notons D(v,t)
I’ensemble des poids de Serre & multiplicité pres qui sont des constituants du semi-
simplifié sur kg de o(v) @g o(t) et my (o) la multiplicité (dans N) avec laquelle
un poids de Serre o (quelconque) apparait dans ce semi-simplifié.

1.1.4. Conjecture de multiplicités modulaires. L’énoncé de la conjecture suivante
résume les conjectures de [BM2], [EG], |GK], [Ki3], [Ki5].

Conjecture 1.1.2. Soit p : Gal(Q,/F) — GLy(kg) une représentation telle que
Endy  jqu, /) (P) = ke

Pour tout poids de Serre o de F, il existe un entier naturel m(o), dit multiplicité
intrinséque de o dans p, qui ne dépend que de p et o, tel que pour tout v et tout t
comme précédemment :

Hgal(V, 1, D) = Zmp o)my (o)

De plus m;(o) est non nul si et seulement si o est dans D(p).

Remarque 1.1.3. Si p est une représentation de G, de dimension deux avec p #
wx
0
tiplicités intrinseques sont inférieures & deux et sont explicitement connues. En
particulier, si p est irréductible, elles valent 0 ou 1 ([BMI], [Ki3], [EG, théoreme
1.1.5]).

¥ ) pour tout caractere x, alors la conjecture [[LI.2] est vraie. Les mul-

Remarque 1.1.4. Si F//Q, est une extension finie non ramifiée et la représentation
p est générique au sens de [BP], la conjecture de multiplicités raffinées ([BM2])
implique que les multiplicités intrinseques sont majorées par 1. Plus généralement,
Kisin demande si ces multiplicités intrinseques sont majorées par 1 si p est une
représentation irréductible de G ([Kidl conjecture 2.3.2]).

Remarque 1.1.5. Nous avons ici énoncé la conjecture de multiplicités modulaires
pour des déformations semi-stables. Il en existe également une version cristalline,
qui ne differe de celle-ci que pour les types galoisiens scalaires. Il est de plus
conjecturé que les deux versions de la conjecture sont satisfaites par les mémes
valeurs des multiplicités intrinseques ([Ki5, conjecture 2.2.3]).
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1.2. Calculs de poids de Serre. Dans cette partie, nous expliquons comme
déterminer l’ensemble D(p) et, pour certains types de déformations (vg,t),
I'ensemble D(vo,t) et les multiplicités my, (o).

1.2.1. Poids de Serre d’une représentation irréductible. Soit p : Gal(Q,/F) —
GLz(kg) une représentation continue irréductible fixée. L’ensemble D(p) des poids
de Serre de p défini dans [BDJ], §3] (voir aussi proposition A.3 de [Br3]) est 1’en-
semble des poids de Serre (la puissance du déterminant fixée est sous-entendue,
pour des précisions voir [BP]):

@) (Sym"™ k)"
TES
avec (r;)res € {0,...,p — 1}¥ pour lesquels il existe S; C S tel que |S1] = f,
S = {7{p,7 € S1} et X' un caractére de I'inertie qui s’étend & Gal(Q,/F) tels que
0 (TT‘/FJrl)
res, W 0
=~ T'e€S VT (TT‘/FJ’»l) ® X/~
0 HT’GS/\Sl wr

Explicitons un algorithme pratique pour obtenir D(p). Soit 5 : Gal(Q,/F) —
GL2(kg) une représentation continue irréductible telle que

P|Gal(@, ) Fo)

) ~ Zf (7‘-+1)p-7 pf Zf';l(’r'+1)pj
Ploa@, /= (w7 @ul, =) gy
pour un plongement 7j € S’ fixé avec la famille (r;)o<j<s—1 dans {0,...,p — 1} x
{~1,...,p—2}~1. L’ensemble des poids de Serre de p est I"ensemble des f-uplets
(rio<i<s—1{0,.-.,p — 1}/ satisfaisant une congruence de la forme
/-1 s
(1.5) +(r; + 1)p EZT]—I-l mod (p/ + 1)
=0 =

pour un des 2/ choix de signes possibles dans le membre de gauche. Si p est géné-
rique (|[BP| Définition 11.7]), autrement dit si la famille (r;)ogcj<s—1 est dans
{1,...,p—2}x{0...,p—3} 1 nous obtenons ainsi 2/ f-uplets distincts (correspon-
dants aux 2/ choix de signes dans la congruence (L5)) qui s’expriment formellement
en fonction des (r;)ogj<s—1 ([BP, Lemma 11.4]). Si p n’est pas générique, il est
possible que les formules donnant les 2/ f-uplets dans le cas générique donnent des
f-uplets n’appartenant pas & {0,...,p — 1}/. Il faut alors revenir & la congruence
(CH) pour modifier convenablement le f-uplet pour déterminer le poids de Serre,
élément de {0,...,p — 1}/ associé 4 p correspondant & ce f-uplet. Dans [Dav],
A. David donne une description plus directe de I’ensemble D(p) et une formule
explicite pour la modification & apporter dans le cas non générique.

Définition 1.2.1. Soit p: Gp — GL2(kg) une représentation continue irréductible
non générique. Les poids de Serre de p qui s’obtiennent apres modification des
formules donnant les poids de Serre dans le cas générique sont dits modifiés.

Pour f = 2, notons wy = w,; le caractere fondamental de niveau 4. Il y a quatre
cas possibles de représentations irréductibles non génériques. Nous indiquons pour
chacune ses poids de Serre, en commencant par I'unique poids modifié et continuant
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par son symétrique (voir [Dav]). Dans tous les cas ci-dessous, s est un entier dans
Z et 6 un élément de k.
) P~ G 1+ro | / s _ .
(i) p~IndZr, (w7 - nr'(0)) @ws avec 1 <rg <p—2;
D@) ={(ro+1,p—1)@det™ ", (p—2—10,0) @ det™ P10,
(p—1—=rg,p—2)®det™, (ro—Lp—1)® 1)} ®det®.
(if) p=1Indg", (ws-nr'(0) @ ws ;
D(p) = {(1 p—1@det™ (p—2,00@det " "V (p—1,p-2)® n} ® det”.
(iii) p~In dGF (wff(%”) : nr'(@)) @ws avec 0 <rp <p—3;
D) = {(p—1,m1 +2) @ det 7, (0,p— 3 — 1) @ dotr~ 40470,
(p—2,p—2—r) @detPI™)  (p—1,r)® 1} @ det®.
(iv) 7~ IndGr, (o - nr'(9)) & s
D) ={(p—1,1)@det ”,(0,p—2)@det’ ", (p—2,p— 1) ® 1} @ det®.
Dans les cas (i) et (iii) de la liste ci-dessus, un seul des deux entiers (rg, 1) prend
une valeur non générique, a savoir 0 ou p — 1 pour rg et —1 ou p — 2 pour r1. Dans

les cas (ii) et (iv), les entiers ro et r1 sont tous les deux non génériques et nous
appelons totalement non génériques les représentations associées.

1.2.2. Poids du type. Fixons deux caracteres distincts modérément ramifiés n,7n’ :
Gal(Q,/F™) — O} qui s’étendent & G et considérons le type galoisien t = n®1n/'.
Les conditions sur 7,7’ impliquent qu’ils se factorisent par Gal(F™[ «-/—p]/F™) =
Gal(F[*~/=p]/F) = F; (cf. (L)) et quil y a donc une maniere naturelle de les
étendre & Gal(Q,/F) (via la théorie du corps de classes local, cela revient juste &

envoyer p € F'* vers 1). Notons I(OF) le sous-groupe d’Iwahori de GLy(OF) des
matrices triangulaires supérieures modulo p.
Le type o(t) associé par [Hen|] & t est alors Ind 1o 2()0F)(77'®n) oun' ®n:1(Of) —

O} est le caractere :

(s o) = @@

pc d
et Indczb(o'v)(n’ ®n) est le E-espace vectoriel des fonctions f : GLo(Op) — E
telles que :

Vk € (OF), k' € GLa(OF), f(kK') = (0" @n)(k)f(K")

muni de action & gauche de GLy(Op) par translation & droite sur les fonctions.

Cette action se factorise par GLo(Fy).

Notons de méme Ind (02()0 e )(ﬁ' ® 7)) le kg-espace vectoriel des fonctions f :

GL2(OF) — kg telles que f(kk') = (7 @ 7)(k)f(k') muni de la méme action de
GL3(F,). C’est la réduction modulo wg du Og-réseau de o(t) des fonctions a
valeurs dans Op. Nous notons D(t) 'ensemble des poids de Serre de F' qui sont des

constituants irréductibles de IndGLQ(OF )(ﬁ’ ® 7). La encore, nous disposons d’une

détermination de D(t) dile a Breuﬂ et Paskunas ([BP, §2, lemme 2.2]) et d’un
algorithme combinatoire dii & David (|[Dav]). Notamment pour f = 2, ’ensemble

des poids de Serre qui sont des constituants de IndI(Iéz()OF) T @7 avec 7] = wC°+pcln

(0 < ¢, c1 < p—1) sont les couples de {0, ...,p— 1}? apparaissant dans la liste de
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couples suivante :
(1.6)

p—2—co,01—1 ®detco+1ﬁ/> c C1—
io -lLp-2-— cl))® det?e D) ,(p—1—co,p—1—c1)@det™ Py

(co, 1)@,

Dans la partie [ nous considérons des contraintes de déformations (vg,t), avec
vo = ((0,2))res et t comme ci-dessus. Dans ce cadre, la représentation o(vg) est
triviale. L’ensemble D(vy,t) est donc 'ensemble D(t) ; la multiplicité my, (o) est
1 pour tout o dans D(t), 0 sinon.

2. OUTILS DE THEORIE DE HODGE p-ADIQUE

Les méthodes que nous allons utiliser par la suite pour déterminer explicitement
certains espaces de déformations RY (v, t, ) sont purement locales. Elles sont basées
essentiellement sur la théorie des modules de Breuil-Kisin ([Brdl, [Kil], [Ki2], [Kid],
[Ki5]). Cette seconde partie est consacrée a présenter succintement et a compléter
sur certains points les résultats principaux de la théorie de Breuil-Kisin que nous
serons amenés a utiliser couramment dans la suite.

2.1. Rappels sur la théorie de Breuil-Kisin. Soit K une extension finie de
Qp La théorie de Breuil-Kisin permet d’étudier les représentations semi-stables
de Gi. Pour 'exposer, nous avons besoin d’introduire quelques notations supplé-
mentaires :

— K, extension maximale non ramifiée de Q, incluse dans K ;

— f=[Ko:Qp] le degré résiduel de K ;

— ¢, 'endomorphisme de Frobenius agissant sur Kj ;

— W, lanneau des entiers de Kj;

— E(u), le polyndéme minimal de wg (une uniformisante fixée de K) sur Kj ;
— (7s)sen, un systéme compatible de racines p*-itmes de wx dans K ;

— K, 'extension de K engendrée par les g pour s dans N ;

— G = Gal(K/Ky) ;

— les anneaux & = W{[u]] et Og défini comme le complété p-adique de S[1/u],

Of = {Zaiui ‘ a; € I/V,Z_Limooai:O};

€L

nous les munissons d’un endomorphisme de Frobenius, que par abus nous
notons encore @, défini par :

<p( Z aiui) = Z o(a;)uP’.

Remarquons que Og contient G et que le Frobenius défini ci-dessus est compatible a
cette inclusion. Notons également que O¢ est un anneau de valuation discréte (pour
la valuation p-adique) complet et que son corps résiduel s’identifie canoniquement

a ke ((u)).

IPlus généralement, le contenu de cette partie §2]s’étend sans modification & un corps complet
pour une valuation discrete, de caractéristique mixte et de corps résiduel parfait.
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2.1.1. Classification des représentations de G . D’apres la théorie du corps des
normes de Fontaine et Wintenberger (voir [Win|), le groupe de Galois G, s’identifie
au groupe de Galois absolu d’un corps de séries de Laurent en une variable a
coefficients dans le corps résiduel kx. Autrement dit, nous avons un isomorphisme
(qui peut étre rendu canonique)

(2.1) Goo = Gal(kg ((w)*P/kx ((u)))

ot kg ((u))*P désigne une cloture séparable de kg ((u)). Notons Ognr I'extension
étale (infinie) de Og correspondant & lextension résiduelle kg ((u))%P/kx ((u)). Le
groupe de Galois absolu de kg ((u)) agit naturellement sur Ognr. Il en va donc de
méme de G, grace a l'isomorphisme (Z1).

Définition 2.1.1. Soit R une Z,-algebre localdd complete.

Un p-module sur R®Zp O¢ est un (R®ZP O¢)-module M libre de rang fini muni
d’une application ¢,; : M — M qui est linéaire par rapport a R et ¢-semi-linéaire
par rapport a Og.

Le p-module M est dit étale si 'image de ¢y engendre M comme (R®z,Of)-
module.

Remarque 2.1.2. Etant donné ¢y, comme dans la définition ZLT] il est souvent
pratique de travailler avec son < linéarisé > :

Id QY (R®ZPOE) ®¢,R®zp05 M — M

ou 'endomorphisme ¢ de R®Zp O¢ qui apparait ci-dessus agit sur R par l'identité
et sur Og par le Frobenius. L’application Id @), est alors (R®Zp Og¢)-linéaire et
le o-module M est étale si et seulement si Id ®pj; est un isomorphisme.

Nous avons le résultat suivant qui est une variante a coefficients d’un théoreme
classique de Fontaine (voir [Fo2]) :

Théoreme 2.1.3. Pour toute Zy-algebre locale compléte noetherienne R, le fonc-
teur

Vi M (V) = (V*®g, Ognr )
réalise une équivalence de catégories entre la catégorie des R-représentations libres
de rang fini de G, et celle des go—moduleeﬁ étales sur R®Zp(95,

Remarque 2.1.4. Le foncteur M*, comme toutes les constructions présentées dans
ce paragraphe, commute au changement de base.

Le cas d’une W-algeébre. Si Panneau des coefficients R est une W-algebre, nous
disposons d’une variante du théoréme 2.1.3] obtenue essentiellement en remplacant

@ par gOf

Définition 2.1.5. Soit R une W-algebre localeHcompléte.

Un ¢f -module sur Ry Og est un (R®w Og)-module M libre de rang fini muni

d’une application wgvjp : M — M qui est linéaire par rapport & R et ¢f-semi-linéaire

par rapport Og.

2Dans la terminologie < Zp-algébre locale > (tout comme, plus loin, < W-alggbre locale >>)
nous incluons la condition que le morphisme structurel de Z, (ou W) dans R est local. En
particulier, il induit un morphisme du corps résiduel de Z, (ou W) dans celui de R.

3La structure de p-module sur (V*®Zp Ogm)GOO est donnée par ’application Id ®¢.

4Voir la note dans la définition Z-I.1] page
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Le of -module M est dit étale si 'image de gog\ﬁ) engendre M comme (RQw Og)-
module.

Théoréme 2.1.6. Pour toute W-algébre locale compléte noetherienne R, le fonc-
teur

V= M;V(V) = (V*®W05nr)G°°
réalise une équivalence de catégories entre la catégories des R-représentations libres
de rang fini de G, et celle des gof—module:ﬁ étales sur ROw Og.

Si R est une W-algebre et V' est une R-représentation libre de rang fini de G,
nous disposons donc simultanément des deux objets M*(V') et Mj;, (V') que nous
allons comparer. Comme R est une W-algebre, nous avons une décomposition
canonique de ’anneau R®ZPW :

~ ~ f71
Rz, W ~ [ R
y@z = (¢ () Yo<i<s-1-
En tensorisant par Og sur W, nous en déduisons un isomorphisme canonique :
~ 71 ~
(2.2) R&z,0¢ ~ [115) R®,0p-i w0k

ol ¢ désigne le morphisme structurel de R comme W-algebre. Concretement, le

i-ieme facteur R®Lwﬂ-,w(9g admet la description explicite suivante :

(2.3) R®,0p-i wO¢ =~ {Zajuj ‘ a; € R’jEIElooaj = 0}

I'identification faisant correspondre le tenseur pur A ® (3> a;u’) avec la série
A ¢ (aj) u!. Avec ce choix, l'isomorphisme (23)) est compatible & la fois &
la multiplication par les éléments de W agissant sur le facteur O¢ et a la multipli-
cation par les éléments de R agissant sur le facteur R.

Soit e; 'idempotent de R®Zp O¢ correspondant au i-ieme facteur de la décompo-
sition (Z2). Si M est un module sur R®ZP Og, en posant M) = ¢; M, nous avons
une décomposition canonique de M :

(2.4) M=MOeMVg...0 MF-D,

Examinons a présent le comportement du Frobenius. En revenant aux définitions,
nous nous apercevons que ’action de Id ®¢ sur R®Zp Q¢ correspond a ’endomor-
phisme de Hifz_ol R&w,,0p-i Og suivant :

(SO(U)v Sl(”)? R Sffl(u)) = (Sffl(up% So(up)7 si(uf), ..., Sf*Q(up))
ou les s;(u) désignent des séries a coefficients dans R, éléments du membre de
droite de I'isomorphisme (2.3). Nous en déduisons que, si M est un p-module sur
R®z,O¢, 'endomorphisme ¢y envoie M) sur M+ mod /) pour ¢ compris entre
0 et f — 1. Notons en particulier que la f-ieme puissance de ), stabilise chacun
des M. La proposition suivante est immédiate.

Proposition 2.1.7. Soient R une W -algébre locale compléte et V une R-représen-
tation libre de rang fini de Go. Alors, avec les notations introduites précédemment,
nous avons un isomorphisme canonique de o -modules sur RQw Og

M (V) = M1 (V)

5La structure de pf-module sur (V*®W(ng)c°° est donnée par Papplication Id @/ .
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ott M*(V)©) est muni d’une structure de of -module sur RQw Og via lendomor-
phisme @y« (v) © Pum(v) © -+ 0 vy (f fois).

2.1.2. Modules de Breuil-Kisin. Lorsque V est une représentation semi-stable de
Gk a coefficients dans I’anneau des entiers d’une extension finie de Q,, le ¢p-module
M*(V) associé a la restriction de V' & G par le théoreme 213 a une forme par-
ticuliere qui rend son étude plus facile. Dans ce paragraphe, nous introduisons
la notion de module de Breuil-Kisin qui rend compte de cette forme particuliere
agréable.

Définition 2.1.8. Soit R une Z,-algebre locale noetherienne complete.
Un module de Breuil-Kisin sur R®z,S est la donnée d'un (R®z,S)-module de
type fini 9 et d’un endomorphisme gy : M — M vérifiant les conditions suivantes :
(i) le module M n’a pas de u-torsion ;
(ii) T'application gy est linéaire par rapport & R et p-semi-linéaire par rapport
a6,
(iii) le (R®z,6)-module engendré par Pimage de @gn contient E(u)"9% pour un
certain entier r positif ou nul.
Le plus petit entier r vérifiant la condition (i) est appelé la F(u)-hauteur de M.

Remarque 2.1.9. De méme que pour un ¢-module, il est souvent commode, lorsque
N est un module de Breuil-Kisin, de considérer le linéarisé de gy :

Id Qo (R®Zp6) ®Id ®¢,R®ZPG M — m7

qui est une application (R®z,&)-lindaire. La condition (i) de la définition ZI8
est alors équivalente au fait que le conoyau de Id @y est annulé par E(u)".

Lorsque R est de plus une W-algebre, la décomposition de (R®Zp6) analogue a
(2.2) induit une décomposition

(2.5) M=m" . .. .omt
analogue a (24).

Définition 2.1.10. Soit R une Zy-algebre locale noetherienne complete et h un
entier naturel. Une R-représentation V de G libre de rang fini est dite de F(u)-
hauteur inférieure ou égale a h s’il existe un module de Breuil-Kisin 9t sur R®ZPG
de hauteur inférieure ou égale a h tel que nous ayons un isomorphisme de -
modules :

M*(V) ~ O @g M,

la structure de ¢-module sur Og ®g M étant donnée par ¢ ® Yon.

Théoréme 2.1.11 (Kisin). Soit R une Z,-algébre locale noetherienne compléte que
nous supposons de plus plate sur Z,. Soit V une représentation de G a coeffi-
cients dans R qui est libre de rang fini. Nous supposons que pour tout morphisme
d’anneauxr R — @p, la représentation @p ®rV est semi-stable a poids de Hodge—
Tate compris entre 0 et h. Alors :
(i) le p-module associé a V|g_ par le théoréme est de E(u)-hauteur < h ;
(i1) si My et My sont deux modules de Brewil-Kisin tels que :

M*(Vig..) =~ O ®¢ My ~ O @ My

alors le second isomorphisme ci-dessus identifie My a My a Vintérieur
de M*(Vig.. )-
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Démonstration. En reprenant les notations de [Ki5], les hypotheses du théoreme
assurent que R = RS". La premiere assertion suit ainsi du corollaire 1.7 de loc. cit.
La seconde assertion, quant & elle, suit de la proposition 2.1.12 de [Kil]. ([l

Les représentations cristallines étant en particulier semi-stables, le théoréeme
R2II1 vaut a fortiori si les représentations Q, ®p V sont cristallines pour tout
morphisme d’anneaux R — @p. Dans ce cas, la situation est encore meilleure car le
théoréme de pleine fidélité de Kisin (voir corollaire 2.1.14 de [Kil]) implique que la
représentation V' de G est entierement caractérisée par sa restriction a G,. Par
ailleurs, soulignons qu’il n’est pas vrai, en général, qu'une représentation de F(u)-
hauteur finie de G, se prolonge en une représentation cristalline de G . Toutefois,
ceci se produit dans le cas particulier notable des représentations de E(u)-hauteur
inférieure ou égale a 1, comme le précise le théoreme suivant.

Théoréme 2.1.12. Toute R-représentation libre de rang fini de Go de E(u)-
hauteur inférieure ou égale a 1 se prolonge de maniére canonique a Gg. Ce pro-
longement est fonctoriel et commute aur changements de base.

De plus, si R est l’anneau des entiers d’une extension finie de E, ce prolongement
est caractérisé par le fait qu’il soit cristallin.

Démonstration. L’existence du prolongement et son caractére < canonique >>
découlent d’une variante & coefficients du lemme 5.1.2 de [BCDT] aprés une traduc-
tion entre le langage des modules de Breuil-Kisin et celui des modules fortement
divisibles de Breuil.

La caractérisation par le caractere cristallin est, quant a elle, une conséquence
du corollaire 2.1.14 de [Kil]. O

2.1.3. Données de descente. Une représentation de G est dite potentiellement
semi-stable si elle devient semi-stable apres restriction a un sous-groupe d’indice
fini, c’est-a-dire apres restriction & un sous-groupe de la forme G = Gal(K /L),
ou L est une extension finie de K. Une approche usuelle pour étudier une telle
représentation V' a l’aide de la théorie de Kisin est de munir le module de Breuil-
Kisin de V|g, (qui est semi-stable) d’une donnée supplémentaire, appelée donnée
de descente, qui rend compte du prolongement de I'action a G.

A partir de maintenant, nous restreignons au cas ou L est de la forme L =
K({/wk) pour un certain entier n premier a p. Nous supposons de plus que K
contient une racine primitive n-ieme de 1'unité. L’extension L/K est alors galoisi-
enne et son groupe de Galois est canoniquement isomorphe au groupe p,(K) des
racines n-iemes de l'unité dans K. Notons n, : Gal(L/K) — u,(K) cet isomor-
phisme.

Dans la partie Bl nous considérerons notamment la situation suivante : F est
I’extension non ramifiée de degré f de Q, ; 'uniformisante wp choisie est —p ; n
est p/ — 1. Le caractere 7,, est alors le caractere e ¢ introduit dans la partie [LT1l

Nous ajoutons un indice K ou L a toutes les données associées aux corps de base
K et L respectivement. Par exemple, nous notons ux et ur les deux versions de
la variable que nous notions u jusqu’alors et nous utilisons les notations Sx et &,
(resp. Og i et Og 1) pour les deux versions de 'anneau & (resp. Og). En parti-
culier, nous avons Sx = Wluk]] et &1 = W{ur]]. Remarquons, qu’étant donné
que lextension L/K est totalement ramifiée, 'anneau W est le méme que nous tra-
vaillions avec K ou L ; il est donc inutile de le décorer d’un indice supplémentaire.
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Nous supposons de plus, & partir de maintenant, que les uniformisantes my et mp,
ainsi que leurs racines p*-iemes 75 i et 75 1, sont choisies de fagon a ce que 7 | soit
T,k pour tout entier s. Le polynéme minimal Ey(ur) de wy, sur Ky est donc égal
a Er(u}). Nous identifions & (resp. Og k) & un sous-anneau de &y, (resp. Og 1)
en envoyant la variable ug sur u}. Via cette identification, les polynémes Ex (ux)
et Er(ur) se correspondent. Par ailleurs, extension L., (obtenue en ajoutant & L
tous les 7, 1) est galoisienne sur Ko, et son groupe de Galois s’identifie & celui de
L/K et donc encore a pi, (K) en suivant '’homomorphisme w.

Définissons une action de Gal(L/K) ~ Gal(Lo /Koo ) sur Og 1, en faisant agir un
élément g de Gal(L/K) sur la variable uy, par multiplication par n,(g) considéré
comme un élément de W. Concretement, nous avons :

g+ Y aul =Y nulg) .
i€Z i€l
Clairement, cette action stabilise &;. De plus, en utilisant que 7, est d’ordre
exactement n, il est facile de déterminer les points fixes :

H°(Gal(L/K),O¢1) = Osx et H°(Gal(L/K),&.) = G.

Si R est une Z,-algebre locale noetherienne complete, nous prolongeons l’action de
Gal(L/K) au produit tensoriel R®z Og, 1, en convenant que Gal(L/K) agit triviale-
ment sur R. Si R est, de surcroit, une W-algebre, nous disposons de I'isomorphisme
2.2) :
A _1 A
R®ZPOS,L ~ H{eo R®Lo¢fi7w(957[/.

Via cette identification, laction de Gal(L/K) se fait composante par composante
et, sur le i-ieme facteur vu a travers lisomorphisme (2.3]), elle est donnée par la
formule :
9- > aul =Y (¢ on)(g) aj .
JEZ J€z

Si V est une R-représentation de G x qui est libre de rang fini, nous nous
apercevons en revenant aux définitions que M*(V|g__ ) (qui est un ¢-module sur
O¢,1.®z, R) hérite d’une action semi-linéaire de Gal(L/K) et que :

(2.6) M (V) = HO(Gal(L/K), M* (Vic... ,))-

Nous en déduisons, en particulier, que le foncteur qui & V' comme précédemment as-
socie le p-module M*(V|g__ , ) muni de Iaction supplémentaire de Gal(L/K) établit
une équivalence de catégories entre la catégories des R-représentations libres de rang
fini de G, i et celle des p-modules sur R®Zp Og 1. équipés d’une action semi-linéaire
de Gal(L/K).

Examinons maintenant plus attentivement le cas ou la représentation Vig_  est
de Er(ur)-hauteur finie. Par définition, il existe alors un module de Breuil-Kisin
My, tel que

M*(Vig,) = O¢ 1 @s, ML.
Si nous supposons de plus que R est plat sur Z,, ce module est unique d’apres

lalinéa (i) du théoreme ZIT.IIl Nous en déduisons qu’il hérite par restriction
d’une action de Gal(L/K). Toutefois, 'espace des points fixes H°(Gal(L/K),My,)
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ne jouit généralement pas de bonnes propriétésﬁ Pour conserver la trace de la semi-
stabilité de V, il est donc nécessaire de travailler avec des modules de Breuil-Kisin
munis de données de descente.

2.2. Sur la restriction a G,,. La théorie de Breuil-Kisin permet de controler
de maniere efficace Paction de G sur une représentation (potentiellement) semi-
stable. Dans sa version la plus simple — telle que nous venons de la présenter —
elle ne dit toutefois pas grand chose sur ’action compléte du groupe Gg. L’objectif
de cette partie est d’étudier, dans les situations qui nous intéresserons par la suite,
dans quelle mesure nous pouvons nous contenter de travailler uniquement avec
I’action du sous-groupe G-

Le résultat principal de cette partie est la proposition Z.2.11] que nous utiliserons
dans la partie §4.2.2] (voir proposition LZ.6]) pour déterminer explicitement certains
anneaux de déformations. Remarquons que nous appliquerons ici la proposition
22 1Tl uniquement pour des types v correspondant & des poids de Hodge—Tate dans
{0,1}. Or, pour de telles représentations, une autre approche basée sur le théoreme
serait possible. L’approche que nous allons suivre, bien que probablement
moins directe, nous parailt toutefois plus intéressante car susceptible de s’étendre &
des espaces de déformations qui ne sont pas (potentiellement) Barsotti-Tate, mais
peuvent avoir des poids de Hodge—Tate plus élevés.

Fixons une suite compatible ({s)s>o de racines primitives p°-iémes de l'unité
dans K, c’est-a-dire, une suite vérifiant (o =1, ; # 1 et Cfﬂ = (s pour tout entier
s 2 0. Ce choix étant fait, pour tout g € G, il existe un unique élément c(g) de
Zy, tel que :

g(ms) = gg(‘?)ws pour tout s dans N.

Cette association définit une application ¢ : Gx — Z, vérifiant, pour tous g et ¢’
dans G, la relation de cocycle ¢(gg’) = ¢(g) +(g)c(g”) (ot nous rappelons que €
désigne le caractére cyclotomique).

Notons K ({) l'extension de K engendrée par tous les (s ; il s’agit d’une exten-
sion galoisienne dont le groupe de Galois, noté I'; s’identifie & un sous-groupe ouvert
de Z, via ¢. Le groupe de Galois de I'extension Ko ((x)/K ((xo) 8'identifie, quant
a lui, & Z, via le cocycle ¢ (qui, bien siir, en restriction & Gal(K /K ((x)) est un
morphisme de groupes). Enfin, le lemme 5.1.2 de [Liu] affirme que les extensions
Ko et K(Cx) sont linéairement disjointes au-dessus de K (rappellons que p est
choisi différent de 2). Nous en déduisons que le groupe de Galois de ’extension
K ((so)/ K est isomorphe au produit semi-direct Z, x I', ot v € I" agit sur Z, par
multiplication par £(y). Soit 7 un élément du sous-groupe d’inertie sauvage de G
dont I'image dans Z, x I' est (1,1). En particulier, nous avons ¢(7) = 1, ¢(7) =1
et la suite des 7P" converge vers lidentité lorsque s tend vers l'infini. Ce dernier
fait permet de définir 7* pour tout élément a dans Z,,.

2.2.1. Une suite ezacte de type inflation-restriction. Soit R une Z,-algebre locale
d’idéal maximal mp supposée noetherienne, séparée et compléete pour la topologie
définie par mg. Soit encore V une R-représentation de G qui est de type fini
comme R-module. Appellons 7y, "automorphisme de V' donné par I'action de 7 et,

STypiquement, ce n’est pas en général un module de Breuil-Kisin et, de fait, la représentation
V n’a pas de raison d’étre de Fxi (ux)-hauteur finie.
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pour tout entier n positif ou nul, posons :

n]rv =Idy +7v + 78 + -+ 75" € End(V).
Nous avons la relation:
(2.7) [a+blrv =lalrv + o [blrv
pour tous entiers a et b.
Lemme 2.2.1. L’application

N — End(V), n+— [n].v

s’étend de maniére unique en une application continue Z, — End(V).

Démonstration. L'unicité du prolongement résulte de la densité de N dans Z,, et de
la séparation de R.

Montrons a présent I'existence. Considérons un élément a de Z, ainsi quune
suite (as) de nombres entiers positifs ou nuls tels que as = a (mod p®). Nous
devons démontrer que la suite des [as], 1 converge. Or, en écrivant asy1 = as+p°b
pour un certain entier b, nous vérifions que nous avons la relation :

(2.8) [as1]rv = [as]ry + 7% o (1d +7P T(bfl)ps) o [p°lrv-

Il suffit donc de montrer que la suite des [p®], v converge vers 'endomorphisme
nul de V. Or, par continuité de l'action de Gk, il existe un entier n tel que
I'endomorphisme [p"], 1 soit congru & lidentité modulo mp. Comme le corps
résiduel de R est de caractéristique p, nous en déduisons que pour tout s > n,
I’endomorphisme

fo =1d+p v + ([P°)rv)? + -+ (PPt

prend ses valeurs dans mpg- V. De la relation [p*™!],; v = [p®];.v o fs, nous déduisons
par récurrence sur s que, pour s > n, I'image de [p®], v est incluse dans m3; " - V.
Nous concluons en reportant cette information dans ([2.8]). O

Remargue 2.2.2. Si a est un élément de Z,, nous utilisons encore la notation [a], v
pour désigner I'image de a par I'unique prolongement promis par le lemme 2211
De plus, avec cette notation, la relation (27) s’étend par continuité & tout couple
(a,b) d’éléments de Z,,.

Introduisons l'espace V, défini par :

V. = { reV ‘ g9(z) = [e(9)lrv(2), Vg € Goo }

Nous vérifions immédiatement que 'application 7 — 1 induit par restriction et core-
striction un morphisme de H°(G ., V) dans V.

Lemme 2.2.3. Pour tout élément x de V., lapplication
Yo 1 Gr =V, g [e(g)]rv(2)

est un 1-cocycle.
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Démonstration. Soient g et ¢’ deux éléments de G . Calculons :

(2.9) Y2(99") (99)]v (2)

(9) +elg)eld)]rv(x)

c(g))ry + 157 o [e(9)e(g)rv) (@)
= %(9) + 1 o [e(g)elg)] v (2).

Posons go = 7°9)g. Un calcul immédiat donne £(go) = (g) et c(go) = 0. Cette
derniére égalité signifie que gg est dans le sous-groupe G,. Nous en déduisons la
relation de commutation gor = 79 gy = 79 g,. Ainsi, en supposant en outre
pour commencer que ¢(g') et e(g) sont des entiers positifs ou nuls, nous obtenons :

e
= [c
(1

c(g')—-1 _ e(¢H-1
90 -7(9) = goT'w = 7@ gy

i=0 i=0
c(g')—1 e(g)—1

S RTD
i=0 j=0
e(g)e(g’)—1 ‘

= Yo Tz = [elg)eld))rv (@),

i=0

la troisieme égalité résultant de 'appartenance de x a V;. Par continuité, I’égalité
que nous venons d’établir vaut encore lorsque ¢(g’) et £(g) sont, plus généralement,
des éléments de Z,. En appliquant 7¢9) & cette égalité, nous obtenons :

g+ [e(@)ryv (@) = 517 o [e(g)elg)r v (x).

En combinant ceci avec ([Z9]), nous trouvons finalement v, (gg’) = v.(9) +g-v=(9'),
c’est-a-dire la relation de cocycle que nous devions établir. O

Notons § I'application de V, dans H'(Gg,V) qui & = associe le 1-cocycle ;.
Nous vérifions immédiatement que § est R-linéaire.

Proposition 2.2.4. Soit V une représentation de G a coefficients dans R. La
suite de R-modules :

0 — HYGg,V) — HY(Goo, V) T3 V. -5 HY(G g, V) — HY(Goo, V)
est exacte.

Démonstration. Le fait que la composée de deux fleches successives soit nulle se
vérifie immédiatement. Il en va de méme de P'injectivité de la flecche HO(Gk, V) —
H°(G,V). L'exactitude en H°(G ., V) ne pose guere plus de difficulté en remar-
quant que G est topologiquement engendré par G, et 7.

Vérifions ’exactitude en V... Nous considérons pour cela un élément = de V. tel
que le cocycle associé 7, soit trivial en cohomologie. Cela signifie que v, est un
cobord, c’est-a-dire qu’il existe un élément y dans V tel que

Y2(9) = 9(y) —y, Vg€ Gk.

En particulier, pour ¢ = 7, nous obtenons z = 7(y) — y et pour g € G, nOUS
trouvons g(y) = y. L’élément y appartient donc & H°(G, V) et s’envoie sur  par
I’application 7 — 1. Ceci est exactement ce qu’il fallait démontrer.



6058 X. CARUSO, A. DAVID, AND A. MEZARD

Il ne reste plus qu'a démontrer 'exactitude en H*(Gg, V). Soit v: G — V un
1-cocycle dont la restriction & G, est triviale en cohomologie. Quitte a modifier -y
par un cobord — ce qui ne change pas son image dans H'(Gf, V) — nous pouvons
supposer que v s’annule sur Go,. Posons = v(7). Nous proposons de démontrer
que v = 7,. Une récurrence immédiate sur n montre que :

V(") = [nlrv(2)
pour tout entier naturel n et, par continuité, 1’égalité précédente vaut encore si n
est un entier p-adique. Soit g un élement de G . Posons gy = 79 g. Nous avons
ainsi ¢(gg) = 0, ce qui signifie que gg appartient & G.. Nous pouvons ainsi écrire :

1(9) = (79 g0) = [e(9)]rv ()
puisque v(go) = 0. Nous en déduisons que v(g) = v, (g) comme annoncé. Au final, vy
est dans I'image de I’application § et 'exactitude en H!(Gf, V') est démontrée. [

Corollaire 2.2.5. Soit p une kg-représentation de Gg sur laquelle T agit triviale-
ment. Alors nous avons une suite exacte :

0 — H%(Gg,V(-1)) — H'(Gk,V) — H' (G, V)
et le premier terme non nul de cette suite s’identifie encore @ HO(Goo, V(—1)).

Démonstration. En revenant aux définitions, nous déduisons de ’hypothése, d’une
part, que H(Gw,V(—1)) = H'(Gg,V(—1)) = V, et, d’autre part, que I’applica-
tion 7 — 1 de H%(Gw, V) dans V; est nulle. Le corollaire 2225 en découle. O

Remarque 2.2.6. L’hypothese du corollaire est satisfaite pour les représen-
tations drréductibles de Gi. En effet, nous savons que le sous-groupe d’inertie
sauvage — et donc, en particulier 7 — agit trivialement sur une telle représentation.
Par extension, ’hypothese du corollaire est aussi vérifiée si p est une représentation
semi-simple ou un produit tensoriel de représentations semi-simples.

2.2.2. Application aux anneauz de déformations. Soient Ry et Ry deux Opg-algebres
locales noetheriennes completes, d’idéaux maximaux respectifs m; et my. Pour
1 = 1,2, supposons que le morphisme structurel de R; induit un isomorphisme de
kg sur le corps résiduel de R;. Considérons en outre un morphisme de Og-algebres
f de R; dans Rs qui, sur les corps résiduels, induit 'identité de kg.

Notons kge] Panneau des nombres duaux sur kg (nous avons donc 2 = 0). Pour
i = 1,2, lespace tangent Homep, _ais(R;, kg[e]) est naturellement isomorphe au
dual du kg-espace vectoriel % En particulier, il hérite ainsi d’une structure
de kg-espace vectoriel. Notons '

f* : HomoE_alg(RQ, kE[E]) — HOHloE_alg(Rl, kE[E])

I’application kg-linéaire induite par f sur les espaces tangents. Rappelons le lemme
classique suivant.

Lemme 2.2.7. Le morphisme f est surjectif si et seulement si lapplication tan-
gente f* est injective.

Démonstration. Par dualité, Iapplication f* est injective si, et seulement si son

application duale :
my mo

—
wrpR; +m% wrRa +m%
est surjective. Le lemme en résulte par un argument classique. ([l
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Supposons donnés a présent une Opg-algebre locale noetherienne R, de corps
résiduel kg, ainsi qu'un morphisme de Og-algebres f de R¥(v,t,5) dans R. La
théorie des espaces de déformations permet d’identifier ’espace tangent de
RY(v,t,p) & un sous-kg-espace vectoriel de Exté;K (,p). Nous pouvons ainsi con-
sidérer que I'application tangente f* prend ses valeurs dans Exté (P, D).

Notons f* lapplication composée :

1 — — — —
f*: Homo, _ag(R, kgle]) Extb}( (p,p) — Extboo (P,p),
ou la deuxieme fleche est induite par la restriction & G, sur les représentations.

Remarque 2.2.8. Nous verrons au paragraphe 3.2.2] qu’au moins dans les cas traités
dans cet article, I’espace Ext};m (p,P) et la composée f* se décrivent explicitement
en termes de p-modules.

Nous déduisons du lemme 2.7 que linjectivité de f# implique la surjectivité de
f et que la réciproque est vraie sous I’hypothese supplémentaire que I'application
naturelle de Ext%;K (p,p) dans Ext%;w (P, p) est injective. Le lemme ci-aprés donne
une condition suffisante pour que cette hypothese soit satisfaite.

Lemme 2.2.9. Soit p une kg-représentation absolument irréductible de Gy de
dimension d.

(1) Sip n’est pas isomorphe a p(1), alors Uapplication :

r: Ext, (p,p) — Ext__ (7, D)
est injective.
(2) Sip est isomorphe a p(1), alors p—1 divise deg, ot ex désigne Uindice de
ramification absolue de K.

Remarque 2.2.10. En combinant les deux assertions du lemme, nous obtenons
I'injectivité de r sous I'’hypothese que p — 1 ne divise pas le produit de I'indice
de ramification absolue de K et de la dimension de p.

Démonstration. Nous démontrons d’abord la premiere assertion. Posons V =
7* @p. L'espace Exty (7, p) s'identifie canoniquement & H' (G, V) lorsque G désigne
I'un des deux groupes Gx ou Gs. Ainsi, d’apres le corollaire 222.5] le noyau
de r s’identifie & H°(Gx,V(—1)), soit encore & Homg, (p,p(—1)). Comme p est
irréductible et non isomorphe & p(—1) d’aprés 'hypothese, cet espace s’annule et
le morphisme r est injectif.

Pour la deuxiéme assertion, notons e (resp. f) lindice de ramification (resp.
le degré résiduel) de l'extension K/Q,. Considérons Ky l'unique extension non
ramifiée de K de degré d vivant a l'intérieur de @p. D’apres la classification des
représentations absolument irréductibles de Gk, nous savons que :

= G h
Do~ Indgid (war ® Xar)
ol wqr désigne un caractére fondamental de Serre de niveau df, h est un entier et

Xnr €st un caractere non ramifié. A partir de la, la condition d’isomorphisme entre
p et p(1) implique existence d’un entier n vérifiant la congruence :

p'-1
p—1

p"h=h+e- (mod p? —1).

Il résulte de ceci que p — 1 divise e - ’;lfll, ce qui ne peut se produire que si p — 1
divise de. (]
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Nous en arrivons au résultat principal de cette partie. Pour 1’énoncer, con-
sidérons une extension finie £ de Q, et une représentation galoisienne p de G de
dimension finie d & coefficients dans le corps résiduel kg de E. Nous supposons que
p n’a pas d’endomorphisme autre que les multiplications par les éléments de kj;.
Soient encore v un type de Hodge-Tate, t un type galoisien ainsi que x : Gx — OF,
un caractere relevant le déterminant de p. L’anneau RI*=X(v t,p) qui parametre
les déformations potentiellement cristallined] de p de type (v,t) et de déterminant
x a alors un sens.

La proposition suivante permet notamment de déterminer exactement des an-
neaux de déformations RI*=X (v, t,p) (qui paramétrent des représentations de Gx)
en fonction de 'anneau de définition de la restriction & G, de certaines représenta-
tions (voir §4.2.2] la discussion précédant et démontrant la proposition [£.2.0]).

Proposition 2.2.11. Nous reprenons les notations ci-dessus. Nous supposons en
outre que p est absolument irréductible, n’est pas isomorphe a p(1) et que le type t
se factorise par le groupe de Weil d’une extension modérément ramifiée de K.

Soient R une Og-algebre locale compléte noetherienne de corps résiduel kg et f
un morphisme de R*=X (v, t,p) dans R. Soient V la RI*=X(v t,p)-représentation
universelle de G et Vg = R ® pdet=x(y. ¢ 7) V. Nous supposons que la restriction
de Vg a G est définie sur un sous-Og-algébre R’ de R, c’est-a-dire qu’il existe
une R'-représentation Vg de Goo qui est libre comme R'-module et telle que Vg ~
R Qg Vg:. Alors, le morphisme [ prend ses valeurs dans R’.

Remarque 2.2.12. Par ’équivalence de catégories du théoreme Z.1.3] dire que la

restriction de Vg & G4 est définie sur R’ revient & dire que le p-module Mg associé

a Vg s’écrit sous la forme (R®Zp Og)® R'&, 0r MR pour un certain p-module Mg/
P

libre sur R' &z, Ok.

Démonstration. Quitte a tordre par une puissance du caractere cyclotomique, nous
pouvons supposer que tous les poids de Hodge—Tate qui interviennent dans v sont
positifs ou nuls. Notons h le plus grand d’entre eux. Soit L une extension finie
modérément ramifiée de K par laquelle t se factorise. Pour simplifier l’expositiorﬁ,
nous supposons que L s’obtient a partir de K en ajoutant une racine n-iéme 7y, de 7
pour un entier n, premier avec p, tel que K contienne une racine primitive n-ieme
de T'unité. Nous sommes ainsi dans la situation du §2.T.3] (dont nous reprenons
les notations) et pouvons décrire les représentations de G qui deviennent semi-
stables en restriction a G, a ’aide de modules de Breuil-Kisin munis de données
de descente.

Notons par ailleurs que les représentations paramétrées par RI*=X(v,t,75) sont
cristallines et de E,(uy, )-hauteur inférieure ou égale & h en restriction & Goo 1. Soit
Do larestriction de p & Go. En copiant la démonstration du théoreme 3.2 de [Kim],
nous construisons une Op-algeébre compléte locale noetherienne RI=X(h, x,p.)
qui parametre les déformations de p., qui sont des représentations de déterminant
X dont la restriction & G 1 est de Er(ur)-hauteur inférieure ou égale & h. Nous

"La proposition B22.11] ci-aprés vaudrait encore si nous remplacions < cristalline > par <
semi-stable > .

8Quitte & agrandir L, dans le cas général, nous pouvons toujours supposer que L s’écrit comme
la composée d’une extension non ramifiée et d’une extension du type que nous considérons ici.
Pour éténdre la démonstration au cas général, il s’agit de prendre en compte la partie non ramifiée
dans la donnée de descente, ce qui est standard et ne pose pas de difficultés particuliéres.
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avons un morphisme canonique
g: R¥*X(h, %, 5, ) — RI"=X(v t,7).
L’application tangente de g s’identifie & I'application canonique
1 (= = 1 = —
r: Extg, (p,p) — Extg_(p,p)
convenable restreinte et corestreinte. Elle est donc injective d’apres le lemme 2.2.9]
Nous en déduisons, par le lemme 2.2.7] que g est surjective.
Par ailleurs, comme la restriction de Vg & Goo 1, est de Er (uy)-hauteur inférieure

ou égale a h ; il en va de méme de Vg:. Par la propriété universelle définissant ’an-
neau RY*=X(h, %, 5., ), la représentation Vz: correspond & un morphisme d’anneaux

féo : Rdet:x(hv*a ﬁoo) — R

En outre, en notant ¢ I'inclusion canonique de R’ dans R, nous déduisons du fait
que Vg redonne Vg apres extension des scalaires que to fJ = fog. Pour conclure,
il suffit de construire un morphisme d’anneaux f’ de RI®*=X(v, t, ) dans R’ rendant
commutatif le diagramme suivant :

RI=X(v, t,7p)

% !

RI=X (1, %,7..) 7 R
\ - 3
I R

Nous construisons f’ par une chasse au diagramme élémentaire. Soit 2 un élément
de Rt=X(v t,p). Par surjectivité de g, il s’écrit sous la forme g(y) pour un certain
y dans RI*=X(h x,p..). En outre, si ¥’ est un autre antécédent de x par g, les
images de y et y' par vo f/_ coincident dans R par commutativité du diagramme.
Comme ¢ est injectif, cela implique que f2 (y) = f..(y'). Nous pouvons ainsi définir
f'(z) sans ambiguité en posant f'(z) = f. (y). Nous concluons enfin en vérifiant
que f’ est un morphisme d’anneaux et fait commuter le diagramme. ([l

3. METHODE DE CALCUL DES DEFORMATIONS POTENTIELLEMENT
BARSOTTI-TATE

Nous reprenons & présent les notations de la partie [l Notamment, la lettre F
(resp. F') désigne I'unique extension non ramifiée de Q, de degré f (resp. 2f), nous
posons ¢ = p/ et notons L le corps obtenu en adjoignant & F une racine (¢ — 1)-
itme de (—p), notée 7. Afin de pouvoir appliquer la théorie de Breuil-Kisin,
nous choisissons en outre un systéme compatible (7, ,,) de racines p”-iemes de 7y,
et posons Tp, = w}’;nl pour tout n. La famille des 7g, forme alors un systeme
compatible de racines p™-iemes de (—p). Nous notons F,, (resp. L) 'extension
de F (resp. de L) engendrée par tous les wp,, (resp. tous les 7). Enfin, nous
posons G = Gal(Q,/Fx).

Le but de cette partie est de présenter une méthode pour déterminer les anneaux
de déformations RY (v, t,p) pour des valeurs particulieres de vo, t et 1) :

e pour tout plongement 7 de F' dans E, vo, = (0,2) (cas potentiellement
Barsotti-Tate) ;

e le type galoisien t s’écrit sous la forme (n @ n')|7,, olt 5 et ' sont deux
caracteres distincts de Gal(L/F) dans O ;
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e le choix de v est compatible avec les t et v ci-dessus (voir relation (2)),
qL.1.2).
Cette méthode est largement inspirée de précédents travaux de Breuil et Mézard
(IBM1], [BM2]). Ces deux approches présentent cependant une différence notable :
alors que Breuil et Mézard emploient des modules fortement divisibles, nous tra-
vaillons avec les modules de Breuil-Kisin, dont la manipulation nous parait plus
aisée et nous permet d’affaiblir les hypotheses.

Remarque 3.1. Les types galoisiens t considérés ci-dessus étant non scalaires, les
déformations potentiellement semi-stables paramétrées par RY (vo, t,p) sont en fait
potentiellement cristallines.

Afin de rester plus proche de [BM2], nous allons utiliser dans la suite la version
covariante du foncteur de Breuil-Kisin au lieu de sa version contravariante définie
au §2 Précisément, si V' est une représentation de G ou de Gal(Q,/Lso), nous
posons :

M(V) = M*(V*(1)),

ou V* désigne la représentation duale de V. Le foncteur M ainsi obtenu est alors
covariant. A partir de maintenant, lorsque nous parlerons du @-module ou du
©f-module associé & V', ou, réciproquement, de la représentation associée & un (-
module, un ¢f-module ou un module de Breuil Kisin, ce sera toujours au sens du
foncteur covariant M.

Le plan de cette partie est le suivant. Nous classifions au 3.0l les modules
de Breuil-Kisin associés a des représentations potentiellement Barsotti-Tate de
type galoisien comme ci-dessus. Nous expliquons ensuite au §3.2] comment déduire
de cette classification une méthode de calcul des espaces de déformations corre-
spondants. Cela nous ameéne notamment a déterminer la réduction modulo p des
représentations associées & des modules de Breuil-Kisin (§8.21]) et & calculer une
base explicite de Extéx (p, ), groupe qui nous permet de contrdler I’espace tangent
aux déformations de la représentation p (§3.2.2)).

3.1. Un théoreéme de classification des modules de Breuil-Kisin. Dans ce
paragraphe, nous énongons et démontrons un raffinement de la proposition 5.2
de [Br3]. Hormis le fait que nous lexprimons dans le langage des modules de
Breuil-Kisin (et non dans celui des modules fortement divisibles), notre résultat
se distingue de celui de loc. cit. par deux aspects essentiels : premierement, nous
traitons le cas d’un anneau de coefficients R qui est une Og-algebre locale noethe-
rienne complete plate quelconque (et non pas uniquement le cas R = Op) et,
deuxiemement, nous affaiblissons ’hypothése de généricité sur le type galoisien. Ce
cadre plus général est indispensable pour une application aux représentations non
génériques.

3.1.1. Type des modules de Breuil-Kisin. Afin de pouvoir démontrer notre résultat
de classification dans la généralité énoncée ci-dessus, nous avons besoin, en guise de
préalable, d’étendre les notions de type de Hodge et de type galoisien a n’importe
quel module de Breuil-Kisin a coefficients. C’est I'objet de ce paragraphe.

Définition 3.1.1. Soient R une Opg-algebre locale, complete, noetherienne, de
corps résiduel kg et 9 un module de Breuil-Kisin libre de rang 2 sur R®Zp6 avec
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donnée de descente de L a F. Le module 9 est dit :

e de type de Hodge v si pour tout ¢ dans Z/fZ, 1'idéal déterminant du
frobenius ¢ de M@ dans MO+ est I'idéal principal engendré par u€ +p ;

e de type galoisien t si pour tout ¢ dans Z/fZ, il existe une base (e,(f), e?)

de M comme R[[u]]-module telle que Gal(L/F) agit sur es,i) par 7 et sur
65;/) par n ;

o de déterminant e si le déterminant de la représentation de G, qui lui est
associée est (v¢€)|q.. -

Il est dit de type (vo,t,%) s’il satisfait aux trois propriétés ci-dessus.

Remarque 3.1.2. Dans la définition ci-dessus, nous avons supposé que 9 est libre
en tant que module sur R®ZPG. La raison en est, d’une part, que la définition
est plus simple a écrire sous cette hypothése additionnelle et, d’autre part, que
dans le théoréeme de classification que nous allons énoncer (voir proposition BI.9]),
I’hypothese de liberté est absolument nécessaire. Il nous est donc paru opportun
de restreindre la définition BT & cette situation.

Remarque 3.1.3. Soit 9 un module de Breuil-Kisin comme dans la définition 3111
Supposons que M soit de type de Hodge vy et de type galoisien t. Il existe alors
un élément § de R* ainsi qu’une base w de (det ) telle que

pl(w) =6 (u +p) - pu+p)- o Hu +p) - w.
De plus, le prolongement canonique de la représentation galoisienne associée a 901

donné par le théoreme [ZT.T2] (et apreés la renormalisation du début de la partie ()
a pour déterminant nn’ - nr(6~1) - e.

La proposition suivante, qui est une conséquence simple des résultats de Kisin,
fait le lien entre étre de type (vo,t,1) pour une représentation et pour un module
de Breuil-Kisin.

Proposition 3.1.4. Supposons que R soit 'anneau des entiers d’une extension
finie de E. Soit V une représentation de G de dimension 2, libre sur R. Alors,
V est de type (vo,t,1) si et seulement s’il existe un module de Breuil-Kisin 9 de
type (vo,t,) dont la représentation de Gg associée via le foncteur M est V.

Remarque 3.1.5. A priori, la représentation associée a 9N via le foncteur M n’est
qu'une représentation de G.,. Toutefois, d’apres le théoreme ZT.12] celle-ci se
prolonge de facon canonique au groupe G tout entier. L’énoncé de la proposition
[B.14] a donc bien un sens.

Remarque 3.1.6. Si, comme dans la proposition B.1.4] R est ’anneau des entiers
d’une extension finie de F, tout module de Breuil-Kisin sur R®Zp6 est automa-
tiquement libre. Il n’y a donc ici aucune subtilité a 'hypothese de liberté.

Démonstration. Supposons d’abord l'existence de 9. Le fait que la représentation
V' soit de déterminant e est alors immédiat. Elle est de type galoisien t car la
représentation de Weil-Deligne associée a V' est donnée par l'action de la donnée
de descente sur (0t/uM)[1/p]. Enfin, en ce qui concerne la condition sur le type de
Hodge, remarquons que, d’apres le lemme 1.2.2 de [Kil], les poids de Hodge-Tate
de V sont tous positifs ou nuls et, pour tout i € Z/fZ, I'idéal déterminant de
@ : MO — MEHD est engendré par (u® + p)"i ot1 h; est la somme des poids de
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Hodge—Tate pour le plongement 7;. Notre hypothese s’écrit donc h; = 1. Nous en
déduisons que, pour chaque plongement 7, les poids de Hodge—Tate de V sont 0 et
1, ce qui signifie bien que V est de type de Hodge vy.

La réciproque se traite de maniere similaire. O

Par le théoreme 2.I.TI] le module 91 de la proposition B.1.4] s’il existe, est
unique a isomorphisme pres. Nous obtenons ainsi une bijection canonique entre les
représentations V de type (vg, t, ) et les modules de Breuil-Kisin de type (v, t, %)
sur R®Zp G.

3.1.2. Genre d’un module de Breuil-Kisin. Rappelons que S désigne I’ensemble des
plongements de F' dans @p et que nous avons fixé un élément privilégié 7y dans S.
Les autres éléments de S s’obtiennent alors en composant 79 par les puissances
successives du Frobenius agissant sur F'. Nous pouvons écrire :

-1
B > cip’ . )
n-() " =(roep)= " = [] (roogioes)”
€2/ f7
et de méme
F-1
> bip' ; .
n' = (rgoes)i=0 = H (Toogozoc“f)bi
i€L)fL

ou les ¢; et b; sont des entiers compris entre 0 et p — 1. Il est commode, et nous
le ferons, de considérer que les indices des b; et des ¢; vivent dans Z/fZ. Posons
également

i—1 f-1
Vi = Zcf—(i—j)}?] + Z ¢j—ip’
=0 j=i

et B; I'équivalent pour les b;. Pour tout i, ces entiers satisfont aux congruences
p'vo = v (mod pf — 1) et p'By = B; (mod p/ — 1) de sorte que nous avons 1’ =
Toop to E?i et =T90p ‘o E}ﬁﬁi. Notons que I’hypothése n # 7’ assure que
tous les entiers ~; sont compris entre 1 et e — 1, ou de maniere équivalente que le
f-uplet (co,...,cp—1) n'est ni (0,...,0)ni (p—1,...,p—1).

Considérons a présent une Og-algebre R que nous supposons comme habituelle-
ment locale, complete, noetherienne et de corps résiduel kg. Nous notons mpg l’idéal
maximal de R. Soit 9 un module de Breuil-Kisin sur R&z & de type (vo, t,1).

D’apres la définition, il existe pour tout ¢ dans Z/fZ, une base (esf), 65;,)) de oM
dans laquelle I’action de la donnée de descente est diagonale et donnée par les car-

acteres n et 1. Il en résulte que la matrice du Frobenius dans ces mémes bases est
de la forme

(7’) €—Yi41 ('L)
() _ Sl u 82
w o )

Yi+1 (1)
ulitlsg Sy

avec s§-i) € R[[uf]] pour 1 < j < 4 et det G = (u® +p)a avec a € R[[u]] inversible.
Un changement de base de M) compatible & I’action de Gal(L/F) a pour matrice

(e (D)
(7.) o 0'1 u 0'2
(3.2) P —< (i) (i) )

o
uoy o4
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avec J] € R[[u®]] pour 1 € j < 4. La matrice de ¢ : MO — MO+ apres

changement de base s’écrit
. . -1 ) .
(3.3) HO — (p(“rl)) GO (PO,

Réciproquement, une famille (G(i))ogig f—1 de matrices de cette forme définit un
module de Breuil-Kisin et deux telles familles définissent le méme module de Breuil—-
Kisin de type nn @’ & isomorphisme pres si et seulement si elles s’obtiennent par
des changements de base de la forme B3] pour 0 < ¢ < f — 1. Le lemme suivant
nous permet de définir la notion de genre d’'un module de Breuil-Kisin :

s1 u® sy
G=1{ ,
u'ss S4

avec s; € R[[u®]] pour 1 < j <4, v un entier entre 0 et e et det G = a(u®+p) pour
a dans R[[uf]] inversible. Notons 5; = s; (mod u®).

Lemme 3.1.7. Soit

(i) Si 354 est inversible dans R, notons G(G) = 1,,.
(i) Si 51 est inversible dans R, notons G(G) =1,y
(iii) Sinon, notons G(G) =11.
Soit M un module de Breuil-Kisin sur R®Zp6 de type (vo,t,1) et (G(i))ogigf_l
une famille de matrices de Frobenius pour un choiz de bases de M™) . Alors la suite

des genres (G(G™))o<ics—1 est uniquement déterminée par le module de Breuil-
Kisin O et est dite genre de IN.

Démonstration. 1l suffit de constater que la définition de G(G) est compatible au
changement de base (33). O

Dans la suite, nous allons énoncer un théoréme de classification (proposition
B9 des modules de Breuil-Kisin excluant certains genres trés particuliers dont
I’étude fera I'objet d’'un article ultérieur.

Définition 3.1.8. Un module de Breuil-Kisin 9t sur R®Zp6 de type (vo,t, 1) est
dit de mauvais genre s’il n’a aucun facteur de genre II et si pour tout 0 < i < f—1,
1 si Q(G(i*”) =G(GW) = 1

0 si G(G¢ )—I et G(G( ):In”

p—2 si G(GUY)=g(G") =1L,

p—1 si GGUY)=1, et Q(G(z))—l

Cf-1—i =

3.1.3. Enoncé du théoréme de classification. L’objectif du paragraphe B.1] est de
démontrer les propositions B.1.9] et B.1.T2] ci-dessous.

Proposition 3.1.9. Nous supposons soit que R est plate sur Og, soit que R = kg.

Soit M = MO @ ... MUY un module de Breuil-Kisin libre de rang 2 sur
R®Zp6 de type galoisien n @' et de type de Hodge vy.

Alors il existe des éléments o, o dans R™ ainsi que, pour touti € {0, ..., f—1},
une base es,i),esf,) de M et des paramétres a;,a} (vivant dans un espace précisé
ci-aprés) tels que :

(1) pour tout i, la donnée de descente agit sur e%i) (resp. egf,)) par le caractére n

(resp. ') ;
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~1
(2) la matrice G pour 0 < i < f—2 (resp. (ao 0/01) GV pouri=f—1)

de p : MO — MO+ est de l'une des formes suivantes :

u+p 0 e . ,
— Genre I, <a-u"“+1 1 ) pour ai dans R+ Ru® et, par convention, a; =0 ;
K3
1 afuc i p . .
— Genre I,: 0 w+p pour a; dans R + Ru® et, par convention,
a; = 0 5
a; w€ it , ,
— Genre II: Qi o avec a;, a; dans mp et a;a; = —p.
K3

De plus, si le module M n’a pas mauvais genre, on peut choisir a; et a; dans R
pour tout 1.

Remarque 3.1.10. Réciproquement, la donnée d’une suite de genres (go,...,g7—1) et
de parametres (o, ', ag, ag, . .., ay-1,a’s_;) satisfaisant aux conditions de la propo-
sition BT.91définit un module de Breuil-Kisin de type de Hodge v, de type galoisien
n@n' et de déterminant 7y’ - nr ((—1)"(aa’)~t) -, ou |II| désigne le nombre de
g; égaux a II.

Remarque 3.1.11. Le résultat de la proposition B.1.9 pour R = kg se déduit du cas
R = Opg. En effet, il suffit de constater que tout module de Breuil-Kisin de type
galoisien n ® i’ et de type de Hodge v( sur kg se releve en un module de Breuil—
Kisin sur O de mémes types puis de réduire modulo wg la matrice a coefficients
dans Op obtenue par la proposition

Proposition 3.1.12. Nous conservons les hypothéses de la proposition B.1.9] et sup-
posons de plus que M n’a pas mauvais genre. Nous nous donnons deux écritures de
9N correspondant a une suite de genres (go, . ..,g5—1) et a des paramétres (o, &', ao,
ags---yap-1,ap_1) et (B, 8,bo, by, ..., by—1,b%_,) respectivement.
En notant n; le nombre de genres 11 parmi gg,...,gi_1, il existe un élément A
de R* vérifiant :
pour tout i € {0,..., f —1}, b= AED g et b, = )\*(*1)”"’@;

et, de plus :

— sing est pair, a = 3, o' = [, tandis que;

— sing est impair, oo = PP et A = g = g—:
Il est alors immédiat de déduire le résultat suivant :

Corollaire 3.1.13. Dans le cadre de la proposition B.1.12], nous avons les résultats
suivants :

(1) si le genre de M posséde un nombre impair de facteurs 11, alors MM admet
une unique écriture avec le paramétre o égal a 1 ;

(2) si le genre de M posséde un nombre pair de facteurs I1 et s’il existe un indice
i de genre I, (resp. 1,y ) pour lequel le paramétre a; (resp. a}) est inversible dans R
(i.e. non nul dans le corps résiduel kg ), alors M admet une unique écriture ot ce
paramétre a; (resp. aj) est égal a 1.

3.1.4. Polygones de Newton des éléments de R[[u]]. Avant d’entamer la démonstra-
tion de la proposition B.I.9] nous regroupons dans ce numéro quelques résultats
(classiques) sur les polygones de Newton que nous utilisons constamment dans la
suite.
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L’hypothese de platitude que nous avons faite sur R implique que 'uniformisante
wg n'est pas diviseur de 0 dans R. Nous pouvons ainsi définir une fonction vg :
R — NU{oo} comme suit : pour x dans R, vg(x) désigne le plus grand entier n tel
que @ divise = avec la convention vg(0) = 4+o00. Pour x et y dans R, nous avons :

— wvr(zy) = vr(z) + vr(y) avec égalité des que z ou y est dans Of;
— vr(z +y) = min(vg(z),vr(y)) avec égalité des que vgr(z) # vr(y).

Définition 3.1.14. Soit a = > .° a;u’ un élément de R[[u]]. Le polygone de
Newton NP(a) de a est enveloppe convexe dans le plan des points de coordonnées
(i,vr(a;)) pour ¢ variant dans N et d’un point supplémentaire situé a I'infini dans
la direction des ordonnées positives.

Lemme 3.1.15. Soit a,b € R[[u]]. Le polygone de Newton NP (ab) est inclus dans
la somme de Minkowski NP(a) + NP(b).
Si en outre a ou b est dans Og[[u]], alors Uinclusion précédente est une égalité.

Démonstration. Ecrivons a = Yomgaiut, b= Y2 biul et ab = Yoo ciut on
les a;, les b; et les ¢; sont des éléments de R. Pour tout entier s, nous avons
Cs = Ziﬂ-:s a;b; et donc
(3.4) vr(cs) = min vg(a;) +vr(b;)).

1+j=s
L’inclusion NP(ab) C NP(a) + NP(b) en résulte directement.

Supposons maintenant que tous les a; appartiennent & Og. Pour démontrer
Pégalité souhaitée, il suffit de vérifier que tout point extrémal de NP(a)+NP(b) est
dans NP(ab). Supposons par 1’absurde que ce ne soit pas le cas et notons (s, v) les
coordonnées d’un point M qui est un contre-exemple. Par définition des polygones
de Newton, notre supposition implique en particulier que I'inégalité ([3.4)) est stricte.
Ainsi, il existe deux couples distincts (i1, j1) et (iz,j2) avec i1 +j1 = ia +jo = s et

v = wg(a;b;,) = vr(ai,)+vr(b))
= wr(ai,bj,) = vr(ai,) +vr(b;,) < wvr(cs)

Les points (il + j2,vr(ai,) + vr(b; )), (ig + j1,vg(a;,) + ’UR(bjl)) sont distincts et
appartiennent & NP(a) + NP(b) par construction. De plus, par ce qui précede, le
milieu du segment qui les joint est (s,v). Ainsi (s,v) n’est pas un point extrémal
de NP(a) + NP(b), ce qui constitue une contradiction. O

3.1.5. Démonstration de la proposition [3.1.9. Nous ne traitons que le cas d’un mo-
dule n’ayant pas mauvais genre, le cas général étant similaire.

Notre stratégie pour construire des bases satisfaisant la proposition est
itérative. Etant donné des bases de 9 et oME+D adaptées a la données de de-
scente, dans laquelle la matrice du frobenius ¢ est de la forme BI) (§31.2), le
lemme fournit une nouvelle base de MY pour laquelle la matrice du frobe-
nius a la forme prédite par la proposition B.1.90 En propageant ces changements de
base, nous obtenons, pour chaque facteur 99, une suite de changements de base
codés par des matrices (PUH/™),  (voir page BOTD).

La convergence des suites (PUH/™), cy est établie dans le lemme Les

coefficients des matrices de passage (PU)) jen font intervenir des éléments (ogj ), o ),
Uéj ), Uflj )) de R[[u?]]. Le lemme crucial BT.T9 contrdle 1’évolution de ces U](Cj ) dans le
processus itératif. Les conditions pertinentes sur les a,(cj ) pour assurer la convergence
des suites (P(i+f ”))neN sont différentes pour chaque coefficient de ces séries entieres
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en u® et se traduisent donc en termes de polygones de Newton. La démonstration
du lemme B.T.19 repose ainsi sur les deux lemmes techniques B.IT.T7 et BT.I8 qui
font appel aux résultats sur les polygones de Newton de la partie B.1.41

S1 u®~ sy
G= ~
u'ss S4

avec s; € R[[u®]] pour 1 < j <4, v un entier entre 0 et e et det G = a(u®+p) pour
a dans R[[u®]] inversible. Notons §; = s; (mod u®).

Lemme 3.1.16. Soit

(i) Si 54 est inversible dans R, i.e., G(G) = 1,,, posons
51*:161152 uef’ys
B(G) = " s, ’

W Sery

ot a dans R est défini par a = s3/s4 (mod u® + p). Alors

G = B(G) (“eﬂ’ O) .

au” 1
(ii) St 51 est inversible dans R, i.e. G(G) =L, posons
!
s1 ue—'y 52—611 S1
B(G) = Hotp
U’YS?, S4—U "a S3
u+p

ot @' dans R est défini par a’ = s2/s$1 = u " ®sy/s3 (mod u® + p). Alors

1 a'uc™"
G = B(G) <0 e +p> )

(iii) Sinon G(G) =11 et posons

uso—a’sy €Y $1=as2
— ue+p u®~+p
B(G) - u sa—a'ss u®s3—asy

uc+p ue+p

ot a,a’ dans R sont définis par a = s1/sy (mod u® + p) et a’ = s4/s3
(mod u® + p). Alors

et aa’ = —p.
De plus, dans tous les cas, B(G) € GLa(R[[u]]).

Démonstration. (i) Commengons par montrer que la matrice B(G) est bien définie.
D’une part, comme 34 est inversible dans R, s4 est inversible modulo u® + p, ce qui
montre que 1’élément a est bien défini. D’autre part, comme det G =0 (mod u®+p),
nous avons encore a = u~ °$1/s3. Nous en déduisons que B(G) est & coefficients
dans R[[u]] et méme, plus précisément, que la matrice B(G) est de la forme

( o1 ut Yoy

uog o4

) avec o; € R[[u]].

Le cas (ii) est analogue.

(iii) Supposons que §; et 54 ne sont pas inversibles dans R. Rappelons que
det G=a(u®+p) avec o dans RJ[[u]] inversible. Ainsiu®sgs3=—ua (mod wgR][[u]])
et comme u° n’est pas diviseur de zéro dans R[[u®]]/wgR[[u¢]], nous obtenons
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s2s3 = —a (mod wgrR). Ainsi sy et s3 sont inversibles dans R[[u®]], ce qui suffit &
entrainer que la matrice B(G) est bien définie et & coefficients dans R[[u]].

Enfin, de I'égalité det(G) = a(u® + p) avec « inversible dans R, nous déduisons
que le déterminant de B(G) est inversible dans R[[u]] dans chacun des cas. O

Pour ¢ € N, définissons les idéaux de R[[u¢]],

I, = { Yoco a;u® a; € R,vg(a;) >t — pi },

I = {Z;')io a;u®, a; € R,vg(a;) >t — -2 }
En particulier, nous avons ¢(I;) C I .

Lemme 3.1.17. Supposons t € N. Soit x € R[[u?]] tel que (u® + p)z € I7. Alors
X € It-

Démonstration. Si (u¢+p)z € I, son polygone de Newton est inclus dans la région
du plan D = {(a,b) € R*, b > t — 227 }. D’apres le lemme BIT5, le polygone de

Newton de z est inclus dans le translaté (—1,0)+D, donc en notant z = Y .2 a;u®,
nous avons vg(a;) = t— ;ﬂl pour tout ¢ > 0. Nous en tirons vg(a;) >t — pp_ll pour
tout ¢ > 0 et, par suite, x € I;. ]

Lemme 3.1.18. Supposons t € N*. Soit x € R[[u®]] tel que
(u® +p)z € u’If + (L Nu R[[u])) + po ™ R[[uc]].
Alors x € Iy 1.

Démonstration. Remarquons que, d’apres le lemme B.1.17] :
— le polygone de Newton d’un élément de u¢I; est inclus dans
{(a,b) €R? [a>1,b>0,b>t— 251},
— le polygone de Newton d’un élément de ¢(I; N u®R[[u]]) est inclus dans

{(a,0) eR? [a=p, b20,b>t— %51,

— le polygone de Newton d’un élément de pcw' ! R[[u°]] est inclus dans
{0} x [t + 1+ vr(p),o0[.

Ainsi le polygone de Newton de (u® + p)x est inclus dans I'enveloppe convexe des
trois régions précédentes, représentées en gris sur la figure[Il Il suit alors du lemme
que le polygone de Newton de x est inclus dans la région délimitée par le
trait en gras. Le lemme s’en déduit. O

Lemme 3.1.19. Soitt € N et
/ e—y' 1
P=( 2, " %) eGLyR
(2 (R[]}
avec 0 < 7' <e, 0 € R[u’]] pour 1 <j<4 et

¥

1 (mod u®, It),
0 (mod L).

a4
o3

MO~ =~
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t+1+vr(p)

t+1

D
[ sy

P

p—1

0 1 p—1 p (p—1)t (p—1)t+1

FIGURE 1

Soitc€{0,...,p—1} tel que 0 <y =py —ec < e. Alors

(i) Si G = ua;p (1) avec a € R, alors G(G) = 1, = G(Gp(P')) et la

matrice B(Gp(P')) est de la forme

o1=04=1 (mod u® I;11),
(3.5)  B(Ge(P")) = oL utloy avec o2 =03=0 (mod wp,u),
) ¥ “ \uos o4 o2 =0 (mod I;41),
o3=0 (mod I;).

De plus,

0 (mod I;41) sicg {1,p—1},
o3 =< ¢(of) (mod Ij4q) sic=1,

—a?p(oh) (mod Iy1) sic=p—1.

1,,e—
(ii) Si G = <(1) Zeu—i—p>’ avec a' € R, alors G(G) =1,y = G(Gp(P')) et la

matrice B(Go(P')) est de la forme

o1=04=1 (mod u® I;11),

[ o1 u Yoy o2 =03=0 (mod wg,u®),
(3.6) B(Gp(P)) = (u”ag o ) avee § - _ (mod I,.1),

09 =0 (mod I).
De plus,

0 (mod I141) sic g {0,p— 2},
o2 =% (o) (mod Iyq) sic=p—2,
—a?p(0}) (mod I;41) sic=0.
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a u®7

(iii) i G = , |, avec a,a’ € R et aa’ = —p alors G(G) = 1I =
ul a
G(Gp(P")) et la matrice B(Gp(P")) est de la forme
e—ny o1=04=1 (mod u® I141),
(3.7)  B(Gp(P")) = <ug(17 v - U2> avec { oo =03=0 (mod wg,u®),
3 4 o2 =03=0 (mod I1).

Démonstration. Nous traitons en détails le cas (i); le cas (ii) est similaire. Un
premier calcul donne

e ! e—Y(, e e(p—1—c) /
Go(P') = ( . (u jrp)w(ei'l) o (:(Lp_t)p)u, wl(az))
u(ap(or) +up(oy))  autPTp(0y) + (o)
Remarquons que au®?~9p(ah) + (o)) = o} (mod mpe) et det P’ = ofo}

(mod mp(p,e))) est inversible car P’ € GLa(R[[u]]). Donc o} est inversible dans
R et G(Gp(P')) = I,,. 1l reste a montrer que B(Gy(P’)) satisfait B.3). Soit b e R
tel que

ap(0y) + u*p(o3)

b= mod u® + p).

WO p(oh) + (o) ?)
.. N o1 u¢ Yoy
Ainsi B(Gp(P')) = (u”a;; oy ) pour
o1 = ¢(o1) —uPVbp(0}),
oy = (u®+p)utP=1=p(a}),
(u+p)os = ap(o]) +u“p(oh) — abu®P=Vp(ay) — bp(a}),
os = auPp(0h) + (a}).

Des hypotheses sur o;-, 1 < j <4, découle le résultat souhaité pour oy et o4. Pour
09, il suffit d’appliquer le lemme B.I.I71 Pour o3, nous avons

(u® +p)oy = (a —b) + ap(oy — 1) = bp(0y — 1) + up(0s) — abu"~p(a3)

ou
ap(af) + up(os)
aue®=p(a}) + p(0})
Comme I} (mod u® + p) = wl, R, nous avons a = b (mod whR). Donc
(u® +p)p(os) € I

Le lemme B.I.17 implique o3 € I;. Enfin

ap(oq) + up(oh) _ ¢(o1) ce P(03) — a2uc—o) p(o1)p(o3) (mod u2%).
aueP=p(ay) + (o)) (o) (o)) p(oy)?
Nous en déduisons que, si ¢ & {1,p — 1}, alors :

(u® +p)os € ulf + (I, Nu Rl[uf]]) + pw ™ Rl[u’]].

=a (mod I).

Sic=1,
(u +p) (o3 — ¢(03)) € uI{ + (I, N u R[[u]) + poog ™ R[[u’]].
Sic=p-1,
(u® +p) (03 + a®p(03)) € uI¥ + (L Nu°R[[u])) + pwi Rl[u]].
Le lemme BI.T§ conclut.
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Dans le cas (iii), la stratégie est analogue. D’abord les termes diagonaux modulo

u® de
G(P') = ( ap(of) +u Vip(oh)  u T (au P Vp(oh) + @(Gi)))
u?(p(01) + a'up(0%)) uP=p(ay) + a'p(a})
ne sont pas inversibles dans R, donc G(Gp(P’)) = II. Ensuite nous définissons b et
b dans R tels que :
ap(oy) +u N p(as)

aueP=1=p(03) + (o))
u“P=g(0y) + a'p(a})

p(01) + a'uccp(os)

b=

(mod u® + p);

b=

(mod u® + p).

e~y
La matrice B(Gp(P')) est alors de la forme < o 02> pour

’U,’70'3 04
(W +p)or = u(au P Vp(ah) + (o)) = V(ap(o)) + u Do (),
(w+p)oz = ap(o}) +u T Ve(oh) — blau P "Vp(a3) + ¢(ah)),
(w +plos = uPp(oy) +a'p(o}) =V (p(0]) + ad'up(a3)),
(u+plos = u(p(o) +a'up(oy)) — b(uP=Vp(0y) + d'p(a})).

Nous avons ainsi (u® + p)o; = 0 (mod IJf) pour 7 = 2,3. Comme dans le cas
(i), nous obtenons b = a (mod whR) et b’ = a’ (mod whR) et ab’ = a’b = —p
(mod w4 R). Donc (u® + p)(o; —1) =0 (mod I) pour i = 1,4. Le lemme BT17]
donne alors

oc1=04=1 (mod I41),
o9 =03=0 (mod I41).

Les définitions de b et b’ permettent d’obtenir les autres congruences annoncées. [

Soit 9t un module de Breuil-Kisin de rang 2, de genre & 7’ et de Frobenius
donné par la famille fixée des matrices G = (G, ..., GU=1D). Convenons d’étendre
les suites (v,) et (G(*)) en des suites périodiques de période f définies sur N tout
entier. Soit la suite de matrices (P(*)),cy définies par

PO =14, B(G(S)@(p(S))) — A p(s+1)

pls+1) Ugs“) ueﬂ”l(fésﬂ)
gty ot ’

avec

ou aj(-sH) € Rl[uf]] (1 <j <4, 0’§S+1) = afﬂ) = 1 (mod u®) et A®) est une
matrice diagonale a coefficients dans R.

Lemme 3.1.20. Supposons que M n’ait pas mauvais genre. Alors, pour tout
0 <j < f—1la suite des PUTI™ converge vers une matrice RY) dans GLy(R[[u]])
quand n tend vers linfini.

Démonstration. Etant donné deux nombres entiers s et ¢ ainsi qu'une matrice M
prenant la forme :
o u¢ Vo
M= 1 2
ursog o4

convenons de dire que M est t-proche de l’identité si :

o1=04=1 (mod I,u®) et oy=03=0 (mod I}).
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Une récurrence sur s, a partir du lemme B. .19, montre que, pour tout entier s,
la matrice Q(®) = Ps+f). (P(S))_1 est t-proche de 'identité pour ¢ égal a la partie

entiere de % Ceci permet clairement de conclure. ([l

Sous les hypotheses du lemme [3.1.20, nous obtenons par passage & la limite des
matrices R®) = lim,,_,oo POt/ 0 < i < f — 1 qui définissent un module de
Breuil-Kisin isomorphe a 9t de Frobenius donné par la famille de matrices :

H = (RUD)71. G0 o(RD) (0<i< f-1)

qui prennent toutes 'une des trois formes suivantes :

- (z) Ue + p 0
A (au'”+1 1)’

i a w€ it
NG (mw . )

. 1 u€_7i+1
— A®
0 u® +p )
ott A est une matrice diagonale & coefficients dans R. Une derniére normalisation

des vecteurs de base pour éliminer ces matrices diagonales 0 < ¢ < f — 2 permet
d’obtenir I’écriture canonique suivante :

Proposition 3.1.21. Soit M = MO x ... x MUY un module de Brewil-Kisin
libre de rang 2 sur RS de type galoisien n®1n' et de type de Hodge v satisfaisant
les hypothéses du lemme 3119 Alors il existe a, o’ inversibles dans R et pour
tout i € {0, ..., f — 1}, il existe une base e,(f), 67(72;) de M) compatible & Uaction de
Gal(K/F) telle que si 0 < i < f — 2 la matrice GO (resp. sii= f — 1, la matrice

-1
(a() 0/01) G®) de ¢ : M — MEFD) s0it de 'une des trois formes suivantes :

e
— Genre I,;: <u tp (1)> pour a; € R,

aiu%‘“

1 qluyé i+
— Genre I,: v pour a; € R,
0 u® +p
a;  ufTTi / /
— Genre II: R o avec ai,a; € mp et a;a; = —p.
K3

Comparons enfin deux écritures obtenues via la proposition B.1.9 d’'un méme
module M. Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ici I’énoncé (proposition
BIT12) qu’il nous faut montrer.

Proposition 3.1.22. Nous conservons les hypothéses de la proposition B.I1.21] et
nous supposons données deux écritures de MM correspondant a une suite de genres

(g0, ---,97-1) et a des paramétres (o, &', ag, ag, ..., a7_1, a}'q) et (8,0',bo, b, .-,
br_1, b'f,1) respectivement.

En notant n; le nombre de I parmi go,...,g;—1, il existe un élément A de R*
vérifiant :

pour tout i € {0,...,f —1}, b =AY "q; et b, = A"V

(2
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et, de plus :
— siny est pair, o =3, o/ = f§';
B/

— sing est impair, oo = PP et A = 3=

Démonstration. Soient (G)ogics—1 et (H®)ogics—1 les matrices correspondant
aux deux écritures de M. 1l existe une famille (P))<;<f—1 de matrices de passage
qui préservent la donnée de descente et vérifient :

(3.8) (PN IGOo(POY = HO  pour 0 < i< f — 1.

Un examen attentif de l'algorithme de réduction de la preuve de la proposition
BI2T montre que les P sont nécessairement de la forme

@_ (N 0 <i<fo
P (0 Mz‘) pour 0 <i< f—1.
Les égalités ([B.8]) conduisent pour 0 < i < f—1:

e sigi=h;=1,oul,,
a; = Pi1bi/ i, @l = Nip1bl/ s,
Ai = Aig1, i = Mit1,
Siefo1: { af-1 :/ﬁ/NObff/l/(a/)‘ffl)v ay_q = BAby_y/(opy—1)

po ='pp1/B', Ao =adp_1/p.

sio<i< f—2: {

e sig;,=h; =11,

: ; a; = Ni11bi/ i, @b = pip1bl/ 1
si0<1< — 92 g 1+1% /) Ay By 1 4 79
sisd { Ai = i1y Bi = Ait1,

Sizfo1: af—1 = BAoby—1/(ars_1), a}s_; = B'pobl_ /(& piy—1)
o =a'Ap—1/B's Ao = apy_1/B.
En posant A = A\o/up € R*, nous obtenons le résultat annoncé. O

3.2. Application au calcul d’espaces de déformations. Adaptant les idées
de [BM2] & notre situation plus générale, nous expliquons, dans ce numéro, com-
ment utiliser les résultats de la partie précédente pour déterminer les espaces de
déformations RY (vo,n @ n',p) avec p absolument irréductible et v, t fixés comme
au début de la partie Bl

Nous commencons par rappeler ou établir quelques résultats préparatoires con-
cernant, d’une part, le calcul de la représentation résiduelle d’une représentation
donnée par un module de Breuil-Kisin et, d’autre part, le calcul explicite de certains
groupes d’extensions de représentations de G .

3.2.1. Calcul de la représentation résiduelle. Soient R une Og-algebre locale com-
pléete noetherienne de corps résiduel kg et T un module de Breuil-Kisin sur R®Zp6
libre de rang 2, avec donnée de descente de L a F'. Comme R est en particulier une
W-algebre, rappelons la décomposition (2.5])
{)ﬁ:{)ﬁ(o) @...@gﬁ(ffl).

Nous supposons de plus que chaque 9t (pour i entre 0 et f — 1) est muni d’une
(@)
,,7/
matrice G du Frobenius ¢ : M@ — MEHD est donnée par 'une des trois
formes de la proposition B.T.211

base (es,i),e ) sur laquelle la donnée de descente agit par n & 1’ et telle que la
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Notons pon la R-représentation libre de rang 2 de G, associée a M et pyy sa
réduction modulo I'idéal maximal de R. Dans cette partie, nous expliquons com-
ment s’assurer que la kg-représentation résiduelle pyy est irréductible et, lorsqu’elle
lest, comment la déterminer complétement. A partir de maintenant, pour alléger
les notations, nous noterons ¢ a la place de 7.

Soit Mz, = O¢,1 ®s, M le p-module sur R®Zp O¢.1, (avec action semi-linéaire
de Gal(L/F)) associé & pa|c, _ et soit Mg le g-module sur R®z,O¢ p associé a
pon. D’apres la partie Z1.3] (relation (Z6])), Mg est Pensemble des points fixes de

M, par 'action de Gal(L/F) : pour tout ¢ entre 0 et f — 1, nous avons Mg) =

H(Gal(L/F),M{").
Proposition 3.2.1. Pour tout i entre O et f — 1, la famille
(1 ® uef’Yi*ﬁi 657i), 1 ® uefﬁi 6577’,))

est une base de M%) comme R®W7Lo¥,_7a Og p-module. Dans ces bases, la matrice

B9 (resp., sii= f—1, la matrice 0 ) B®Y) du frobenius de M%) dans

O OLI71
M%H) est :
d;
— Genre I, : (U a(:}v;itp) vpol) vbro1-i s

d; ! P
— Genre I : <UO vp?(qu;)—l—p)) vl

d; »
a; v v o
— Genre IT : < ‘0 > v b1

vl alyr~!
ouv=u’etd;=p—1—cp_1-; pour tout i dans {0,..., f —1}.

Démonstration. Soit i un indice entre 0 et f — 1. Tout élément de M(Li) s’écrit

de maniere unique sous la forme )\es,) + N e;,) ol A et X gécrivent eux-mémes

respectivement
A= g aju! et N = E aju’
Jez JEL
avec aj,a; dans R et lim a; = lim a/ = 0. Avec ces notations, un calcul
J j——o00 j——00 J

immédiat montre que, pour tout g € Gal(L/K), nous avons g()\e%i) + N e;i,)) =
(4) 1,(4)
pen” + pe, avec
w= Zaj . w_i(gf(g)j+6i+7i) et W= Za; . sp_i(gf(g)j"l‘ﬂi) caud,
JEZ JEL

Ainsi )\e%i) —|—)\’e£7i,) est fixe par Gal(L/F) si, et seulement si les seuls coefficients non
nuls dans A (resp. \') sont ceux pour lesquels j 4 8; +; (resp. j+ B;) est divisible
par e. Ceci démontre que la famille indiquée est une base de Mg).

Les matrices du frobenius dans ces nouvelles bases sont obtenues en multipliant

Yit1 () . .
v ) uPit1=¢ et & droite

les matrices de la proposition [3.1.9] & gauche par ( 0 1

w P 0 -
par 0 1 u~PBi=¢) . Nous concluons en utilisant la formule 7,41 — py; =

—ecy_1—; et son équivalent pour les b;. O
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Par le théoréeme 210l et la proposition 217 psxn est aussi la R-représentation as-

%0) muni d’une structure de ¢-module sur R&yw Og r par I'endomorphisme

sociée a M
gol(;ﬂp que, par un léger abus de notations, nous notons encore ¢. Avec les notations
de la proposition B2.I], pour tout i entre 0 et f —1, B() désigne la matrice associée
a o de Mg) dans M%H). Ainsi, dans la base de Mﬁ? donnée par la proposition
[B.21] la matrice & coefficients dans R®W(’)5’ r de 'endomorphisme ¢ est :

(3.9) B =BYY . o(BUF=2)...pf~2(BW). ,f~1(BO),

Remarquons que, d’apres la forme des matrices B(Y) dans la proposition B.2.1] les
coefficients de la matrice B obtenue par la formule (3.9) sont en fait dans RQw & p =
R[[o]].

Par construction (voir §2.1.1]), la kg-représentation pgy est la kg-représentation

de G associée & kg Qg M;?), vu comme ¢-module sur kg((v)). Notons B =

(Z Z) la réduction, & coefficients dans kg ((v)), de la matrice B. Nous utilisons

ici les résultats de [LB] pour déterminer explicitement, lorsqu’elle est irréductible,
la représentation pyy en fonction de la matrice B.
Nous définissons pour cela la trace et le déterminant tordus :

T(B)=¢(a)+d- 22, AB) =2 (ad - be),

C

@ = 0si ¢ = 0. Alors le polynome semi-caractéristique du

¢-module kp ®p M;Q) (pour le vecteur (1,0)) est X2 — T(B)X + A(B) ([LB, §1)).
La représentation pyy, est reliée aux pentes ([LB], §111.1.3) du ¢-module par le
lemme 2.2.1 ([LB], §1V.2.2). D’apres le corollaire 1.4.8 (JLB], §II1.1.4.2), ces pentes
du ¢-module sont les pentes caractéristiques ([LB], définition 1.4.5, §111.1.4.2) du
polygone de Newton du polynéme X2 —T(B)X +A(B), qui est I’enveloppe convexe
des points (¢2,0), (q,val, T(B)), (1, val, A(B)) et d'un point & Iinfini en direction
des ordonnées positives.

En notant de plus nr’(d) le caractére non ramifié de Gp dans ki qui envoie
le frobenius arithmétique sur un élément 6 de kj, nous obtenons la proposition
suivante.

avec la convention

Proposition 3.2.2. La représentation pgy est absolument irréductible si et seule-
ment si ¢ est non nul et les deux conditions suivantes sont réalisées :

(i) (7 +1)(valo(T(B)) > p’ val,(A(B)) ;

(ii) val,(A(B)) #0 (mod pf +1).

Lorsque c’est le cas, notons h et § les éléments respectifs de Z et ky, définis par la
congruence A(B) = —6v" (mod v" 1) (i.e. —6v" est le terme de plus bas degré de

A(B)). Alors, il existe une base de kg Qg Mﬁf) dans laquelle la matrice de ¢ est :

0 &t

1 0
et la représentation pyy est isomorphe a Indg? (w;fh . nr’(é_l)) ®uw (rappelons que
w désigne le caractére cyclotomique).
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Remarque 3.2.3.

(a) Le cadre des représentations modulo p génériques (voir p. 7 ou [BPl définition
11.7]) est plus simple. Notamment, lorsque la représentation pgy, est générique,
le genre du module 9 détermine entierement si elle est réductible ou non
(théoréme 8.1 de [Br3]). De plus, lorsque p est générique, tous les modules I
dont la représentation pgy est isomorphe & p ont méme genre (théoréme 5.1.1
de [BM2)).

Cela n’est plus vrai dans le cas général : plusieurs genres peuvent donner la
méme représentation résiduelle (voir §4.1]) et il est nécessaire de tenir compte
plus précisément de la valeur des (co, ..., cs—1) exprimant le type galoisien t.

(b) 1l est néanmoins possible d’établir des cas généraux de réductibilité. Supposons
que les parametres a; et a) correspondant & 9 introduits dans la proposition
BI2Tsont tous dans I'idéal maximal de R et que le genre de 91 fait intervenir un
nombre pair de composantes II. Alors, la matrice B est le produit de matrices
diagonales et d’'un nombre pair de matrices anti-diagonales. Par conséquent,
elle est diagonale et la représentation résiduelle pyy est réductible.

3.2.2. Calcul de Extboo (p,p). Nous fixons dans ce paragraphe p une kg-repré-
sentation irréductible de dimension 2 de Gr. Une telle représentation est de la forme
Indg; (wQ_fh ®nr'(671)) ® w, pour un certain entier A non nul modulo p/ +1 et 4

un élément de k.

L’objectif de cette partie est de décrire 1’espace Extém (p,p) des extensions de p
par elle-méme dans la catégorie des représentations de Go.,. D’apres le lemme 2.2.9]
et la remarque qui le suit (avec d = 2 et p > 5), cet espace contient (canoniquement)
celui des extensions de p par elle-méme comme représentation de Gp.

D’apres le théoreme 216 (pour R = kg), la catégorie des kg-représentations
de G de dimension finie est équivalente a celle des ¢-modules étales sur kg((v)).
Soit D(p) le ¢p-module étale sur kg((v)), de dimension 2, associé a p. Ainsi Pes-
pace Extém(ﬁ, ) que nous voulons décrire est isomorphe & Iespace Ext'(D(5), D(p))
des extensions de D(p) par lui-méme dans la catégorie des ¢-modules étales sur
kg((v)). Fixons une base B de D(p) et notons B la matrice de ¢ dans cette base.
Pour toute matrice A dans Ms(kg((v))), nous notons D4 le ¢-module dont I’espace
vectoriel sous-jacent est D(p) @ D(p) et de Frobenius dans la base B @ B donné par

. L’application

la matrice 5 A
““\o B

Im()l(v[»—i(gg((;})))—)XB) — Eth (D(ﬁ), D(ﬁ))

A +—— classede Dy
est alors un isomorphisme de kg-espaces vectoriels.
Il s’agit maintenant de déterminer I'image de I’application de Ma(kg((v))) dans

lui-méme qui envoie une matrice X sur la matrice Bp(X) — X B. Nous pouvons
supposer que la base B a été choisie de facon a ce que la matrice B du Frobenius ¢

dans B soit de la forme
0 ot
2= %)

avec § dans k5, 0 < h<¢>—2et h#£0 (mod g+ 1).
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Proposition 3.2.4. L’application

Mo (k v k v k v
Im(xigsg(()(o))—)xm - Im(v(qfl()(hzbé—ld) ® Im(EqS(Z(—)I)d)
a b

c d) — (5o (8(a) +d) , 5owb + 6(c))

est un isomorphisme de kg-espaces vectoriels.

Lemme 3.2.5.
(i) Le quotient

ke ((v))
Im(v(a—Dhe2—1d)

{o", n< -5 et n# (¢—1)h (mod ¢?)}.

q+1
(ii) Le quotient % a pour base

a pour base

{v", n<0etn#0 (modg®)} U {1}.

Démonstration. Soit m un entier relatif. Notons f,, application kg-linéaire de

kp((v)) dans lui-méme qui envoie « sur v™@(x) — . Notons M le rationnel 3,
point fixe de z — ¢?z 4+ m. Nous traitons simultanément les deux cas du lemme en

démontrant que le quotient kg ((v))/Imf,, a pour base I’ensemble
By ={v",n<Metn#m (modg®)} U {v", siM est entier}.

Remarquons que dans le point (i), M ne peut étre un entier a cause de I’hypothese
h#0 (mod g+ 1).
Les égalités et inégalités

val(z) > M = val,(fm(z)) = val,(z) > M,
(3.10) vz € kn((v)) { val(z) < M = val,(fm(x)) =m+ ¢*val,(z) < M

assurent la continuité de f,, et que 'image de f,, est fermée. Notons que, comme
vM est dans le noyau de f,,, tout élément de I'image de f,, est de valuation différente
de M et a un antécédent de valuation différente de M.

Nous affirmons que, pour tout entier n strictement supérieur a M, v™ est dans
I'image de f,,. En effet, la suite (n;);ey définie par ng = n et n; 1 = ¢*>n; +m
tend vers +oo et la série — Z@o v™ ainsi définie a pour image v™ par f,,. Ainsi,
toute classe dans kg ((v))/Imf,, a un représentant qui est un polynéme de Laurent
de degré inférieur ou égal a M.

De plus, pour tout entier n, 1’élément T yn est dans I'image de f,,.
Soit n un entier strictement inférieur & M et congru & m modulo ¢2. Alors ’entier
n' = 25 est strictement compris entre n et M et les puissances v™ et o™ coincident
dans kg((v))/Imf,,. Ceci implique que ’ensemble B,, engendre kg((v))/Imf,,.

Pour démontrer enfin que la famille 5,,, est libre, il nous suffit de remarquer que
tout élement de Imf,, de valuation inférieure ou égale & M est en fait de valuation
strictement inférieure & M et congrue & m modulo ¢2. O

Remarque 3.2.6. Avec les notations de la démonstration précédente, nous pou-
vons déterminer pratiquement l'image d’une série > a;v* dans kg((v))/Imf,, en
procédant comme suit :

(1) nous tronquons les puissances strictement supérieures a q;—Tl ;

. . 7. N —_ 2
(2) pour tout n strictement inférieur a qull, nous remplacons v 4™ par V",

jusqu’a avoir fait disparaitre toutes les puissances congrues & m modulo ¢2.
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3.2.3. Ezposé sommaire de la stratégie. Soient p une représentation irréductible de
Gr dans GLa(kg), t un type galoisien de la forme n & 7' et vq le type de Hodge
((0,2))r¢s choisis comme au début de la partie[8l Dans cette partie, nous présentons
une méthode générale de détermination de ’anneau de déformations RY (v, t,7).
Nous appliquons notamment cette méthode dans la partie [ lorsque F est de degré
2 sur Q.

Rappelons que le caractére v est fixé et satisfait une relation de compatibilité
([T2) avec vq et t. Pour nos choix de vq et t, ¢ est donc de la forme

(3.11) o =nn -ar(=67")

ot § est un élément dans OF, fixé.

3.2.3.1. Premiére étape : les engeances. Dans [Ki2] puis dans [Ki5], Kisin démontre
qu’il existe des variétés définies sur O qui parametrent les modules de Breuil-Kisin
de hauteur < h (pour un certain entier h fixé) a coefficients dans des Og-algebres
locales completes et noetheriennes variables qui sont munis éventuellement de struc-
tures supplémentaires. Les fibres spéciales de ces variétés sont des variétés algé-
briques quasi-projectives réduites définies sur kg que Pappas et Rapoport appellent
variétés de Kisin dans [PR].

Etant donnés une représentation irréductible p : Gp — GLa(kg) et un type
galoisien ¢t = 1 @ 7/, notons GR5 .y vt 1l variété de Kisin dont les k-points
s’identifient, pour toute extension finie k de kg, a I’ensemble des modules de Breuil—-
Kisin sur k ®z, & de type (vo,t,4) qui sont inclus dans k ®y,, M(ﬁle,L) muni de
sa donnée de descente.

Définition 3.2.7. Soient p : Gp — GLa(kg) une représentation irréductible de
Gr et t = n®n' un type galoisien. Si E’ est une extension finie de E, un kg/-point
de la variété de Kisin GR35 y v, ¢ est appelé une E’-engeance de type t de p.

Remarque 3.2.8. Lorsque E’ est E et que la situation ne préte pas & confusion, nous
dirons simplement engeance a la place de F-engeance.

De la proposition appliquée & R = kg et du fait que p est absolument
irréductible, nous déduisons que la donnée d’une engeance est équivalente a la
donnée d'un genre (go,...,g5—1) et d’'une famille de parametres (o, ', ag, ay, . . .,
afp-1,a’_,) vivant dans kg, satisfaisant aux conditions de la proposition (.19 et
considérés modulo la relation d’équivalence décrite par la proposition

La premiere étape consiste a déterminer la liste des engeances de type t de la
représentation p. Pour y parvenir, une possibilité consiste a parcourir tous les
genres et parametres possibles puis, en utilisant la proposition B.2.2] & sélectionner
ceux donnant lieu a une représentation résiduelle isomorphe a p. Cette étape est
entierement algorithmique et nous I'avons implémentée en SAGEMATH.

Remarquons toutefois qu’il devrait étre également possible de déterminer la
liste des engeances en revenant a la définition et en calculant la variété de Kisin
GR5,p,vo,t- Cette approche sera développée dans un travail ultérieur.

9Les variétés de Kisin apparaissant naturellement comme des sous-schémas localement fermés
et réduits d’espaces projectifs, la donnée de leurs ensembles de points dans toutes les extensions
finies de kg suffit & les déterminer entierement.



6080 X. CARUSO, A. DAVID, AND A. MEZARD

3.2.3.2. Deumie¢me étape : construction d’une famille de morphismes. Soit E’ une
extension finie de E. Pour chaque E’-engeance &' = ((¢;)q, (o, @), (as, al);) de type
t de p, nous définissons une Opr-algebre locale complete noetherienne Rer g/, de
corps résiduel kg, ainsi qu'un module de Breuil-Kisin ¢/ g sur Re gy comme
suit :

(a) Supposons que le genre de £’ comporte un nombre impair de facteurs II. Nous
posons :
Op[[Xi,Yi,1 € I, T;,i ¢ 1]]
(X;Y;, +p,i €1I)

Par la remarque B.I.10] nous obtenons un module de Breuil-Kisin M,/ g/ sur
Rer g en remplacant dans les formules de la proposition B.1.9]:

e aparleta pard ;

e pour les indices ¢ de genre I,,, a; par [a;] + T ;

e pour les indices ¢ de genre Iy, a} par [aj] + T; ;

e pour les indices i de genre II, a; par X; et a par Y;.

(b) Supposons que le genre de £’ comporte un nombre pair de facteurs II. Alors,
d’apres la remarque B.22.3] le genre de & posseéde aussi un facteur (de genre I,
ou I,y) avec un parametre non nul dans kg. Fixons 4o I'indice d'un tel facteur.
Nous posons :

R‘ElvEl =

Op[[X;,Y;,i € ILT,,i ¢ ITU {ig}, Z]]
(X,Y; + p,i € 1I)

Rf/7El =

Par la remarque B.I.10] nous obtenons un module de Breuil-Kisin ¢/ g sur
R¢r g en remplacant dans les formules de la proposition BT.2TE
e a par [a] + Z et o par —§([a] + Z)7L;
ai, (siig est de genre I,)) ou aj, (siig est de genre I,y) par 1 ;
pour les indices i # ig de genre I, a; par [a;] + T} ;
pour les indices i # ip de genre Ly, a; par [a}] +T; ;
pour les indices ¢ de genre II, a; par X; et a} par Y;.

Dans les deux cas (a) et (b) ci-dessus, la R¢ pr-représentation de G associée
a Mg g est de déterminant e et se réduit sur p modulo I'idéal maximal. Nous
obtenons donc un morphisme de Opr-algebres (locales) fer g de Op ®o, RY(p)
dans Re/ gr, qui induit l'identité sur les corps résiduels kg .

Lemme 3.2.9. Pour tout E'-engeance &', le morphisme fe g se factorise par
OE' ®OE Rw(VOataﬁ)'

Démonstration. Convenons de dire qu'un morphisme de Og/-algebres a : Op ®o,,
RY(p) — Z, est de type (vo,t,v) si la @p—représentation de Gp qu’il définit est
de type (vo,t,?). La Opr-algebre Op @0, R¥(vo,t,p) est alors égale au quotient
de Op ®p, R¥(p) par I'idéal I = ker f ou l'intersection est étendue a tous les
morphismes f de type (vo,t,%) (voir la remarque [LT.T]).

Pour démontrer le lemme, il suffit de démontrer que tout élément x dans [
s’envoie sur 0 par fe g/. Considérons un élément  dans I et posons y = fer g ().
Soit également g : Re/ pr — @p un morphisme de Opr-algebres. La composée
g o fer g est alors de type (vo,t,7). Nous déduisons qu’elle s’annule sur z, ce qui
revient & dire que g(y) = 0. Ainsi y appartient & 'idéal J = () ker g olt I'intersection
est étendue a tous les morphismes g comme ci-dessus. Or, a partir de la forme
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explicite de R¢: g/, nous déduisons aisément que I'idéal J est nul. Ainsi nous avons
bien démontré que y = fer g(2) = 0 comme annoncé. ([l

Notons f~§/7E/ : Op ®o, RY(vo,t,p) = Re g application correspondant a la
factorisation du lemme précédent. Soit aussi fg/ 'application produit HE’ fer g ol
le produit est étendu & toutes les E’-engeances £’ de type t de p. Elle prend ses
valeurs dans le < produit local >

Rexpler = H Rer g
§/ kEI

défini comme le sous-anneau du produit [, Re g formé des familles (z¢/) dont
toutes les composantes se réduisent sur le méme élément dans le corps résiduel kg .
Par ce qui précede, le morphisme f se factorise par un morphisme

fer: Op @0, RY(Vo,t,5) — Rexpl, 5/

qui n’est autre que le produit des f~5/7 B

Les morphismes fE/ que nous venons de construire vérifient en outre des con-
ditions de compatibilité. Pour les énoncer, considérons E” une extension finie de
E’. Lensemble des E’-engeances est alors naturellement inclus dans celui des E”'-
engeances. De plus, si £ est une E’-engeance, il est clair d’apres les définitions
que Opr ®o,, Re g ~ Rer pr. Nous pouvons ainsi définir un morphisme de Op/-
algebres :

Ve g Rexpl,err — Opr @0, Rexpl, B/

en envoyant une famille (z¢) sur la restriction de cette famille aux E’-engeances.
Ces morphismes font commuter les diagrammes suivants :

(312) fE/ Rexpl,E”
l’([)EuyE/

fE’

OE” ®OE R¢(V7taﬁ)
OE'” ®OE’ chpl,E’-

3.2.3.3. Interlude : surjectivité d’un morphisme de source R¥(vy,t,p). Nous met-
tons de c6té momentanément les algebres Rexpl, rr €t nous intéressons au probleme
suivant (qui apparaitra & plusieurs reprises dans la suite) :
< Soient R une Og-algebre et Mgz un qb—modul@ sur R&w O¢,
tous deux explicites. Nous supposons que Mp correspond a un
morphisme f : R¥(vo,t,p) — R.
Comment déterminer si le morphisme f est surjectif 7 >
Dans la suite, nous supposerons pour simplifier que la représentation p est telle
qu’il existe une base de son ¢-module sur kg ((v)) dans laquelle ’action de ¢ est

donnée par la matrice
0 vl
(%)
Une premiere étape vers la résolution de la question ci-dessus consiste a re-
marquer que, d’apres le lemme 227, Papplication f est surjective si et seulement

si Papplication tangente Homo, —aie(R, kgle]) — ExtéF (p,p) est injective. De
plus, la condition p > 5 assure, par le lemme [2.2.9] que I’application restriction de

10Nous rappelons que ¢ = .
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Extg, (P, p) dans Extéx (p,p) est injective. Ainsi, f est surjective si et seulement
si 'application

f*: Homo, ag(R, kgle]) — Extg_(7,9)

est injective.

Or le fait que R et Mg soient explicites permet de décrire entierement f*. Ex-
pliquons a présent comment procéder concretement pour y parvenir. IL’algebre
R étant explicite, nous pouvons déterminer une base (fi,..., f,) du kg-espace
vectoriel Home,, —a1¢(R, kgle]). Pour chaque f;, considérons le ¢-module M; sur
kgle]((v)) déduit de My par extension des scalaires via f;. Etant donné que f; cor-
respond a une déformation de p, il existe une base de M; dans laquelle la matrice

de ¢ prend la forme :
0 v
(1 0 ) + 6141',

avec A; dans Ma(kg((v))). Avec ces conventions, 'image de f; dans Ext%;w (7, D)
s’identifie & celle de A; par I'application de la proposition [3.2.4] que nous pouvons
calculer de fagon entierement explicite a ’aide du lemme [3.2.5] et de la remarque
0. 2.0l

Une fois déterminée I’application f*, nous pouvons vérifier si, oui ou non, elle
est injective et donc si le morphisme f est surjectif ou non. Nous mettons en ceuvre
cette stratégie sur des exemples concrets dans la section §4.2.1] (ou les deux cas, f
surjectif ou non, se produisent) et a la fin de la partie §2.2.2

Lorsque le morphisme f s’avere non surjectif, c’est-a-dire que Papplication f*
n’est pas injective, son noyau suggere un sous-anneau strict de R contenant I'image
de f. Dans des cas ou le morphisme f de départ n’est < pas trop loin > d’étre
surjectif, un nombre fini d’itérations de la méthode ci-dessus pourrait permettre de
déterminer I'image de f dans R, donc I'anneau RY(vo,t,p).

3.2.3.4. Troisiéme étape : recollement des Rexpl,pr- Nous revenons a présent a la
situation exposée & la fin de la seconde étape (§8.2.3.2). Rappelons que nous avons
construit des algebres Rexp, s (o0t E’ désigne une extension finie variable de E)
munies de morphismes fE/ :Op Qo RY (vo,t,P) = Rexpl, e vérifiant des conditions
de compatibilité [B.I2). Le but de cette troisieme et derniére étape — qui est, de
loin, la plus délicate — est de mettre ensemble toutes les Rexp1 g/ afin de déterminer
RY (vo,t, ).

Pour ce faire, notre méthode consiste & exhiber une Og-algebre locale noetheri-
enne complete Rexp) munie d’'un morphisme de Og-algebres § : RY (Vv,1,0) = Rexpl
et, pour toute extension £’ de E, d’'un morphisme de Og/-algebres Op @0, Rexpl —
Rexpl, g de sorte que les diagrammes suivants commutent :

Frn

- 1d®3
Opr ®0, RY(v,1,D) — O R05 Rexpl J/wE”,E’

e
= OE” ®0E’ Rexpl,E’

e

pour E’ et E” deux extensions finies de E avec E' C E”.
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Remarque 3.2.10. 11 existe, a vrai dire, une formule qui fournit une algebre Rexpi
convenable, a savoir :

(313) chpl = @ f~E’ (Rw(Vo,t,ﬁ))

ol la limite projective est étendue & toutes les extensions finies E’ de E et ol les
morphismes de transition sont induits par les ¥ g gr.

Toutefois, le morphisme fg/ est dans ce cas souvent loin d’étre surjectif et la
méthode du §3.2.3.3] ne peut donc étre appliquée directement. En conséquence, la
formule ([B.I3) est rarement exploitable.

Remarque 3.2.11. 1l existe toutefois un cas ol déterminer un anneau Reyp1 con-
venable est simple ; c’est celui ou la variété de Kisin GRp 4 v,.t €st de dimension
nulle. En effet, sous cette hypothese additionnelle, les morphismes ¢ g g sont des
isomorphismes deés que E’ et E” sont assez grands. Nous en déduisons que, quitte
a agrandir E/, nous pouvons choisir dans ce cas Rexpl = Rexpl,E-

Lemme 3.2.12. Avec les notations précédentes, le morphisme § : RY (vo,t,p) —
Rexp1 est injectif.

Démonstration. 11 suit de la définition de R¥ (v,t,) que, pour élément x non nul
dans R¥(vo,t,p), il existe un morphisme de Op-algebres o : RY (v, t,p) — Z, tel
que a(x) est non nul. Pour démontrer que ¢ est injectif, il suffit donc de montrer
que tout morphisme « comme ci-dessus se factorise par g.

Soit donc a : RY(vo,t,p) — Z, un morphisme de Op-algebres. Remarquons,
d’une part, qu’il prend ses valeurs dans I’anneau des entiers O/ d’une extension
finie £’ de F et, d’autre part, que, par définition, la E’-représentation de Gr qu’il
définit, est de type (vo,t,1). D’apres la proposition BI4] le théoréme de classifi-
cation des modules de Kisin (cf. Proposition B.I.)) et la construction de Rexpl 5,
il existe un morphisme de Ogr-algebres 3 : Rexpl,rr — Op qui fait commuter le
diagramme suivant :

. 1d®j
OE’ ®OE Rw (V07t7p) — OE’ ®OE Rexpl I Rexpl,E’
(03
B
Op
Il en résulte directement que « se factorise par § comme nous le souhaitions. [

D’apres le lemme ci-dessus, I'anneau de déformations RY(vo,t,p) que
nous cherchons & déterminer s’identifie a 'image du morphisme g. Si nous avons
été adroits dans le choix de Rexp1, nous pouvons également démontrer que G est
surjectif, par la méthode expliquée au §3.2.3.3, et obtenir ainsi I'anneau RY (v, t, p).

4. MISE EN (BUVRE DE LA METHODE EN DEGRE 2

Nous mettons en ceuvre dans cette partie la méthode du paragraphe §3.2/ dans le
cas oll p est une représentation irréductible de F' = Q2. De telles représentations
p sont de la forme :

= Indgi, (wi+ro+1’(1+7‘1) . nr/(9)> ® wg
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ou Gp: est le groupe de Galois absolu de I’extension non ramifiée F’ de degré 2
de F, wy (resp. wq) est le caractére fondamental de niveau 4 (resp. 2) associé au
plongement fixé 7 de F” dans E (resp. 7o = 7y de F' dans E), s est dans Z, ro
est un entier entre 0 et p — 1 et r; est un entier entre —1 et p — 2.

Les cas génériques, i.e. pour lesquels 1 < 7o < p—2et 0<rp < p—3, ont
déja été traités dans [BM2] Théoréme 5.2.1]. Les auteurs obtiennent une descrip-
tion explicite des anneaux R¥(vy,t,7), pour les types galoisiens t comme dans la
partie 3] :

RY(vo,t,p) ~ {0} si D(t) N D(p) =0,
Op[[X,Y,T)]/(XY +p) sinon.

12

Nous traitons donc dans cette partie les cas restants. Nous renvoyons a la partie
2T pour la forme des représentations non génériques et la liste de leurs poids de
Serre.

Dans la suite du texte, nous traitons le cas des représentations pour lesquelles
Ientier s est nul ; le cas général s’en déduit par torsion par un caractere de Gp.
Rappelons également que nous avons fixé le caractere v d’une maniére compatible
avec le type galoisien t (relations (I2) et (BI1))) en choisissant un élément ¢ dans
O}. La compatibilité entre ¢ et le déterminant de p impose de plus que § se réduise
sur ~! dans kg.

Dans toute la fin du texte, t désigne un type galoisien choisi comme au début de
la partie3: t = (9 ®7n')|7,., ot n et n’ sont deux caracteres distincts de Gal(L/F)
dans O%.

Dans [GK|, Théoreme A], Gee et Kisin démontrent Pexistence de multiplicités
intrinseques satisfaisant la version cristalline de la conjecture de Breuil-Mézard
pour le type vg et tout type galoisien t. Nos calculs permettent de déterminer
presque toutes les valeurs de ces multiplicités intrinseques, confirmant ainsi une
conjecture de Kisin ([Ki5l conjecture 2.3.2]).

4.1. Liste des engeances de type t de p. Un type galoisien t étant fixé, la
premiere étape de la stratégie expliquée au §3.2.3 pour le calcul de l’anneau
RY (v, t,p) consiste & établir la liste des engeances de type t de la représentation p.

Pour cela, nous listons les genres un par un et, pour chacun d’eux, en
utilisant la méthode du §3.2.1] nous calculons en fonction des parametres (a, o,
(@i, a;)i=0,...,;—1) la représentation résiduelle associée. Nous ne conservons enfin
que les engeances pour lesquelles la représentation résiduelle correspondante est
irréductible et isomorphe a p.

Il convient de remarquer que, pour f égal a 2, les mauvais genres exclus par la
définition B.I.8] donnent toujours lieu & des représentations résiduelles réductibles.
Cela se vérifie en appliquant les techniques de calcul de la représentation résiduelle
de la partie B.ZIl Pour les bons genres, le calcul est facile et ne présente pas
d’intérét majeur. Afin de ne pas allonger démesurément la taille de ’article, nous
ne le présentons pas ici mais regroupons simplement les résultats que nous avons
obtenus dans le tableau de la table[I]: pour chaque représentation p, nous indiquons
les types galoisiens t pour lesquels la variété de Kisin GR5 4 v,,c st non vide et les
engeances qui la décrivent (les parametres a;, a}, @ et o vivent dans kg). Nous
renvoyons également au §3.2 de [Dav] pour la présentation d’un calcul analogue.

Nous remarquons que, pour chaque couple (t,p) correspondant aux lignes du
tableau qui apparaissent en noir, il n’y a qu'une seule engeance. La variété de Kisin
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TABLE 1. Liste des engeances de type t de la représentation p

Représentation Type t Engeances

p= Indgpﬂ, (x - mr’(6)) n n’ d Genre | (a,a’) | (ag,a1)
0<ro<p—2 w;o wyPl(p—2,p—1—rg)| I, xII (1,9’1) (0,0)
1<rg<p—2 wy0 P 1 (0,p —70) I x I, |(1,67")| (0,0)

x=w;tro L, x 11| (1,675 | (0,0)
0<ro<p—3 | wi™™? Juwr'| (O,p—2—-ro) |[IIxL, |(1,67Y)] (0,0)
Ly X Iy | (o, 52=) | (1,00%)

1< <p-3] 2 ot p—2—r,p—2)| IIxI, | (1,671 ] (0,0)
0<r <p—3 |w, TPOFDT (p—1-71,0) [LyxII|{(L,67Y| (0,0)
x = Wbt I, x 1T [ (1,6~Y)| (0,0)

—1<r <p 4o TP Pl (p=3 71,00 | IIxI, |(1,67Y)] (0,0)
Iy x Lo | (e, 52) | (1,-1)

correspondante est donc réduite & un point. Au contraire, dans les autres situations,
celles qui apparaissent en bleu dans le tableau, nous sommes en présence de trois
possibilités pour le genre, les deux premiers conduisant a une unique engeance et la
troisieme conduisant & une famille d’engeances paramétrée par k. Il se trouve que,
dans ces cas, la variété de Kisin est isomorphe a IP’}vE : les engeances paramétrées par
le troisitme genre correspondent naturellement & Uouvert Zariski k3 dans P*(kg)
tandis que les deux autres genres correspondent respectivement aux points 0 et co
de P (kg).

4.2. Détermination de I’anneau de déformations. Nous continuons d’appli-
quer la méthode du §3.2.3] sachant que nous arrivons & la deuxieme étape. Dans la
suite, nous traitons uniquement le cas ol p = Indgi/ (wi‘”o . nr’(@)), avec rg entre

0 et p — 2, autre étant absolument identique.

4.2.1. Cas d’une variété de Kisin de dimension nulle. Supposons que la variété de
Kisin GR5,.v, .t s0it réduite & un point (c’est-a-dire que nous sommes dans une
ligne noire du tableau de la table [I). Notons £ l'unique engeance correspondante
et appelons R, I'anneau qui lui est associé par la construction du §8.2.3.2 : nous
avons

Re ~ Og[[T, X, Y]]/(XY +p).

La troisieme étape de notre stratégie consiste a exhiber une Opg-algebre Rexpl
vérifiant un certain nombre de propriétés (§3.2.34). Toutefois, nous sommes ici
dans le cas simple ou la variété de Kisin est de dimension nulle. D’apres la remar-
que B:2.11] nous pouvons donc simplement choisir Rexpi = Re. Le lemme 3.2.12]
entraine alors que nous avons une injection g : R¥ (vo,t,p) — Re.

Proposition 4.2.1. Nous conservons les notations et les hypotheses précédentes
et supposons de plus que la représentation p n'est pas totalement non générique.
Alors le morphisme g est un isomorphisme.

Démonstration. Nous traitons d’abord le cas du type galoisien w5’ @ w,”, corre-
spondant & d = (p—2,p—1—1rg), avec 1g entre 1 et p—2 (’hypothese sur p revient
a exclure le cas rg = 0). La matrice du ¢-module M sur R ®w Og associé est,
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d’apres la partie 3271 :

B pP(P=1) (X10% (0P + p) + TyoP) vptrp
o’ vP(P—1) (Udl (vP +p) + ToYlvp’l) o' YyoP TPl

Apres un changement de base correspondant & multiplier le deuxiéme vecteur de
2 .
base par o/v P nous obtenons la nouvelle matrice

, oP®P=1) (X 10h (0P + p) + TyoP) SoP” (di+1)+p+p*
B = p—di—p (vdl (vP +p) + T0Y1Up_1) 5y1@p+p4—1+(p2—1)d1

0 &
1 0
Pour une variable Z dans {7y, X1,Y1}, désignons par Z* le morphisme de Og-
algebres de R dans les nombres duaux kg[e] qui envoie Z sur ¢ et les autres variables
sur 0. D’apres la partie B2:2] les images de T, X et Y7 dans Extg;,_(5,p) (décrit
par la proposition B2 sont respectivement (91}”””2@1“),0), (90*”*”2,0) et
(’U_p2_d1_1,0). Par le lemme B2 ces trois vecteurs forment une famille libre.
L’application § est donc surjective, ce qui démontre que 'anneau RY(vy,t,p) est

qui, réduite dans kg[[v]], donne avec h = p* +p + p?(d; +1).

isomorphe a 40‘?[)[(7;“}’,1)21’;/1”
Nous traitons maintenant le cas du type galoisien wy" ¥ & 1, avec d = (0,p— o)
et rg entre 1 et p — 2. L’anneau explicite est dans ce cas %ﬁ;}m et la matrice

du ¢-module associé peut étre mise sous la forme

Xov® + TlwP 5P 7" (v + Yo TY)
'U_l('U + p) (5%1}(?"‘1)(?2_1) ('U + p) ’

Les images de Xg, Y et Tll* dans EXtéx (p,p) sont respectivement (fv=17P.0),
(v=h=P 0) et (t%‘dl_p2 ,0), qui forment une famille libre. Nous concluons enfin de
la méme maniere que précédemment. O

Remarque 4.2.2. Le résultat de la proposition [£.2.]] n’était connu auparavant que
pour les représentations génériques [BM2].

Remarque 4.2.3. L’hypothese < p non totalement non générique > de la proposi-
tion .2 n’exclut qu’un seul cas dans les deux premieres lignes du tableau : rog = 0
et t = wh® Bw, ', soit d = (p—2,p—1). Dans ce cas, le début de la démonstration
de la proposition reste valable, mais nous observons que les images de X7 et Y
dans Ext%;w (7, p) sont toutes les deux égales a (6~ 1v~P=P" 0). L'injection § n’est
donc pas surjective.

4.2.2. Cas d’une variété de Kisin de dimension supérieure. Nous traitons, dans
ce paragraphe, le cas de la représentation Indgi , (wi‘”o - nr’ (9))7 avec 1o dans

1+ro—p s ,—1
5 et n’ =wy  ; dest alors

{0,...,p— 3}, et du type galoisien donné par n = w
(0,p—2—1g), avec p — 2 — rg dans {1,...,p — 2}.

Pour ces données, les E’-engeances sont en bijection naturelle avec P*(kg/) pour
toute extension E’ de E. En suivant & nouveau la stratégie expliquée dans la
partie B.2.3] nous considérons une extension E’ de E et nous associons & chaque

E’-engeance ¢, la Opr-algebre explicite R ainsi qu'un module de Breuil-Kisin
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TABLE 2. Matrices du frobenius sur les ¢-modules M

Engeance Anneau Parametres Matrice B,/ de ¢ sur M/
o= [5/] + ZEI u 2.4
Iy x1, O Ter Z]] a = —6a~! avt1 (v 4 p) aafuP” TUT(y 4+ p)
B/ 2 ’ o 2 2
¢ e kg, 13 3 ag =1 ' o’ ajvditl a’a{)alvp Fd1+1 L oy (0P + p)
a; = [95 ] + TE’
a=1,a =96 5 5
Ly X I | 0p/T).X0.Yoll |ah =T} aarvt aafagvP” THFL 4P T (wP 4 p)
—Xovyitp _ 2 2
& =0 XoYotp a1 = Xo o/ v tt o’ ao? T+l 4 o/ alwP” (vP + p)
a; = YO
a=1,a =§ 4 2.,
X1y |0 [[Xoo, Yoo, Tooll a0 = Xoo aagv™ (v + p) auP T (y 4 p)
- XV YV t5 o 2
5/ - o Xoo Yoo +p ag = ?Oo a'aoalvd1+1 + o’ vP a/alvp +dq+1 + a/aé]vp
a1 = loo

Mer sur Re @z, S définis dans le §3.2.31 Pour tout &', posons
Mg = H°(Gal(L/F), Os ®s M).

D’apres les résultats de la partie 213l I'espace Mg muni du Frobenius ¢ = ?
s’identifie canoniquement au ¢-module associé a la restriction a G, de la représen-
tation de G correspondant & Mg . De plus, la proposition B2 et la formule (39)
fournissent un moyen explicite pour calculer la matrice de ¢ agissant sur Mg.

Dans le cas qui nous intéresse, nous trouvons, apres calcul, les résultats regroupés
dans le tableau de la table2l Au niveau des anneaux de déformations, nous obtenons
un morphisme de Og-algebres fg de Op Qo RY (p) dans l'anneau explicite

ol la notation ci-dessus désigne le < produit local > . D’apres le lemme B.2.9]
ce morphisme se factorise en un morphisme fE/ : Op ®0, RY(vo,t,p) — Rexpl B
De plus, si E” désigne une extension finie de E’, nous avons un morphisme ¢ g g :
Rexp,pr — Opr @0, Rexpl,pr tendant commutatif le diagramme suivant :

fE/ chpl,E’”
OE" Qog Rw(VQ,t,p) Ve Bt
el OE” ®OE/ Rexpl,E/-
Notons Vg la Rexpl, pr-représentation de G correspondant & fg. L’action de ¢
sur le g-module Mg associé a (Vg )|q., s’obtient en mettant ensemble les matrices
qui apparaissent dans le tableau ci-dessus.

Suivant la stratégie de détermination de l’espace de déformations expliquée
dans le §3.2] nous devons maintenant exhiber une Og-algébre explicite Rexp1 telle
que, pour tout E’ comme précédemment, le morphisme fg se factorise par
O ®0y, Rexpl. Pour construire Rexpl, nous cherchons pour chaque engeance
¢ € P! (kg) une nouvelle base de M, de facon a ce que les matrices des ¢-modules
exprimées dans ces nouvelles bases < se ressemblent > davantage. Une premiere
tentative conduit & considérer les changements de base dans la table Bl
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TABLE 3

¢ |Changement de base P Matrice P~'Be ¢(P) de ¢ dans la nouvelle base

¢ ek —ag 0 v 0 §v™ (v +p)
e vl /vt w4 p  pa 4 pav® + (¢ahar + a)vP T+ o/oP
¢ =0 —ag « Y. 0 sv¥t (v +p)
vl dlajuT?t W4 p pddy + aav® + o ahv T 4 o/ alo?

¢ = 1 0 0 sv¥t (v + p)
= (X) ’l) .
—agv™ ! vt WP +p  dal + paagv® + (aao + o’ ar )y t?

Nous observons que les matrices sont analogues & la différence prés qu’aucun
terme en vP n’apparait sur le coefficient en bas & droite dans le cas £’ = co. Le but
du lemme suivant est d’unifier définitivement ces écritures.

Lemme 4.2.4. Soit R une Opg:-algébre locale noetherienne compléte de corps
résiduel kg et soient 0, a, b, ¢ et d des éléments de R. Nous supposons que p

divise a, que § est inversible dans R et que ab = —8p?. Alors il existe un élément

' € R tel que les matrices

M 0 Svd (v + p) ot M — 0 Svdt (v + p)
T\P+p a4+ bvh 4ottt 4 doP T\vP+p a4+ bvh 4 bl

définissent des ¢p-modules isomorphes sur R®Zp O¢.
De plus, nous pouvons choisir ¢’ congru a ¢ modulo p et dépendant de facon
analytique de d,a,b,c,d.

Remarque 4.2.5. La dépendance analytique énoncée dans le lemme [£.2.4] signi-
fie qu'il existe une série F(A, A, B,C,D) a coefficients dans R telle que ¢ =
F(6,a,b,c,d).

Démonstration. Tout au long de la démonstration, nous posons :
A=a+bvh +cvh T 4 dv?, B=a+bvh +o T S =P 4p et T = svh (v4p).

Les matrices M et M’ définissent des ¢-modules sur R®ZP Og¢ isomorphes entre eux
si et seulement s’il existe une matrice
_ (T ¥ 5
P = <Z t> € GLa2(R®z,0¢)

telle que M'¢(P) = PM. Si tel est le cas, les éléments z,y, z,t de R®ZP O¢ satisfont
le systeme suivant

Sy =T¢(z),

Tz + Ay = To(t),

St = S¢(x) + Bo(2),

Tz 4 At = Sé(y) + Bo(t).

(4.1)

Nous allons donc exhiber un élément ¢’ dans R, analytique en 6, a, b, ¢, d tel que les
matrices M et M’ soient équivalentes, i.e. que le systeme (I ait une solution.
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Nous cherchons z sous la forme z = (v+pP)(£+2') avec € dans R et 2’ dans vR[[v]].
Le systéme (1)) se rééerit

Sy =T(©" +p?)(€ + (")),
Tz + Ay =T¢(t),

St = So(x) + B(v”" +pp)(§+¢( ))
T(v+pP)(E+2) = Soy) + Bo(t) —

(4.2)

En posant U = ”Zpip = PP~ — pyP(P=2) 4 ... 4 (—p)P~! nous arrivons A :
y = TUE+ (),

o(t) —z = AU(E+ (<)),

t—o¢(z) = BUE+¢(2)).

En éliminant x, nous trouvons :

(Id —¢*)(t) = BU(& + ¢(2)) — o(AU)(§ + ¢*(")).

Nous en déduisons une expression en ¢ en fonction de 2’ :

o0 o0
t=7+E) ¢*(BU — ¢(AV)) + ) ¢* (BUG(Z) — p(AU)¢*(2)))
i=0 i=0
pour un certain élément 7 de R. Nous allons démontrer que, pour 7 = 1, le systeme
([#2) a une solution. En remplagant y et ¢ par leurs valeurs dans la derniere équation
de ([2]), ceci revient a montrer qu'’il existe ¢/, £ et 2z’ solutions de

(4.3) T(v+p")(E+2) =9(d,&2)

9(¢,&,2') = SH(TU) (& + ¢°())
+B+BEY ¢"TH(BU - ¢(AU)) + BY_ ¢" 1 (BUS(Z') — ¢(AU)$ (=)

— A= AEY M (BU = 6(AU)) = AY_ 6™ (BUG(Z) = ¢(AU)$* (")),

Pour résoudre cette équation, nous procédons par approximations successives.
Nous allons construire par récurrence des suites convergentes (£,,)n>0, (¢))n>0 &
valeurs dans R et (z],),>0 & valeurs dans vR[[v]] qui convergent vers une solution
de (@3). Posons pour initialiser la construction & = 0, z{, = 0, ¢, = ¢. Sup-
posons & présent que &, ¢, et z/, sont construits pour un certain entier n. Nous
allons déterminer &, et ¢;,; de fagon a ce que g(c;, 1, &n+1, 2;,) soit divisible par
T(v+pP).

Nous remarquons que tous les termes de g(c), , 1, &n1, 2,,) sont divisibles par v?:.
Comme T = v (v + p), la divisibilité par T'(v + pP) est équivalente & ce que
9(chi1,&nt1, 2,) s'annule en v = —p et en v = —pP. En isolant les termes

(chyy —vBth P et EyidpPtioh

dans P'expression de g(c}, 1, &n+1, 2;,), nous voyons (apres calcul) que ces conditions
d’annulation se réécrivent sous la forme :

Cpp1 — C— d(—p)P~h=t —0pty1 = L Ss(d Cpy1 —C— d(=p)P~h =1 &),
dyy —c—d(—pP~ht = pp 51( Ay —c—d(=p)P~h71 &),
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0 1 pn+1

FIGURE 2

ou S7 et Sy sont des séries formelles en deux variables a coefficients dans R. Nous
en déduisons que (¢, — ¢ —d(—p)P~4 71 &,11) est un point fixe de I'application :

fn+1 : R2 — R2
(z.y) = (pPPSi(w,y), PP S (2, y) — pP 26 Sa (2, y)).
Or cette application est manifestement contractante. L’existence des éléments ¢;, 41
et &1 s’ensuit. A partir de la, nous définissons z;,,; par

g(C;FLJrlv §n+17 Z;L)
dvd1 (v +p) (v + pP)

et vérifions que 2z, est multiple de v en regardant le coefficient en vh dans

9(chi1s€nt1, 2)-
Il s’agit & présent de montrer que les suites ainsi définies (&), (2},) et (c},)

n
convergent. Pour cela, montrons par récurrence sur n que:

!
Zpt1 = —Cn1 +

e p" divise ¢, — ¢},_1 et & — &n_1;
e le polygone de Newton NP(z/, —z/, ;) est situé dans la zone grisée P,, définie
dans la figure 21

Par un abus de notation limité a la fin de cette démonstration, notons ¢ : (z,y) —
(p*x,y). Supposons que les hypotheses de récurrence sont satisfaites pour un entier
n > 1. Alors

NP(¢(2,) = ¢(2,-1)) C ¢(Pn)
d’ol1 nous déduisons
NP(U¢(z,) — Ud(z,-1)) € $(Pn) + (0,p = 1)
car NP(U) a une seule pente qui vaut —1/p comme celle de ¢(P,). Un calcul

montre que f, = f,_1 (mod p”+p2+p_1). Ainsi, si t, et t,_; sont respectivement
les points fixes de f, et f,_1, nous avons

fn(tn=1) = fu—1(tn—1) =tp—1 (mod pn+p2+p_1)'

Donc f¥(t,_1) = t,—1 (mod p"+p2+p_1) pour tout k dans N. Comme f,, est con-
tractante, en passant a la limite sur k, nous trouvons ¢, = t,_1 (mod p”+p2+p_1)
et, par suite :

(4.4) d =d (mod p" ™) et &, =&,01 (mod pTh).

n n—1
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Enfin :

g(dn—i-b £n+17 Z;z) - g(C;za ﬁna Z’I/’L—l)
dvi (v +p)(v + pr)

Zha1 — 2 =& —&np1 +

Les calculs précédents garantissent que le polygone de Newton du numérateur de la
fraction ci-dessus est situé au dessus de la droite reliant les points (0,n +p? —1) et
(p*(n+p* —p—1),0). Or, la division par dv% (v + p)(v + pP) translate le polygone
de Newton d’au maximum (—d; — 2,0). Nous concluons alors la récurrence en
remarquant que z;,,; — 2, n'a pas de terme constant.

De ([#4), nous déduisons que ¢’ = ¢ (mod p). Et, enfin, en reprenant point par
point les étapes de la démonstration, nous constatons que le ¢’ que nous avons
construit dépend effectivement de fagon analytique de a, b, ¢, d et § (sachant que
le point fixe d’une application contractante s’obtient comme la limite des itérés
successifs d’un point initial quelconque). |

Posons & présent Rexp = Op[[X,Y, Z]]/(XY + 6p?) et considérons le ¢-module
libre de rang 2 sur Rexp1®zp Og¢ sur lequel I'action de ¢ dans une base est donnée
par la matrice

0 Svhtl(v + p)
v(vP +p) Xv+ Yohtl 4 Zyht2 |-

Pour tout &' dans E’, considérons le morphisme

he i Op @0y Rt =~ Op[[X,Y, Z]] /(XY + 0p*) — Rer

défini par :
X = pad,
—siéeki Y pa,
Z — F(9, po, pa, o’apar + a, o),
X — pdal,
—sif =0: Y — aaq,
Z — F(6, pd’ay, aar, 'afy, o’al),
X — dap,
— sif =0 Y — paag,

Z — aap + d'aq,

ou a, ', ag, af, ar,a} s’expriment en fonction des variables de Rgs comme indiqué
dans le tableau du début de la partie et o F(A, A, B,C, D) est la série dont il
est question dans la remarque[ 2.0 Le produit des fleches hes définit un morphisme
he : Op ®0, Rexpl = Rexpl,rr. En outre, les applications hg sont définies de fagon
a ce que Rexpl, 7® Rexp1 Mexpl 8016 isomorphe & Mg/. D’autre part, nous remarquons
que hg est injective pour tout E’. La proposition 2.2.11] entraine alors 1’existence
d’une factorisation de fg :

~ ] 7 ;L !’
fer: Op @0, RY(vo,t,7) 225 Op @0, RP' “2 Ry

De plus, ces factorisations commutent aux changements de base, dans le sens ou
lapplication gg: s’identifie & Id ®gg pour toute extension finie £’ de E. Le lemme
3.2.12] s’applique ainsi et assure que le morphisme gg : RY(vo,t,0) — Rexpl est
injectif. A ce stade, il reste & déterminer son image par la méthode du §3.2.3.3.
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Pour cela, nous remarquons que la matrice de ¢ agissant sur kg ®g_,, Mexp1 8’écrit :

expl

0 Svht2
Pt Xou 4 Yohtl 4 Zph+2 ) -
Dans la nouvelle base ol le second vecteur a été multiplié par vP*!, elle prend la
forme :

0 971Up3+p2+d1+2
1 XoP'+pP—p Ly’ +pP—ptdi | g p°+p?—ptditl

qui a été considérée dans la partie Notons X* : Rexpl — kgle] (avec,
rappelons-le, ¢2 = 0) le morphisme de Og-algebres qui envoie la variable X sur
€ et les autres variables Y et Z sur 0. Définissons également Y* et Z* de maniere
analogue. Un calcul élémentaire montre que les images de X*, Y* et Z* dans
Extéx (p, p) sont respectivement

(Gv_p_dl_Q, 0), (9v_p_2, 0), (97)_”_1, 0)

ou, ici, nous avons identifié Extém (p,p) avec sa description explicite donnée par

la proposition B.2.4l 1l résulte du lemme que ces images sont linéairement

indépendantes dans EXtém (p,p) et, par suite, que Papplication tangente & gp est

injective. Nous en déduisons que g est surjectif ; c’est donc un isomorphisme.
Au final, nous avons donc démontré la proposition suivante.

Proposition 4.2.6. Soit p = Indgi/ (w0 -nr’(0)) pour un entier o dans {0, ...,

OE[[X)Y>Z]]

p — 3}. Alors l'anneau de déformations RY (vo,t,p) s’identifie a SETRE

Démonstration. D’apres ce qui précede, I'application g réalise un isomorphisme
entre RY(vo,t,p) et %. Or cette derniere Og-algebre est isomorphe a

%, I'isomorphisme étant obtenu par exemple en envoyant X sur § !X, Y

sur Y et Z sur Z. O

4.3. Calcul des multiplicités intrinséques. Dans cette derniere partie, nous ap-
pliquons les résultats précédents aux calculs des multiplicités intrinseques
(m5(0))sen(p) des poids de Serre de p. Le théoreme A de [GK] fournit la con-
jecture pour vy et tout type galoisien t. Il assure également que m5(o) est
non nulle si et seulement si o est un poids de p. Le théoreme s’écrit donc ici

HGal (V07 t7 ﬁ) = Z Mgt (U)mﬁ(o—) .
o€D(p)ND(vo,t)

Pour les types t considérés ici, nous avons D(vo,t) = D(t), la multiplicité my, (o)
vaut 1 pour tout o dans D(t) et I'ensemble D(t) est décrit par une formule com-
binatoire rappelée dans la partie (voir [BP] et [Dav]). Nous obtenons donc
I’équation
HGal (VO, t, p) = Z mﬁ(a)5
c€D(F)ND(t)

avec mz(0) dans N* pour tout o dans D(p). La table Hl rassemble, pour les
représentations p non génériques, les types t ayant des poids de Serre en commun
avec p et I'ensemble D(5) ND(t) de ces poids communs. Le code couleur utilisé dans
ce tableau est le méme que celui que nous avions introduit pour la table[: le bleu
correspond aux couples (p,t) pour lesquels la variété de Kisin est isomorphe & P,lcE.
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TABLE 4. Poids de Serre communs a la représentation p et au type t

Représentation T Poids de S
_ , ype Poids de Serre
p=mdgr (conr'()) | TPOETNET dans D(t) N D()
” _ (p—2—170,0) ®det'+70~7
0<ro<p—2 wy? B w, P .
(p—1—1710,p—2) Rdet’0
” o (p—1—1ro,p—2) ®det’®
X:wrro 1<ro<p—2 w0 P @1
(ro—1,p—1)®1
o (ro+1,p—1)®det™*
0<ro<p—3 wy 0P gyt
(p—2—10,0) ®det! Tro=P
] ) 0,p—3—711)® det*1+P(2+7'1)
“1< i <p -3 QBT gt
pP—-2,p—2—-71)® detP(t+71)
—2,p—2—1r)®detPt+r1D)
x = wi’(z‘*""l) 0<m<p-—3 w;1+p(1+7'1) @1 (» p 1)
(p-1,r)®1
_ (p—1,71 +2)®@det™?
—1<r<p—14 w; 1+p(r1+2) @ w;p ) )
(0,p—3—7r1) ®det™ Tr(24r1)

Nous nous apercevons que les lignes bleues sont exactement celles qui contiennent
un poids modifié de p. Les résultats de la partie [£.2] se résument donc comme suit.

Théoréme 4.3.1. Soit p une représentation irréductible et t un type galoisien
comme dans la partie Bl

(i) Supposons p non totalement non générique. Alors nous avons :

RU)(Vo,t,ﬁ) ~ {0} st D(t) N D(ﬁ) —0;
~ % si D(t) N D(p) contient un poids modifié de p ;
= M Sinon
- (XY +p) '

(ii) Supposons p totalement non générique, c’est-a-dire de la forme
Indgil (wg -nr'(6)) ou Indg; (Wh - nr' ().

Soit t un type galoisien tel que D(t) contient le poids modifié de p ; alors
nous avons
OE [[Xa Ya T]]

(XY +p?)

Remarque 4.3.2. Le seul cas de la table Ml qui n’est pas traité par le théoréme
précédent est celui ou la représentation p est totalement non générique et ou les
poids communs & t et p sont exactement les deux poids non modifiés de p (rappelons
que 7 a alors trois poids, dont un seul modifié, voir le début de la partie[d). D’apres
la remarque E.2.3] 'anneau Rw(vo,t,ﬁ) s’identifie alors & un sous-anneau strict
Op[[X,Y,T]]
(XY +p)

Rw(V07t7p) =
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Nous observons que, dans tous les cas du théoréme £3.7] pour lesquels I’anneau
RY (v, t,p) n’est pas nul, la multiplicité galoisienne pga1(vo,t,p) est 2 et I'ensemble
D(t) N D(p) est composé d’exactement deux poids. Ainsi pour tout poids de Serre
o de p, nous avons : si o est contenu dans un D(t) pour un t tel que RY(vo,t,7)
est prédit par le théoreme [£.3.1] et est non nul, alors o a multiplicité intrinseque 1
dans p.

Or, tout poids de Serre de p est dans un tel D(t), sauf :

e sipest de la forme Indgi/ (Wb~ nr’ (A)) @ws ou Indg? (WP ' (0)) @ w3,

le poids de Serre (modifié) totalement irrégulier (p —1,p—1) ® det®’ (avec
ss=s—1lous =s—p);

e si p est totalement non générique, I'unique poids de p qui est non mod-
ifié et qui n’est pas le symétrique du poids modifié, c’est-a-dire le poids
(p—1,p—2) @ det® (resp. (p —2,p — 1) ® det®) pour la représentation
Indg; (wq -1’ (0)) @ w (resp. Indgi/ (Wi - nr’(0)) @ w3).

Nous en déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.3. Soit p une représentation continue irréductible de Gg,
dans GLa(TF)).

(i) Supposons que p m'est pas totalement non générique et n’a pas de poids
totalement irrégulier. Alors les quatre poids de p ont pour multiplicité in-
trinséque 1.

(ii) Supposons que p posséde un poids totalement irrégulier. Alors p n’est pas
totalement non générique et les trois poids de p qui ne sont pas totalement
irréquliers ont pour multiplicité intrinséque 1.

(iii) Supposons que p est totalement non générique. Alors le poids modifié de p
et son symétrique ont pour multiplicité intrinseque 1.

ACKNOWLEDGEMENTS

Les auteurs remercient Christophe Breuil pour de nombreuses discussions lors
de la genese de ce travail et Gabor Wiese pour son accueil a 'université du Luxem-
bourg. Les auteurs ont bénéficié du soutien financier des ANR Cethop et ThéHopaD
et du FNR Luxembourg.

REFERENCES
[BL] L. Barthel and R. Livné, Irreducible modular representations of GLa of a local field, Duke
Math. J. 75 (1994), no. 2, 261-292, DOI 10.1215/S0012-7094-94-07508-X. MR1290194
[Ber] Laurent Berger, La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp) (French,

with French summary), Astérisque 339 (2011), Exp. No. 1017, viii, 157-180. Séminaire
Bourbaki. Vol. 2009/2010. Exposés 1012-1026. MR2906353

[Brl] Christophe Breuil, Une application de corps des normes (French, with English
and French summaries), Compositio Math. 117 (1999), no. 2, 189-203, DOI
10.1023/A:1000923331053. MR1695849

[Br2] Christophe Breuil, Sur quelques représentations modulaires et p-adiques de GL2(Qyp).
I (French, with English summary), Compositio Math. 138 (2003), no. 2, 165-188, DOI
10.1023/A:1026191928449. MR2018825

[Br3] Christophe Breuil, Sur un probléme de compatibilité local-global modulo p pour GLa
(French, with French summary), J. Reine Angew. Math. 692 (2014), 1-76, DOI
10.1515/crelle-2012-0083. MR3274546


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1290194
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2906353
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1695849
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2018825
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3274546

[Br4]

[BCDT]

[BM1]

[BM2]

(BP]

[BDJ]

(CD]

[CHT)

[Col]

[Dav]

[Eme]

[EG]

[Fol]

[Fo2]

[FL]
[GK]
[Hen]

[Kim]

[Kil]

[Ki2]
[Ki3]

[Kid]

DEFORMATIONS POTENTIELLEMENT BARSOTTI-TATE 6095

Christophe Breuil, Correspondance de Langlands p-adique, compatibilité local-global et
applications [d’aprés Colmez, Emerton, Kisin, ...] (French, with French summary),
Astérisque 348 (2012), Exp. No. 1031, viii, 119-147. Séminaire Bourbaki: Vol. 2010/2011.
Exposés 1027-1042. MR3050714

Christophe Breuil, Brian Conrad, Fred Diamond, and Richard Taylor, On the modularity
of elliptic curves over Q: wild 3-adic ezercises, J. Amer. Math. Soc. 14 (2001), no. 4,
843-939 (electronic), DOI 10.1090/S0894-0347-01-00370-8. MR 1839918

Christophe Breuil and Ariane Mézard, Multiplicités modulaires et représentations de
GL2(Z)) et de Gal(ﬁp/Qp) en | = p (French, with English and French summaries), Duke
Math. J. 115 (2002), no. 2, 205-310, DOI 10.1215/S0012-7094-02-11522-1. MR 1944572
Christophe Breuil and Ariane Mézard, Multiplicités modulaires raffinées (French, with
English and French summaries), Bull. Soc. Math. France 142 (2014), no. 1, 127-175.
MR3248725

Christophe Breuil and Vytautas Paskunas, Towards a modulo p Langlands corre-
spondence for GL2, Mem. Amer. Math. Soc. 216 (2012), no. 1016, vi+114, DOI
10.1090/50065-9266-2011-00623-4. MR2931521

Kevin Buzzard, Fred Diamond, and Frazer Jarvis, On Serre’s conjecture for mod £ Galois
representations over totally real fields, Duke Math. J. 155 (2010), no. 1, 105-161, DOI
10.1215/00127094-2010-052. MR2730374

Seunghwan Chang and Fred Diamond, Extensions of rank one (¢,I')-modules
and crystalline representations, Compos. Math. 147 (2011), no. 2, 375-427, DOI
10.1112/S0010437X1000504X. MR2776609

Laurent Clozel, Michael Harris, and Richard Taylor, Automorphy for some l-adic lifts
of automorphic mod |l Galois representations, Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci. 108
(2008), 1-181, DOI 10.1007/s10240-008-0016-1. MR2470687

Pierre Colmez, Représentations de GL2(Qp) et (¢,I')-modules (French, with English and
French summaries), Astérisque 330 (2010), 281-509. MR2642409

A. David, Poids de Serre dans la conjecture de Breuil-Mézard, preprint, 2013.

M. Emerton, Local-global compatibility in the p-adic Langlands programme for GLg,q,
preprint, 2010.

Matthew Emerton and Toby Gee, A geometric perspective on the Breuil-Mézard conjec-
ture, J. Inst. Math. Jussieu 13 (2014), no. 1, 183-223, DOI 10.1017/S147474801300011X.
MR3134019

Jean-Marc Fontaine, Représentations l-adiques potentiellement semi-stables (French),
Astérisque 223 (1994), 321-347. Périodes p-adiques (Bures-sur-Yvette, 1988).
MR1293977

Jean-Marc Fontaine, Représentations p-adiques des corps locauz. I (French), The
Grothendieck Festschrift, Vol. II, Progr. Math., vol. 87, Birkh&user Boston, Boston, MA,
1990, pp. 249-309. MR1106901

Jean-Marc Fontaine and Guy Laffaille, Construction de représentations p-adiques
(French), Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 15 (1982), no. 4, 547608 (1983). MR707328
Toby Gee and Mark Kisin, The Breuil-Mézard conjecture for potentially Barsotti-Tate
representations, Forum Math. Pi 2 (2014), el, 56, DOI 10.1017/fmp.2014.1. MR3292675
G. Henniart, Sur l"unicité des types pour GL2 (appendice & [8]), Duke Math. J. 115,
2002, 298-305. MR 1944572

Wansu Kim, Galois deformation theory for norm fields and flat deformation rings,
J. Number Theory 131 (2011), no. 7, 1258-1275, DOI 10.1016/j.jnt.2011.01.008.
MR2782840

Mark Kisin, Crystalline representations and F'-crystals, Algebraic geometry and number
theory, Progr. Math., vol. 253, Birkh&user Boston, Boston, MA, 2006, pp. 459-496, DOI
10.1007/978-0-8176-4532-8_7. MR2263197

Mark Kisin, Moduli of finite flat group schemes, and modularity, Ann. of Math. (2) 170
(2009), no. 3, 1085-1180, DOI 10.4007/annals.2009.170.1085. MR2600871

Mark Kisin, The Fontaine-Mazur conjecture for GLa, J. Amer. Math. Soc. 22 (2009),
no. 3, 641-690, DOI 10.1090,/S0894-0347-09-00628-6. MR2505297

Mark Kisin, Deformations of Gg, and GL2(Qp) representations (English, with English
and French summaries), Astérisque 330 (2010), 511-528. MR2642410


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3050714
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1839918
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1944572
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3248725
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2931521
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2730374
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2776609
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2470687
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2642409
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3134019
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1293977
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1106901
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=707328
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3292675
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1944572
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2782840
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2263197
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2600871
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2505297
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2642410

6096

[Ki5]

[LB]

[Liu]

[Mat)]

[Maz]

[PR]
[Pal]
[Pa2]
[Sav]
[San]
[TW]
[Wil]

[Win]

X. CARUSO, A. DAVID, AND A. MEZARD

Mark Kisin, The structure of potentially semi-stable deformation rings, Proceedings of
the International Congress of Mathematicians. Volume II, Hindustan Book Agency, New
Delhi, 2010, pp. 294-311. MR2827797

J. Le Borgne, Représentations galoisiennes et p-modules : aspects algorithmiques, These
de doctorat, Université Rennes 1, 2012.

Tong Liu, On lattices in semi-stable representations: a proof of a conjecture of
Breuil, Compos. Math. 144 (2008), no. 1, 61-88, DOI 10.1112/S0010437X0700317X.
MR2388556

Hideyuki Matsumura, Commutative ring theory, Translated from the Japanese by M.
Reid, Cambridge Studies in Advanced Mathematics, vol. 8, Cambridge University Press,
Cambridge, 1986. MR879273

B. Mazur, Deforming Galois representations, Galois groups over Q (Berkeley, CA,
1987), Math. Sci. Res. Inst. Publ., vol. 16, Springer, New York, 1989, pp. 385-437, DOI
10.1007/978-1-4613-9649-9.7. MR1012172

G. Pappas and M. Rapoport, ®-modules and coefficient spaces (English, with English and
Russian summaries), Mosc. Math. J. 9 (2009), no. 3, 625-663, back matter. MR2562795
Vytautas Pasktunas, Extensions for supersingular representations of GL2(Qp) (English,
with English and French summaries), Astérisque 331 (2010), 317-353. MR2667891
Vytautas Pasktinas, The image of Colmez’s Montreal functor, Publ. Math. Inst. Hautes
Etudes Sci. 118 (2013), 1-191, DOI 10.1007/s10240-013-0049-y. MR3150248

David Savitt, On a congecture of Conrad, Diamond, and Taylor, Duke Math. J. 128
(2005), no. 1, 141-197, DOI 10.1215/S0012-7094-04-12816-7. MR2137952

Fabian Sander, Hilbert-Samuel multiplicities of certain deformation rings, Math. Res.
Lett. 21 (2014), no. 3, 605-615, DOI 10.4310/MRL.2014.v21.n3.a13. MR3272032
Richard Taylor and Andrew Wiles, Ring-theoretic properties of certain Hecke algebras,
Ann. of Math. (2) 141 (1995), no. 3, 553-572, DOI 10.2307/2118560. MR1333036
Andrew Wiles, Modular elliptic curves and Fermat’s last theorem, Ann. of Math. (2)
141 (1995), no. 3, 443-551, DOI 10.2307/2118559. MR 1333035

Jean-Pierre Wintenberger, Le corps des normes de certaines extensions infinies de corps
locauz; applications (French), Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 16 (1983), no. 1, 59-89.
MR719763

IRMAR, UNIVERSITE DE RENNES 1 CAMPUS DE BEAULIEU, 35042 RENNES CEDEX, FRANCE
E-mail address: xavier.caruso@normalesup.org

UNITE DE RECHERCHE MATHEMATIQUE, UNIVERSITE DU LUXEMBOURG, 6 RUE COUDENHOVE-
KALERCI, L-1359 LUXEMBOURG, GRAND-DUCHE DE LUXEMBOURG

Current address: Laboratoire de Mathématiques de Besancon, Université de Franche-Comté,
16 route de Gray, 25030 Besangon Cedex, France

E-mail address: Agnes.David@ens-lyon.org

INSTITUT DE MATHEMATIQUES DE JUSSIEU, UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE, 75005 PARIS,

FRANCE

E-mail address: ariane.mezard@upmc.fr


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2827797
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2388556
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=879273
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1012172
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2562795
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2667891
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3150248
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2137952
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3272032
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1333036
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1333035
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=719763

	Introduction
	1. Motivations : La conjecture de Breuil–Mézard
	2. Outils de théorie de Hodge 𝑝-adique
	3. Méthode de calcul des déformations potentiellement Barsotti–Tate
	4. Mise en œuvre de la méthode en degré 2
	Acknowledgements
	References

