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1. EINLEITUNG

1.1. Moduln iiber den Koinvarianten zur Weylgruppe. Sei &/ eine additive Ka-
tegorie. Wir definieren die Gruppe (&) als die freie abelsche Gruppe iiber den
Objekten modulo den Relationen 4 = A4’ + A” wann immer es einen Isomor-
phismus 4 = A" ® A" in & gibt. Jedes Objekt 4 € & liefert ein Element
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(A) € (&) . Jeder additive (Ko-)Funktor F:.& — &% liefert einen Homomor-
phismus F: (&) — (%) .

Fir einen Ring R bezeichne R-Mod die Kategorie aller endlich erzeugten
R-Moduln. Ist R graduiert, so betrachten wir auch die Kategorie R-Mod aller
endlich erzeugten graduierten R-Moduln. Fir M = @ M’ € R-Mod erklire
ich M([n] durch M[n} = M"*".

Sei (7", ) ein endliches Coxeter-System. Es operiere %  als Spiegelungs-
gruppe auf ¥ € C-mod. So operiert 7Z” auf der symmetrischen Algebra S =
S(V) und auf dem Ideal S* ¢ S aller Ausdriicke ohne konstanten Term. Wir
bilden die Koinvariantenalgebra C = C(V , %) = S/ (S+)WS . Wir versehen
C mit einer Graduierung so daf3 degV =2.

Sei [: 7" — Z,, die Linge, < die Bruhat-Ordnung, also ¢ < 7" < w,
fir e, w, € 7" die Einheit und das lidngste Element. Wie in [KL1] betrachten
wir die Hecke-Algebra Z = Z (¥, ) = D,y ZI1, t_l]Tx gegeben durch
die Relationen T,T, =T,, falls I(x)+1(y) = {(xy) und (T, + 1)(T, - tz)
=0 Vse&.

Wir erkldren den involutiven Automorphismus i: # — # durch i(¢) = ,

(T,) = T;_’ 1. Kazhdan und Lusztig defineren in [KL1] zwei neue Basen {C,}

und {C,} von # iiber Z[t, ! '] derart daB i(C,) = C., i(C,) = C, fir
alle x € 7. Wir werden nur die zweite dieser Basen benétigen und benennen
deshalb C; in C, um. Speziell wird C, = Z_I(TS +1) Vs € 5 und die C,
erzeugen # als Algebra iiber Z[¢, t'l] .

Sei nun C-Mod-C die Kategorie aller endlich erzeugten graduierten C-
Bimoduln. Durch ®. wird (C-Mod-C) ein Ring. Wir betrachten fir s € &
die s-Invarianten C° c C.

Zerlegungssatz 1. Sei (7", &) kristallographisch.

(i) Wir konnen einen Ringhomomorphismus & . # — (C-Mod-C) erklir-
endurch €(t) = (C[-1]), &(C,) = (C ® CO)[1], Vs €&

(i1) Fur alle x € 7" gibt es B, € C-Mod-C wohlbestimmt bis auf Iso-
morphismus so da} £(C,) = (B,). Selbst in C-mod-C sind die B,
paarweise nicht isomorph und direkt unzerlegbar.

(iii) Sei C e C-Mod der eindimensionale Modul im Grad Null. So ist D, =
B -1 ®. C € C-Mod wohlbestimmt bis auf Isomorphismus. Selbst als
nichtgraduierte Objekte sind die D, paarweise nicht isomorph und direkt
unzerlegbar.

Bemerkungen. 1. Wir kénnen nun offensichtlich eine Operation der Hecke-
Algebra # auf (C-Mod) erklaren durch TM = &(T) @ . M VT e#Z, M €
(C-Mod) . In diesen Notationen ist dann (D ) =C_-(C).

2. Unter obiger Operation von # auf (C-Mod) ist tM = M[-1]. Fir
s €, M e C-Mod 1Bt sich CM = C ®. M[1] wie folgt beschreiben:
Man wihle v € ¥ — {0} mit sv = —v und erkldre 4;: S — § durch 4} f =
(f —sf)/v. Diese Abbildung induziert eine Abbildung A;’: C — C auf den
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Koinvarianten. Sodann setze man F,.M = M & M als Vektorraum, versehe
ihn mit der Graduierung (F.M)' = M “!1'& M~ und erkldre die Operation
von f € C durch f(m,m') = (fm+ (4, f)m', (sf)m’). Die Funktoren F,
und C[1]®,s sind dann natiirlich dquivalent. Ich iiberlasse die Rechnung dem
Leser.

3. Wir erkldren eine Dualitit d auf C-Mod durch (dM)' = (M™")*. Man
priift daB fiiralle T € Z gilt: Td = di(T) als Endomorphismen von (C-Mod) .
Insbesondere sind die D selbstdual, dD =D, .

4. Offensichtlich ist D, = C. Wir werden zeigen, daB Dwo = Cll(w,)].

e
Ist allgemeiner x € 7Z° so daB} C, = 1) Ey<x Ty, so ist unser Modul D
isomorph zum Bild einer Multiplikations-Abbildung D =im((f,-): Cl(x)] —
C[2/(wy)—I(x)]) fiir ein geeignetes f, € C 20wo)=lx) 315 dem Schubert-Kalkiil.
Das folgt aus dem Erweiterungssatz 5 (ii).

5. Wie wir zeigen werden, ist das Theorem in “elementarer Weise” dquivalent
zu den Vermutungen von Kazhdan und Lusztig.

6. Wir werden das Theorem aus der Topologie der Fahnenmannigfaltigkeiten
herleiten und kommen leider nicht ohne Gewichte aus. Man kann das schon
an dem Wort “kristallographisch” sehen. Ich wiirde dieses Wort gerne durch
“endlich” ersetzen konnen.

7. Eigentlich sollte man alles iiber Z statt iiber C machen, lebt doch die
Schnittkohomologie schon iiber Z... .

1.2. Kategorie ¢ . Seien g DO b eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra und
eine Borelsche Unteralgebra. Sei n C b das Nilradikal und §h = b/n. Aus
Bequemlichkeit wéahlen wir eine Spaltung des Lie-Algebren-Homomorphismus
b — b und fassen b als Cartansche von b und g auf.

Wir wollen die Kategorie & = @(g, b) aus [BGG2] untersuchen. Das ist die
Kategorie aller endlich erzeugten g-Moduln, die lokal b-endlich sind und halb-
einfach iiber . Sei P € & ein antidominanter Projektiver, d.h. die projektive
Decke in @ eines einfachen Verma-Moduls. Wir definieren den Funktor

V=V, =Hom(P, ): g — mod - End_(P).
Sei @(P) der unzerlegbare direkte Summand von &, der P enthilt. Ein
Hauptresultat dieser Arbeit ist der folgende

Struktursatz 2. Sei M € @ beliebig, Q € & (P) projektiv. So induziert V einen
Isomorphismus
Hom_ (M, Q) — Homg 4, (VM , VQ).

Es gilt also, Enng zu bestimmen. Sei U = i(g) O Z die universelle
Einhiillende von g und deren Zentrum. In aller Allgemeinheit gilt:

Proposition 1. Sei P € @ ein antidominanter Projektiver. So ist die Multiplika-
tion Z — End_ P surjektiv.

Um genauere Aussagen zu machen brauchen wir weitere Notationen. Man
betrachte zu u € h* den Verma-Modul M(u) = U ®, C,, dessen irredu-
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ziblen Quotienten L(x) und eine projektive Decke P(u) von L(u) in &.
Wir definieren p € §* durch C,, = A™ n und erkliren die zum Fixpunkt
(—p) verschobene Operation der Weylgruppe 77" durch w-u=(u+p)—p.
Wir normalisieren den Harish-Chandra-Homomorphismus &*: Z — § = S(h)
durch die Bedingung &*(z) — z € Un. Jedes v € b* definiert (+v): h* — b
und (+v)*: § — S. Wir wollen uns in dieser Einleitung darauf beschrinken,
End, P(w,-4) fir A ganz und dominant anzugeben. Sei 7, = {w € Z'|w-A =
A}. Sei C = C(h, 7") die Koinvariantenalgebra zur Weylgruppe, p: S — C
die Quotientenabbildung.

Endomorphismensatz 3. Sei A € 4" ganz und dominant.

(i) Das Bild der Komposition po(+A)* o&:Z = C ist C*1.
(i1) Der Kern dieser Komposition ist der Annullator von P(w, - 4).
Mithin ist kanonisch End, P(w,-2) = C*%.
Bemerkungen. 1. Bernstein hat-zumindest fiir reguldres A-diesen Satz auch
bewiesen [Be]. Offen gestanden ziehe ich seinen Beweis vor. Der Inhalt des
Satzes ist durch die Vermutung 5.7 in [BGi] motiviert.
2. Aussage (i) ist klassische Invariantentheorie. Wir werden (ii) durch “De-
formation von 1~ beweisen.
Wir wollen uns nun auf A =0 einschrianken. Es ist dann also

V =Hom_ (P(w,-0), )
ein Funktor V: & — C-mod.
Theorem 4. Fiir alle x € 77" ist VP(x-0)= D_ in C-mod.

X

Bemerkungen. 1. Zusammen mit dem Struktursatz ergibt sich, daB End (€D D, )
die “endlichdimensionale Algebra zu Kategorie & ” ist. Diese Beschreibung
zeigt, daB die Kategorie & fiir regularen zentralen Charakter nur von der ganzen
Weylgruppe abhidngt. Analoges gilt auf den Wianden.

2. Da die D, graduiert sind, trigt obige Algebra sogar eine Graduierung.
Das ist die “gemischte Struktur” der Kategorie & .

3. Sehr viel explizitere wenn auch weniger allgemeine Informationen iiber
die “endlichdimensionale Algebra zu Kategorie ¢ ” kann man bei Irving [Ir]
finden.

1.3. Perverse Garben. Seien G > B eine komplexe halbeinfache algebra-
ische Gruppe und eine Borelsche. Sei X = G/B und bezeichne Z'(X) die
beschrankte derivierte Kategorie mit konstruktibler Kohomologie von Garben
komplexer Vektorraume auf X. Fir alle %, ¥ € Z(X) definiere ich den
graduierten Vektorraum Hom’ (¥ ,%) = @, Hom,, X)(37 , Z1i1). Sei nun
X € Z(X) die konstante Garbe C im Grad Null. Das Borel-Bild beschreibt
einen Isomorphismus graduierter Algebren

Endy, (X)=C(h",7)=C
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zwischen dem Kohomologiering von X und den Koinvarianten.
Nun definieren wir fir M, N € C-Mod den graduierten Vektorraum

Hom, (M, N) = @,Hom .y ,(M, N[i]).

Die Hyperkohomologie ist ein Funktor H = Hom_'@ (X, ):2X) - C-Mod
und wir werden zeigen:

Erweiterungssatz 5. (i) Seien & ,% € D (X) die Schnittkohomologiekomplexe
von B-stabilen Schubert-Varietdten. So induziert H einen Isomorphismus gra-
duierter Vektorrdume

Homg, (¥ , £) — Homg.(HY , HY).

(i) Sei £ € Z(X) fir x € # der Schnittkohomologiekomplex von
BxB/B. So gibt es einen Isomorphismus H.¥, = D _ von graduierten C-
Moduln.

Bemerkungen. 1. Aus einem Vergleich des Erweiterungssatzes mit dem Struk-
tursatz ergibt sich eine schwache da unkanonische Version der Dualitits-Vermut-
ungen von Beilinson und Ginsburg [BGi]. Die Resultate aus [BGi] lassen sich
auf partielle Fahnenmannigfaltigkeiten verallgemeinern. Man erhilt dann allge-
meiner eine Dualitdt zwischen “Kategorie ¢ auf den Winden” und “perversen
Garben auf partiellen Fahnenmannigfaltigkeiten”. Ich habe diese Ideen in [So02]
ausgearbeitet.

2. Der Beweis geht so: Zunichst zeigt man (ii) mithilfe von “dualen Ver-
schiebungen durch die Wand”, dann folgt Gleichheit der Dimensionen in (i) aus
dem Struktursatz und Rechnungen in [BGi], und schlieBlich folgt Injektivitat
in (i) aus einem Spektralsequenz-Argument.

1.4. Danksagung. Hauptmotivation fiir die vorliegende Arbeit waren die wun-
derbaren Ergebnisse und Vermutungen aus dem Preprint [BGi] von A. Beilin-
son und V. Ginsburg. Unterwegs habe ich mich besprochen mit J. Bernstein, G.
Lusztig, R. MacPherson, K. Vilonen, D. Vogan, W. Schmid und sehr ausfiihrlich
mit J. C. Jantzen and B. Shelton. V. Ginsburg schrieb mir Kommentare. Ihnen
allen gilt mein Dank.

Diese Arbeit ist ein Ergebnis eines von der Deutschen Forschungsgemeind-
schaft finanzierten Aufenthalts des Autors an der Harvard University. Ich danke
beiden Institutionen.

2. ARGUMENTE AUS DER DARSTELLUNGSTHEORIE
2.1. Deformation von projektiven Moduln. Sei S =.S(h), U(b) — S die Projek-
tion. Wir bilden M =4 ®, S € gmod-S$ = g ® S-mod.
Proposition 2. Seien E, F € g-mod endlichdimensional.

(a) Hom o (E®M, F ® M) ist frei iiber S vom Rang dim(E ® F*)O.
(b) Hom g (E®@M, FOM) Qg (£3u — Hom (E@M ®;C,, FOM ®g C)
ist ein Isomorphismus Yu €l .
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(c) Hom g (E®@M, FOM)®sS — Hom o (E®M &S, FOM ®;S')
ist ein Isomorphismus fiir jede flache Erweiterung S’ von S.

Beweis. (a) Wir konnen oBdA F = C annehmen. Wir betrachten Endg M als
g-Modul iiber (X f)m = X(f(m)) — f(Xm). Nach [Sol] ist die Multiplikation
# ®, S — (Endg M)* " ein Isomorphismus. Andererseits ist

Hom o (EQ M, M) = Hom_(E, Endg M).

Damit folgt (a) aus Kostants Beschreibung des Z-ad(g)-Moduls .
(b) Wir nehmen weiter F = C an. Im Diagramm

$4®,S ——  Endg(M)*

! !

#®, S ® C, —— End¢(M ®; C,)*"

sind die horizontalen Multiplikations-Abbildungen Isomorphismen, die untere
nach [Jo], siehe [Ja, 7.25]. Ein geometrisches Argument dafiir kann man in
[Sol1] finden. Wenden wir Hom,_ (E, ) an, ergibt sich sofort die Behauptung.

(c) Sei allgemein R ein Ring, S C R zentral und I C R ein Linksideal. So
ist fiir jeden R-Modul N die Abbildung Homg(R/I, N) — {n € N|In = 0}
mit ¢ — ¢(1 +I) ein Isomorphismus von S-Moduln. Sei nun weiter S’ eine
flache kommutative Ring-Erweiterung von S. Ich schreibe N' = N ®g S’ fir
jeden S-Modul N.

Falls I endlich erzeugt ist, erhalten wir:

Hom,, ((R/I)’, N') = Homg(R/I, N') = {n € N'|In = 0}
= {n € N|In =0} = Homy(R/I, N)'.

Um (c) zu zeigen kénnen wir oBdAE = C annehmen. Wir wéhlen dann
R =4(g)®S, S =S. Fir geeignetes I ist R/I = M und die Behauptung
folgt sofort. Q.E.D.

Sei nun A € §*. Wir definieren My (A) =4 ®, (C;®S) in g®S-mod. Hier
soll b durch die Tensorprodukt-Darstellung auf C,®S operieren, die Operation
von S ist jedoch die Multiplikation auf dem letzten Faktor. Der Modul Mg (4)
ist also schlicht M mit einer getwisteten S-Operation. Fiir jede Lokalisierung
T von S setzen wir M (A) = Mg(A) ® T . Wir definieren die Kategorie Z.(4)
aller g ® T-Moduln, die als direkte Summanden von E ® M (1) auftreten, fiir
E € g-mod endlichdimensional.

Proposition 3. Seien M, N € Z(A).

(a) Hom g (M, N) ist lokal frei tiber T von endlichem Rang.

(b) Hom g, (M, N)®,C, — Homg(M ®; C,, N ®; C,) ist ein Isomor-
phismus fiir alle ¢ € b" N Spec T .

(¢) Hom g (M, N)®; T — Hom g (M ®; T',N o, T') ist ein Iso-
morphismus fiir jede Lokalisierung T' von T .
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Beweis. Das folgt offensichtlich aus den Definitionen und der vorhergehenden
Proposition. Q.E.D.

Lemma 1. Sei M € ,(%). Es gibt eine Multimenge P(M) C b, so daf fiir
alle e € 4" NSpec T der g-Modul M ®, C, eine Filtrierung mit Subquotienten
M(u+e), pe P(M), hat.

Beweis. Fir M € g® T-Mod und v € b definiere ich den h-Gewichtsraum
M’ ={veMXv=(X+v(X)v VX € b}, wo die erste Multiplikation mit
X € b C g aufzufassen ist, die zweite jedoch mit (X + v (X)) € S. Jedes M €
Z,(A) zerféllt in Gewichtsrdume, die iiber T lokal frei sind von endlichem
Rang. Den Rest des Beweises iiberlasse ich dem Leser. Q.E.D.

Sei speziell R = S(O) die Lokalisierung von S an der Stelle 0 € h™ ¢ SpecS.
Es gibt genau einen einfachen R-Modul C, =C.

Proposition 4. Seien M, N € Z(4). Liefert ¢: M — N einen Isomorphismus
auf der Nullfaser M ®, C— N ®, C, so ist ¢ schon selbst ein Isomorphismus.

Beweis. Wie oben kann man jedes Objekt von Z,(4) in h-Gewichtsrdume zer-
legen. Diese sind freie R-Moduln von endlichem Rang. Das Lemma von
Nakayama beendet den Beweis. Q.E.D. :

Proposition 5. Zu jedem M € Dy(A) gibt es eine Lokalisierung T von S nach
einem Element und M € Z(A),sodafl T C R und M ®r R=M.

Beweis. Die Projektoren einer Zerlegung von E® Mp(4) in eine direkte Summe
“leben” nach Proposition 2 auf einer offenen affinen Umgebung U = SpecT
von 0€h”. Q.E.D.

Wir kénnen in diesem Zusammenhang auch Verschiebungsfunktoren ein-
fithren. Zunichst bemerken wir, da

E®@M () =E® e, (C;®T) =48, (E®C,®T)

eine Kompositionsreihe mit Faktoren M.(41+ v) hat, wo v die Gewichte von
E mit Multiplizitidten durchlauft.

Weiter betrachten wir den Trager Supp(Mg(u)) von My(u) in Spec(Z®R).
Man erkennt, daB Supp(Mg(u)) N Supp(Mgx(n)) # S # -u =% -n. Fir
alle M € D(A) induziert die Zerlegung von SuppM in Zusammenhangskom-
ponenten eine Zerlegung von M in eine direkte Summe.

Auf diese Weise zerfillt sogar Z(4) in eine direkte Summe. Das ist im
Wesentlichen die “primary decomposition” aus [GJ]. Man kann die Projektoren
dieser Zerlegung als “Projektoren zu einem zentralen Charakter” auffassen und
so wie in [Ja, 4.12] Verschiebungsfunktoren definieren. Sei & C ™ das Gitter
der ganzen Gewichte. Es folgt:

Lemma 2. Sei A € " dominant regulir. So ist Mg(p) € Dr(A) fiir alle domi-
nanten u € A+ 2.

Beweis. Weggelassen.
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Insbesondere ist Z(4) = PZR(A') falls A, A’ beide regulir dominant sind
und A+ P = 1 + P = A. Wir bezeichnen diese gemeinsame Kategorie mit
Dx(A) . Sie zerfallt iiber Spec(Z ® R) in @ P (A) wo sich die Summe iber
alle dominanten u € A erstreckt und Mp(u) € 9,’{ (A). Wir kénnen jetzt fur
i, n €A dominant den Verschiebungsfunktor T:: DE(A) — ZZ(A) erklaren.
Er ist exakt und wird unter @, C der gewohnte Verschie bungs funktor.

Ich komme schlieBlich zur Deformation projektiver Moduln. Sei A € "/ % .
Bezeichne 7, = {w € Z'|VA € A liegt w -4~ A im Wurzelgitter}.

Theorem 6. Sei A € A dominant regulir. Zu jedem x € 7/, gibt es Pp(x-1) €
DE(A) sodaf Po(x-2) ®, C=P(x-4).

Bemerkung. Nach Proposition 4 ist Pgp(x - 1) wohlbestimmt bis auf Isomor-

phismus. Jedes unzerlegbare Objekt von .@;(A) ist isomorph zu einem der
Pp(x - A) . Analoges gilt auch fiir singuldres dominantes 4.

Beweis. Wir filhren den Beweis durch Induktion iiber /(x). Zunichst erfiillt
fir x = e sicher Pg(4) = My(4) unsere Wiinsche. Sei nun x € 7, beliebig
und E der einfache g-Modul mit extremem Gewicht x -4 —A. Wir betrachten
E ® My(A) € Z¢(A) und darin den Summanden D aus E/Z;(A) .

In der speziellen Faser zerfillt D ®, C = @ye o+ P(y-4) wo # C W, eine
geeignete Multimenge ist. Aufgrund der speziellen Wahl von E kommt x in .#
genau einmal vor und ist das langste Element. Nach den Propositionen 3 und 4
14aBt sich die spaltende Inklusion @y 4 POV~ A) = D ®5 C zu einer spaltenden
Inklusion @y 4x Pr(¥ - 4) — D liften. Wir nennen den Kokern Pp(x - A) und
sind fertig. Q.E. D

2.2. Endomorphismen antidominanter Projektiver. Sei A € h*/% und (7, , )
das zugehorige Coxeter-System. Zu A € A betrachten wir 7, , ={w e Z'|w -
A = A} . Wir betrachten dann weiter die Komvanantenalgebra C =C(h, 7,)

und darin C? v =C A" *. Essei p,: S — C, die Quotientenabbildung. Sei
w, € 7, das lingste Element. Wir wollen zeigen:
Endomorphismensatz 7. Sei A€ b’ /P und L€ A dominant.

(i) Das Bild der Komposition p, o (+/1)# oz~ C, ist Cf\.

(ii) Der Kern dieser Komposition ist der Annullator von P(w, - ).
Insbesondere erhalten wir so einen Isomorphismus End P(w, -4) = Ci .
Beweis. (i) folgt aus allgemeiner Invariantentheorie. Fiir (ii) werden wir uns
mehr Miihe geben. Wir beginnen mit

Lemma 3. Sei 2 € A regulir dominant. So annulliert der Kern von p, o (+4)*o
&z C, den Modul P(w, -4).
Beweis. Nach Theorem 6 haben wir ein Objekt Pp(w, -4) € QZ,';(A) Zu unserer

Verfiigung. Nach Proposition 5 148t es sich ausdehnen zu einem Objekt P €
Z,(4) fir eine geeignete offene Umgebung U = SpecT von 0 € h*. Nach
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Lemma 1 hat fiir alle abgeschlossenen ¢ € U die Spezialisierung P ®, C, eine
Verma-Fahne mit Subquotienten M(x-1+¢), x € 7, . Fiir generisches ¢ € U
istsogar P ®, C, =P, M(x-A+¢).

Nun operiert Z®7T ja auf P, also auf den P ®, C,. Auf dem Summanden
M(x -4+ ¢) bei generischem ¢ operiert z® ¢ dann durch den Skalar ((x-4+
g) o E¥(2))e(r). Jetztist (x ' A+e) o & =(A+xe) o & =(xe) o (+4) 0 &
Weiter liefert die (unverschobene) Operation x: h* — h™ uns x*: S —S. Wir
definieren j : S®T — T durch j _(s®¢) = x*(s)t. Wir definieren & : Z®T —
S® T durch «ff(z ®1) = (+/1)#é#(z) ® t. So operiert zu guter Letzt z€e ZQ® T
auf dem Summanden M (x -4+ ¢) durch den Skalar €0 o ff( z)eC.

" Insbesondere ist also J = ﬂxe%\ ker(j, o éf) C Z ® T der Annullator von
P. Wir betrachten das Ideal I = ﬂerA kerj, € $® T. Offensichtlich ist

(&)~'1 = J . Ich behaupte, daB & einen Isomorphismus
(Z®T)/J=(SeT)/I

induziert, zumindest wenn wir U = Spec T noch etwas verkleinern. Nur die
Surjektivitit ist ein Problem und da beide Seiten endlich erzeugte 7-Moduln
sind, reicht es zu zeigen, daB unsere Abbildung unter ®.C, zu einer Surjektion
wird. Jetzt umfasst aber das Bild 7 von [ in §=(S®7) ®; C, eine geeignete
Potenz (ker0)" C S-man kann zum Beispiel n = #%, nehmen. Da 4 reguldr
angenommen war, ist £ etale in A und induziert tatsichlich eine Surjektion
(+'e*z -8 /(ker0)" . Das zeigt die Behauptung.

Sei nun j: — SPAQT — T die gemeinsame Einschrdnkung der j . Ich
behaupte, daB mit den offensichtlichen Abbildungen folgendes Diagramm kom-

mutiert: _

seT 4L T

| \/EndP

SeT)/1 = (ZT)/J
Wir brauchen dazu nur zu zeigen, daB fur generisches ¢ das Diagramm kom-
mutiert sobald wir P durch P ® . C, ersetzen. Dann zerféllt aber P ®, C, =
@ M(x-A+¢) und die Aussage folgt aus den Definitionen.

SchlieBlich folgt unser Lemma aus obigem Diagramm. Q.E.D.

Ich zeige nun, daB in einer SL,-Situation das Zentrum alle Endomorphismen
des antidominanten Projektiven liefert.

Lemma 4. Sei A € A reguldr dominant und %, = {e,s}. So ist die Multi-
plikation Z — End  P(w, - 4) surjektiv.

Beweis. Wir betrachten My = My(A) und Py = Pg(w, -A) und wiéhlen Er-
zeugende der freien R-Moduln vom Rang Eins Hom(Pgp, M) und
Hom(Mp, P;). Ist a € End(Pg) ihr Produkt, so wird {a, 1} eine Basis von
End(Pg) iber R.
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Sei nun f € R eine Gleichung der Wand {v € h*|sv = v}. Ich setze Q =
R[/7']. So zerfillt Py ®, Q iber Z® Q in eine direkte Summe P, ®, Q =
My(A)© N, und z € Z® Q operiert auf My(4) (bzw. N) wie j,&(z) € Q
(bzw. jséf(z) € Q). Sei p € (End Py) ®, Q die Projektion lings N auf My(2).
So hat p die Form p =rf“a mit r € R* einer Einheit von R und v € Z. Da
P, in der Nullfaser zu dem unzerlegbaren Modul P(w, - A) spezialisiert, folgt
v <0. v
Nun gilt mit z€ Z® Q in (End Pp) ®, Q die Gleichung

2= (2)p+ j& ()1 -p)
o . .
= (& (2) = i G @S a+ j & (2).
Weiter gilt fiir ein geeignetes z, € ker¢(4) € Z Cc Z ® Q eine Gleichung
(& (zy) = jEH(z)) = fr, mit r, €R".
Aus z, € End P, folgt nun v = —1 und z, = rira+t mit £ € R. Da
rre R*, operiert z, € ker{(4) nicht durch Null auf P(w, -4). Q.E.D.

Als néchstes zeigen wir:
Lemma 5. Sei A € A regulir dominant. So ist die Multiplikation
Z — End, P(w, - 1)

surjektiv.

Beweis. Wir betrachten die Komposition p, o (+A)# ) 5#: Z — C, . Wir wissen
bereits, daB sie surjektiv ist und daB ihr Kern P(w,-4) annulliert. Seien z, € Z
Urbilder einer Basis von C, . So haben 3z, ® T und Z® T dasselbe Bild in
End‘3 P(w, -A). Wir verkleinern U = Spec T ein wenig und diirfen annehmen,
daB sie sogar dasselbe Bild in End sor(F) haben. Es reicht nun, fur alle ¢ €
U mit Ausnahme einer Menge der Kodimension > 2 zu zeigen, dass Z —
Endg(P ®, C,) surjektiv ist. Denn dann folgt mit einem Dimensionsargument,
da die z; eine Basis des freien 7-Moduls End o (P) bilden.

Nun zerféllt fiir alle ¢ € U die Speziallisierung P ®, C, in eine direkte
Summe von Moduln mit paarweise verschiedenem zentralem Charakter. Fir
generisches ¢ sind alle Summanden Verma-Moduln, und Z — End (P ®; C,)
ist in der Tat surjektiv. Fir subgenerisches ¢ sind die Summanden nach Lemma
1 Erweiterungen von einem dominanten Verma-Modul mit seinem Sockel. Da
die Dimension von End (P ®; C,) konstant ist in &, missen diese Sum-
manden die nichttrivialen Erweiterungen sein. Nach dem vorhergehenden
Lemma werden alle Endomorphismen solcher Erweiterungen durch Elemente
des Zentrums gegeben. Also ist auch fiir subgenerisches & die Multiplikation
Z — End (P ®; C,) surjektiv. Q.E.D.

Wir haben also den Endomorphismensatz fiir reguldaren zentralen Charakter
bewiesen. Sei nun y € MaxZ . Wir definieren //X als die Kategorie aller
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g-Moduln M so daB Vv € M gilt: x"v =0 fiir n > 0. Die Komplettierung
Z; operiert auf M e‘ﬁx .

Seien A, 4 € A mit A dominant und z# dominant regulir. So konnen wir
die Verschiebung aus der Wand 6, : “%é(l) — /é’é( ) definieren. Andererseits

~

haben wir Ringhomomorphismen (+4)*¢*: Ziyn — R” und (+m)te*: Ziy <
R™ . Der zweite ist ein Isomorphismus, und wir konnen so die Inklusion
B Zg?z) —Z C?y) erklaren. Wir werden zeigen:

Theorem 8. Fiir alle z € Zé?l) undalle M € My, ist ¢,,(z) = 6,,(z): 0, M
—0,,M.

Beweis. Verschoben.

Wir wollen nun den Beweis des Endomorphismensatzes beenden. Sicher ist
0, P(w, -4) = P(w, - u). Das vorhergehende Theorem versieht uns nun mit
einem kommutativen Diagramm:

7 ppo(+A)foc* c,

l !

Goul
End P(w, - 4) = End, P(w, - 4)
Der Endomorphismensatz fiir A folgt nun aus

dim Cy = #(#, /¥, ,) = dimEnd_ P(w, -4). QE.D.

Bemerkung. Wir haben sogar ein kommutatives Diagramm
A
Ca — Ca

! !

eonl
End_ P(w, -4) —*— End P(w, - 4)
hergeleitet.

Beweis [Theorem). Sei Z > --- > J, D J,,, D --- ein zu &(4)" kofinales
System. Es reicht, die Aussage fiir alle M = /J, {1 zu zeigen. Weiter folgt die
Aussage fiir M = #/J 4, wenn wir sie fiir einen treuen Modul M von 4/J 4
kennen. Wir ziehen uns so darauf zuriick, die Aussage fiir M = M (1) ®, R Jm"
zu zeigen, wo m C R das maximale Ideal ist.

Jetzt betrachten wir den Verschiebungsfunktor 6, = T} .@’;(A) — DR (N)
aus dem vorhergehenden Abschnitt. Fir alle M € 9;(1\) und r € R ist
6,,,(r) =r- in End(6,,M). Wir betrachten speziell M = My(4). Es operiert
z € Z auf diesem Modul wie (+/I)#£#(z) €R. Sei g: R— R/m" die Quotien-
tenabbildung. Auf M (1) ®, R/m" operiert folglich z € Z wie q(+l)#é#(z) €
R/m" . Ferner ist aus Griinden der Invarintentheorie go (+4)*o&*: Z — R/m”
eine Surjektion auf die 7, ;-Invarianten der rechten Seite.
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Nun betrachten wir andererseits die Operation von z, € Z auf 6 M (4).
Mit demselben Deformationsargument wie im Beweis von Lemma 3 folgt
fir z, € Z mit (+1)*E*(z)) € $*+ daB z, auf 6 M,(1) operiert wie
(+u)°¢"(z;) €R.

Sind also z, z, € Z mit q(+A)*¢*(z) = q(+n)"¢*(z,) = r € R/m" so folgt
6, (2") = 0, (r-) = r- = z,- als Endomorphismen von 6, My(1) ®, R/m".
Q.E.D. [Theorem]

2.3. Homomorphismen in projektive Moduln. Sei nun 4 € A dominant. Wir
kiirzen P(w, -4) = P und Cf\ = C ab. Eben haben wir einen Isomorphis-
mus End P = C iber Surjektionen des Zentrums auf beide Ringe erklart. Wir
konnen nun den Funktor V =V, = Hom g(P , ): @ — C-mod definieren. Aus
abstrakten Griinden [Ga, Kapitel 4, Theorem 4, S 398] ist V ein Quotienten-
funktor zwischen abelschen Kategorien.

In unserer leicht variierten Situation geht das Argument so: Zunichst ist of-
fensichtlich P®,.: C-mod — & linksadjungiert zu V. Weiter ist die natirliche
Transformation id — VP®. eine Aquivalenz, denn offensichtlich ist C =
VP ®. C und beide Funktoren sind rechtsexakt. SchlieBlich schenkt uns die
Definition der Quotientenkategorie [GA, Kapitel 3, S 365] eine kanonische
Inklusion Hom,,, kerv(M , N) = Hom (VM , VN). Nun ist aber

Hom (VM , VN) = Hom (P ®- VM, N)

und die kanonische Abbildung P ® .~ VM — M wird ein Isomorphismus unter
dem exakten Funktor V, d.h. sie ist ein Isomorphismus in &/ KerV . Das zeigt
die Surjektivitidt unserer kanonischen Inklusion.

Wir zeigen schlieBlich allgemein folgendes

Lemma 6. Seien &/ und % abelsche Kategorien. Jedes Objekt in &/, %
sei von endlicher Linge. Seien %,,%, “des souscatégories épaisses”. Sei
(G, F) ein adjungiertes Paar exakter Funktoren und es gelte G(%,,) C &,
sowie F(%5) C %, .

So induziert (G, F) ein adjungiertes Paar zwischen den Quotienten & [|%,, =
A |E und B|E .
Beweis. Sei N € & und N' ¢ N das groBte Teilobjekt mit N’ € g - Soist
FN' c FN das groBte Teilobjekt von FN aus %M . In der Tat, da F exakt
ist, konnen wir uns auf den Fall N' = 0 beschranken. Gibe es nun M € %y
mit Hom_, (M, FN) # 0 so folgte Homg,(GM, N) # 0 und das stinde im
Widerspruch zu N' =0.

Ist dual M € & und M' C M das groBte Teilobjekt so daB M/M' € €,,,
so ist auch GM' C GM das groBte Teilobjekt so daB GM/GM' € €, . Mit
diesen Notationen ist nun nach der Definition der Quotientenkategorien

Hom,, . (GM, N) = Homg(GM', N/N')
= Hom,, (M, FN/FN') =Hom,, . (M, FN). QE.D.
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Sei &, die Unterkategorie von & aller Objekte, deren Kompositionsfaktoren
sich simtlich unter den L(w -4) mit w € 7, finden. Wir wollen zeigen:

Struktursatz 9. Sei M € @ beliebig und Q € @, projektiv. So induziert V=1V,
einen Isomorphismus Hom (M, Q) — Hom (VM , VQ).

Beweis. Zunichst betrachten wir den Ring C. Er hat genau ein maximales
Ideal C*. Weiter ist C der Kohomologiering einer partiellen Fahnenmannig-
faltigkeit. So ist “Auswerten auf dem fundamentalen Zykel” w: C — C erklart.
Poincaré-Dualitit besagt, daB CxC — C, (f, g) — w(fg) eine nichtentartete
Paarung ist. Somit hat der Sockel von C die Dimension Eins.

Jetzt ist sicher M(4) C P. Wir zeigen:

Lemma 7. M(%) = {veP|C*v=0}.

Bemerkung. Setzen wir P" = {v € P|(C*)"v = 0}, so ist allgemeiner P"*'/P"
= P M(y-4A), wo iiber diejenigen kiirzesten Reprasentanten y der Nebenklassen
Z,|¥, , summiert wird, fir die I(y) =n.

Beweis [Lemma]. (C) ist evident, da Z diagonal auf Verma-Moduln operiert.
Ich zeige (D) durch Widerspruch.

Sicher hat P/M(4) eine Verma-Fahne. Wire K = {v € P|C"v = 0} #
M(4), so folgte dim Hom (P, K) > 2. Nun liefert die Inklusion K — P
eine Inklusion Hom (P, K) — Hom (P, P) = C und das Bild ist ein Ideal,

das von C* annulliert wird. Der Sockel von C ist aber eindimensional, und
dieser Widerspruch zeigt das Lemma. Q.E.D. [Lemma]

Jetzt zeigen wir den Struktursatz.

1. Der behauptete Isomorphismus ist eine Injektion. In der Tat, sei ¢: M —
Q. Aus ¢ #0 folgt im¢ # 0 folgt [im¢: M(w, -4)] #0 da Q eine Verma-
Fahne hat und somit folgt V(im ¢) = im(V¢) # 0, daher V¢ #0.

2. Der Satz stimmt fir Q = P. Inder Tatsind P€ @ und VP=C € C-
mod injektive Objekte, ersteres z.B. nach [Ir]. Die Aussage ist leicht zu sehen
fir M € @ einfach und folgt mit dem 5-Lemma fiir beliebige M € & .

3. Der Satz stimmt fir Q = M(4). In der Tat, die Abbildung Homg(M , Q)
— Hom (VM , VQ) ist stets ein Homomorphismus von Z-Moduln, wo Z
rechts iiber Z — C operiert.

Jetzt betrachte man den Isomorphismus Hom (M, P) — Hom (VM , VP)
aus dem vorhergehenden Schritt. Nach obigem Lemma 7 erhédlt man daraus
einen Isomorphismus Homg(M , M(A)) — Hom (VM , VM(Z)) wenn man die

Teilrdume der von C* annullierten Homomorphismen nimmt.
4. Wir behandeln nun den allgemeinen Fall. Wir konnen uns auf M € &,
beschranken. Sei F: &, — &, ein projektiver Funktor im Sinne von [BGe].
Nun ist allgemein ker V = {M € #Z|GK — dimM < dimn} und projek-
tive Funktoren erhohen die Gelfand-Kirillov-Dimension nicht. Folglich ist
F(ker V) c ker V, und F induziert einen Funktor auf dem Quotienten F: C-
mod — C-mod so daB VF = FV natirlich dquivalent sind. Der Linksad-
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jungierte G von _Ij ist ebenfalls projektiv und liefert G. Nach Lemma 6 ist
schlieBlich auch (G, F) ein adjungiertes Paar.
Jetzt gilt

Hom (M, FM(4)) = Hom (GM, M (1)) = Hom (VGM, VM(A))
= Hom (VM , VFM(Z)).
Wir sehen, daB der erste Schritt im Beweis gar nicht notig war. Q.E.D.

Ich will noch ein paar weitere Eigenschaften des Funktors V zeigen. Be-
zeichne d die Dualitdt auf ¢ und C-mod.
Lemma 8. Es gibt eine natiirliche Aquivalenz von Kofunktoren Vd = dV .

Beweis. Wir wihlen einen Fundamentalzykel w: C — C und einen Isomorphis-
mus P = dP. Dann definieren wir fiir M € ¢ die nichtausgeartete Paarung
VM xVdM — C durch

Hom(P, M) x Hom(P, dM) = Hom(P, M) x Hom(M , dP)
— Hom(P, dP)=Hom(P,P)=C —>C
und sind fertig. Q.E.D.
Aus abstrakten Griinden ist P®.: C-mod — & linksadjungiert zu V.

Proposition 6. Sei I € @, injektiv. So ist die kanonische Abbildung P ®.-VI — I
ein Isomorphismus.

Beweis. Sei allgemein F: C-mod — & rechtsadjungiert zu V. Sei Q € &,
projektiv. Fir alle M € & gilt dann Hom(M, Q) = Hom(VM,VQ) =
Hom(M , FVQ) und folglich ist die kanonische Abbildung Q — FVQ ein
Isomorphismus.

Nun ist F = d(P®.)d rechtsadjungiert zu V. Wir dualisieren hin und her,
und die Proposition ergibt sich. Q.E.D.

Weiter gilt:

Lemma 9. Sei M € & projektiv. So ist VM selbstdual, VM = dVM .

Beweis. Man kann das aus der Existenz einer Dualitit auf & folgern. Wir
werden es spiter explizit seshen. Q.E.D.

Bemerkung. Sind M, Q € & beide projektiv, so folgt
Hom(dM, Q) = Hom(M, Q).
In der Tat konnen wir oBdA Q € @ annehmen, und dann wird

Hom(dM, Q) = Hom(VdM , VQ)
=~ Hom(VM , VQ) = Hom(M, Q)

Ich finde das sehr absonderlich.
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2.4. Verschiebung durch die Wand. Seien A, 4 € A dominant. Sei u sogar
reguldr. Wir haben ein adjungiertes Paar (6, 6, ) von Verschiebungsfunk-
toren zwischen &, und é’” . Sie fithren die Kerne von V,, V 4 ineinander iiber
und induzieren nach Lemma 6 ein adjungiertes Paar (6

out» 0o) von Funktoren
zwischen den Quotienten Cﬁ-mod und C,-mod.

Theorem 10. Folgende Funktoren sind natiirlich dquivalent:

(1) Eon und die Restriktion res’ der Skalare von C \ ZU Ci.
(ii) 6__ und die Erweiterung der Skalare C A®ci -

out

Beweis. Wir erhalten eine natiirliche Aquivalenz
Vo, M = Hom(P(w, -4), 6, M)
= Hom(6_ P(w, - 1), M) = res' VM

out
durch Wahl eines Isomorphismus 6 P(w,-4) = P(w, -u) unter Benutzung der
Bemerkung, die auf Theorem 8 folgt. Das zeigt (i). Die natiirliche Aquivalenz
der Funktoren in (ii) folgt durch die Adjungiertheiten. Q.E.D.

Sei speziell s€ %, 6,: 6, — é’# die Verschiebung durch die s-Wand.

Korollar 1. Es gibt eine natiirliche Aquivalenz Vo, =C, ®c: V von Funktoren
g,—C \-mod.
Beweis. Klar.

2.5. Aquivalenz verschiedener Kategorien. Seien g O b — h wie in der Ein-
leitung, A € A C §” dominant, @, die zuvor definierte Kategorie, (%, , )
das Coxeter-System zu A und %, ;, =5, N%, ;. Seien gobv -y, 1, ...
analog.

Theorem 11. Zu jedem Isomorphismus von Coxeter-Systemen (#, ,,) =
Ay, F), X x', unter dem 5”1\ , in 51/, , tibergeht, gibt es eine natiirliche
Aquivalenz von C-Kategorien &,(g,b) = &, (g , b') mit L(x-A)= L(x"-2).

Bemerkung. Man kann Verma-Moduln kategorientheoretisch als projektive
Decken in gestutzten Kategorien beschreiben. Es folgt, daB unter obiger Aquiva-
lenz auch M(x-1)= M(x'-1).

Beweis. Sei N = @, P(x-4) € &, ein minimaler projektiver Erzeuger. Die
Summe erstreckt sich also iiber alle x € 7, /%, ,. Da N ein projektiver Er-
zeuger von ¢, ist, definiert Homg(N , )10, — mod-End N eine Aquivalenz
von Kategorien. Nach dem Struktursatz ist weiter End9 N = Endci (VN). Es

gilt also, die VP(x -A) zu beschreiben. Nach dem Struktursatz sind diese Cf\-
Moduln direkt unzerlegbar.

Nach Theorem 10 ist fiir £ € A dominant regular res* VP(y-u) = VP(x-A)"
mit n = #WA' . falls y € 7, der maximale Représentant der Klasse von x
ist. Wir konnen uns so auf den Fall A reguldar beschrianken.
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Nun konnen wir P(x-4) induktiv so beschreiben: Man wihle x =5, -5,
eine reduzierte Zerlegung, bezeichne mit ¢, die Verschiebung durch die zu
s; gehorige Wand und betrachte 6, ---6,M(4). Der Projektive P(x - 1) ist
der eindeutig bestimmte direkt unzerlegbare Summand dieses Moduls, der zu
keinem P(y-A) mit /{y) < I(x) isomorph ist.

Analog finden wir VP(x-4) als direkten Summanden in C ® s, C- ®s C
wo ich kurz C = C, gesetzt habe. Aus dieser Beschreibung von VP(x -4),
mithin von End (N), also von &, folgt nun das Theorem miihelos. Q.E.D.

2.6. Verschiedene Operationen der Weylgruppe. Wir wihlen A = 0 € * und
betrachten die Kategorie ¢&,. Wir haben den Funktor V: &, — C-mod und
fiir alle s € & die Funktoren 6 : &) — &, und C®: C-mod — C-mod. Es
ist V6 = C ®,s V. Die erste Aussage des folgenden Theorems steht schon in
[BGe].

Theorem 12. (i) Wir kénnen eine Operation der Weylgruppe %~ auf (@) erklir-
endurch sM =0 M—-M VM€ (G,), s€ 5.

(i) Wir konnen eine Operation der Weylgruppe %  auf (C-mod) erkliren
durch sSM =C ® s M —M VM € (C-mod), s€.

(iii) V:(g,) — (C-mod) ist # -dquivariant.
Bemerkung. Statt (iii) gilt genauer: Bezeichnet 6, : &) — &, den projektiven
Funktor mit 6, M (0) = P(x_] -0), so sind natiirlich dquivalent V6, = B ®.
V: &, — C-mod.

Wir schicken dem Beweis des Theorems ein Lemma voraus. Sei &, C &,
die additive Unterkategorie aller projektiven Objekte. Jedes P € &, hat eine
Verma-Fahne, und wir kdnnen eine Abbildung c: (%) — Z[Z"] erkldren durch

e(P) =Y epPs M(x™"-0)]x.
Lemma 10. (i) Die Abbildung c ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

(ii) Die durch Strukturtransport via ¢ definierte % -Operation auf (%) kann
beschrieben werden durch sP =6 P~ P VP € (%), s€ .

Beweis. (i) ist klar. (ii) folgt daraus, daB 6 M(x -0) = M(x-0)+ M(xs-0) in
der Grothendieck-Gruppe von &,. Q.E.D.

Beweis [Theorem]. Da nach [BGe] ein projektiver Funktor F: &, — &, bis auf
natiirliche Aquivalenz durch F(M(0)) festgelegt ist, folgt (i) aus dem Lemma.

Da V ein Quotientenfunktor ist und V6 = C ®.s V, folgen damit (ii) und
(ii1). Q.E.D. [Theorem]

Das Theorem macht (&) und (C-mod) zu Z[Z ]-Moduln. Bezeichne C
den trivialen C-Modul. Sei nun # — C[Z'], C — C(1) das Auswerten an
t = 1. Der Siindenfall naht heran.

Lemma 11. Fiir alle x € 7" gilt:
(i) (P(x™"-0)) = C(1){M(0)).
(i) (VP(x™'-0)) =C(1)(C).
(i11) Der C-Modul VP(x'l -0) ist direkt unzerlegbar.



KATEGORIE & 437

Beweis. (1) Wir wenden den 7 -dquivarianten Isomorphismus c: (%) —
Z[7'] auf die behauptete Gleichung an und miissen nur

SPxT-0); M 0)ly = C (1)
YEW

zeigen. Das ist aber eine Konsequenz aus den Kazhdan-Lusztig-Vermutungen.
(ii) folgt aus (i) indem wir V anwenden.
(iii) folgt aus dem Struktursatz. Q.E.D.

3. ARGUMENTE AUS DER TOPOLOGIE

3.1. Geometrische Realisierung der Hecke-Algebra. Zunichst will ich etwas
Folklore iiber Konvolutionen aufschreiben. Fiir jede algebraische Varietit X
iiber C konstruiert man Z'(X), die beschrankte derivierte Kategorie mit kon-
struktibler Kohomologie zur Kategorie von Garben komplexer Vektorraume auf
X. Sei X € Z(X) die konstante Garbe C im Grad Null.

Seien nun X, Y, und Z algebraische Varietiten iiber C. Ich definiere die
“Konvolution”, einen Bifunktor

DXXxY)xD(YXZ)—-D(XxZ),
(F,8)~F 0% durch F o % =pA"(F RE) wo
XXxYxYxZEXxYXxZ2XxxZ

gegeben sind durch A(x,y, z)=(x,y,y, z), p(x, ¥, z) = (x, z).

Proposition 7. Konvolution ist kanonisch assoziativ und A(X) € D (X x X) ist
kanonisch eine Einheit.

Beweis. Weggelassen.

Sei nun ¥ € Z(X) und p: X — pt die konstante Abbildung. Die kanon-
ischen Isomorphismen % =% @ X = X ® & liefern beide denselben Homo-
morphismus End7,(X) — End7, (). Wir erhalten so die Operation des Koho-
mologierings von X auf der Hyper(ko)homologie End;,(X) — End}, (p,¥),
End’,(X) — End’, (p,F).

Nebenbei bemerkt erhélt man auch eine Rechtsoperation des Kohomologie-
rings via p . = Hong (pt,p,¥) = Homfj(i , ¥ ). Sie entspricht obiger
Linksoperation unter dem Antiautomorphismus f — (—l)lf ! f.

Spezieller ist End?, (X x Y) = End’, (X)®End’, (Y). Ich betrachte X xY &
X 2 pt die Projektionen. Sei .% € Z(X x Y). Esist F oY € Z(X), also
operiert Endfj (X) auf ¢ (¥ oY). Andererseits operiert offensichtlich auch
End’,(Y) auf diesem Raum.

Lemma 12. Esist ¢,(¥ oY) = (gop),F als Modul iiber End,(X)®End’,(Y).
Beweis. Weggelassen.
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Ich betrachte nun X = G/B und die Zerlegung X x X = [[ 5 &, in G-
Orbiten, mit &, = G(B/B, wB/B) C X x X. Ich setze n = dim; X und
betrachte die verschobenen Schnittkohomologiekomplexe % = IC (@_’w)[—n] €
Z(X x X). Man betrachte weiter in &' (X x X) die Unterkategorie Z;(X x X)
aller .# , deren Kohomologie-Garben H'(_#) konstant sind auf den G-Orbiten.
Wir erhalten eine Abbildung in die Hecke-Algebra 4h: Z (X x X) = #, & —
¥ pdimH (F), T, , wo H'(F), den Halm der Kohomologie-Garbe an
einem Punkt von &, bezeichnet.

Man betrachte nun die Kategorie .Z aller Objekte von (X x X), die
isomorph sind zu einer direkten Summe von einigen verschobenen .7 . (In
einer geeigneten Kategorie mit Gewichten konnte man alle reinen Komplexe
vom Gewicht Null nehmen.)

Proposition 8. (i) .7, 7 € F = FoF €% .
(i) h(SF o F )= h(F)W(F") V.7, F ex .
(iii) A(-%,) =C, .

(iv) h(F[1]) =t 'h(F).

Beweis. Siehe [Sp] (Vorsicht-einige Ungenauigkeiten.)

Ich muB einige kategorientheoretische Sprechweisen einfithren. Unter einer
[1]-Kategorie verstehe ich eine Kategorie .% mit einer Aquivalenz [1]:.% —
& . Ist % auch eine [1]-Kategorie, so verstehe ich unter einem [1]-Funktor
F: & — @ einen Funktor samt einer natiirlichen Aquivalenz F[1] = [1]F .
Ist schlieBlich G: & — % ein anderer [1]-Funktor, so nenne ich eine natiirliche
Transformation #: F — G eine [1]-Transformation genau dann, wenn das of-
fensichtliche Diagramm

F[l] —— [1]F

! !

G[1] —— [1]G
kommutiert.
Vermittels Konvolution “operiert” &' (X x X) auf 9 (X) =<2 (X x pt). Sei

s € & eine einfache Spiegelung, P, die zugehdrige minimale Parabolische iiber
B, n==n:G/B— G/P; die Projektion.

Lemma 13. Folgende [1]-Funktoren (X)) — Z(X) sind natiirlich [1]-dqui-
valent:

. F=F oS .

2. F > n,F[+1].

3. F n!n!?[—I].
Beweis. [LV].

Sei schlieBlich .%, € Z(X) der Schnittkohomologiekomplex der Schubert-
Varietit BxB/B.
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Proposition 9. Fiir alle x € 77" gibt es einen Isomorphismus 7 -1 0 %, = %, .
Beweis. So mehr oder weniger [Sp].

3.2. Duale Verschiebung durch die Wand. Sei X = G/B wie eben. Das “Borel-
Bild” gibt einen Isomorphismus End_%(_{ ) =C(", %) =C. Sei P, eine
Parabolische, G > P, D B. Sei (#;,.%) das zugehorige Coxeter-Teilsystem
von (#',5”). Sei G/P = Y, und bezeichne n,: X — Y, die Projektion.
Sicher ist 7, Y = X . Es gilt:

Theorem 13. Das Zuriickholen =} : Endg,(Y,) — Endg, (X) ist injektiv mit Bild
% c C =End},(X).
Beweis. [BGG1].

Wir werden ab jetzt C”' = C' abkiirzen und Endg, (Y,) = C' identifizieren.

Wir betrachten nun die Funktoren H = Hom'g X, ): (X)) — C-Mod und
H, = Homg,(Y,, ): Z(¥,) - C' Mod. Sei Res': C-Mod — C'-Mod die
Restriktion der Skalare. Adjungiertheit (nf , m,,) gibt uns einen Isomorphismus
Hr & = Res'HZ , der natiirlich ist in ¥ € Z(X).

1 *

Andererseits haben wir fiir & € (Y,) kanonisch

C ® H.¥ = Homg, (X, n:_)_’_,)®End(L)Hom°g()_’_I , F)
— Hom:@(l, n??) = Hn:?.

Theorem 14. Die kanonische Abbildung C ® . H,F — HnrF ist ein Isomor-
phismus fiir alle & € 2 (Y)).

Beweis. Wir werden das nur benutzen und beweisen im Fall & = {s}, d.h. fiir
eine minimale Parabolische P, = P, . Sei Y = Y , == . Nun ist kanonisch

Hom}, (X, n"%) = Hom}, (X, 7' ¥ [-2]) = Hom}, (z, X[2], &).

Weiter haben wir kanonisch ¥ —» n,2"Y =7 X = n,n!X[—Z] — Y[-2], oder,
etwas kiirzer geschrieben und geshifted, Y[2] — n X[2] — Y. Da Y keine ne-
gativen Kohomologiegruppen hat, ist die Komposition Null. Das “decomposi-
tion theorem” (Achtung-Overkill) zeigt, da8 diese Sequenz spaltet. Das Theo-
rem folgt. Q.E.D.

Korollar 2. Fiir alle s € % gibt es eine natiirliche [1]-Aquivalenz Hn:ns* =
C ®s H von [1]-Funktoren Z(X) — C-Mod.

Beweis. Setzen wir die Informationen von eben zusammen, konnen wir sogar .
eine solche Aquivalenz explizit angeben. Q.E.D.

3.3. Verschiedene Operationen der Hecke-Algebra. Sei weiter X = G/B. Die
Hyperkohomologie liefert auch einen Funktor B: (X xX) — C-Mod-C . Hier
moge die Linksoperation von C zur linken Kopie von X gehoren, die Recht-
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soperation zur rechten. Ich will zeigen:
Theorem 15. Seien % , %' € X .

(i) B(F o F")=BSF ®. BF' in C-Mod-C.
(ii) Die beiden [1]-Funktoren & (X) — C-Mod, die & € D (X) den gradu-
ierten C-Modul H(# o F ) beziehungsweise B.¥ ®. HF zuordnen,
sind natirlich [1]-dquivalent.
(iii) B(S) = C ®.s C[1].
Bemerkung. Allgemeiner werden wir spiter sehen, da B(.%) = B_, mit B,
wie in der Einleitung.

Mein Beweis des Theorems ist unangenehm gewunden. Ich hitte gerne ein
direktes Argument. Aber frisch an’s Werk! Um die folgenden Beweise griffig
formulieren zu kénnen, machen wir die folgende

Definition 1. Ein Ringoid ist eine Menge R mit zwei Monoid-Strukturen
(R,+,0) und (R,-,1) sodaB Va,b,ceR gilt: a+b=b+a, alb+c)=
ab+ac, (a+ b)c =ac+ bc. Ein Ringoid-Morphismus ist...

Beispiele. 1. Fiir jede C-Kategorie &/ bilden die C-Funktoren &/ — & mo-
dulo natiirlicher Aquivalenz ein Ringoid 2« .

2. Ist &/ zusitzlich eine [1]-Kategorie, so bilden auch die [1]-Funktoren
& — & modulo natiirlicher [1]-Aquivalenz ein Ringoid #°.% .

3. Ist C eine graduierte C-Algebra endlicher Dimension, so konnen wir die
Menge C-Mod-C aller Isomorphieklassen in C-Mod-C betrachten. Sie wird
ein Ringoid unter ®C , ®. Die Abbildung C-Mod-C — #°C-Mod, B — B®.
ist dann ein Isomorphismus von Ringoiden.

4. Sei .# die Kategorie von eben, % die Menge ihrer Isomorphieklassen.
Sie wird ein Ringoid unter o, ®. Nach Proposition 8 ist 4: . % — # ein
injektiver Ringoid-Homomorphismus. Sein Bild ist /#*, das von den C,>
weX ,und ", neZ, erzeugte Teil-Ringoid von # .

Nun gilt offensichtlich:

Lemma 14. Konvolution definiert einen Ringoid-Homomorphismus % —
R°D(X).

Sei & C Z(X) die Unterkategorie aller Objekte, die in eine Summe von
Objekten der Form X[n], n € Z, zerfallen.

Lemma 15. Konvolution definiert einen Ringoid-Homomorphismus % — Z°E .
Beweis. Es reicht aus, zu zeigen dal F o ¥ €€, VS € %, ¥ € €. OBdA
diirfen wir dazu ¥ =%, ¥ = X annehmen. Dann ist aber tatsdchlich

FoX=rn"nX[l]=X[l]®X[-1]€#. Q.ED.

Sei weiter C-f-Mod C C-Mod die Unterkategorie aller graduiert freien Mo-
duln. Offensichtlich ist H: & — C-f-Mod eine [1]-Aquivalenz von [1]-Kate-
gorien.
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Lemma 16. Es gibt einen Ringoid-Homomorphismus &: #* — #°C-f-Mod
derart day € (") = C[-n)®, und €(C,) = C[11® Vs€ & .

Beweis. Wir betrachten den Ringoid-Homomorphismus aus dem vorhergehen-
den Lemma, transportieren ihn vermittels der Isomorphismen 4:.% — %7,
H: % — C- f-Mod in unsere Situation und nennen das Resultat & . Mit dem
Korollar zu Theorem 14 und Lemma 13 folgt die Behauptung. Q.E.D.

Es folgt sofort

Lemma 17. Es gibt einen Ringoid-Homomorphismus &: %~ — C-Mod-C
derart daf3 &(t") = C[-n] und &(C,) = C®, C[1] Vs€ & .

Der Leser mag sich selbst iiberzeugen, daB & wohlbestimmt ist durch die
Bedingungen des Lemmas. Nun betrachten wir die Komposition B = & o
h: % — C-Mod-C.

Lemma 18. Sei .¥ € % . Folgende [1]-Funktoren 2 (X) — C-Mod sind natiir-
lich [1]-dquivalent: F — H(F oF ) und & — BSF @ HF .

Beweis. SeioBdA f =7, s € ¥ . Das Lemma folgt nun aus den Definitionen
und dem Korollar zu Theorem 14. Q.E.D.

Unter anderem haben wir nun unser urspriingliches Ziel erreicht.

Beweis [Theorem]. Wir miissen nur noch zeigen, daB B.¥ = B.¥ V. € % .
Das folgt aber sofort aus Lemma 12, wenn wir in obigem Lemma % = X
einsetzen. Q.E.D. [Theorem]

Jetzt konnen wir zu jedem Ringoid R™ den universellen einhiillenden Ring
U(R") mit dem kanonischen Morphismus R* — U(R") betrachten. Ist R ein
Ring und R™ ¢ R ein Teil-Ringoid, das R als Ring erzeugt, so ist kanonisch
UR")=R.

Theorem 16. Wir kénnen einen Ringhomomorphismus & : Z — (C-Mod-C)
erkldren durch &(t) = (C[-1]), &(C,) = (C ®, C)[1] Vs € & . Fiir alle
x €W gibtes B, € C-Mod-C sodaf3 £(C,)=(B,).

Beweis. Aufgrund der universellen Eigenschaften fihrt &: #* — C-Mod-C
zu dem gesuchten Ringhomomorphismus &: # — (C-Mod-C). Q.E.D.

Wie in der Einleitung erhalten wir so eine Operation von # auf (C-Mod).
Sei C € C-Mod der eindimensionale Modul im Grad Null. Sei D, = B -: ®.
C € C-Mod wie in der Einleitung.

Proposition 10. (i) D, = VP(x-0) in C-mod.
(i) D, ist direkt unzerlegbar selbst als nichtgraduierter Modul.

Beweis. Es operiert # auf (C-Mod). Dieselben Formeln definieren auch eine
Operation von # auf (C-mod). Andererseits haben wir im Abschnitt 2.6
eine Operation von Z[Z'] auf (C-mod) erklart, und es wird offensichtlich
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T(1)M =TM VT € Z, M € (C-Mod) . Insbesondere ist (D, ) = C -:(C) =
C.-1(1){(C) = (VP(x -0)) in (C-mod). Es folgt (i) und mit Lemma 11 auch
(i1). Q.E.D.

Korollar 3. Es ist B, selbst als nichtgraduierter Bimodul direkt unzerlegbar.

Beweis. Klar.
SchlieBlich zeigen wir noch

Lemma 19. Sei £, € &(X) der Schnittkohomologiekomplex von BxB/B . So
gibt es einen Isomorphismus .Y, = D _ in C-Mod.

Beweis. Nach Proposition 9 ist ., = % _i 0.Z . Nach Theorem 15 ist H.Z, =
B, ®-HY =B, ®-C. Nun ist aber B, = B.S, = &h(F) =&(C,) =
B,. QE.D.

3.4. Erweiterungen einfacher Objekte. Wir wollen zeigen:

Erweiterungssatz 17. Die Hyperkohomologie induziert Isomorphismen gradu-
ierter Vektorrdaume

Homg, (%, , %)) - Hom¢.(HZ, , HY)) Vx,ye¥
Bemerkung. Analoges gilt auch fiir partielle Fahnenmannigfaltigkeiten [So2].

Beweis. Zunachst zeigen wir, daB beide Seiten dieselbe Dimension haben. In
der Tat ist

dim Hom'z(.i’; , ..S/;) = dimHom_ (P(x -0), P(y-0)) (nach [BGi])
= dimHom,(D,, D,) (nach dem Struktursatz)
= dim Hom'C(H;’-Z; , H..?”y) (nach Lemma 19).
Es reicht also zu zeigen, daB die Abbildung im Satz injektiv ist. Sei p: X — pt

die Projektion. Es ist kanonisch H¥ = Hom?, (X, %) = Homg,(pt, p,% ).
Wir werden zeigen

Proposition 11. Die von p, induzierten Abbildungen Homg (Z,,Z,) —
Hom, (p,.Z, , p,%,) sind injektiv, Vx,y €W’

Der Satz folgt sofort. Q.E.D.

Beweis [Proposition]. Das folgende Spektralsequenzen-Argument ist geklaut bei
[BGi] und umgespritzt. Fiir n > 0 setzen wir

X,= \J BwB/B, U,= |J BwB/B

l(w)<n l(w)=n

und zerlegen X, in X, _, I x i & U, . Bezeichne schlieBlich i, : X, — X die
Inklusion und p,: X, — pt die konstante Abbildung.

Ich bezeichne fiir eine komplexe Varietat X mit D(X) die beschriankte de-
rivierte Kategorie der “mixed Hodge Modules” von M. Saito.
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Lemma 20. Sei # € D(X) gegeben so daf3 alle Einschrinkungen f*# auf
Bruhat-Zellen konstant sind und rein von einem festen Gewicht w. So gilt fiir
alle n:
(1),, Im ausgezeichneten Dreieck pm(un!u!n ,id, j,, j;)i;ﬁ verschwindet die
Randabbildung.
(i), Das Objekt p,, i'.# ist rein vom obigen Gewicht w .

Beweis [Lemma]. Der erste Term des ausgezeichneten Dreiecks ist rein vom
Gewicht w: In der Tat ist p,,u,u, il = (p, ou,)usivh , usirsl ist nach
Voraussetzung lokal konstant und rein vom Gewicht w, und (p,ou,), dndert
das nicht, ist doch p, o u, schlicht die Projektion von einigen C" auf einen
Punkt.

Der letzte Term des ausgezeichneten Dreiecks ist rein vom Gewicht w nach
(i1),_, - Es folgen sofort (i), und (ii),. Q.E.D.[Lemma]

Wir betrachten nun den Schnittkohomologiekomplex .‘Z; als Objekt von
D(X), rein vom Gewicht /(x). Nach [KL2] erfillt &, = .# die Be-
dingung des Lemmas. Fiir feste x, y € " kiirze ich /(x) — [(y) — 2n = s(n)
ab. Nach [BGi] ist Hom, (%, .S’;[s(n)](n)) = Homg(x)(.i’;, Z,[s(n)]) und
0 = Homg, X)(,S’;, _?y[s(n) + 1]). Es reicht also, wenn wir zeigen daB jedes
f € Hom (%, ..S’; [s(n)](n)) “auf der Hyperkohomologie zu sehen ist”.

Sei nun f # 0. Sei » minimal mit i, f # 0. Aus unserem Lemma folgt
u i itf#0,also w,itf#0,also (p,ou,)u,i.f#0 da p,ou, schlicht die
Projektion von ein paar C" auf einen Punkt ist.

Weiter ist nach dem Lemma fiir alle z € 77° die Abbildung

p,Z, —p,i L =p i"&%

* nx'n--z nx"n-"z

die Projektion auf einen direkten Summanden, und (p, oun)!u'n L =,

die Injektion eines direkten Summanden. So folgt aus (p, o u"),u!”i; f#0
schlieBlich p, f # 0. Q.E.D. [Proposition]

3.5. Beilinson-Ginsburg-Dualitit. Sei D = @, ., D, € C-Mod. Wir kdnnen
die graduierte Algebra D = End'C(D) bilden. Die Projektoren 4, auf D,
bilden eine Basis von D°.

Wir setzen L, = L(xw, -0) und betrachten L = @, ., L, € §,. Wir
konnen die graduierte Algebra L = P, Extiﬁ(L, L) bilden. Die Projektoren
[, € Hom,(L, L) auf L_ bilden eine Basis von L°.

Wir setzen P, = P(xw, -0) und betrachten P = @, ., P, € §,. Wir
konnen die Algebra 4 = End,(P) bilden. Darin liegen die Projektoren p, von
P auf P . Aus abstrakten Griinden definiert Hom, (P, ): 4, — mod-A4 eine
Aquivalenz von Kategorien. Es entspricht darunter P, dem A-Rechtsmodul
p.A.

3y Nun fiihren Beilinson und Ginsburg eine Graduierung auf A4 ein. Ich nenne
diese graduierte Version A, in [BGi] hei3t sie 4 Die p, bilden dann eine
Basis von A°.

mixed *
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Sei B eine graduierte C-Algebra und x — b, eine Abbildung 7" — B°.
Sei (B', b.) analog. Ich schreibe kurz (B, b ) = (B, b') fiir die Aussage: Es
gibt einen Isomorphismus graduierter C-Algebren B = B’ unter dem b, in b;
iibergeht.

Sei B eine graduierte C-Algebra. Ist B quadratisch im Sinne von [BGi], so
kann man eine duale Algebra B' erkldren. Per Definitionem ist (B!)0 =B°.

Theorem 18. (i) Die Algebren L, A, und D sind Koszul.
(i1) Es gibt graduierte Isomorphismen (A!, p) = (L,l) = (D,d,) =
(A, Py ) Z (A, Py )

Bemerkung. Die Existenz eines Isomorphismus (A, p, ) = (A! s Dy, L) war von
Beilinson und Ginsburg [BGi] vermutet worden. Natiirlich hofft man eigentlich
auf eine explizite, moglichst geometrische Konstruktion eines solchen Isomor-
phismus. Ich wei noch nicht einmal, ob unter meinem Isomorphismus C =
End P(w, - 0) die offensichtliche Graduierung rechts mit der Graduierung aus
[BGi] links zusammenfallt.

Beweis. Beilinson und Ginsburg zeigen [BGi], daB A und L Koszul-Algebren
sind (dort heiBen diese Algebren allerdings “formal quadratisch”) und daB
(A! ,p,) = (L, [). Der Erweiterungssatz (zusammen mit Lokalisierung) zeigt
(L,.,)= (D, d,). Da Konjugation mit w,_ ein Automorphismus des Coxeter-
systems (7, .%) ist, gilt (D, dxwo) = (D, dwo ) - Wir miissen also nur noch
(D,d,)=(A, pxwo) zeigen.

Sieht man von den Graduierungen ab, wird so ein Isomorphismus durch
den Struktursatz gegeben. Sei nun allgemein B eine Algebra, {b, } ., eine
Menge von paarweise orthogonalen Idempotenten derart daB die b _B € mod-B
eindeutige irreduzible Quotienten E_ haben. Wir kénnen dann E = @ E, €
mod-B betrachten und die graduierte Algebra E = @, Exty(E, E) bilden, mit
e € E° den Projektoren auf E . Man beachte, daB ich keine Graduierung auf
B vorausgesetzt habe.

Ist speziell B = B eine Koszul-Algebra und b, eine Basis von B’ , SO gibt
es nach [BGi] einen graduierten Isomorphismus (E, e, ) = (B!, b.). Auf diese
Weise fithrt der nicht notwendig graduierte Isomorphismus D = A mit d, —

Py, aus dem Struktursatz zu einem graduierten Isomorphismus (D’ ,d,) =

(A! » Dy, ) - Wir dualisieren nochmals und das Theorem ist bewiesen. Q.E.D.
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ABSTRACT. We give a description of “the algebra of category & ” which is ex-
plicit enough to prove that the structure of the direct summands of & depends
only on the integral Weyl group and the singularity of the central character, as
well as to establish a weak version of the duality conjectures of Beilinson and
Ginsburg [BGi]. As a byproduct we describe the intersection cohomology of
Schubert varieties as modules over global cohomology ring. These are certain
indecomposable graded self-dual modules over the coinvariant algebra of the
Weyl group, via the Borel picture for the global cohomology ring of a flag man-
ifold. They play a central role in this article and should have an interesting
future.
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