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SUR CERTAINS PAQUETS D’ARTHUR ET INVOLUTION
D’AUBERT-SCHNEIDER-STUHLER GENERALISEE

C. MCEGLIN

ABSTRACT. In this paper, we construct a set of representations for classical
p-adic groups. This set contains the discrete series and the unipotent represen-
tations. It is the basic tool to study Arthur’s packets. The construction is done
in two different ways: The first one uses Jacquet modules and gives explicit
knowledge. The second one uses a generalization of the Aubert-Schneider-
Stuhler involution and gives a resolution in the Grothendieck group.

Le but de cet article est de construire des paquets d’Arthur pour les groupes
p-adiques orthogonaux ou symplectiques qui sont formés de représentations qui,
en général, ne sont ni des séries discretes ni des représentations duales des séries
discretes, duales au sens de l'involution d’Aubert-Schneider-Stuhler ([3], [I7]). On
sera plus explicite ci-dessous mais les représentations obtenues sont quand méme
trés particulieres et elles s’obtiennent & partir des séries discretes par une dualité
généralisant la précédente. Ce cas est encore un cas ou le paquet est défini par
un morphisme de ¢ : Wg x SL(2,C) x SL(2,C) dans le L-groupe et ou, un tel
morphisme étant fixé (avec des propriétés), les représentations du paquet sont en
bijection avec les caracteres, €, du centralisateur de ce morphisme. Nos résultats
nécessitent que p soit grand et ne sont non conditionnels que pour certains 1; comme
expliqué & la fin de I'introduction c’est [I6] qui prouve que 'on a bien construit les
paquets d’Arthur dans le cas ot nos hypotheses sont satisfaites; la définition de [I]
nécessite de montrer une égalité de trace ce que nous ferons en [16]. Soyons plus
précis sur la description de ’article.

Soit p une représentation cuspidale irréductible de GL(d,, F); cela définit d,.
On suppose que p est autoduale et on note v, le morphisme de Langlands de
Wp — GL(d,,C) qui lui correspond grace a Harris-Taylor et Henniart. L’image
de 9, est elle aussi autoduale ce qui entraine qu’elle est incluse soit dans le groupe
orthogonal O(d,,C) (on dit alors que p est orthogonal et on pose 7, = 1) soit
dans le groupe symplectique Sp(d,,C) (on dit que p est symplectique et on pose
1, = —1). Soit maintenant a un entier, on note V, la représentation irréductible de
SL(2,C) de dimension q; elle est & image dans Sp(a, C) si a est pair et dans O(a, C)
si a est impair. Soit maintenant un ensemble de triplets Jord := {(p,a,b)} avec p
autoduale comme ci-dessus, a,b € N et on construit une représentation ¥ j,.q de
Wp x SL(2,C) x SL(2,C) dans GL(}_(, 4 pyesora W0dp: C) par D, 4 p)esora o @

V,®V,. On dit que Jord est autodual si le signe, (fl)a“’np, défini pour tout triplet

Received by the editors January 19, 2005 and, in revised form, December 5, 2005.
2000 Mathematics Subject Classification. Primary 22E50.
Key words and phrases. Representations of classical p-adic groups, discrete series; Arthur’s
packet, Aubert-Schneider-Stuhler involution.
(©2006 American Mathematical Society
Reverts to public domain 28 years from publication

86



SUR CERTAINS PAQUETS D’ARTHUR 87

est indépendant du triplet choisi. 1l est alors noté n;j,.q. Soit Jord autodual, on
dit alors que Jord est de type symplectique si pour tout 1j,.¢ = —1 et orthogonal
sinon. On appelle rang de Jord l'entier Z(p,mb)ehrd dpab. On vérifie aisément que
si Jord est autodual de type symplectique (orthogonal) de rang N, la représentation
Y jord st a valeurs dans Sp(N, C) (resp. O(N,C)). Ici on vient de définir un groupe
attaché & ¢; dans le cas ott N est impair, on veut que ¥ soit & valeurs dans SO(N, C),
ce qui entraine une condition supplémentaire que nous n’écrivons pas mais que 1’on
supposera toujours satisfaite.

Réciproquement l’ensemble des triplets Jord autoduaux de type symplectique
(resp. orthogonaux) de rang N classifient ’ensemble des classes d’isomorphie
d’homorphismes, ¢, de Wg x SL(2,C) x SL(2,C) dans Sp(N,C) (resp. O(N,C))
tels que le commutant de 1 dans Sp(IV, C) (resp. O(V,C)) soit de centre fini.

Si ¢ correspond & Jord, on écrit Jord = Jord(v) et ¥ = ¢ jorq. Quand Jord et
p sont fixés, on note Jord, := {(a,b); (p, a,b) € Jord}.

Convention. dans tout ce papier, on ne considérera que des ensembles Jord au-
toduaux et les morphismes 1 qui leur correspondent. Si on se limite aux ensembles
autoduaux, c’est uniquement parce qu’il est facile de ramener ceux qui ne le sont
pas a ce cas; du point de vue des représentations, il faut faire une induction qui
n’introduit pas de réductibilité. On ne fait pas cela ici.

On dit que Jord, ou le morphisme % qui lui correspond, est élémentaire si pour
tout (p,a,b) € Jord soit a soit b vaut 1. On verra ci-dessous une caractérisation
plus jolie, dans certains cas de cette propriété.

On dit que Jord (ou 1) comme ci-dessus) est élémentaire de type cuspidal si en
plus d’étre élémentaire pour tout (p, a,b) € Jord si a > 2, alors (p,a — 2,b) € Jord
et si b > 2 alors (p,a,b — 2) € Jord. De fagon plus imagée, on pourrait dire que
Jord est sans trous.

Caractere du centralisateur. Soit encore Jord autodual comme ci-dessus et ¥ le
morphisme associé. Le centralisateur de ¥ dans le groupe orthogonal ou symplec-
tique (notion dépendant de 77,,q) est isomorphe & X (, 44O (mult jora(p,a,b)) ol
(p, a,b) parcourt 'ensemble Jord considéré sans multiplicité. Ainsi un caractere de
ce centralisateur, trivial sur la composante neutre, s’identifie naturellement a un
morphisme de Jord dans {£1}. On notera génériquement un tel morphisme e.
On note A le morphisme diagonal de SL(2,C) dans SL(2,C) x SL(2,C). Alors
1o A est un morphisme de Wg x SL(2,C) dans un groupe orthogonal ou symplec-
tique. On dit de facon habituelle que ¥ o A est discret si le centralisateur de son
image est un groupe fini. Et on dit que v est pseudo-discret si 1) o A est discret.
En terme combinatoire, on sait calculer la décomposition de Jordan de ¥ o A en
fonction de celle de v; précisément si Jord(y) = {(p,a,b)} éventuellement avec
multiplicité, alors Jord(y o A) = U, o pyesora)1(p:0);0 € [a+b—1,]a—b[ +1]}.
Cela permet de traduire en terme combinatoire la condition d’étre pseudo discret:

V(p,a,b),(p,a',b') € Jord(¥),[a’ +b — 1|’ =V |+1]Nja+b—1,]a—0b| +1] = 0.

Cette condition est beaucoup plus forte que de simplement demander que Jord(¢)
soit sans multiplicité.

Remarque. Soit Jord autodual et pseudo discret et v le morphisme qui lui corre-
spond. L’application naturelle Centy) — Cent(¢ o A) se factorise en un isomor-
phisme si et seulement si ¢ est élémentaire.
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En effet, fixons Jord = Jord(v) autodual et pseudo discret. On sait grace a
Ihypothese d’autodualité et de 1'absence de multiplicité & la fois pour Jord(v) et
pour Jord(y o A) que:

Cent(@ = X(p,a,b)EJO’rd{:l:]'}ﬂ Cent(¢ © A) = X(p,é)EJord(z/;oA){i]-};

le facteur correspondant & (p,a,b) € Jord s’envoie diagonalement dans le produit
des facteurs correspondant aux (p,d0) € Jord(y o A) avec § € [a+b—1,|a —
bl + 1]. L’hypothése que ce morphisme est surjectif nécessite que a +b — 1 =
la — bl + 1. Cela sécrit pour tout (p,a,b) € Jord, sup(a,b) + inf(a,b) —1 =
sup(a,b)—inf(a,b)+1 c’est-a-dire inf(a,b) = 1; ceci veut exactement dire que 1) est
élémentaire. Le morphisme décrit est injectif (ici intervient nettement I’hypothese
de pseudo discret). Cela termine la preuve de la remarque.

Soit € un caracteére comme ci-dessus, en supposant que Jord est élémentaire,
pseudo discret; on voit € comme un morphisme de Jord(y o A) dans {£1} et on
dit que € est alterné si e(p,a) = —1 pour tout p,a € Jord(po A) tel que a soit pair
et minimum dans Jord,(y o A) et si €(p,a) # €(p,a’) pour tout p,a,a’ tels que
a#a € Jord,(¢ o A) et Jord,(1 o A)N]a,d'[= 0.

Le premier but de ce papier est d’associer & tout couple (¢, €) tel que Jord(1) soit
autodual élémentaire et pseudo discret, une représentation irréductible d’un groupe
Gy tel que le groupe dual de Gy, noté G, soit le groupe attaché a 1) ci-dessus; avec
les notations traditionnelles LGy = G* x Wr. Si N est impair Gy est Sp(N — 1, F).
Si N est pair, Gy est le groupe d’une forme orthogonal de dimension N si 1) est
orthogonal et N + 1 si v est symplectique; pour déterminer completement la forme
orthogonale, on impose que son invariant de Hasse soit 4+1 exactement quand la
restriction de e au centre du groupe attaché & ¢ est trivial et son discriminant (avec
les normalisations tels que le discriminant ne dépend que du noyau anisotrope) est
la classe de carré qui correspond au caractére quadratique det(iw,. ). Remarquons
que dans le cas ol 9 est symplectique, ce déterminant est 1.

Toutefois ce papier ne dit rien de nouveau dans le cas ou ¢ est de type cuspidal
et ou € est alterné; pour faire bref, on dit qu’un tel couple (¢, €) est cuspidal. Je
suis donc obligée de faire des hypotheses dans ce cas: fixons un sous-groupe de Wg,
noté 7 tel que 1 soit trivial sur Z. L’hypothese idéale est:

Hypothése. On suppose qu’a tout couple cuspidal (¢, €") tel que ' est trivial sur
la deuzieme copie de SL(2,C) et tel que la restriction de ' d W soit trivial sur
Z, on sait associer une représentation cuspidale de Gy. On suppose aussi que cette
application a la propriété suivante; soit (Y',€') comme ci-dessus, d’ot (¢, €') une
représentation cuspidale irréductible. Soit aussi p comme ci-dessus, en particulier
autoduale et unitaire, alors la représentation induite p| |* x w(¢', €') pour s € R est
irréductible sauf si s = +(a+1)/2 ot a = sup{a € Jord,(¢')} si cet ensemble est
non vide et, si cet ensemble est vide, a vaut -1 si n,ny =1 et 0 sinon.

Précisons que nous avons besoin de cette hypothese pour G et tous les groupes
de méme type que G mais de rang plus petit. Pour traiter le cas d’un paquet associé
& un parametre ¢ fixé, il suffit d’avoir I'hypotheése pour tous les (¢, €') cuspidaux
tels que le noyau de la restriction de ¢’ & Wr (vue comme une représentation de
W) soit une sous-représentation de la restriction de 1 & Wg. Cette hypothese
est connue pour les morphismes v’ dont la restriction & Wy se factorise par le
Frobenius; est connue est vite dit, cela est certainement inclus dans les travaux
de Lusztig [§] et est completement explicité par exemple dans [9] pour le cas des
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groupes orthogonaux impairs. Il me semble que dans le cas ou ¥ est trivial sur le
groupe de ramification sauvage est aussi compris par Lusztig car Lusztig a montré
qu’il s’interprete en terme d’algebre de Hecke; du coté des représentations, c’est le
cas de niveau 0. En dehors de ces cas, il me semble que rien n’est connu mais les
constructions de cuspidales progressant, cela devrait pouvoir se régler.

Et il nous suffit méme de I’hypothese plus technique de I} c’est donc cette
derniere hypothese que l'on fait dans l'article. Toutefois, dans 1’état actuel, je ne
connais aucun cas ol I’hypothese plus précise de[2.I]soit satisfaite sans que celle faite
ci-dessus le soit aussi pour un bon choix de Z. Expliquons ici tres sommairement,
que pour 1, € fixé, nous n’avons besoin de 'existence de la représentation cuspidale
que pour un couple (wcusp, ecusp) construit en 2.1} cette représentation cuspidale,
Teusp €St le support cuspidal (partiel cf. [I2]) de la représentation que l'on va
associée a 1, e. Et il faut aussi connaitre les points de réductibilité des induites
p||® X Teusp pour s réel ol p comme ci-dessus est tel que Jord,(¢) # 0; c’est ce
dernier point qui est un vrai affaiblissement mais au prix d’une limitation sur les
.

Le deuxieme but de ce papier est de ramener une des conjectures d’Arthur a son
analogue pour les séries discretes; a savoir, fixons ¥ autodual élémentaire pseudo
discret. Pour e un caractere du centralisateur de 1 notons ez la restriction de €
au centre du groupe attaché a 1; cela détermine § comme ci-dessus. On veut alors
démontrer que la combinaison linéaire des distributions sur Gy (ol l'on écrit la
représentation au lieu de son caracteére)

i Z e(t(z2))m (1), €) est stable

e;ez=4

< ff Z m(1) o A, €) est stable.

e;ez =14

Le zy ci-dessus est le centre de la deuxiéme copie de SL(2,C). Le § mis devant
n’est pas que pour la décoration, il est 1a pour que (dans le cas des groupes or-
thogonaux) la distribution pour § = 1 et celle pour § = —1 soient transferts 'une
de lautre. L’assertion pour les séries discretes est connue dans quelques cas par-
ticuliers ([I5],[I1],[10]) donc pour des morphismes @ ou on connait I'hypothese
forte de cette introduction. Sous cette hypothese forte, on a classifié, conjointe-
ment avec M. Tadic, les séries discretes en [12] et [I3]; c’est [12] qui utilise ces
hypotheses fortes, [I3] n’utilie que I'hypothese faible faite en 2] et expliquée ci-
dessus. On n’utiliera pas [12]. En particulier, en voyant 1) o A comme un mor-
phisme de Wg x SL(2,C) dans G* que l'on prolonge trivialement en un morphisme
de Wr x SL(2,C) x SL(2,C) dans G* trivial sur la 2e copie de SL(2,C), on con-
struit dans ce travail une représentation (¢ o A €). Il est facile d’identifier cette
représentation a celle étudiée dans [I3] (ce sont exactement les mémes construc-
tions) et le résultat principal de [I3] montre que cette représentation est une série
discrete.

La deuxiéme partie de l'article écrit (1, €) comme une combinaison linéaire
(dans le group de Grotendieck) d’induites de restrictions de la représentation 7 (v o
A, €) donc d’une série discrete. Pour obtenir 'assertion (conditionnelle) de stabilité,
il faut pouvoir faire varier € parmi tous les caracteres du centralisateur de 1; pour
la fin de larticle (& partir de la section 7) on suppose que l'on sait construire
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T (Yeusps Ecusp) pour P fixé et tous les caracteres e avec les propriétés de réductibilité
annoncées; Yeusp, €cusp dépend de 3 et de e.

Ceci est totalement inspiré de la construction par Aubert de la généralisation
de linvolution d’Iwahori-Matsumoto [3] et aussi [I7]; cette involution ayant été
simultanément étudiée dans ces 2 références.

La formule donnée ici permet de calculer les traces des représentations en fonc-
tion des traces d’induites de restriction de séries discretes; sans étre tres explicite
c’est quand méme assez puissant pour comparer avec d’autres groupes. Dans un
travail commun avec J.-L. Waldspurger (cf. [I6]) on copie les constructions faites
ici pour les groupes linéaires produit semi-direct avec ’automorphisme extérieur, 6,
g —' g~! et on montre que la distribution écrite ci-dessus a pour transfert le car-
actere de la représentation associée a v pour le groupe linéaire convenable prolongée
convenablement a #. On renvoit le lecteur intéressé a notre article qui demande des
hypotheses dans le cas des séries discretes et la connaissance d’un lemme fondamen-
tal. Mais cette formule de caractére détermine uniquement les représentations dans
le paquet d’Arthur et justifie le fait que les 7(v), €) ici construites sont nécessairement
(dans les cas ol les hypotheses sont connues) les représentations du paquet d’Arthur
associé a ¢ ([16], paragraphe preuve du transfert, qui traite méme des 1) généraux);
par contre l'application € — (1, €) n’est pas en général celle d’Arthur, en fait
cette application n’est pas canonique, elle n’est méme pas fixée par les propriétés
souhaitées pour I’endoscopie mais elle est fixée par ces propriétés et par le choix
du prolongement de 'action de 6 sur la représentation du groupe linéaire; et d’un
point de vue local, il n’y a pas de choix canonique pour ce prolongement. On étudie
les différents choix possibles en loc.cite, en calculant précisément les signes qui leur
sont attachés (cf [16], paragraphe comparaison des normalisations) et I'influence
que cela a sur Papplication € — 7(¢,€); dans [16] on étudie méme le cas d’un ¥
tres général.

Je remercie le référé pour sa lecture précise et constructive de cet article et Iréne
Waldspurger pour son aide informatique.

1. NOTATIONS GENERALES

Pour G et Gy comme dans I'introduction, pour tout m entier, on note G(m),
G(m)4 un groupe de méme type que G ou Gy mais de rang m, du moins quand cela
existe. Quand le rang est fixé de facon clair, il disparait des notations. On fixe un
parabolique minimal de G pour avoir la notion de parabolique standard.

On fixe ¢ un morphisme de Wgr x SL(2,C) x SL(2,C) dans G*, autodual,
élémentaire, pseudo discret et € un morphisme (algébrique) de Centg«t dans +1;
e se factorise donc par la composante neutre. On a déja défini Jord(y) et on
interprete € comme un morphisme de Jord(vy) dans £1.

Dans tout ce papier, p est le nom générique pour une représentation cuspidale
autoduale de GL(d,, F') (ce qui définit d,). On a défini 7, dans l'introduction.
On note Jord, () := {(a,b);(p,a,b) € Jord())}. Comme 9 est élémentaire, on
récrit Jord,(1) sous la forme de couple (o, d,), ot @ € N et §, = %1 en faisant
correspondre au triplet (p,a,b) le triplet (p, sup(a,b), signe(a — b)1) ce qui n’est
bien défini que si a # b; si a = b, ce qui est équivalent, avec nos hypotheses, a
a =1, §, n’est pas défini; c’est évidemment volontaire et §; pourra valoir +1 ou
—1 & volonté. Le probléme va se poser dans les hypotheéses du genre soit (v, d,)
et (4,03) des éléments de Jordy(p) tel que 6, = dg; cette derniere hypothese sera
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donc toujours satisfaite si o ou § vaut 1. De plus les éléments de Jord,(v) ont tous
méme parité; parfois on dira que Jord, () est formé d’entiers pairs (resp. impairs)
méme si cet ensemble est vide mais si 1, # Njora (T€SP. Ny = Njord)-

Pour (a,d4) € Jord,(v), on pose a— = sup{ € Jord,(¢); 5 < a} si un tel
ensemble est non vide et a— = 0 si ’ensemble est vide mais « est pair et sinon on
dit que a_ est non défini. Il est donc intéressant d’ajouter a Jord, (1) le couple
(0,00) quand Jord,(1)) contient un élément («,d,) avec a pair. Ici aussi dy n’est
pas défini et vaut a volonté +1 ou —1. On note Jordj(w) cet ensemble étendu
quand il faut prolonger € a cet ensemble, on le prolonge par +1.

Les hypotheses faites dans ce travail sont tel que pour tout (p, o, d4) € Jord(y),
0o est uniquement déterminé par (p, &) (pour ¢ fixé bien siir); quand on n’aura pas
besoin de d, on pourra identifié Jord, (1) a un ensemble d’entiers (éventuellement
vide).

Soit 1, € et p comme ci-dessus; on suppose que Jord,(¢) # (. On définit, quand
I’ensemble intervenant est non vide

bp,e = sup{a € Jord,(); Vi € [0, [e/2]], soit a —2i € Jord] (v)
et (o — 2i) = (—1)%€e(a)soit a = 1};

sinon, on pose b, 4 = —1 quand Jord,(1)) est formé d’entiers impairs et 0 sinon.

On note a, y e le plus petit élément de Jord, (1), s’il existe, qui est strictement
supérieur & b, . Sinon on dit que a, 4. = 0o.

Ces 2 nombres sont importants; quand a, 4, = 00, on dira occasionnellement
que P est p cuspidale. Cela traduit le fait que ’on peut sans le moindre probléeme
démontrer toute assertion faisant intervenir p comme si (v, €) est vraiment cuspidal.
Plus présément, soit (1, €) est vraiment cuspidal, soit il existe p’ non isomorphe &
p tel que (v, €) ne soit pas p’ cuspidal; on peut alors tout obtenir tout assertion
relativement & p par récurrence en utilisant dans les définitions que 1’on va donner
p’ au lieu de p.

On garde les notations ci-dessus et en particulier, on fixe p mais on suppose aussi
que a, . 7# 0o. On définit alors un nouveau couple (¢, €') par

siapyp,e > bpyet2, Jord(y') = Jord(¥)\(p, ppes 5ap,w,e)u(p’ Appe—2, 5ap,¢,e)§

Si Qe = Do + 2, Jord(W/) = Jord() \ {(p: Gpopuc: 0ay ) (9s Bpucs Oy 1) }-
Et on définit ¢ naturellement par restriction dans le cas 2 et, dans le cas 1, en
posant en plus € (p,a,pe —2) = €(p,app.e). On remarque que Jord,(y') = 0
uniquement dans le cas ot b,y =1 = a, 4, — 2 et que dans le cas contraire:

si bpwe = Apupe — 2, bpyr e = bpype — 2 €t a,y o est le plus petit
élément de Jord, (1)) strictement supérieur & a, . s'il existe et 0o sinon;
en effet 'ensemble permettant de définir b, « est exactement I’ensemble
définissant b, . . auquel on a enlevé son élément maximal, b, y  lui-méme,
car by —2i € Jord,(¢') pour tout i € [1,[b, 4 /2]] mais ceci n’est plus
vrai pour ¢ = 0 (avec l'alternance des signes). De méme, 1’élément minimal
de Jord,(¢') moins cet ensemble est 1’élément minimal de Jord, () \ {o €

Jord,(V);a < ap e}

bpwrser = bppe €6 Ap e = Up e — 2 81800t ap e > bpape +4 80it ap e =
b e +4 mais €(p,bpp.c) = €(p,appe); ici les ensembles définissant by, 4
et b,y ne changent pas;
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bowrer = bpape+ 28l apye =Dbpyet+4etelpapye) # elp,bpy,.e); dans
ce cas @,y est le plus petit élément de Jord, (1) strictement supérieur
a ap . 5l existe et 0o sinon; ici I’ensemble définissant b,y est celui
définissant b, . auquel on ajoute I’élément a, e —2 = b,y e + 2.

Vu I'importance jouée par 6, on le notera pour alléger I’écriture, 6, y .

Ap,ap,e?

Une propriété. Dans tout ce travail, on utilise le fait qu’une représentation
irréductible d’'un groupe de méme type que G est isomorphe a sa contragrédiente
quitte & tordre par un automorphisme (venant du groupe des similitudes de la
forme stabilisée par G). Cela a la conséquence suivante: soit o une représentation
d’'un groupe linéaire et 7’ une représentation irréductible d’'un groupe de méme
type que G alors tout quotient irréductible de I'induite o x 7’ est isomorphe &
un sous-module irréductible de I'induite o* x 7’ et vice et versa. On trouve une
démonstration de ce fait dans [I4] chapitre 4, IL.1 en tenant compte de la définition
donnée en 1.1.

Notation pour I’induction. Soit G(m) un groupe de méme type que G mais rang
m (m € N) et soit © une représentation de G’; soit aussi L un produit de groupe
linéaire GL(n1, F) X - - - x GL(n,, F), pour une collection d’entiers ny,...,n, et soit
o une représentation de L. On considére L x G(m) comme un sous-groupe de Levi
standard du groupe G(m + Zie[l,r] r;); on note P le parabolique standard de Levi
M et on pose

. GmtY, T)
o X m:=indp e @

C’est une représentation et non pas un élément du groupe de Grothendieck méme
si souvent seule 'image de o x 7 dans le groupe de Grothendieck nous importera.
Cette notation a 'avantage d’alléger considérablement les notations et la rédaction
et elle n’introduit aucune ambiguité car P est parfaitement défini deés que 1'on
connait o et m; elle ne pose un probleme d’écriture que dans le cas ou m vaudrait
0 ou il faut admettre que 7 ne disparait pas de la notation; par convention, il suffit
de poser 1 'unique représentation de G(0). Mais méme dans ce cas, il n’y a pas
d’ambiguité dans le choix du parabolique étant donné nos hypotheses sur G.

2. CONSTRUCTION

2.1. Support cuspidal partiel. On fixe ¢ un morphisme de Wr x SL(2,C) x
SL(2,C) dans G* (cf lintroduction pour la définition de G*), élémentaire et €
un morphisme de Centg+ dans +1; si G = Sp(2n, F') on suppose ici et dans
tout le papier que H(p,a)EJord(z/;) e(a) = 1. A (¢, €) on associe le support cuspidal
partiel (Jordeysp, €cusp) OU Jordeysp est formé de couples (p,a) et €cysp €St un
morphisme de Jorde,s, dans £1, c’est a dire que Jord,,s, définit un morphisme de
Wg x SL(2,C) dans un groupe G*" de méme type que G* mais en général de rang
plus petit. On détermine cela uniquement par les propriétés suivantes (on rappelle
que A est le plongement diagonal de SL(2,C) dans SL(2,C) x SL(2,C)):

(1 o A, €) = (Yeusp: €cusp) €xactement quand pour tout p tel que Jord,(v)

#0, ap e = 00.

Sinon, on fixe p tel que a, . # 0o et on définit (¢’,€) avec ce p. On

demande que (Yeusps €cusp) = (Veusps Cousp), €€ qui, par induction, permet

de définir (Yeusp, Ecusp)-
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Pour 9, € comme ci-dessus, on pose

Ny :=1/2( Z ad, — Z Bdp).

(p,a,d0)€Jord(v) (p,B)ETordcusy

On vérifie que 'on vient de définir un entier. Ainsi tcysp se voit comme un mor-
phisme de SL(2,C) dans G* un groupe de méme type que G* mais de rang plus
petit de Ny ..

On a ainsi défini (Yeysp, €cusp) €t on remarque que si G = Sp(2n, F') 'hypothese
sur € entraine que €.,sp vérifie la méme hypothese. Plus généralement, quelque soit
G, on vérifie que ], oy sora €(@) = I1(,.a)es0rd.n., €cusp(@) et on note ce nombre
fcusp. On remarque que Yeysp lui-méme dépend de 9 et de e. Notons A I'application
diagonale de SL(2,C) dans SL(2,C) x SL(2,C), on vérifie aisément que ©cysp, €cusp
ne dépend que de ¥ o A et de e.

On appelle données cuspidales un couple ¥cysp, €cusp VEérifiant les propriétés suiv-
antes: eysp est un morpisme de Wr x SL(2,C) dans G* dont la restriction & Wg
est bornée et continue et la restriction & SL(2,C) est algébrique et €cysp est un
caractere du centralisateur de 1,5, dans G* satisfaisant a:

Le centralisateur de cysp dans G* est un groupe fini;

Yeusp €St sans trou (c’est une terminologie que j'ai déja employée) c’est-a-dire
que si (p,a) € Jord(y) avec a > 2 alors (p,a —2) € Jord(y);

€cusp €St alterné, c’est-a-dire que pour tout (p,a) € Jord(y) tel que a > 2,
Ecusp(Ps @) = —€cusp(p, @ — 2) avec la convention que €cyps(p,0) =0 sia = 2.

On remarque que le couple (Yeusp, €cusp) du paragraphe précédent est bien une
donnée cuspidale. On fixe 9, € et on fait I’hypothése suivante:

Hypothese. On admet que l'on sait associer une représentation cuspidale,
T(Veusps €cusp) de G(n— Ny c)4.,., au couple (Yeusp, €cusp) Vérifiant Uhypothése de
base suivante:

Soit p comme ci-dessus tel que Jord,(v) # 0; Uinduite p||* X T(teusps €cusp) €5t
irréductible pour tout s € R sauf précisément s = £(by ..., ccns, +1)/2 (la notation

ptbeusprcensy €St celle de [l mais c’est aussi I’élément mazimum de Jord,(Yeusp)
quand cet ensemble est non vide et 0 ou -1 quand Jord,(Yeyusp) est vide.)

Une conjecture que j’ai déja formulée est qu’il y a une bijection entre l’ensemble
des représentations cuspidales de G (a isomorphie preés) et l’ensemble des données
cuspidales (4 conjugaison prés) vérifiant les propriétés ci-dessus. Cette bijection
n’est pas uniquement déterminée par les propriétés ci-dessus mais peu s’en faut; la
difficulté apparait dans la valeur de €(p,a) quand a = 1. Je ne crois pas qu’il y ait
une facon réellement canonique de fixer cette correspondance. Ici nous n'utilisons
qu’une partie de cette conjecture.

L’hypothese faite ici est beaucoup plus faible, en particulier on attire l’attention
du lecteur sur le fait que l'on n’a fait d’hypothése sur les points de réductibilité
que pour les p ~ p* telles que Jord,(y) # 0. On a vraiment gagné quelque chose
et lintérét de ce gain est ce que l'on peut tirer de [2]10.3 comme expliqué en [10]
(paragraphe Remarques sur Uhypothése, points de réductibilité des induites de cus-
pidales).

2.2. Convention importante. Suivant la suggestion du référé, nous avons choisi
finalement de prendre les hypothéses minimales nécessaires pour nos constructions;
cela nous oblige a limiter les représentations p cuspidales qui interviennent dans les
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énoncés ci-dessous a celles pour lesquelles on connait les points de réductibilités des
induites p| |* X T(Yeusp, Ecusp); cela inclut tous les p telles que Jord, () # 0.

2.3. Propriétés de base.

Définition. Soient 7 une représentation lisse irréductible de G(n) et p une représen-
tation cuspidale irréductible, unitaire, de GL(d,, F') comme en[Z2] Soit aussi z € R;
on dit que Jac,| |+ (m) # 0 si 7 est sous-module d’une induite de la forme p| [* x 7', o
7’ est convenable de G(n—d,). Plus précisément, on considere le module de Jacquet
de 7 relativement au parabolique standard (on a évidemment fixé un parabolique
minimal) de Levi GL(d,) x G(n —d,) et son facteur direct sur lequel GL(d,) opere
par un multiple de la représentation cuspidale p| |*; on note ce facteur direct m[p, .
Quand 7[p, z] est de la forme p| |* ®IT’, on note cette représentation II" = Jac, |« .
Quand cette hypothese n’est pas vérifiée, il est commode de définir Jac, = (7) dans
le groupe de Grothendieck des représentations de G(n — d,) et cela interprete cor-
rectement ’assertion Jac,| |- (m) # 0. Mais dans ce papier, nous n’avons pas besoin
de connaitre Jac, =7 dans ce cas plus général dont je ne sais d’ailleurs pas s’il peut
se produire.

Remarque. Soit p,x comme ci-dessus et 7’ une représentation irréductible d’un
groupe de méme type que G. Soit 7 un sous-module irréductible de I'induite o :=
pl|* x 7'; on suppose que x # 0 et que Jac,|-=m # 0 alors que Jac,||-=7" = 0.
Alors o est irréductible.

L’hypothese sur m assure que 7 est isomorphe a un sous-module irréductible de
Pinduite p| |~® x 7’ (réciprocité de Frobenius). D’apres la remarque faite & la fin de
[ cela entraine que 7 est isomorphe & un quotient irréductible de o. D’autre part
pl|™® ® «’ intervient avec la méme multiplicité (1 en 'occurence) dans le module
de Jacquet de 7 et dans celui de o. Ainsi 7 intervient avec multiplicité 1 dans
o et c’est donc un facteur direct. Mais la réciprocité de Frobenius montre encore
que ¢ n’a qu’un unique sous-module irréductible et o coincide donc avec 7 et est
irréductible comme annoncé.

Le but est d’associer & tout couple (1, €) une représentation irréductible, 7(¢, €)
qui dans le cas cuspidal est I'application dont ’existence est supposée. Ceci est
expliqué dans l'introduction et 'hypothese faite est celle du paragraphe précédent
la définition précise est donné dans le paragraphe suivant, on a besoin des propriétés
ci-dessous pour que la définition ait un sens.

On donne d’abord quelques propriétés de base de ces représentations; ce sont
des propriétés techniques qui sont la pour justifier les définitions. Elles seront
démontrées apres les définitions. Dans ce qui suit x est toujours un réel.

Propriétés, énoncé.
MODULE DE JACQUET: Jacy|=(m(1),€)) # 0 nécessite que 2|x| + 1 € Jord, (),
2|l" +1> bpﬂp)e et r = 52|x‘+1‘.’£|.

IRREDUCTIBILITE NON UNITAIRE: On suppose que soit z > 1/2 et 2z — 1 ¢
Jord, (1)) soit que 0 < < (byy,e—1)/2, alors I'induite p| |* x7 (1, €) est irréductible.

(IRR)REDUCTIBILITE UNITAIRE: L’induite p X m(1,€) est irréductible quand 1 €
Jord, (1)) et semi-simple sans multiplicité de longueur 2 sinon. Soit 7 I'un des sous-
modules irréductible ou toute 'induite quand celle-ci est irréductible, alors I'induite
p X - X px T est irréductible pour autant de facteurs que l'on veut de p.



SUR CERTAINS PAQUETS D’ARTHUR 95

On a déja défini (¢',€') a partir de (¢0,€). On va aussi avoir besoin d’un couple
(1,€) quand a, .y = byype + 2, avec b,y # 0,1; sous cette hypothese, (1), €)
s’obtient en enlevant a Jord, (1) tous ses éléments inférieurs ou égaux a a, .y, et en
les remplagant par les triplets (p, & +2, —0,.4.c) pour o < by 4 ¢ (en incluant a =0
si by €st pair) et on définit é(a) = e(r) pour o € Jord,(¢) avec a > a, . €t
&) = e(a — 2) pour a € Jord, (1) et a < a, .. Une autre fagon de présenter
les choses est de séparer le cas ol b, .. est pair de celui ou il est impair; dans
le premier cas, on enleve seulement (p,a,yp.c;0pp,.) €t on remplace les triplets
(p, @, 04) pour o < by, . par (p,a, —d,.,c) mais € change aussi en €(a) = —e(a)
pour tout o < b, 4. Dans le cas ol b,y . est impair, on enleve & Jord,(y) a la
fois (p, ap,p,e, 0p,p,c) €6 (P, 1) et le reste est comme dans le cas pair, changement de
0o €0 —0p . €t €(a) = —€(a) pour 1 < a < by e

Si by =1et appe=3o0usibyyc=0ecta,y.=2,onpose (¥,& = (V,¢)
uniquement pour unifier les notations. R

On peut remarquer que (wcusp; 6cusp) = (wcuspa gcusp)-

2.4. Définition, premiere étape. On justifiera les définitions apres les avoir
énoncées mais on a besoin de la notation suivante, soit [z,y] un segment, crois-
sant ou décroissant dont les bornes peuvent étre des demi-entiers; la représentation
de GL((y — x +1)d,) induite p||* X --- X p[|¥ a un unique sous-module irréductible
d’apres les résultats maintenant standard de Zelevinsky; on note ce sous-module
DI, ol ).

Plus généralement, on noter entre () le socle de la représentation écrite entre
les crochets (le socle est la somme des sous-modules irréductibles, en fait dans ce
travail le socle sera toujours irréductible).

Dans ce qui suite on fixe p; il est extrémement facile de vérifier que ces définitions
sont, en fait indépendantes de ce choix. Cela vient du fait que pour tout z,y des
nombres réels et pour tout p, p’ cuspidales unitaires de groupes lindaires, I'induites
plI* x p'||Y est irréductible. On montrera les assertions de 1'énoncé ci-dessous
en admettant par récurrence les propriétés de base pour les groupes G(n') avec
n’ < n. Et ensuite on démontrera les propriétés de base pour les représentations
ainsi construites. La construction se fait donc par induction et nécessite une double
démonstration comme expliquée.

Définition, construction.

1. On suppose que a, e > bpype + 2 ou que b,y = 0; alors I'induite
pl|%e0 e (@pwe=1)/2 (¢’ €') a un unique sous-module irréductible et c’est
cette représentation que ’on note 7(v,€).

2. On suppose que Jord, (1) est formé d’entiers pairs et que a, y.c = bpp,e +
2; alors la représentation induite (p| \5“»%6(“"*‘“_1)/2,...,p| |5ap,w,€1/2> X
77(1/3,(5) a un unique sous-module irréductible. C’est ce sous-module que
Pon appelle 7 (¢, €).

3. On suppose que Jord, (1)) est formé d’entiers impairs et que a, e = bp e+
2, avec b, ¢ # 1; alors les représentations induites

(p| [P2ouwe o =D/2 15y (4, €)
et

R | A e S (N
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ont exactement un sous-module irréductible en commun et (1), €) est par
définition ce sous-module irréductible.

4. On suppose simplement que a, e = bpype +2 €t b,y # 0 est impair;
la. représentation induite (p||>2ww.c (@ove=D/2 o700 Bowe /2y
(¢, €') a exactement 2 sous-modules irréductibles et 7(1), €) est 'un d’eux.

On suppose que b, y.c = app,.c —2 > 0 et est pair, alors
0 R N | L R ()

Dans le cas 1, on doit montrer 'unicité du sous-module irréductible de I’induite
p| |20 e @ovne =D/2 5 (47 €!). Clest immédiat par un calcul de module de Jacquet
car, par la propriété de base "Module de Jacquet”, Jacp| Papisc mp,,,,’;l)/zﬂ'(qp’7 €)=
0 puisque a, y  n'est pas dans Jord,(¢’).

L’unicité affirmée au cas 2 n’est pas plus compliquée; on utilise ici le fait que pour
tout & € [1/2, (app,e—1)/2], Jac, 5,.p,2m(, €) = 0 car (p, 2241, 05 4.c) ¢ Jord(v);
c’est la présence du signe d, 4 . qui assure cela.

Le cas 3 est plus pénible; on calcule la multiplicité de la représentation

R ol (e

z€l(ap,p,c—1)/2,0]

dans le module de Jacquet de la représentation induite o := (p| |%rv-c(@pv.c=1)/2

cp) X (1, €). On calcule d’abord Jacp‘ o (@p =1 /20 cela vaut
(p| |0relapw.e=3)/2 b} x 7(1),€) et puis de proche en proche on calcule, pour
variant comme ci-dessus, Jac, 15,0, ---Jacp‘ 0.6 (@p,p,e=1)/20 Et tant que z > 0,
on trouve (p||%w<@=1 p) x 7(1h,€); pour cela on utilise & chaque fois le fait
que, par les propriétés de base, pour ces valeurs de z, Jacp‘ |ap71,,,€x7r(z;, €) = 0. Par
contre pour x = 0, comme p ~ p*, il y a une multiplicité 2 qui arrive. Cela entraine
que la multiplicité de la représentation ®ye((a, ., .~1)/2,00l |0pw.c% @ (1), €) dans le
module de Jacquet de o est exactement 2. Ainsi, par réciprocité, la représentation
induite o a au plus 2 sous-modules irréductibles. On vérifie (en utilisant la définition
de 7 (1, €)) qu’il existe une inclusion:

m(1), &) — (p||orwe, .., p| | TOeweCrwe = /2y s (| €.

Maintenant, d’apres les résultats bien connus de Zelevinski, la représentation de
GL(N,F) (N convenable) induite

<p| |5p,w,5(a,,,w,5—1)/27 cee 7p> X <P‘ |_6P’w'e7 cee 7p| |—5p,w,5(bp,¢,5—1)/2>

est de longueur 2, le sous-module irréductible est {p| |~%ewc, ..., p| |0p e (bovc=1)/2)
et on note le quotient irréductible

(Pl 7000y pl [0t DI2), (] rctnsc /2, g,
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On a alors les morphismes équivariants suivants:
0

1
((pl [70rwwe, o pl [Tornelbown D) (pf [Povncltomie —1) /2, p)) x (4, €') =2 0

1
o — <p| |5wa,€(a9,w,e*1)/2’ ceey p> X <p| ‘75/77%(’ . 7p| |*‘sp,w,€(bp,¢,e*1)/2> X W(wla 6/)
<,0‘ |5pﬂb,e(a0ﬂ/’=e—1)/2’ o ’p| |—'5p,w,e(bp,w,e—1)/2> X 7T(’¢/, 6/) =: 0,

T
0

On montre que o N oy est non nul en calculant la multiplicité de la représentation
7= p||%evclov D2 @ ... @ p@w(ih,€) dans le module de Jacquet de 04; cette
multiplicité est 1, alors qu’elle est 2 dans le module de Jacquet de o. Ainsi o
et o, ont au moins un sous-module irréductible en commun. Notons o; un tel
sous-module et on veut montrer que oy est unique. Pour pouvoir conclure, il faut
calculer plus précisément les modules de Jacquet successifs, Jac, - - - J acy| Sp e "
JAC |15, c g =1)/2 (0s). D’apres les résultats de Bernstein-Zelevinski, ce terme a
une filtration dont le gradué a un terme isomorphe & ®z€[ép,q/,,e(a,),«/;,rl)/Q,O] pl1*®

(p| |70ewie, o, p| | TOpwseowe=1)/2Y 5 (3! €'), un autre terme isomorphe &
x o (b —1)/2 4 . A :
Qzel6, .. (ay.—1)/2,0 P T© (ol [P0 Gooe /2 p| [Pee) x m(yf, ). Mais 7
est un sous-module de la premiere induite écrite et est un quotient de la deuxieme
induite écrite sans en étre un sous-module (en effet si ¢’était un sous-module, alors
Jacpl ‘%Me(bmw’;l)mw(d),€) # 0 ce qui est exclu par les propriétés de base pour

(1, €)). De plus, cela décrit toutes les apparitions de 7 comme sous-quotient du
module de Jacquet. Comme 7 est un sous-module du module de Jacquet de tout
sous-module de o, cela entraine que o, contient au plus un sous-module irréductible
isomorphe & un sous-module de o. Cela permet de terminer le cas 3.

Pour le cas 4; le nombre de sous-modules irréductibles de I’induite

<P| |6wa,€(ap,w,€*1)/2, ey ,0‘ |*5ﬂﬂ/z,e(bp,w‘6*1)/2> X W(wlv 6/)

est inférieur ou égal a la multiplicité de la représentation
(pl pwanss=D/2, ) [~SouwelBpne=DI2) g (3 &)

dans le module de Jacquet de l'induite. Un calcul facile qui utilise la premiere
des propriétés de base montre que cette multiplicité est 2. Il y a donc au plus 2
sous-modules et il faut montrer qu’elle est exactement 2. Supposons d’abord que
bppe = 1; ici on doit montrer que l'induite (p|[%+<, p) x 7(¢/,€') a exactement
2 sous-modules irréductibles. Par la 3e propriété de base, on sait que l'induite
pxm(y' €) est semi-simple de longueur 2, sans multiplicité; on la décompose donc
en my @ m_. Et on a une inclusion:

(pl 125, p) x (W €)= pl [P0 x p x (@, €) = p| |Pore xmy @ p| [Pne x
Par un calcul de module de Jacquet, on vérifie que pour { = 4, I'intersection

(pl [P0, p) x (W €) N p| [P x
ne peut étre une inclusion de la premiere représentation dans la seconde, mais ceci

entraine aussi que cette intersection ne peut étre vide. D’ou l'existence de 2 sous-
modules irréductibles distincts et, d’ailleurs, non isomorphes car avec des modules
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de Jacquet non isomorphes. Le cas ou b,y . 7# 1 mais impair se traite de facon
similaire.

Il reste & démontrer 5 sous les hypotheses qui y sont faites. En appliquant le cas
1 de proche en proche pour 71'(1;, €) (ce qui est loisible), on vérifie qu’il existe une
inclusion:

T(1h, &) > p| |00 t/2 oo p| [TOrwe o mD/2 (€.

Il existe donc un sous-quotient irréductible o de I'induite pour le groupe linéaire
convenable
T(1h, €) > p| | Owet/2 ot p| |[TOrwne (o =1)/2
tel que
(1, €) — o x (', ).
En utilisant les propriétés des modules de Jacquet par induction, on vérifie que la
seule possibilité est que o soit précisément le sous-module de I'induite écrite. Ainsi

(1, €) = (pl ‘6P'w’5(ap’w’5_1)/27 Pl |6p,¢,51/2>
2, ][O VP2 ()

L’induite pour le groupe linéaire convenable

(pl [P c(onvc DI g s 2) s (p] |“00el/2, L |~SoecCooc=D/2)

est de longueur exactement 2, son sous-module irréductible est

<p‘ |6p,1/1,€(ap,1/1,€71)/27 . 7p| |760,1/1,6(bp,1/1,671)/2>

et on note oy son quotient irréductible. Il suffit donc de vérifier que 7(v, €) n’est
pas sous-module de o¢ x 7(¢)',€). Pour cela il suffit de prouver que le module de
Jacquet de cette induite ne contient pas de terme de la forme:

ol |6p,'¢',e(ap,w,5_1)/2 ® - ®pl |6p,¢,,51//2 @7

ol 7" est n’importe quelle représentation. Pour le voir on peut encore remplacer
oo X w(¢', €) par une induite de la forme:

pl P00t/ s pf o312 s (pf [~ 12, pf Src1/2) s,

avec Jac, ‘5,)11/,,6177”’ = 0 pour tout = € [1/2,(ap .y — 1)/2]; et lassertion résulte
alors des formules de Bernstein-Zelevinsky.

2.5. Preuve de la propriétés de base, module de Jacquet. Bien que les
définitions ne soient pas terminées, on peut déja démontrer des propriétés de base
de On fixe donc (¢, €).

Propriétés des modules de Jacquet. Fixons p et z; on suppose que Jac,| =7 (1), €) #
0. Supposons d’abord que a, e > b, c+2. Onadéfini (v, ') et on sait que 7(1, €)
est un sous-module de 'induite pl| |9 (@ow.c=1)/2 5 (¢’ €'). Les résultats main-
tenant standard de Bernstein et Zelevinski, montrent que soit & = 6, y.c(app,c—1)/2
soit Jac,||= (m(¢',€')) # 0 soit & = =6, 4.c(ap,p,c —1)/2. Le premier cas est une des
valeurs autorisées. Examinons le deuxieme cas, c’est-a-dire Jac,|=7(¢’,€) # 0.
Rappelons que b,y € {app,c —2,bp4.}. Par récurrence, si Jacyj«m(¢’,€) # 0,
on sait que 2|x| + 1 € Jord(y'), 2|x| + 1 > b, 4 et que le signe de x est da)z)41-
Comme Jord(y)') = Jord(y) \ {(p, apup.e:0pp,e)} UApsappe — 2,055}, le seul
cas a exclure est celui ot b, yr e = bpype < Qpuype —2 = Qpyre €6 T = 2o 1=
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Oppe(@pape —3)/2. Par construction de 7(1)’,€’), cette représentation est sous-
module d’une induite de la forme p||*® x 7, ou 7" est convenable; ce sont les
définitions données ot on a en plus Jac| |z 7' = 0. Par unicité, on vérifie qu’alors:

(%) m(¥,€) = (pl [T, pl [70) > @’
et Jac,||=o de cette induite est 0. D’ott Jac||=o7(,€) = 0.

Il reste encore a éliminer le dernier cas, © = 1 1= =0, y,c(app,c — 1)/2. Le cas
Ol @p ' 0 = Gpap,e — 2 résulte de (x) ci-dessus démontré sous les mémes hypotheses
des que 'on a vérifié que Jac, =1 7" = 0, ce qui est facile. Considérons donc le cas
Ol b yrer = Appe —

Lassertion Jac,| = m(1), €) # 0 est équivalente a assertion p| |9 (@rw.c=1)/2
(¢, €') est irréductible comme on 'a remarqué au début de 231 Mais 7 (1), €) en
est aussi un sous-module par définition, et elle n’intervient qu’avec multiplicité 1
dans cette induite parce que p| |%-v-<(%ow.c=1)/2 @ (1)’ €') intervient avec la méme
multiplicité (1 en Poccurence) dans le module de Jacquet de 7 (v, €) et dans celui
de I'induite. Il faut donc démontrer que cette induite n’est pas irréductible.

Il faut encore distinguer le cas oll a, 4, est défini de celui ou il ne I'est pas
(c’est-a-dire il est infini). Dans le deuxiéme cas, si w(¢)’, €') est cuspidal cela résulte
de la définition des blocs de Jordan et donc des propriétés que nous avons admises
dans ”hypothese”; c’est d’ailleurs le cas de base clé méme si c’est le plus simple.
Supposons encore que l'on ait dans le 2e cas mais que 7(¢)’, €) n’est pas cuspidal;
on distingue encore les 2 cas suivants; il existe p’ # p mais avec les mémes pro-
priétés et &’ # 0 tel que w(¢', €) = (p| |I/ x (", €")) ot " €’ se déduit de ¢, €
en remplagant un bloc de Jord(y') (p',a’,8") en (p',a’ — 2,¢") et en définissant
convenablement €”; il est utile de remarquer que (p’,a’,d’) est aussi dans Jord().
Par hypothese de récurrence p| |%ev.<(@o.v.c=1/2 5 ()" ) n’est pas irréductible
et d’apres ce qui précede contient un unique sous-module irréductible que 1’on
identifie comme étant 7 (11, €1) ol ¥ se déduit de ¥ en remplacant (p’,a’,€’) par
(p',a’ — 2,4¢") dans l'ensemble de ses blocs de Jordan. On a donc maintenant:

pl[Pow (o DI s (! ) o pf Prvelnn T2 pl |7 () )
= /|77 pl vl D (),

et cette derniére représentation contient linduite p||[*" x m(31,€1). On montre
maintenant que, l'intersection étant prise dans I'induite du milieu:

pl G DI e () U Pl |7 x (b1, e1) # 0
en calculant simplement la multiplicité du terme
p/‘ |x’ ® p| |5p,w,e(ap,w,e—1)/2 ® 71'(1/}”,6”)

dans le module de Jacquet de chacune des induites écrités; il vaut exactement 1 a
chaque fois. Il n’y a plus qu’a remarquer que dans le module de Jacquet de cette
intersection on ne trouve pas p| | =% ¥:(@e.v.c=1/2 @ 1(¢)/, €') car il ne se trouve pas
dans le module de Jacquet de p| [*" x 7(t1,€;). Ainsi Vintersection n’épuise pas
I’induite
pl POV sy ).

Ceci prouve sa réductibilité. Il reste a regarder le cas ou w(¢’,€) est 'un des 2
sous-modules irréductibles d’une induite de la forme

PP 1Y) x (@),
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On procede exactement de la méme facon.

Dans le premier cas, c’est-a-dire celui out a, e est défini, on a alors a, g/ o >
Gpape = bp e +2. Démontrer I'irréductibilité pour d, 4 est équivalente a la méme
assertion pour d, ... changé en —6, 4. On va donc supposer que 6, e = 0.y e’
On se ramene aussi sans difficulté au cas ou ay /e = app,e + 2. En définissant
(", €") a partir de (¢, ¢') comme on a défini (¢, €') & partir de (¢, €) et en posant
0 = 0py e = 0pape (Par hypothese), on vérifie que

ﬂ(¢,€) AN P| |6(ap,w7€71)/2 % P| ‘5(ap,w16+1)/2 % 7T(1/J”,€N).

Ainsi, deux cas sont possibles:

1(1,€) = {p][¥0n5 D72, ]| o0sH/2) (7

716, ) = (p] o0 +1)/2, ] [Towrsc=D/2) s (", ).
Dans le premier cas, avec les propriétés de base par récurrence pour (¢”,€’), on
vérifie aisément que

Jac ol |6(Cbp,’¢,e_1)/2’p‘ |6(ap,w,€+1)/2> (", ") =0

ol ‘75(ap’w1571)/2<
ce qui, a fortiori, donne Jacp‘ lﬂs(aﬂ’w,(fl)/zw(w, €) = 0 comme cherché. On suppose
donc que 'on est dans le deuxieéme cas. Comme on doit avoir Jacp‘ LI —1y2m (¢, €)
# 0, le deuxieme cas n’est possible que si Jacp‘ |a(ap,¢,ﬁ_1>/27r(1/1”, €") # 0. Avec les

propriétés de base, cela entraine que a, e > b,y v €t donc que €' (p,ap,p.c) =
€' (p,apyr e —2). Le premier signe n’est autre que €(p, a, 4. +2) et le deuxieme
est €(p, ap ), Mais ceci ne nous sert pas. On vérifie simplement que cela entraine
une inclusion pour (¢, €"”") défini a partir de (0", €”):
7(€) o pl fprvean 2
X (pl P ensetDI2 gl [“Onelonin a2 (", ),

Or on a, grice a la propriété de base dite d’irréductibilité non unitaire de 7 ("', €'")
pour le 2e isomorphisme ci-dessous:

p| ‘5;),1/),5(‘7«;),1/),5*1)/2 X <p‘ |5p,«/z,e(ap,«/;,e+1)/2 p| |769,w,e(ap,w,e*3)/2> X 7'('('1/}//,, 6”/)

~ <p| |5p,w,s(ap,w,e+1)/2’ . 7p| ‘—5p,w,e(ap,w,s—3)/2> X p| |5p,w,e(ap,w,e—1)/2 X W(¢///, 6”’)

geeey

~ (p| |z§p,w,e(tz;a,«/z,eJrl)/Z7 ) ‘75p,1/),6(ap,w7673)/2> X pl |7ép,1,,,€(ap,1,,,€71)/2 % 7_‘_(w///’ 6///)

et la suite exacte:

0
(p| |70 @owe=1)/2 (p| |Ppiwse(@pnetD)/2 0l | =00 we (@, e =3)/2)) s (™€)
(p| |0ove@owctD/2 ol |=00w.e(@p,e=3)/2Y 5 p| |[=0pwe(@owc=1)/2 s (o ")
(pl [Prvl0me D2 pf [“0nvec O =012} s (7, )
T
0

L’image de 7(1), €) dans le quotient est nécessairement 0 car Jacp‘ |a<ap,¢,€71>/27r(@[1, €)
# 0. Et on obtient la propriété cherchée en remarquant que

JaC ) - s(apg -z {p| [P @t DI2 || “Bewnelana/2) s (" M) = 0.
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On a ainsi terminé la preuve de la propriété de base pour les modules de Jacquet
des représentations 7(1, €) quand a, e > by e + 2.

Supposons que l'on ait a, e = bppe + 2 mais que b,y > 2. Ainsi 7(¢, €) —
(p| [Pore(@owne =112 5T st (4h, €) avec 29 = 0,4.c1/2 ou 0 suivant que Jord, (1)
est formé d’entiers pairs ou impairs; mais aussi 7(1,€) — (p| |6P,’¢',e(ap,’¢',e_1)/2’
ooy pl [0 o= D/2y e (! €). Ainsi si Jacy) - (m(1,€)) # 0, les modules de
Jacquet de chacune de ces induites doivent avoir un sous-quotient de la forme
pl|* x . Cela permet de conclure; on ne fait pas les détails, c’est beaucoup plus
facile que la démonstration ci-dessus.

Dans le cas ol by, = 1 ou 0 et ay e = by y,e + 2, on ne dispose plus que d'une
induite; dans le cas ou Jord, () est formé d’entiers pairs, il faut encore montrer

que Jordp| ‘76p’¢yel/27T(¢, €) = 0. Encore une fois, cela revient & démontrer que la

représentation induite p| |/2 x 7(¢’, €') est réductible (cf la remarque du début de
23). Cela se fait par récurrence comme ci-dessus, la base de la récurrence étant le
cas cuspidal ou on utilise la définition des blocs de Jordan.

Le cas out Jord, () est formé d’entiers impairs est plus difficile. Il faut démontrer
que Jac,m(1),€) = 0; nous allons le faire en détail. On remarque que l'induite
o = {(p||%<, p) x (1), €') a un unique quotient irréductible: cela revient au méme
(cf la propriété qui termine [1) que de calculer les sous-modules irréductibles de
Iinduite (p, p| |%7¥<) x 7(¢',€'). Or Jac, 5,.0.c Jac, (o) ~ (', €') est irréductible
d’ou D'assertion par réciprocité de Frobenius. On sait que o a 2 sous-modules
irréductibles que 1'on note o1 et o2; 'un des 2, disons o1 = 7(¢),€). En tant que
sous-quotient irréductible de I'induite, o1 et oy interviennent avec multiplicité 1.
Supposons que Jac,o1 # 0. On calcule Jac, de I'induite et cela vaut p| |Opue x
m(y’, €"). D’apres la propriété de base sur l'irréductibilité appliquée par récurrence
a m(¢’, €), cette derniere induite est irréductible. Ainsi Jac,0, coincide avec cette
induite irréductible. Ainsi le module de Jacquet de Jac, s, .. Jac,o1 # 0 et o3

est aussi quotient de I'induite (p| |°»#<, p) x 7(¢’, ¢’). La multiplicité 1 assure alors
que o1 est facteur direct et ’existence de o9 empéche l'irréductibilité; cela contredit
I'unicité du quotient irréductible et termine la preuve.

2.6. Fin des définitions. Il reste donc un cas ou (1, €) n’a pas été défini, c’est
celui ot b,y = 1 et a,y . = 3. On reprend la notation (¢',€') déja introduite;
d’aprés la propriété de réductibilité appliquée a (¢, €’), on sait que o’ := p x
m(¢', €') est semi-simple de longueur 2 et sans multiplicité. On écrit donc cette
induite sous la forme 7 @ m_. On reviendra ci-dessous sur les choix dans cette
décomposition. Et on note (¢, €) I'unique sous-module irréductible de p| |% x 7,
oll ¢ = €(p,3)d,3. Il semble intéressant de faire dépendre le choix de cette fagon.
Au sujet du choix dans la décomposition de ¢’: considérons d’abord le cas o
Jord, (1)) ne contient que 2 éléments; il n’y a aucun choix canonique (& mon sens)
dans ce cas pour séparer les 2 sous-modules de ¢’ et on fait donc n’importe quel
choix ici. Par contre si Jord, (1) contient au moins 3 éléments, on peut distinguer
les 2 sous-modules, en considérant par récurrence que les choix ont été faits pour
les groupes plus petits. Pour cela, on remarque que a, .y, est bien défini (c’est
I’élément minimal de Jord,(v’)). On définit alors (¢, €”) a partir de (¢/,€’) en
remplacant simplement dans Jord,(¢"), .y par 1. On a une inclusion

T, €) o (p] Pt Consnict SO ) Bt ().
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Ainsi

O'/ — px <P| |6pyw/‘el(ap,wlyelfl)/2’ o 7p| |(Sp’w/7€/> % W(Q/JN,EH).
Or on a la suite exacte
0+ {p (pl s Ot D12 g s

—px <p| |5p,w’,5/(ap,w/,e’—l)/Q, el P‘ |5p,w/,5/> N <,0‘ |5p,w’,s’(ap,w’,e/_l)/27 o 7p> —0.
On pose
0'; =o' N <p7 <p| |5p,w/,e’(%,w’,s’_1)/27 o 7pl |6p1,¢,/,5/>> % 7_‘_(w//7 6//)7
o, I'image de o’ dans (p| Spwrer o =D/2 oY s () €).

Ainsi ¢’ est la somme de ces 2 représentations en admettant le cas ol 'une pourrait
étre nulle et ’autre non irréductible; si aucune des 2 n’est nulle, puisque I’on sait que
o’ est semi-simple de longeur 2, chacune est irréductible. Il est facile de vérifier que

ni o ni oy ne sont nuls: en effet on calcule Jac,o’ qui vaut 2 fois 7(’,¢’). On cal-

cule Jac,o:

’: ¢est un sous-quotient de 7 := (p| |%o e’ (G s =D/2 ol ey x
m(¥",€"). On a la méme assertion pour Jac,oy. Mais m(1)’, €') n'intervient qu’avec
multiplicité 1 dans I'induite 7 et ¢’ ne peut donc étre réduite ni a of, ni a oy.

Un choix raisonable me semble étre o, = Wé(ap,w/.a) et ol = 77’_6(%11/)/‘6,). Mais
il y a stirement des situations ou cela n’est pas le meilleur choix. Mais ce choix

n’influe pas sur les résultats de stabilité par exemple.
2.7. Propriétés d’irréductibilité.

Proposition. On fize (1, €) d’ot appc,bpape €t 0pape. On fize aussi x > 1/2 tel
que soit 2z — 1 ¢ Jord,(v) U {0} soit 2z 4+ 1 < b,y . Alors p||* x w(1),€) est
wrréductible.

Le principe de la démonstration est le suivant dans quasiment tous les cas. On
fixe x > 1/2 et 0 tel que (p,2x+1,0) ¢ Jord,(v); ceci est toujours possible par un
bon choix de 6. Grace a la propriété sur les modules de Jacquet qui vient d’étre
démontrée, on sait que I'induite o := p||° x 7(3),€) a un unique sous-module
irréductible que ’on note 7. De plus la multiplicité de 7 comme sous-quotient de
o est 1 (calcul de module de Jacquet). Il suffit donc de montrer que 7 est aussi
un quotient de o ou, ce qui revient au méme (cf la propriété qui termine [I), un
sous-module de p| |~ x 7(¢, €).

L’idéal pour prouver ce genre de chose est d’utiliser les opérateurs d’entrelace-
ment; il faut en définir un qui soit holomorphe de p| [°* x 7(1, €) — p| |79% x (2, €)
et montrer qu’il est injectif. Je n’ai pas choisi cette voie ici car il y a des difficultés
que je ne sais pas résoudre. On va utiliser une méthode avec les modules de Jacquet.

Revenons donc a la situation ci-dessus; pour montrer que 7 est sous-module de
pl |79 x m(1, €) il suffit de démontrer que Jacy||-s=T # 0 si Jac,||-s=7(Y,€) = 0.
Dans les cas ot Jac,||-s=m(1),€) # 0 on vérifiera que cette projection du module
de Jacquet est irréductible; on calcule alors le module de Jacquet le long dun
parabolique de Levi GL(2d,) x G(n—2d,) et on le projette sur le support cuspidal
de GL(2d,), qui est aussi celui de I'induite irréductible de ce groupe, p| | %% x p| |~°%
et il suffit de démontrer que ce module de Jacquet pour 7 est non nul.

Pour démontrer que Jac, |-s.7 # 0, il suffit de trouver une représentation
irréductible d’'un GL convenable, notée T', et un couple (1, €1) tels que

les représentations d’un GL convenable p||** x T soient irréductibles;
pl1* x w(4n, €1) soit aussi irréductible;
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et w(1, €) est un sous-module de T' x (1)1, €1).

Car alors:

T pl P x (v, €) = pl 17 X T x m(Yhy, 1)
=T x p| | xw(n,e1) = T x pl |7 x (1, 1) = p| [T X T x 7wy, €0).

Ce qui donne une inclusion 7 < p||~%% x 7/ avec 7/ une représentation convenable
de G(n). On va faire une liste des cas que cela régle. On suppose d’abord que
e(p, app.e) # €(p,bpye)-

Cas ou (p,2z + 1) ¢ Jord,(¢) et © # (apyp,e — 3)/2. 1l suffit de prendre
T := p| |Prwc(@owc=D/2 ot (1, 61) = (¢, €'). L'irréductibilité de p| |[=* x T vient de
Phypothese sur x et du fait que = # (a+ 1)/2 par 'hypothese générale. L’irréduct-
ibilité de p||* x w(¢’',€') vient de ce que z vérifie les bonnes hypothéses pour
(¢, €); ici on utilise le fait que b,y 0 > b,y et que Jord,(Y') = Jord,(v) \
(pv Ap e, 5p,1/},e) U (pv Apape — 2, 5p,111,5)'

Cas ou (p,2x + 1) € Jord,(y) mais 2z + 1 # apye. On prend les mémes
T et (Y1,€1) que ci-dessus. Il y a 2 points supplémentaires a vérifier; d’abord
que Jacp| |5p72z+1z7r(¢, €) est irréductible ou nul. L’hypothese sur x assure que soit
(p,20—1) & Jord,(¢) soit 2z+1 < b, 4 ¢, cas de nullité du Jac. S’il y a non nullité
le Jac correspondant est isomorphe a (12, €2) ot Jord(vpz) = Jord(y) \ (p, 22 +
1,0p2241) U (p,20 — 1,0, 2241) avec ez qui se déduit de e de fagon évidente; d’olt
Iirréductibilité. Ensuite, on obtient

T pl [T X T x p| |7 x m(t2, €2)

~ p| 7% % p| 7% X T x w(tha, €2).

D’ott encore Jacy| -5z |-5=T # 0 et c’est ce que I'on voulait.
Cas ott & = (ap,yp,c — 3)/2; on prend les mémes T et (¢, €'). La difficulté ici est
que T x pPe¥:<® n’est pas irréductible. On obtient donc uniquement une inclusion

7o pl [Tl DI T () s T p oI (),

On peut encore remplacer T X p| \5%%6(“9%6_3)/ 2 par un sous-quotient irréductible
convenable. En fait il y a en 2, I'un est (p| |9 (@ow.e=1)/2 p| |9p.0.c(0p,0.6=3)/2) ot
Pautre est (p| |%w<(@ov.c=3)/2 p| |9p.v.c(@0.v.c=1)/2) * On note T celui qui convient
et dans tous les cas, on écrit encore mw(1), ') < p| |%vre(@ow.e=3)/2 5 q(3p" ") car
(ap,d,/,e/,ép,w/,e/) = (ap,,/,,e - 2, (Sp’w’e) alors que bpﬁw/’g/ = bpﬂ/,’g <2r—1= ap’w’e —4.
Donc on continue les inclusions

PRI T % pl |6p,w,€(ap,w,€—3)/2 > 7_{_(w//,.s//) ~ p| |6p,¢15(ap,¢15—3)/2 ~ j—' > 7T(’¢N,€H).

Cela montre encore que Jac,||+(a, ,..~3)/2T # 0 comme cherché.

Cas ol = (ap,p,e — 1)/2 avec toujours €(p, ap ) 7 €(p,bpp.ec). Supposons que
bppe < Gpape —4. On prend alors T' = (p| |0p s (@pue=1)/2 1 | |O0sse (bors,e+3)/2)
et pour (11, ¢€1) le couple qui se déduit de (1, €) en changeant (p, ap e, 0p ) €n
(Pybpap.c +2,0,4.). Lirréductibilité de p| |2rwe(@owc=1)/2 x T est un résultat pour
les groupes linéaires et I'irréductibilité de p| |9 (@ov.c=1/2 % (1)1, €1) est obtenue
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par récurrence en remarquant que (p, a, . — 2) ¢ Jord,(¢1). On a donc encore

T p| [Povecl@wemD/2 5 T (4, €)
[N p| ‘5p,w,e(ap,¢,6_1)/2 X p| |6p,w,e(ap,w,e_1)/2

x (p| |6p,w,e(ap,w,r3)/2, i |5p,w,e(bp,w,<+3)/2> X (11, €1).

Et on obtient encore la non nullité de Jacpl Ppetrne @paine=D/25 ol (Bppc(@ppe=1)/2 T

Supposons maintenant que b,y = a, .y, —4. On sépare encore 2 cas. Celui
ol a, . est aussi 'élément maximal de Jord,(¢). Dans ce cas, avec la notation
traditionnelle (¢, €'), la représentation 7 (', ¢’) n’est pas forcément cuspidale mais
on peut aisément se ramener & ce cas: si elle n’est pas cuspidale, il existe p’ non
isomorphe & p tel que (¢, €') ne soit pas p’ cuspidale. On utilise alors p’ dans
la définition de 7(¢)’,€’) et une récurrence facile donne la propriété du module de
Jacquet cherchée. On suppose donc que 7(¢',€') est cuspidale. Le point est ici de
démontrer, sous I'hypotheése que w(¢)’, ') est cuspidal que

7 1= pl[@ D/ x pl @D/ (s )

est de longueur exactement 2, oll @ = a, 4, avec a, 4. — 2 le plus grand élément
de Jord,(v'). On vérifie aisément que cette induite est soit de longueur 2 soit
contient une série discrete: le module de Jacquet cuspidal a un semi-simplifié
qui est somme de 8 représentations irréductibles qui sont de la forme A¢ ¢ =
p|[$@=D/2 @ p| |€'@=D/2 @ 7 (4 ), avec ¢, € {£1}, chacune intervenant avec
multiplicité 2. De plus ¢ a un unique quotient irréductible, o, qui dans son
module de Jacquet contient la représentation A_ _, nécessairement avec multi-
plicité 2 et un unique sous-module irréductible o, dont le module de Jacquet con-
tient la représentation A, i aussi avec multiplicité 2. Les représentations o et
04 se déduisent 'une de I'autre par l'involution d’Aubert-Schneider-Stuhler. En
outre soit 7 un sous-quotient irréductible de o dont le module de Jacquet con-
tient 'une des représentations A¢ ¢+ avec (¢’ = —, alors il contient aussi I'autre
représentation du méme type & cause de 'irréductibilité de I'induite dans GL(2d),)
de p||(@=D/2 x p||=(@=1/2 (rappelons qu'ici nécessairement a > 2). Si oy a son
module de Jacquet qui contient Ay _ et A_ 1, il en est de méme de o, & cause des
propriétés de l'involution et vice et versa; dans ce cas les modules de Jacquet de
os et o4 épuisent le module de Jacquet de o. Ainsi soit o est de longueur 2, soit le
module de Jacquet de o, ne contient que la représentation A ; avec multiplicité 2;
en particulier o, est une série discrete. Je ne connais pas de moyens élémentaires
pour éliminer ce cas, il faut en référer a Harish-Chandra; c’est ce qui est fait dans
[12] qui de fagon détournée élimine ce cas mais je vais rappeler ici 'argument. Le
point est qu’Harish-Chandra a démontré que pour 7 une série discrete d’un GL con-
venable et o4 une série discrete de G(n), le composé des opérateurs d’entrelacement
standard:

TP % 0qg = 7||7° X 0qg = 7| |® X 04

a, en s = 0 un poéle au plus double; le résultat est di a Harish-Chandra mais la
référence que j'utilise est [19]. Pour calculer ce composé d’opérateur d’entrelace-
ment, qui est le produit par une fonction méromorphe de s, on inclut o4 dans o et



SUR CERTAINS PAQUETS D’ARTHUR 105

on considere la suite des opérateurs suivants:
My(s) = 7] |* % p| |72 x p| |40 e ()
— P @D/ x D2 1|2 x (),
Mp(s) := p| |“7D/2 5 p| 7D 5 | * s (9, €)
— @D/ x [ 7|72 x () ),
My(s) i= pl | @70/ x p] [0D/2 s 7| |7 x (4, )
= 7] % p] [TV 5 pf [TV s (g )

il faut calculer, M3(—s) o Ma(—s) o M1(—s) o M3(s) o Mg( ) o Mi(s). On lapplique
avec T la représentation de Steinberg généralisée < p|[(@=V/2 ... p||~(e=1/2 >
On vérifie grace aux calculs faits par Shahidi pour les groupes hnéaires ([A8]) que
pour ce choix, M;(—s) o M3(s) dans un espace indépendant de s, se traduit par
la multiplication par la fonction méromorphe qui & une fonction holomorphe et
inversible pres (les facteurs espsilon) est (on écrit trés abusivement L(s’) au lieu
de L(p x p,s")) (L(s)L(a + s)"*L(—s —a + 1)L(—s + 1)71)2; en effet 'opérateur
d’entrelacement se fait dans un groupe linéaire (ici  est 'induction dans le groupe
linéaire par rapport au parabolique standard évident dans les notations) et corre-
spond au composé des opérateurs d’entrelacement standard:

pHa 1)/2 (a—1)/2

x pl [TV 7| |75 — 7] |70 < pl| x p| [(e=D/2

= pl D2 p| |4V s

On sait donc que 'opérateur est le produit par une fonction méromorphe de s (c’est
en fait di simplement a lirréductibilité générique de I'induite). Pour cacluler cette
fonction méromorphe, on peut utiliser les résultats fins de [I§] mais on peut méme
aller plus vite: on plonge 7||~* dans linduite p||(*=D/27% x ... x p||~(e=1)/2=5 ¢t
on récrit le méme composé d’opérateurs d’entrelacement en remplagant 7 par cette
induite; on a des espaces plus gros mais le composé est encore la multiplication par
une fonction holomorphe qu’il est cette fois trés facile de calculer en utilisant sim-
plement le résultat le fait que le composé des opérateurs d’entrelacement standard
(pour p cuspidal et z,z’ € C)
plIF % pl [ = pl 1" X pl [* = pl [* % pl ¥
est une fonction méromorphe ayant mémes zéros et mémes poles que la fonction
L(p x p,x —a')L(p x p,a’ —x)/L(p x p,1 +z —a')L(p x p,1 — x + ')

que Von réerit L(px p,z—2")L(px p, 1+x—2') " L(px p, 2’ —x)L(px p, 1+a' —z) L.
Ainsi la fonction cherchée a mémes zéros et mémes poles que (on enléve encore p X p
pour alléger les formules)

Xoel—(a=1)/2.(a-1)/2) L((@a = 1)/2 =€+ 5)°L{(a—1)/2 = L+ s +1)7?
L(—(a—1)/2+¢—8)*L(—(a—1)/2+L—5+1)"2
= L(s)’L(a+ ) *L(—(a — 1) = s)’L(1 = 5)~%,

ce qui est le résultat annoncé.

L’opérateur Ma(—s) o M3(s) lui est holomorphe en s = 0 et non nul; cela est
la définition des blocs de Jordan (cf. par exemple [I2] ou [9]). Quant au composé
Ms(—s)oM;(s) il s'identifie comme ci-dessus au produit par la fonction (L(—s)L(a—
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s)"1L(s —a+1)L(s+ 1)71)2 Cela donne, en composant tout, un pole d’ordre 4.
Et donc la fonction cherchée a aussi un pole d’ordre 4 ce qui est contradictoire avec
le fait que o4 est une série discrete. Cela prouve notre assertion dans ce cas.
Il reste donc le cas ou il existe ay € Jord,(¢) tel que a4 > a,q, et on fixe a
minimum avec cette condition. On pose (11, €1) le couple qui se déduit de (¢, €):
si €(p,ay) = €(p,apy.c), en enlevant & Jord, (1)) a la fois a, e et a4 et on pose
alors

T i pl P (tnva=DI2 s ] o (e =DI g |0 (or.0e D2

si €(p,aq) # €(p,ap ), en remplacant Jord, (1), (p, app.c) par (p,app.c —2) et
(p,a4) par (p,app.e) (le signe 6 n’a pas d’importance) et on pose alors

T i pf [P0t 2/2 (g B (0202 B (2,

On vérifie, que d’apres les définitions, 7(1), €) < T x (1)1, €1 ). Dans certains cas
T est irréductible; il s’agit du cas ot 6, 4 . = day sie(p,apy.e) =€(p,ay) et du cas
ol Spype 7 Oay S €(p,apy.c) # €(p,ay). Dans ces cas d’irréductibilité, on vérifie
encore les isomorphismes, pour 7 = — dans le premier cas et + dans le deuxieme:

T m(abr,er) 2 (pl o 42 D/2, L pf [Poes ne 142002

« p| ‘59,%6(‘19,1&,6_1)/2 X W(wla 61)

~ (p |Far (04172 o) [10ay (@pw.c—1420)/2y
x p| | Toewne(@owemD/2 5 ) )

grace a lirréductibilité de p| |%¢v-<(@ow.e=1/2 % (41, €1); dans le premier cas cette
irréductibilité provient de ce que a,,y.c —2 ¢ Jord,(i1) et dans le deuxieme cas
elle provient de ce que b, 4, ,c, = ap,y,e- Dans le cas d’irréductibilité de T', on pose
T = (p||%e+ (@072 ol [May (@ e=1H2M/2y o 1 |=8p0.e(ap5.c=1)/2 6t dans les
cas out T est réductible, on pose tout simplement 7' = T”. Dans tous les cas T" est
de longueur 2, avec pour n bien choisi, en fait comme ci-dessus, un sous-quotient
isomorphe & Ty := (p| |19+ (@ew,c=1)/2 (| |5“+ (a+71)/2, -] |’75“+(a"'”’€71+2’7)/2>> et
Pautre isomorphe & Ty := (p| %=+ (@+=D/2 o[ |19+ (@pv.c=1)/2)

I existe donc un sous-quotient irréductible de T”, noté T', tel que 7(¢), €) — T x
7(¢1,€1). Le point est que pour ¢ = =+, 'induite du GL convenable, p| |¢(@e.v.c=1)/2
x T est irréductible. C’est clair si T ~ T5 et pour T =~ Ti, si elle n’est pas
irréductible elle contient un sous-quotient isomorphe a p| |£(@e.v.c=1/2 % Ty, Pour
éliminer ce cas, on montre par un calcul de module de Jacquet que la représentation
p| [F(@0w.e=1D/2 % Ty n’intervient qu’avec multiplicité 1 dans Pinduite p| |£(@e.v.c—1)/2
x T". On obtient alors:

7 p| [Orwcllrn TR m(yh€) o pl [T8ppe(pye = 1)/2x T x w4, 1)
m p| [P (@0 D2 T (i, ).
On veut encore continuer par l'inclusion
7 pl o an s D T (i )
— ‘5p,w,e(ap,w,s*1)/2 x pl |5p,w,e(ap,w,e*1)/2

X (p| Por (0r T2 pf [Mes (@reine TIERIIZ) o (4 ).
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On rappelle que Jacpl ‘apvae(%,w,ﬁ_l)/zT x w(11,€1) # 0 car ceci est vrai pour son
sous-module 7(1),€). Mais cela entraine que si 7' ~ T alors 0,y = 7da, et
que si T ~ Ty, alors d, . = —1dq,. Ainsi si T ~ Ty, on a l'assertion cherchée
immédiatement; si T' >~ T5, on obtient ’assertion en refaisant en sens inverse:

T x 71'(1/}1, 61) — <p‘ |6a+ (a+—1)/2’ L. 7p| |_‘Sp,w,e(ap,'w,e—1+277)/2>
R A (N
~ (p||Par @+ =12 ol [Py (@pun e mIHIN/2y o) 18pe(ap,p,e—1)/2

X T(r, €1) o= p| |rovc(@ovne=D/2

X (pl[Pes 42| [Pl T2 (i o).

Et on obtient comme cherché Jac 5, . @p.p.c=1/2y o) oo (@p e =1/2T # 0.

Cela termine la preuve du cas ol €(p, app,c) 7 €(p,bpp,e). Dans le cas opposé,
les démonstration sont similaires, en réglant la plupart des cas avec I'inclusion

(¥, €) = (pl |5p,w,5(a,,,w,5—1)/27 . ‘—5p,w,5(b,,,w,5—1)/2> x W(wlﬂ 6/)’

ou, ici, Jord(y') se déduit de Jord(v) en enlevant les blocs (p, ap ) €t (0,bpp.c)-
Le point délicat ici est @ = (b, . — 1)/2 puisque p| |(bewc=D/2 5 7(4)' ') n'est pas
irréductible alors que I’on veut démontrer l'irréductibilité de p| |(Peve =1/ x 7 (2h, €).
On traite d’abord le cas ou b,y = 2, c’est-a-dire = 1/2. On note encore
7 un sous-module irréductible de o = p||%¥<1/2 x 7(1),€) et pour démontrer
Iirréductibilité, il suffit de démontrer que J ac, |=1/25,4,c T # 0. Montrons cela. On
a l'inclusion:
rs g o pl [ (g eI 12

Xl A2 () 2 o DIl 2

X pl P2 pl [Orn 2 e (g €,
ou (¢, €) se déduit de (¢, €) en enlevant de Jord,(¢) les 2 blocs (p, ap e Ipp,e)
et (p,2,0,2). Pour ¢ € {£1}, on note (¢, €) le couple qui se déduit de (¢',€’) en
ajoutant le bloc (p, 2, ) avec €' (p, 2) = +. On va utiliser le fait que la représentation
induite p| |12 x 7(¢',¢') est de longueur exactement 2 avec les 2 représentations

71'(7,/}2, ¢') comme sous-quotients (ceci est loisible par récurrence cf. BIl). Ainsi, on
trouve qu’il existe ¢ et une inclusion:

7o {p| Pre(@ne D2 pf [T l/2) o g vl /2 5 (L, &),

Nécessairement ( = —; en effet, si ( = +, on vérifie que Jacp‘lapywyel/zw(wg_,é’)
# 0 et en faisant commuter par irréductibilité, on en déduit que

Jacp‘ |6Pv¢a51/2><p| ‘5%%61/27' 75 0

ce qui contredit le fait que Jacp| ‘5p1w7€1/27r(1/), €) = 0. C’est ici que l'on utilise le fait
que b, e = 2. On écrit encore

T s <p| ‘5;),1/),5((1;),74;,5*1)/2’ . ,,D‘ |6Pﬂ/’=€3/2> X p| ‘5;),1/),51/2 X p‘ |5p,1/z,€1/2 X W(?/;/_,g/).
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Le probléme est maintenant de décomposer l'induite oy := p| [%-v:<1/2 x p| |9p:v.c1/2 x

7(¢’_,&). Dans le groupe de Grothendieck,

a1 = (p| [Pl /2, p| |TOrel2) e (9, E)

@ (pl [70rv /2, pl Provel/2) (UL, €).

Pour ¢’ € {1}, on pose o¢r := (p| | Oewc1/2 p| |7 Opw.cl/2) s (3 &). Admettons
que pour tout ¢, o¢s est semi-simple et concluons. Gréace & cela, il existe ¢’ et une
inclusion

7 (p| [Pree (o= D/ 1| 90 e3/2Y g
s (p| [Pore@owe=0/2 ol 90weB2) s (p] 001/ pl | = 0uc1/2)
X pl [ 7002 () €)  pl |01 /2x < pf o TDIZ L pf P2

X (p| | 00wl /2 pf |70l /2) s (4 €).

D’ou Jac
simplicité; ce serait clair si ’on savait que la représentation r(zﬁ’_ ,€') est unitaire. Je
pense bien que toutes les représentations construites sont des composantes locales
de formes automorphes de carré intégrable et qu’il en est donc, a fortiori, bien
ainsi. Toutefois, on ne peut utiliser cet argument; on sait quand méme qu’une
représentation du type (1), €) est une série discrete si 6, , = + pour tout (p,a) €
Jord(y). Dans ce cas, la représentation est certainement unitaire et on a la semi-
simplicité. Au moins la semi-simplicité cherchée est conservée apres application de
I'involution d’Aubert-Schneider-Stuhler. On a donc aussi le résultat si J(, ) est

ol |~0pbiet/2T # 0 comme cherché. 1l reste donc a démontrer la semi-

constant dans Jord ici Jord(y’_). Pour avoir le cas général, on se ramene & ce
cas; je ne le fais pas car je ferai une démonstration du méme genre pour prouver
la propriété de base d’(ir)réductibilité unitaire qui est le résultat analogue quand
Jord, est formé d’entiers impairs et non, comme ici, d’entiers pairs. Cela termine
la démonstration de ce cas.

On suppose donc maintenant que b, y > 2 et montrons l'irréductibilité cherchée.
Soit 7 un sous-module irréductible de p|| % wcboe=1)/2 x 71(4h €).  Comme
Jac, ‘5011,,75(59%6_1)/271'(1,/1, €) =0, il suffit de démontrer que JAC | 5y e p g c=)/2T F
0. On reprend la notation (¢, €’) ci-dessus et 'inclusion déja écrite. On va admet-
tre (ceci est loisible par récurrence cf. B.I)) que 'induite p| |ew.e=1/2 5 1(¢/, €') est
exactement de longueur 2. Dans ces conditions les sous-quotients de cette induite
sont exactement les représentations ﬂ(wé, '), pour ¢ = £ ol J ord(w’g) se déduit de
Jord(v'") en remplagant le bloc (p, by e —2) par (p,bpp.e, (). Alnsi:

T p |75p,w,e(bp,w,fl)/2 x (p| |5p,w,e(ap,w,rl)/2, i |f5p,w,e(bp,w,rl)/2> x (¢, €)

~ <p| ‘5,3,11;,5((1,3,11;,5—1)/27 . 7p| |_6P,w,s(bp,w,e_1)/2> X p| |—5p,w,s(bp,w,e—1)/2 X ﬂ-(,(//’ 6’).

Il existe donc ( tel que

T s <p| ‘5;),1/)‘5(11;),1/)‘5*1)/2, . ,P| |*5p,w,e(bp,w,e*1)/2> X '/T(wéa 6/).
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On utilise le fait que p||®ovc=D/2 x 7(¢, €') est irréductible quelque soit ¢ (hy-
pothese de récurrence en remarquant que by, — 2 ¢ Jord,(i¢)). Dot

T {p| ‘5P=1/)‘6(ap,w7671)/2’ ol |—Jp,w,€(bp,w‘671)/2> % W(wlga ¢)
— {p| ‘513»%6(%,1&,5—1)/2, ) |—6p,¢,5(bp,w,5—3)/2> x pl |—5p,w,e(bp,w,e—1)/2 > 7T(¢27 ¢)

o (p| [Pt TDI2 L pf [~ =D12) s pf oD/ ()

geeey

)

~ pl |6p,¢,,5(b,,,w,5—1)/2 % <P| ‘6,3,%5(%,10,5—1)/2’ o 7pl |—6p,¢,5(b,,,w,5—3)/2> % ﬂ_(¢27 6/).

remarquons que pour le dernier isomorphisme on utilise le fait que

Sp,ipre(bppe = 1)/2 € [8ppe(@ppe —1)/2, —0pp,e(bp,p,e — 3)/2].

Cela montre que Jacp‘ PpbcCpp,e=1)/2 (1) # 0 comme cherché. A priori, on aurait pu

artir de 7 un sous-module de p| |[%-w.c(bow.e =1)/2 5 (1), €) et essayer de démontrer
p p ) Y

que Jacp‘|—6p’w7€(bpywvi—1)/27— # 0. La preuve ci-dessus ne s’applique pas, ce qui
peut paraitre inquétant; en fait le méme type de preuve montre que soit on a
la non nullité cherchée soit Jacp‘|5p,w,5(bp,w,€71>/2xp|‘5,)%5(1,#’%571)/2(7') # 0. Mais

cette derniere éventualité est impossible car Jacp‘ |ap’¢,€(bpyw’€71)/277(’¢, €) = 0. Cela
termine la démonstration.

2.8. Propriétés, suite.

Proposition. Soit (1, €) d’ot w(,€) et soit p comme dans[dl et avec Jord, (1))
formé d’entiers impairs. La représentation induite o := p X w(1, €) est irréductible
si 1 € Jord,(¢y) et est semi-simple de longueur 2 et sans multiplicité sinon. De
plus si 1 € Jord, () alors toutes les induites p X - -+ x px w(1, €) sont irréductibles.
Enfin si 1 ¢ Jord,(¢) et si T est 'un des sous-modules irréductibles de p x m(1, €)
alors les induites p X --- X p X T sont irréductibles.

La démonstration est longue parce que 1’on ne sait pas que (1), €) est unitaire
et donc on n’a pas automatiquement la semi-simplicité.

On fixe 7 un sous-module irréductible de o. On vérifie que Jac,(o) est de
longueur 2, chaque sous-quotient étant isomorphe a 7(1, €). On en déduit que o a au
plus 2 sous-modules irréductibles. Fixons 7 I'un de ses sous-modules irréductibles.

D’autre part, la représentation 7(¢, €), comme toute représentation irréductible
d’un groupe classique est autoduale (& la torsion prés par un automorphisme
éventuellement extérieur); il en est donc de méme de o. Ainsi tout sous-module
irréductible de o est isomorphe & un quotient irréductible de o. Ainsi si 7 n’est pas
facteur direct, il a multiplicité au moins 2 dans o.

On distingue maintenant les possibilités pour Jac,(7) qui est nécessairement
non nul. Le premier cas est celui ot Jac,(7) n’est pas irréductible, alors Jac,(7) ~
Jac,(0) et T a au plus multiplicité 1 dans o et est 'unique sous-module irréductible.
Dans ce cas, avec ce qui précede o est irréductible isomorphea 7. L’autre cas est
celui ot Jac, (1) =~ m(¢, €); il est alors clair que o n’est pas irréductible. On note 7
le sous-quotient de o tel que Jac,(m1) # 0 et qui n’est pas 7 (bien que I'on puisse
avoir 71 =~ 7). D’apres ce que l'on a vu, si 'on peut démontrer que 71 % 7 alors T
sera facteur direct et 77 sera sous-module et le méme argument dira que 7 aussi
est facteur direct. Le fait que o a au plus 2 sous-modules irréductibles assure alors
que o est semi-simple de longueur 2.
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En d’autres termes, on doit démontrer que Jac,(7) n’est pas irréductible quand
1 € Jord,(v) et que si 1 ¢ Jord,(v), Jac,(T) ne contient pas 2 copies de m(¢, €),
71 est alors défini et il faut alors encore démontrer que 71 % 7. On montrera
simultanément la fin de la proposition & savoir 'irréductibilité de px - - - x px (1), €)
quand 1 € Jord,(¢) et I'irréductibilité de p x --- p x 7 quand 1 ¢ Jord,(¢) et T est
un des sous-modules irréductibles de p x w(1, €).

On démontre ces propriétés par récurrence. On a défini (au moins dans certains
cas) Gpqp e ainsi que by o ..

2.8.1.  Supposons d’abord que a, y c > sup(b, y.+2,3). Alors on dispose de (¢, €)
cf. Zdlet 7(1), €) est I'unique sous-module irréductible de induite p| |9-we (9pw.e =1)/2
x (1), €'). L’hypothese ici assure que p x p| |%-¢-<(@e.v.c=1)/2 est une représentation
irréductible du GL convenable. On note avec des ’ les objets relatifs & ¢ définis de
facon analogue a ceux définis pour . On a donc les inclusions:

T — g — p X p| |6P,¢y€(ap,¢y€71)/2 X W(¢/,€I) ~ p| |6P,¢y€(ap,¢y€71)/2 X U/.

Ainsi Jac 15, (g y,c-1/2 (T) # 0 et est un sous-module de ¢’. Or 1 € Jord,(v)
<= 1 € Jord(y'). Par récurrence, on en déduit que ¢’ est irréductible si et
seulement si 1 € Jord,(¢). Supposons donc que 1 € Jord,(1)); cela entraine que
o’ est irréductible et que Jordp| Pprbse ap,p,e=1)/2 (1) est isomorphe & ¢’, ce qui est
aussi vrai pour Jacpl o e (@pp e =1)/2 (o). Ainsi 7 a multiplicité au plus 1 dans o,
ce qui entraine que o est semi-simple. Mais si o n’est pas irréductible, 7 est
aussi un sous-module et lui aussi doit avoir Jacpl ‘5[)%5(%’%571)/2(7'1) ~ ¢'. Ce qui
est exclu par Jacpl|ap,¢,€(apyw,;1)/2(7') ~ Jacp\|5p,w,e<%,w,r1>/2((7)' On vient donc
de montrer que si 1 € Jord, () alors o est irréductible. Supposons toujours que
1 € Jord,(¢) et considérons 'induite & := p X ---p X w(¢,€) et on définit ¢’ en
changeant (¢, €) en (1), €'); on a encore pour tout sous-module 7 de & les inclusions
7 G < p| [Pove(@owe=1)/2 5 5/ Dol encore:

Jacpl Fortbse @pp,e—1)/2 (7) — Jacpl ‘SPwae(apywye—l)/2(&)

= Jac,| 5, (p.c-072(P| |Spne(@puc=1)/2 5 1) o g

Par hypothese de récurrence, o est irréductible et ainsi & a au plus un sous-module
irréductible et ce sous-module intervient avec multiplicité 1 comme sous-quotient
de 7. Cela termine la preuve de 'irréductibilité de & comme celle de o.
Supposons maintenant que 1 ¢ Jord, (1), en particulier, il en est de méme pour
Y’ et, par récurrence, o’ = 7' ® 7{. Clairement o = o N p| |9 (@ c=1/2 5 7/
o N pl|[%ewe(@w.c=1/2 0 71 Pour fixer les notations, on suppose (comme on en a le
droit) que 7 < p| |9 (@0 =1)/2 5 7/ Ft on pose o1 := g N p| [%ew:e(@ow.c=1)/2
71. On va d’abord démontrer que o; est non nul puisque 7; en est un sous-
module irréductible. En effet, comme Jacp‘ P pseCap e =1)/2 (o) ~ o' alors que
JAC | 15y, (ap .~ /2 (o Npl|dewe(@pw,c=1)/2 % 7'y ~ 7' on obtient déja que oy # 0 et
en particulier o n’est pas irréductible. Pour la deuxiéme assertion cherchée, on cal-
cule Jac,(o N pl| |%we(@rwc=1/2 % 77); c’est un sous-module de p| |9ew:<(@pwie=1)/2 x
w(¢’,€) puisque Jac,(1') ~ w(y’,€'). De plus ce sous-module est soit isomor-
phe & 7(v, €), soit il contient cette représentation avec multiplicité 2 (comme sous-
quotient). Mais (1, €) n’intervient qu’avec multiplicité 1 dans p| |9« (@w.c=1)/2 x
m(y',€), il est clair que m(¢,€) ne peut intervenir qu’avec multiplicité 1 dans
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Jac, (o N p||dewc(@pw.e=1/2 % 1) Dol le fait que 7, n’est pas un sous-quotient de
oNp| |‘§fm/’=<(‘IW/’=<’1)/2 x 7" et donc que 71 est un sous-quotient de o1. Comme tout
sous-module irréductible de oy est un sous-module de o et a donc son Jac, non
nul, 71 est un (en fait I'unique) sous-module irréductible de oq. Mais ainsi

!
Jacpl |5py,¢15(apywye—1)/27'1 =T ;ﬁ T Jacpl ‘5011/,75(%%,6—1)/2 (7’)

Cela prouve que 7; n’est pas isomorphe a 7 et on a donc fini, sous I’hypothese de
cette sous-section, de prouver que p X w(1), €) est semi-simple de longueur 2. Fixons
7 'un de ses sous-modules irréductibles et considérons 7 := p x --- X p X 7. On
vérifie que Jac s, . (a, ,c-/2(T) # 0 (comme ci-dessus) mais alors nécessairement
Jac, Fptbse @, =172 () ~ p x ---px 7' (avec les notations ci-dessus), c’est-a-dire
est irréductible. Comme tout sous-module irréductible de 7 a la méme propriété
cela prouve 'unicité du sous-module irréductible et le fait que ce sous-module n’a
que multiplicité 1 comme sous-quotient de 7. Or T est aussi autodual et on obtient
lirréductibilité de 7 comme ci-dessus.

2.8.2. On suppose ici que a,ype = by + 2 avec b,y > 1. Ainsi, d’apres
les définitions 7 (1), €) est un sous-module irréductible de (p| |%e-w-e(@owe=1)/2
p| | 7Oewebowc=1)/2) 5 (4’ €'). On a montré que I'induite écrite a exactement 2
sous-modules irréductibles dans le cas ot b, 4 . est impair et on a donc dans ce cas
nécesssairement

JCLCpl rap,d,,e(bpyw,e—l)/z e Jan‘ |ap,¢,€(apyw’€71)/2ﬂ'(¢, 6) ~ 7T(’t/1’, 6/).

Dans le cas pair, on obtient le méme résultat directement en utilisant le cas 2 de
la définition de 7 (1), €). On va procéder exactement comme dans la démonstration
ci-dessus, en remplagant l'utilisation faite du calcul de Jacpl o (@pp,c=D/2 PAT
ces modules de Jacquet successifs; on note JAC cette opération. On pose encore
o:=px7(,e) et o’ :=pxm(y’,€). Ce qui fait marcher la démonstration est que

JAC (o) = o';

pour avoir cela on montre d’abord de proche en proche (par marche descendante)

que pour tout i > 0, Jac, |<5pwaEiJa/Cp| o G+D) ---Jacp‘ Pouie @ppe=D/20 = P X
Jacpl ‘%J/,,eiJacpl e (1) -~-Jacp‘ |6p’¢ye(apyw’€—1)/2ﬂ—(¢, €); cela est clair. Quant on
arrive a ¢ = 0, il y a 3 termes, I'un comme ci-dessus avec ¢ = 0 et le terme
Jac,| 5,0 JAC, 5,y o0 - Jac ‘5%%5(%’%571)/2#(1&, €) avec multiplicité 2. Quand
on continue a prendre J AC,| |~3p.c du résultat la contribution de ce terme supplé-
mentaire disparait. Et on obtient finalement JAC(c) ~ p x JAC(7(¢),€)) ~ o'
d’apres ce qui précede.

On sait que p x (p| |Peve(@ow,e=1/2 ol |=00.,c(bo.v.c=1)/2) egt irréductible, car
ona0l€[6,ypelappe—1)/2,—065p.c(bpp.e—1)/2]. On a donc encore des inclusions

T 0 (p||Pewe(@owemD/2 T bow =12y o 57

Dot JAC(7) # 0 et par exactitude JAC(1) — JAC(c) ~ o'. Ainsi si ¢’ est
irréductible JAC(7) est irréductible et isomorphe & JAC(o). Cela assure comme
ci-dessus que 7 intervient avec multiplicité 1 dans o et qu’il en est I'unique sous-
module irréductible. On a vu que cela entraine l'irréductibilité de o; par récurrence
on sait que o’ est irréductible quand 1 € Jord,(¢)') mais cela est encore équivalent
a 1 € Jord,(1). Dans le cas ot 1 € Jord,(v), on montre de la méme fagon
lirréductibilité de linduite p X - -+ x p x w(, €).
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Supposons ensuite que 1 ¢ Jord,(v) d’ou 1 ¢ Jord, (1)) et o/ ~ 7/ & 7] avec
7' % 7{ et on peut encore supposer que JAC(7) contient 7. On pose encore o1 :=
o N {p||%ewel@pw.c=/2 ol |=0ewelbow.c=1)/2) 5 7! et ¢y est non nul car JAC(o)
contient 1. Alors 71 est un sous-module irréductible de oy qui vérifie JAC (1) ~ 71
et on conclut comme ci-dessus. On termine la preuve de la proposition, sous les
hypotheses de cette sous-section comme dans la sous-section précédente.

2.8.3. Ici on traite le cas olt ay .y, = 3 et by = 1. On doit montrer que o est
irréductible, ou, ce que nous allons faire, qu’il a un unique sous-module irréductible
qui intervient, comme sous-quotient, avec multiplicité 1 dans o. Il faut faire la
méme chose pour & := p X -+ X p X w(1), €) ou p intervient un nombre arbitraire de
fois. Pour cela on représente 7(1), €) comme 'un des 2 sous-modules irréductibles de
Iinduite (p| |°>%<, p) x w(1', €') et en utilisant le fait que px - --x px (p| |°»¥-<, p) est
irréductible pour le GL convenable, on vérifie encore que pour tout sous-module
7 de &, on a une inclusion 7 < & < (pPe¥c p) X p x -+ x p x (W', €). Cela
prouve que Jacp||%,w,e(7~') # 0. On a aussi que Jac m(1,€) est Pun des 2
sous-modules irréductibles de p x 7(¢’,€¢'). Notons le 7. Par récurrence on sait
que p X -+- X p X 7 est irréductible. Et Jacp‘ |6P=¢‘E(&) est donc isomorphe a la
représentation irréductible p x --- x p x 7. Cela prouve encore que ¢ contient un
unique sous-module irréductible et que ce sous-module intervient avec multiplicité
1 dans &; on a ici utilisé le fait que l'induite p x w(¢)',€’) est semi-simple sans
multiplicité. Cela termine la démonstration.

pl|ore

2.8.4. Reste le cas le plus difficile ¢’est-a-dire ol b, n'est pas défini (ou vaut
—1) et ol ap ., = 3. Ici on fait des réductions pour se ramener au cas oll pour
tout a € Jord,(¢) avec a > 3, a — 2 € Jord(v) et e(a) # e(a — 2). En effet s’
existe a € Jord(y) avec a > 3 et a — 2 ¢ Jord(1)), on note (1, €) le couple qui
se déduit de (¢, €) uniquement en changeant a en a — 2 et on vérifie que 7(¢,¢€)
est 'unique sous-module irréductible de 'induite p| |%(*=1)/2 x (¢}, €). Ensuite on
procede comme dans la sous-section 2.81]

Montrons que ’on peut aussi supposer que e(a) # e(a—2) pour tout a € Jord,(y)
avec a > 3. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi et notons a le plus petit élément
de Jord,(1) tel que e(a) = e(a —2). On suppose aussi qu’il existe b € Jord,(y)
tel que b < a et &, = d4; on traitera le cas restant ci-dessous. On fixe un tel
b maximal avec ces propriétés. On définit ¢/ en enlevant de Jord(i) les blocs
(p,a,04) et (p,b,0,) et on montre qu'il existe € et une inclusion de 7(v,€) dans
(p| [Pla=1/2  p||[79a®=1)/2) x 7(¢p,€). En effet, on note (11,€;) le couple qui
se déduit de (¢, ¢€) en enlevant les blocs de Jordan (p,a,d,) et (p,b,0d) et en
remplacant tous les blocs (p, o, d,) pour a < b par (p,a — 2,—0d,). On montre
aisément que (1, €) est un sous-module de I'induite XaGJordp(w),a<bp| |5“(°‘_1)/2 X
(p| [Pala=1/2 p||79a®=1/2) x 7(4hy,€1). Cette derniere induite est isomorphe &
I'induite (p||°= sy p| [TOa071/2) XaeJordp(w)’a<bp| |0 (@=1)/2 5 (o1, €1).
Avec les propriétés de modules de Jacquet, on vérifie que 'on peut remplacer
linduite X ae sord, (4),a<bP| |0a(@=1)/2 » (1)1, €1) par une représentation de la forme
7(1), €) comme annoncée. Comme 1 ¢ Jord(i) on conclut encore aisément.

Reste ici le cas ou b n’existe pas. La méthode employée est aussi celle du cas
(o) # e(a—2) pour tout o € Jord, (1)) avec a > 2; on admet donc aussi cette possi-
bilité. L’idée qui ne peut apparaitre explicitement est de représenter (v, €) comme
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composante locale d’une forme automorphe de carré intégrable, c’est ce qui suggere
linclusion de 7 (v, €) dans une induite convenable qui permet la démonstration.
On remarque d’abord que si 6, = d, . pour tout a € Jord,(¢) l'induite o :=
p x m(1), €) est semi-simple de longueur 2 exactement quand 1 ¢ Jord,(¢) et sans
multiplicité; en effet si 6,4, = +, on est essentiellement ramené au cas ou 7(1, €)
est une série discrete et le résultat est alors connu: c’est un cas tres particulier
du résultat principal de [13] qui se démontre sans probléme avec les méthodes
développées ici le point de départ étant que I'on connait le résultat par hypothese
si w(,€). Si ce signe est —, on applique U'involution d’Aubert, Schneider-Stuhler
et on se ramene au cas précédent. Donc ici on fixe ¢ minimum dans Jord, () tel
que 0q 7 Op,yp,c et on fait une récurrence décroissante sur a puisque le probleme est
résolu si a n’existe pas. En particulier, sous les hypotheses auxquelles on s’était
ramené dans ce paragraphe, la définition de a est comme ci-dessus. On définit alors
Y’ en imposant que Jord(y') se déduise de Jord(1) en enlevant le bloc (p, a,d,) et
en y ajoutant le bloc (p,1). On note S la représentation de GL(d,(a — 1)/2, F),
(p| [2=(@=1/2 " p||) et on vérifiera qu’il existe un morphisme ¢ : Jord(y') — {£1}
tel que m(,e) — S xm(y’,€). On pose encore o := p X 7(1), €). Ici, par récurrence
p X (' €) est irréductible mais par contre p x S ne l'est pas. On sait méme que
p x S est de longueur exactement 2, on note S son quotient irréductible et Sy son
sous-module irréductible. On remarque que S ~ (p|[%=(@=D/2_ p). On remarque
aussi que S x 7(1’,€’) a un unique sous-module irréductible (calcul de module de
Jacquet qui utilise lirréductibilité de p x w(¢)’,€’)). On note T ce sous-module
irréductible. Le point est ici de démontrer que T est en fait aussi un sous-module
de 0. Admettons cela; par un calcul facile la multiplicité de la représentation
(p| [P+a=1/2p||) @ p @ 7(¢)',€') dans le module de Jacquet de 7 est 2 et elle
est aussi 2 dans le module de Jacquet de o. Cela prouve que 7 intervient avec
multiplicité 1 et c’est bien ce que 'on voulait. Il est toutefois assez difficile de
démontrer que T est un sous-module de 0. Ce qui est facile est de démontrer que 7
est un sous-quotient de o, pour cela il suffit, par unicité, de vérifier que 'image de o
dans S x 7(¢)’, €) est non nulle, ce qui se fait en montrant que le module de Jacquet
de o ne peut étre inclus dans celui de Sy x m(¢’, €’). Raisonnons par I'absurde en
supposant que 7 n’est pas un sous-module de o. Alors Jac,(7) = 0 et le module
de Jacquet de T n’a pas Sp ® m(¢’, ') comme sous-quotient. On calcule alors le
module de Jacquet de Sx7(¢’, ') /7 relativement au parabolique de Levi GL(d,(a+
1)/2) x G(n —d,(a —1)/2) et on le projette sur le support cuspidal du facteur GL
qui est aussi le support cuspidal de S. On vérifie alors que cette projection est
exactement So @7 (¢, €'). Ainsi So@m (¢, €’) est un quotient du module de Jacquet
de S x m(¢’,€). Do, par réciprocité de Frobenius, un homomorphisme non nul de
S x w(y',€) dans Sy x m(¢',€'). Ainsi un quotient irréductible, 7, de S x 7 (¢, ¢)
est aussi un sous-quotient de Sy x m(¢’,€'). Nécessairement, par dualité, 7 est un
sous-module de l'induite (p, ..., p||~%«(@=1/2) x 7(4,¢'). On note ¥ le morphisme
qui se déduit de ¥ en changeant simplement 6, en —§,. On vérifie qu’il existe
€ : Jord(1) — {£1} tel que 7 est un sous-module de & := p x (1), ). On a alors
le droit d’appliquer I’hypothese de récurrence car ’analogue du a est plus grand;
ainsi, et cela va nous servir, 7 intervient avec multiplicité 1 dans . Et on note 7
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l'autre sous-module irréductible de cette induite. Maintenant on a la suite exacte:
0= (pyoe 70002 s (0 €)= px (ol 700, pl |50 D72) (! €)
— ((pl 7%, ..., p| 722D/ ) x w(y,€') — 0.

Les termes extrémes ne sont autres que S x (¢, ¢') et Sg x 7 (', €'). En particulier
ces induites ont méme semi-simplifié que leurs analogues sans * et contiennent donc
chacune 7. Il est clair que & est un sous-module de 'induite du milieu et ainsi
px (p|| 7%, ..., p||%@=D/2) x w(4),€) contient 7 avec multiplicité au moins 2 et
71 avec multiplicité au moins 1. Ainsi dans son module de Jacquet, on doit trouver
le terme p @ (p| |70, ..., p| | 7%= 1/2) @ w(y’,¢') avec multiplicité au moins 3, ce
qui est exclu. Et termine la preuve.

Il reste & démontrer 'inclusion cherchée de 7(1), €) — (p|
m(¢’, €'). En partant des définitions, on trouve que

‘6(1((1—1)/27 o ,p| ‘6a> %

T(1h,€) = X et (a—1y/21Pl | 707 x p| [P+ @72 x (p] |P+(@=3/2 o) x w(¥r, €1),

ou 11 se déduit de ¥ en remplacant d’abord tous les blocs de Jordan (p, a, d4)
de Jord(y) pour o < a par (p,a — 2,d,) puis en enlevant les 2 blocs, (p,1) et
(pya —2,8,) et €1 se déduit naturellement de e. Ensuite on récrit

@02 | D2 ) x ()

seeP) X ez Pl TP x (Y1, €r).

On note 19, €3 le couple qui se déduit de (1, €1) en remplagant les blocs de Jordan
(p,ax—2,—0,) par (p, o, —J,) pour tout a < a; en d’autres termes (t2, €2) se déduit
de (1, €) en enlevant les blocs de Jordan (p,a,d,) et (p,3,—d,). Et on vérifie que
I’on a une inclusion

X gl (a—1y/2( P |72P x pl
= pl |70 x p| [P (TD/Z 5 (p] [Palem2

7T(¢56> — P| |_6a X <p‘ |6a(a_1)/2a e 7p> X W(¢27€2>§

on fait cette vérification en utilisant les propriétés des modules de Jacquet de 7 (v, €),
on donnera plus d’explications dans le cas ci-dessous. On écrit encore

pl |79 x (p| |° o p) X (P2, €2)
— p| |70 x (p[ P+ (a2 ol %) x p x (4, €2)
(ol @072, gl ) x pl |00 x p x (g 2).

Et puis on trouve (¢, €’) comme annoncé, on peut d’ailleurs préciser que €(p, 3) =
€ (p,1) # €(p,5).

2.8.5. On traite maintenant le cas olt a, e = 3, 1 ¢ Jord,(¢) et ot pour tout
a € Jord,(v) avec a > a, y.c, a —2 € Jord,(¢) et €(a) # e(a — 2).

On suppose donc encore qu’il existe a € Jord,(¢) tel que §, # J3; on fixe a
minimum avec cette propriété.

On note (¢, €’) le couple qui se déduit de (¢, €) en remplacant dans Jord,(v)
tous les éléments, b, avec b < a par b— 2 et en ne touchant pas au reste. On montre
que (1, €) est un sous-module de I'induite (p||%*(@=1D/2 . p||%) x w(¢',€'). En
effet, par définition:

a—1)/2

T(1h,€) = Xuet,(a—sy2)p] | 724 x p| 7D/ 2 s w (g €)

= p| [Pela=D)/2 X e[l (a—3)/2] Pl |70 x (g, €).
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Or p||¥* x m(¢',€') est irréductible pour tout = € [1,(a — 3)/2] par la propriété
de base de w(¢',€') car 0 < & < (b, yr.e — 1)/2 pour ces valeurs puisque by, e =
app,e — 2. On montre ainsi que 7(1), €) est un sous-module de I'induite

Xye[(a—l)/2,1]/0\ |6“y x (' €).

Ainsi il existe une sous-représentation S de I'induite xye[(a_l)/m]p\ |5ay telle que
(1, €) soit un sous-module de 'induite Sx (¢, €'). Si S o (p||%«(@=1/2  p||d),
il existe y < (a—1)/2 tel que Jac,sav7 (1, €) # 0. Mais cela contredit une propriété
de base car d, = —d2y41 par hypothese. Et on obtient donc l'inclusion cherchée.
Et cela termine la preuve.

3. PROPOSITION CLE.

On fixe (1, €) ainsi que p comme dans [l On fixe aussi A un ensemble de réels
positifs ou nuls, éventuellement non distincts. Soit I un intervalle de N avec une
bijection Aj fixée avec A et une application sgn; de I dans {£1}. On note o7 4
la représentation de GL(d,|Al, F) induite x;crp| |91 (D) Pour simplifier les
notations, on dit que A a été ordonné et relativisé par I.

Proposition (avec les notations ci-dessus). On suppose que pour tout x € A, x <
(ap,p,e —1)/2. Soit T un sous-quotient irréductible de linduite X zc ap||* X w(1,€).
Alors, il existe un intervalle I qui ordonne et relativise A tel que T soit un sous-
module de Uinduite o; 4 x T(¢,€).

Cette proposition se démontre par récurrence sur 2 choses, d’abord par récurrence
descendante sur a, y  puis par récurrence montante sur |A| pour a,y . fixé. En
d’autres termes, on admet le résultat pour les ensembles A’ et les couples (¢, ¢€)
soit si ap e > apape soit si [A'| < |A| avec ap e > ap . Ici il faut faire
attention que a, . n'est pas toujours défini, ou plus exactement que ’on a accepté
la valeur infinie; ce nombre a, 4 . est donc soit borné par 2 fois le rang du groupe
plus 1 soit est infini. Le début de la récurrence en a, y . est donc le cas ”infini”.

Montrons le début de la récurrence, si a, y e est infini la représentation 7 (1, €) est
p-cuspidale. Et I’assertion n’est pas difficile par réciprocité de Frobenius; n’importe
quel quotient du module de Jacquet (cuspidal) de 7 donne une inclusion dans une
induite qui convient. De méme si |A| est vide, il n’y a rien & démontrer.

Comme le cas ou A a un seul élément joue un role particulier, on fait d’abord
quelques remarques sur ce cas. Soit donc z un réel positif ou nul. Si z =0, on a
vu que p X 7(1,€) est semi-simple ce qui est en fait équivalent & l’assertion de la
proposition dans ce cas. Si x > 0, la proposition annonce que tout sous-quotient
irréductible est un sous-module de I'une des 2 induites p| |** x 7(¢, €). Chacune de
ses induites a un unique sous-module car I’hypothése x < (@, — 1)/2 assure que
Jacy) == (m(1),€)) = 0. Ainsi, dans ce cas la proposition est équivalente a:

3.1.  Pour z €]0, (ap,p,c — 1)/2[, l'induite p||* x w(1,€) est de longueur inférieure
ou égale a 2 ses constituants étant l'unique sous-module irréductible et l'unique quo-
tient irréductible, ces 2 représentations pouvant coincider (dans le cas ot l'induite
est irréductible).

Mais je ne sais pas démontrer ce cas la sans faire une récurrence qui nécessite
le cas général. Attaquons-nous a la démonstration. Il faut utiliser la définition de
(1, €) qui est différente suivant que a, . > b, . +2 ou quand on a I’égalité. Mais
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la différence la plus fondamentale est quand €(p, a, ) = €(p,by.p.) Ou quand au
contraire ces 2 signes sont différents.

3.2. Premier cas: €(p,a,y.c) # €(p,bpy.c). On pose alors (1),€) le couple qui
se déduit de (¢, e) uniquement en changeant a, . en b,y + 2. On a donc
bp,&,e =bpype+2et e >~ap,¢)6. On pose alors A’ := {(ap,p,c —1)/2, (app,c —
3)/2,...,(bpp,e +3)/2} et A := .AEJ A’ . Et clairement, X ecap||* X m(),€) est
un sous-quotient de x_ zp||[* x m(1),€). On applique donc la récurrence puisque
A, > Gpye Soit 7 comme dans I'énoncé, il est a fortiori un sous-quotient
irréductible de I'induite x_. zp[[* X 7(1), €) et il existe donc un intervalle I qui
ordonne et relativise A de fagon a ce que 7 soit un sous-module de I'induite
X, ciPl |59 (DAE) x 71(¢h,€). Tl existe donc un sous-quotient irréductible, o', de la
représentation (d'un GL convenable) o; ; tel que 7 soit un sous-module de I'induite
o’ x 77(@,'6'). Si 'on peut choisir o’ tel qu'il existe x € £A avec Jac,j«0’ # 0,
on pourra conclure; en effet, on aura alors Jac, =7 # 0 c’est-a-dire qu’il existe

7' un sous-quotient de XgrcA—{|z[}| |*" x 7(1,€) et une inclusion 7 — p||* x
7/, On applique alors I’hypothése de récurrence & 7/ pour terminer la preuve.
On suppose donc que ce n’est pas possible et on va vérifier que nécessairement
o' = (p| [Pt c=1)/2 o |7 Oewc(bpwet3)/2). ce qui évidemment n’arrive que
pour une valeur bien précise de A. Cela résulte d’abord de la classification des
représentations irréductibles des GL et du calcul de leur module de Jacquet qui a
été fait compleétement par Zelevinski. Mais cela montre seulement que o’ est de
la forme (p| |*(@ew.e=1/2 ||t} avec § un signe convenable et ¢ convenable. En
fait 0 = d,4,c car, en revenant a la définition premiere de 7 comme sous-quotient

de Xzeap||* x w(1,€), il faut Jacp‘ |a<apywye7r(1/1,e) # 0. De plus |t] < (appe—1)/2

a cause des hypotheses sur A et donc p||* x 7r(z/~1,€) est irréductible sauf pour
t = (b, 5+ 1)/2 ce qui nest autre que (b, + 3)/2. Supposons que ¢ n’a
pas 'une de ces 2 valeurs mais aussi que ¢t # 0. Alors

T — <P| ‘6p'w’i(a9'w’€71)/2v e 7p| |t> X ﬂ—(/&v g)

o (o] relns DI g ) g | x (0,
o (p| P ans DI, g [FF00) s p) [ x (3, )
% p| |74 x {p] Bnr(@mTDI2, g [HHone) x (1), ).

Et ainsi Jac,|-«7 # 0 et nécessairement [t| € A ce qui permet de conclure.
Dans le cas t = 0, on remarque que A est l'ensemble [0, (b, . + 1)/2)] et on
décompose completement Uinduite X,cio,s,., . +1)/212| [* X 7(¢,€). On va mon-
trer que l’ensemble de ses sous-quotients irréductibles coincide avec ’ensemble des
sous-représentations des induites p x 7(¢",€”’) ou (", €”) parcourt 'ensemble des
parametres qui se déduisent de (¢, €) en changeant uniquement dans Jord,(¢) les
éléments (p,4,0;) quand i < b, (et est impair) en (p,7 + 2,0;) ou 9§ est libre.
Quant & €” il se déduit naturellement de e. On fait remarquer que Jord, (1) contient
tous les entiers impairs inférieurs ou égaux a b, 4 . mais ne contient pas b, + 2
qui serait nécessairement a, . ce qui contredit I’hypothese sur e.

Pour montrer notre assertion, fixons i¢ un entier impair inférieur ou égal a b, .
et supposons ig # 1. On décompose, Xme[(io—1)/27(bp,1/l,6+1)/2]p| | x 7(¢,€). On

vérifie que tout sous-quotient irréductible est de la forme (¢}, €} ) ou (7, € )
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s’obtient en changeant dans Jord, (i) les éléments (p,i,d;) pour i € [ig,p ] €n
(p,i+ 2,6 1) ou 0; 5 est libre. Cela se fait progressivement en faisant décroitre
ip et en utlisant le cas particulier ou |A| = 1. Pour traiter ensuite le cas iy = 1,
on utilise la semi-simplicité de 2.8 pour obtenir, que tout sous-quotient irréductible
de l'induite X e ap||* x (1, €) est un sous-module irréductible d’une induite de la
forme p x w(1p",€”) ot Y €’ est 'un des couples obtenus a P'étape ig = 2. Ainsi
tous ces sous-quotients irréductibles vérifient Jac, # 0.

On est donc ramené au cas ott 7 < (p| [9eve(@ow,c=1/2 ol | =00.,e (o, +3)/2)
><7r(1,Z, €). Evidemment par hypothése, on sait que 7 est un sous-quotient de 'induite
Xzeap| | X w(1, €) et A est maintenant connu comme étant I’ensemble des |z| ol x
parcourt l'intervalle [(b, v e+3)/2, ..., —(bpp,—1)/2] donc T est un sous-quotient de
T x (1, €) out T est la représentation induite du GL convenable x pde:v.c(bo.v.c3)/2

% p| | 7O o et D/2 ] existe un sous-quotient irréductible 77 de T tel que
7 soit sous-quotient de l'induite 77 x 7(v,¢). L’intérét de faire cela est que la
conjonction de cette assertion et de ce que l'on sait déja (a savoir que 7 est un
sous-module d’une induite convenable) va permettre de caractériser uniquement .
On pourra alors montrer que c’est une représentation de la forme 77(1;’ ,g’) pour
un couple connu et qui vérifie 'assertion de I’énoncé. Contrairement a ce que la
preuve pourrait laisser croire, les représentations 7 comme dans ’énoncé, en général
ne sont pas des représentations du type 7(7,?) mais c’est la preuve qui ramene &
ce cas simple.

A partir de maintenant, je vais supposer que d, . = + pour éviter de le trainer.
Et apres une nouvelle réduction, on va se ramener au cas ol une représentation
T’ qui convient est (p||bewet3/2  p||=(bowc+1)/2). on le montre, en prenant
T’ quelconque en calculant le module de Jacquet de linduite T x 7 (1), €) pour
le Levi GL(d,((app,e + bppe)/2 + 1)) x G(n — dy((app.e — bpue)/2)). Et on
utilise le fait qu'un sous-quotient de ce module de Jacquet admet nécessairement la
représentation (p| |(@ew.e=D/2 | |7 e +3)/2) @ 7(4), €) comme quotient. Pour
cela on utilise la filtration de Bernstein-Zelevinski pour le module de Jacquet; cette
filtration est indexée par des doubles classes dans le groupe de Weyl modulo les
groupes de Weyl des Levi qui interviennent. Ces doubles classes sont indexées par
un découpage en 3 du facteur GL du parabolique qui sert & induire 77 x 7 (v, €),
on admet ici des parties vides. Déja on oublie toutes les doubles classes telles que
les parties du découpage n’ont pas un cardinal multiple de d,; on va d’ailleurs
implicitement faire comme ci d, = 1, quand on aura besoin d’'une description
vraiment technique. La premiere partie du découpage s’envoie par 1’élément du
groupe de Weyl dans le facteur GL du second parabolique, la troisiereme par-
tie aussi apres une dualisation et la partie du milieu s’envoie dans 'autre facteur
(c’est a dire le groupe de méme type que G) du second parabolique; notons ds
le nombre d’éléments de cette partie. Par voie de conséquence, il faut calculer la
restriction de (¢, €) le long d’un parabolique de la forme GL(v) x G(n — v) ou
n—v=n—dy(apyp,e—bpy,e) —da. SidyF#0, tous les sous-quotients irréductibles
de cette restriction ont leur support cuspidal pour l'action du GL qui contient un
terme de la p| |* avec |z| > (apy,c — 1)/2. Ces termes la ne peuvent donc donner
lieu & une représentation ayant un quotient comme décrit ci-dessus. On n’a donc
pas a en tenir compte non plus.

Les doubles classes restantes, sont en bijection avec les entiers j,, € [0,b, 4+ 2],
un représentant de la double classe étant I'élément, w, du groupe de Weyl qui
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s’identifie a la fonction de [1, (ap,y,e+bp.p,e)/2+1] dans {£1} ¥ [1, (ap g c+bpap,e) /24
1] (car w(i) = +4 pour tout ¢ > 1+ (ap . + by p.c)/2) qui vérifie w(i) = +i pour
tout ¢ < iy, w(i) = —((app,e + bpup.e)/2+2— i+ ju) pour tout i €]y, by .y + 3]
et w(i) = juw + (i — by pe —2) pour i €)by e+ 3, (app,e + bppe)/2+1]. 11 faut
donc calculer la restriction de 7" x (v, €) au Levi GL(dpjw) X GL(d,(bpp,e +3 —
Jw)) X GL(dp(appe —bppe)/2) x G(n —dp(app.e —bpyp,e)/2). Puis il faut ensuite
dualiser la représentation du 3e facteur apres avoir permuté les 2e et 3e facteurs.
Ensuite on induit au Levi GL(d,(ap,yp,e + bpap.e)/2) X G(n—dy(appe — bpp.e)/2).
Et cette induite doit admettre (p| |(@rw.c=D/2 ol [~ (ov.e+3)/2) @ (1), €) comme
sous-quotient. Cela dit qu’il existe 7] ® T4 sous-quotient irréductible de la re-
striction (module de Jacquet) de 77 au Levi GL(dpjw) X GL(d,(byp.e +2 — ju))

tel que (p| |(@ewe=D/2 . p| |~ (Bewc+3)/2) soit un sous-quotient de linduite T} x
(p| [(@owe=1)/2 o] |Bowc+3)/2) 5 (T3)*. D’apres la classification de Zelevinski,
nécessairement Ty et (75)* sont des représentations de la forme (?,...,7) ou les

entiers entre les crochets vont en décroissant. Pour des questions de support cus-
pidal, il existe € [(bpp.e + 3)/2, —(bpu,e + 3)/2] tel que soit (17, (T3)*) soit a
lordre pres (p| |Gewet /2 pl 12), (p| |21, ..., p| |~ (beeet3)/2) (1e premier terme
n’intervient pas si x a la valeur maximale autorisée et le deuxieme n’intervient pas
quand il a la valeur minimale autorisée). Mais on connait aussi le support cuspidal
de T” en particulier il est sans multiplicité (toutes les représentations cuspidales qui
interviennent sont distinctes). Cela ne laisse plus que 2 possibilités:

L T] =0, Ty = (p| |PowetD/2 . p| | o t1)/2),

2. T) = (p| [P tDI2, L p] [~ Cowst1)/2), T = pf (Bt

On va régler le cas 2; dans ce cas le seul T” possible est I'unique sous-module
irréductible inclus dans 77 x T4 que lon note (T7,T3). On va ramener ce cas au
premier cas. On a les morphismes suivants, ot on utilise le fait que la représentation
Ty x (1), €) est irréductible car T ~ p| |(bevc+3)/2 ot 23

(T, To) x w(, €) =TT x Ty x 7w (h, €) = T1 x (T3)" x m(¢h,€) — (T3)" x Ty x (¥, €).

La derniére fleche est purement une fleche dans un GL convenable, le noyau dans le
GL est l'unique sous-module de T} x (T3)* cest a dire (p||®tewetD/2
pl |~ (Cewct3)/2) et son image est 1'unique sous-module irréductible de Dlinduite
(T3)* x T{ que l'on note ((T3)*,T7). On pose

0 = (T, T3) % w(1,€) N (p] [CowsetD/2, L pf [ owct9)/2) s (3, )

et o, V'image de (T7, T5) x (1, €) dans ((T3)*, T]) x w(1, €). Par un calcul de module
de Jacquet facile, cette derniére induite, ((7%)*,7}) x 7(1,€), a un unique sous-
module irréductible et I'induite (T}, T4) x w(1), €) a un unique quotient irréductible
(pour vérifier cette derniere assertion on dualise pour se ramener a un probleme
de sous-module) qui n’est autre que le sous-module irréductible de ((73)*,T7) x
(1, €). De plus, cette représentation intervient avec multiplicité 1 dans chacune
des 2 induites considérées et elle vérifie I'assertion cherchée dans I’énoncé. On a
donc montré que hormis ce sous-quotient (pour qui laffaire est réglée) tous les
autres sous-quotients irréductibles de Uinduite (T7,75) x 7(1,€) sont aussi sous-
quotients de U'induite (p| |CrvctD/2 ol |7 Crw.ct3)/2) 5 7(3),€). Et on est donc
bien ramené a démontrer la proposition pour tout sous-quotient irréductible 7 de
(p| |CowctD/2 o |~ Gowet3)/2) s 1(4h, €). On rappelle que, par hypothese, T est
aussi sous-module de (p| [(@ow.c=D/2  p||=Orwet3)/2) 5 7(4), €).
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On fixe 7 comme ci-dessus. On rappelle que avec toutes les réductions que 'on
a faite, on en est au cas ol A contient un nombre de valeur absolue (b, . + 3)/2;
par hypothese de I’énoncé ce nombre est strictement inférieur & (a, 4 —1)/2 et on
a donc by e < ap e — 4

On remarque d’abord que les 2 hypotheses assurent que 7 est uniquement déter-
miné par ces hypotheses. En effet, il suffit de calculer la multiplicité de la repré-
sentation (p| |(@ew.c=D/2 ol |~ Pew.et3)/2) @ 7(4), €) dans le module de Jacquet
convenable de Iinduite (p| |(CewctD/2 o |~ e t3)/2) 5 (1), €); cela a été fait
ci-dessus et on trouve la multiplicité 1. On définit (10", €”) a partir de (¢, €) en
ajoutant & Jord, (1) les 2 blocs (p,bp e + 2,0, , .42 = +,€(byyc +2) = €(a))
et (p,bppe+4,0p, .42 = +,€(bpy,c +2) = €(a)). Et le but est maintenant de
démontrer que 7 ~ (", ). L’induite (p| |Cewct3)/2 o |7 o e tD/2) s (1), €)
a 2 sous-modules irréductibles: en effet, on vérifie que 'intersection

(pl [Bow-et8)/2 1 p| [T ot D/2) 5 (3, €)
N ({pl |(bp,w,e+3)/2’ ol |—(bp,w,e+1)/2>, {pl ‘(ap,w,e—l)/{ ol |(bp,w,e+3)/2>> XW(@’ é)

est non nulle mais ne contient, dans son module de Jacquet, le terme (p| |(bov.c+3)/2]
op| |7 e et D/2Y @ (), €) quavec multiplicité 1. Cela assure qu’il y a un autre
sous-module irréductible, c’est lui que nous notons 7”/; alors 7 est aussi sous-
module irréductible de I'induite (p| |(@ewc=D/2 | p| |~ CewctD/2Y) 5 p| |(Borw,eF3)/2
x m(¢,€). L’induite p||Cev.t3)/2 % 7(2h, &) est de longueur exactement 2 (c’est
le cas particulier ot |A| = 1 que l'on peut utiliser ici par récurrence) avec un
sous-module, noté (p||®eve+3)/2 x 7(2h, €)) pour lequel JGCPI‘(bp,«/z,€+3)/2 # 0 et
un quotient pour lequel ce Jac est nul (lui vérifie Jacp‘ |~ Bp e +9)/2 # 0). Comme
Jac,, ‘<bp,1,,75+3>/2(7r”) # 0, nécessairement 7" est inclus dans (p||(®ev.c=1)/2

pl |7 Cew et 1/2) 5 (]| Bowet3)/2 5 7(4h, €)).  Remarquons pour la suite que
cette derniére induite a au plus un unique sous-module irréductible qui vérifie
Jacpl ((bpp,etD/2 = 0. Il reste & montrer que 7" est aussi un sous-module de I'induite

o= (p| [@owc=D/2 p| |7 bewct3)/2) 5 1(4h, €); ceci entrainera que 7 = 7. On
vérifie que o a 2 sous-modules irréductibles (cela est facile); les 2 ne peuvent étre
inclus dans 'induite

pl [(@owae D2 pl [ CranetDIZ) o (p] |G ¥90/2 (4], &)

d’apres ce que 'on a vu ci-dessus. Les deux ne peuvent aussi étre inclus dans
Uinduite (p| [(@ow.e=D/2 0 p| |7 CowetD/2) 5 (p| |~ o, t3)/2 7 (4), €)) avec des no-
tations similaires a ce qui précede. Il y en a donc un dans chaque induite et cela dis-
tingue les 2 sous-modules. On note 7"’ le premier de ces sous-modules irréductibles;

comme Jac, e, +1/20 = 0, ceci est a fortiori vérifié pour 77 d’out le fait que
"

7" ~ 7" (cf. la caractérisation de 7" donnée ci-dessus). Ainsi 7’ est un sous-
module de o et cela termine la démonstration.

3.3. Le cas €(p,app,c) = €(p,bp ). On note 7 un sous-quotient irréductible de
Iinduite Xzeap||® x (1), €). On sait que 7(1), €) est un sous-module irréductible
de Vinduite < p| |%ew-e(@ew.e=1/2 ol |Zowelbowe=1)/2 5 (3, €). On pose ici
A= AU {(apype—1)/2,...,0} U{(bppe —1)/2,...,1} et 7 est a fortiori un
sous-quotient irréductible de I'induite x__ zp[|* % 7(1h,€). Comme Ay iz ™ Qe

on applique I’hypotheése de récurrence et on sait qu’il existe un intervalle I qui
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ordonne et relativise A tel que 7 soit un sous-module de OF 4 X 7(1h, €) (notations
de I'énoncé). En particulier il existe un sous-quotient irréductible de o; z, noté

T tel que 7 soit un sous-module de I'induite T x w(&, €). Supposons qu’il existe
2o # Opup,e(@pp,c —1)/2 tel que Jacy) =T # 05 il en est de méme Jac,||=o7 # 0 et
nécessairement |xg| € A et on conclut comme au début de la preuve. D’apres la
classification de Zelevinski des représentations irréductibles des groupes linéaires,
on écrit T comme 'unique sous-module irréductible d’une induite de la forme A; x
<+ x Ay (avec £ € N) et ou pour ¢ € [1,4], A; est une représentation de la forme
(p| |[Ppwsedi .| p||%ewefi) et ot on suppose que d; — f; € Z>q et ol on suppose aussi
di <--->d; <---<dy. En écrivant T sous cette forme, Jacp| ‘s‘w,ele # 0. Cela

prouve que di = (a, . — 1)/2. Mais comme a, 4  est le plus grand élément de A
et qu’il y intervient avec multiplicité 1, on a £ = 1 (avec les notations introduites).
Ainsi en posant f = d, . f1, on voit que =0,y cf > (bpye —1)/2 et que A =
{(bp,p,e +1)/2,...,|f|}. D’apres I'hypothese sur A, on a aussi |f| < (ap .y, —1)/2
et donc, a fortiori 2|f| —1 €]b, 7 - a, ;[ (ici on utilise que b, ;- = by ype — 2).
Ainsi p| |/ x 7 (1, €) est irréductible donc isomorphe & p| |~/ x (1), €). Cela entraine
les morphismes:

o {pl o VI ol 18) x x(3, )
s (p| [Peroe(@oemDI2 L pl[F=00me) 5 pl | 5 (), €)
o {pl P IEpl[I  pl| x(,
~ p| |7 x (p| |Preoe(@one =02 p| [F 00l x (4, €),

le dernier isomorphisme résultant de ce que —f € [0,,.c(ap,p,c—1)/2, =05 p.c(Dpp,e—
1)/2]. On en déduit encore que Jac,|-s7 # 0 avec |f| € A. Cela termine la preuve.

4. INVOLUTION D’AUBERT GENERALISEE

Soit xg € 1/2Z~; on pose ici Xy := 2xg + 1, la notation disparaitra rapidement.
On fixe p comme en [T} toutes les constructions ci-dessous dépendent de ce choix
de p. Toutefois, p étant fixé, on ne le fait pas apparaitre dans la notation; il
n’en sera plus de méme dans [fl o on remettra p dans la notation. On note Pg,
I’ensemble des sous-groupes paraboliques standard de G dont un Levi est isomorphe
a Xien,qGL(aid,, F) x G(n— Eie[l,é] a;dp) pour une collection arbitraire de a;,i €
[1,£]. Pour P dans Py, et pour une représentation o d'un Levi de P, de longueur
finie, on note o<, un sous-quotient de o tel que tous les sous-quotients de o<, vus
comme représentation de x;¢(1 G L(a;d,) ait pour support cuspidal une collection
de représentations de la forme p| |7, ... p||*Z " avec des x; . réels et vérifiant
Jj€1,>ail, |zj-| < o, maximal avec cette propriété. On sait que o<, est bien
défini et est un facteur direct de o. On définit o,, en remplacant l'inégalité large
par une inégalité stricte dans ce qui précede.

On définit I'involution d’Aubert & support < g de la fagon suivante (qui s’inspire
fortement de [3] 1.5): pour toute représentation lisse m de G(n), (ici corg est le
corang ou encore le rang du tore central d’un Levi du parabolique considéré)

invex, (m) = Z (=1)°°r9P Ind$ (resp(m) <ay)-
PG'Pdp
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Il faut comprendre cette formule comme un élément du groupe de Grothendieck
associé aux représentations lisses de type fini de G.

Proposition. invcx, est une involution dans le groupe de Grothendieck des repré-
sentations lisses de G.

Contrairement & ce que ’on pourrait croire, cette proposition n’est pas vraie
pour les groupes linéaires.

Pour calculer inv< x, (inv<y, (7 ))7 il faut savoir calculer pour tout couple de
paraboliques P,Q dans Py, (T‘GSQ IndG(resGm)<uy)<z,- On utilise pour cela la
description combinatoire de Bernstein-Zelevinski qui en donne une filtration indéxée
par les doubles classes du groupe de Weyl modulo celui de P et celui de Q. Une
double classe, contenant w, donne lieu a un parabolique P, tel que P, C P, un

parabolique P,-1 tel P,-1 C @ et & un terme (mdPQ wlresp (resB(T)) <o) <o -

On remarque d’abord que ce terme est 0 sauf si P, et P -1 sont dans Pg, et qu’alors
cela n’est pas autre chose que mdgw_lw l(resgwwkxo. C’est cela le point clé;
pour le vérifier j’ai préféré écrire I'assertion en terme de partitions; a P correspond
une collection d’entiers (aq,...,a;,...,ap) dont la somme est inférieure ou égale
an. A @ correspond une collection analogue (aj,...,a’,...,ap) et un w induit
une ”"subdivision” (la subdivision ne détermine pas uniquement w) a;;,a; ;i €
[1,4],5 € [LE’],a;,j € [1,¢] vérifiant:

V] € [136/]7216[1 [](az,J + a ) +0‘ ]
Vi€ [L 4o == ai =3 e (am + aw) > 0.
On a alors & considérer la restriction de 7 au parabolique de Levi X;e[1,¢ Xje[1,01]

GL(ai,j)XGL(Oéi)XGL(GQ,j)><( iene1GL(G) X G(n = 3 i 0 @i = Xjen e 0!3))
en tenant compte du fait que I'ordre dans chaque produit x e[y ¢GL(a; ;) x GL(cv)
x GL(a; ;) dépend de w et n’est pas forcément celui écrit. On projette sur un cer-
tain support cuspidal pour tous les facteurs hors de la grande parenthese. Puis w
permute ces facteurs (en induisant aussi des passages a la contragrédiente) et on
induit au parabolique de Levi X je(1,¢/GL(a}) X G(n— ;o1 41 @) et on reprojette
sur un certain support cuspidal pour tous les facteurs GL; cela Veut dire que l'on
pouvait des le départ projeter sur le support cuspidal défini par zy pour tous les
facteurs GL et que cela suffit méme. C’est ’assertion annoncée.

Revenons a notre calcul. On doit encore induire de @) & G la représentation

(ind%q wresh, (resG(m))<zn) <on:

’L]’

Ce qui n'est autre (dans le groupe de Grothendieck) que ind§ (res® m)<a,-
Ainsi pour calculer la somme on fixe un parabolique R et on somme sur les triplets
(P, Q,w) vérifiant P D R, w est en fait un représentant d’une double classe modulo
les groupes de Weyl associé a P et @ et vérifiant P N Q,, = R, ce que 'on somme
est le signe (—1)"9P+79% 11 est montré dans [3] 1.7 qu'une tel somme est 0 si R
est propre.

Remarque. on pourrait évidemment prendre des supports cuspidaux plus généraux
que ceux que l'on a choisis. La seule condition sur le choix des cuspidales des
groupes linéaires qui interviennent est qu’elles doivent former un ensemble stable
par dualité (3 cause de I'action de w™! qui effectue partiellement des passages a
la duale). Et lautre contrainte est que ’on ne peut controler la multiplicité avec
laquelle une représentation cuspidale donnée intervient dans le support cuspidale.
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4.1. Involution sur les représentations. Dans le paragraphe précédent, on a
défini une involution dans le groupe de Grothendieck; dans certains cas cette invo-
lution envoie une représentation irréductible sur une représentation irréductible au
signe pres. Ceci n’est évidemment pas vrai en général.

Théoreme. Soit (V,€) comme en [ d'ou w(1,€) et soit a € Jord,(). Alors
V<o (1, €) est irréductible au signe preés.

On va d’abord démontrer ’assertion suivante:

Soit n' < n et (Y',€) un analogue de (1, €) pour G(n'). On fize aussi p et on
pose ici a = A,y . S0it T un sous-quotient irréductible d’une induite pour G(n) de
la forme X zeap||* x w(¢', €") avec pour tout x € A, x < (a—1)/2 et, évidemment,
|Ald, +n' =n. Alors inve,m est irréductible au signe preés.

Posons zg := (a — 1)/2 et ici a = X. La aussi on s’inspire trés fortement de [3]
et de la preuve donnée dans 'Erratum. C’est & peu preés clair (mais on sera plus
explicite ci-dessous) quand on lit cette preuve qu’avec nos définitions, inv,(m) sera
irréductible (au signe pres) si il existe Py <y, € Pa, tel que pour tout P € Py,
soit P 2 Po,<y, alors ind@(res@(m)<z,) = 0 et soit P D Py <4, alors tout sous-

quotient irréductible 7 de ind3(res®(m)<a,) on a resf <o, T 7 0. Le parabolique

GL(d,,F) x --- x GL(d,,F) x G(n’), ou il y a |A| copies de GL(d,,F) a cette
propriété grace a[Bl Reprenons alors la démonstration de [3]. Aubert construit un
complexe formé de G-modules; pour cela, elle fixe un choix de racines simples pour G
et pour tout parabolique standard P, on note A I’ensemble des racines simples hors
de P; ainsi le corang de P est le cardinal de AP, Si j est le corang de P, AJC[AT] est
un espace de dimension 1 sur lequel on fait agir G trivialement. Aubert pose Ey=m
et pour j > 1, E; := @ p(indE resG(n)) ® NNC[Ap], out P parcourt I'ensemble des
paraboliques standard de corang j. Par définition, Ej est une somme directe sur des
paraboliques P d’espaces Ep et pour Q de corang j+1, la fleche de transition de Ep
dans E’Q est 0 si P ne contient pas (@ et sinon est le produit tensoriel de I’application
naturelle de projection de IndGo — Indgresgo (ici ¢ = resG(m) mais 'application
peut se définir plus généralement), avec I'application de multiplication & droite par
/\ag de AMVC[Ap] dans AVTICIAC], on ag est 'unique élément de A9 — AP, Et,
évidemment, on somme sur tous ces couples.

Nous ce que 'on fait ici est de remplacer resg par resg, <xzoi avec lexistence
de Py «<4,, n'interviennent donc que les P qui contiennent le parabolique Py <, le
parabolique de Levi isomorphe & |A| copies de GL(d,, F') fois G(n — | Ald,).

Il est clair que 'on a bien défini un complexe et il faut démontrer qu’il est exact
sauf pour j = |A|. Pour cela on fait exactement comme dans [3], erratum; elle utilise
le fait que le foncteur de Jacquet suivi de la projection sur la partie cuspidale est
exact. Et elle montre non pas que le complexe de départ est exact mais que le com-
plexe obtenu en prenant les modules de Jacquet cuspidaux l'est. Nous, on ne prend
que resp, _, <z, €t on obtient des représentations d’un produit de GL(d,, F) fois
G(n—|A|d,) dont chaque sous-quotient irréductible est automatiquement cuspidal
pour les facteurs GL(d,) et est isomorphe & m(¢’, €') pour le facteur G(n — |Ald,).
Que le complexe obtenu avec cette restriction soit exact (sauf sa derniére fleche
non nulle) se démontre alors avec la filtration de Bernstein Zelevinski en copiant
mot pour mot la démonstration d’Aubert. Mais cela nous suffit pour savoir que
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le complexe de départ (sauf sa derniere fleche non nulle) est exact car tout sous-
quotient 7 irréductible d’un E'j est isomorphe a un sous-quotient irréductible de
Xzeap| [T x w(Y',€) et vérifie donc resp, _, <o (T) # 0 d’apres B

On sait donc que inv<x,m est a un signe pres une représentation de G et
non pas seulement un élément du groupe de Grothendieck. Mais, en plus, les
sous-quotients irréductibles de cette représentation vérifient la méme hypothese
que 7 puisqu’ils sont sous-quotients de indIGDOKmO res§01<mo7<x07r. En outre le signe

qui intervient n’est autre que (71)|A‘ et est donc indépendant des sous-quotients.
Comme inv<x, (inv<x,(m)) =~ 7 est une représentation irréductible, cela entraine
que invyx, (m) est elle-méme irréductible au signe pres.

On a donc démontré 'assertion cherchée et on va l'appliquer pour obtenir le
théoreme. Pour cela on montre que (¢, €) vérifie 'hypothese de 'assertion. II faut
définir (¢',€'); si app, > a, on pose tout simplement (¢, €) = (¢, €) qui convient.
Sinon, on définit d’abord un objet auxiliaire, (11, €1):

- 8l bpae # —1 et €(apyp,e) = €(bpyp,c), on obtient (q,€1) en enlevant sim-
plement de Jord,(v) les 2 éléments a, e €t by e
- sinon on définit (i1, €1) en changeant simplement dans Jord,(¢), a, .. en
bp e+ 2 (doncen 1sibyye=—1).
On remarque que dans les 2 cas a, .y, ., > Gpy,c €t est méme précisément le plus
petit bloc de Jord,(v) strictement supérieur a a, . On recommence avec (11, €;)
la méme construction et on finit par arriver a un couple (¢, €’) pour lequel a <
ap,y - Clest celui que nous voulons. Il est clair par construction que 7 vérifie
I’hypothese de I'assertion pour ce choix.

4.2. Signe de l’involution. Pour (¢,¢) et pour a € Jord,(v), on a défini
inv<q(m(1,€)). On note ici |invg(m(,€))| la représentation irréductible
Finva(m (1), €)).

Proposition. On fize (,€) et a € Jord,(v). Supposons que Jord,(vy) est formé
d’entiers impairs. Alors, on note Ne, == [{a € Jord,(v);a < a}| et l'on a:

v (m(1h, €)) = (—1)N<aN<a=1)/2 H (=) @V 2)inu o (n (1, €))|.
acJord,(V);a<a

Supposons que Jord,(v) est formé d’entiers pairs, alors

inv<a(m(1,€)) = I1 e(@)(=1)*?linvca(n (1, €))|.

acJord,(¢);a<a

Le signe introduit par I'involution dépend de la parité du corang du parabolique
notée Py <y, (ot g = (a —1)/2) dans la preuve précédente. Dans cette preuve on
a construit (1',¢') et le signe n’est autre que (—1)" ol N est la différence entre
le rang de ¢ et celui de ¥’ au sens nombre de représentations irréductibles de Wg
intervenant dans ¢ resp. ¢’ ou encore 1/2(3 ¢ jora, () @ — 2oaresord, () @) En
fait on n’a pas construit (¢',¢’) directement, on est passé par la construction de
(11,€1). On note donc ¢ le signe qui s’'introduit pour l'involution de 7 (¢, ¢€) et (3
son analogue pour m(11,¢€1). Calculons la différence entre le rang de 1 et celui de
1. On a construit (41, €1) en distinguant 2 cas.

1. Le premier cas est celui oll €(p, app,c) = €(p, by ). Dans ce cas la différence
entre le nombre de représentations irréductibles de ¢y, moins I'analogue
pour ¥ est exactement (@, y.e + bpp.e)/2.
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2. Dans le cas ou ’hypothese ci-dessus n’est pas satisfaite ce qui inclut le cas
ot b,y = —1, on trouve au contraire (a, p.c — bpyp.c)/2 — 1.

Ainsi ¢ = ¢;(—1)(@ e tPe.v.6)/2 dans le premier cas et ¢ = 1(—1)@ e =bop.e)/241
dans le deuxieme cas. Le plus simple est maintenant d’admettre par récurrence la
formule donnée par I’énoncé pour (; et de montrer que ’on obtient bien celle pour
¢; il faudra toutefois vérifier que la formule est vraie si a < a,y,e. On fait d’abord
toute la démonstration dans le cas out Jord,(¢) est formé d’entier impair puis le
cas opposé.

Supposons d’abord que Jord, (1) est formé d’entiers impairs.

Sia < apy,e, ensemble {a € Jord,(); o < a} n’est autre que 'ensemble des
entiers 25 — 1 pour j € [1, N.,]. Ainsi

H (=172 = H (=1)77! = (=1)N<aW<a=1)/2,
acJord,(¢);a<a JE[L,N<a]

la formule de 1’énoncé donne donc 1 ce qui correspond a I’égalité m = inv.,m dans
ce cas.

Traitons donc le cas ol (¢1,€1) est défini comme ci-dessus. On note N ia
'analogue de N., pour ;. Traitons le cas 1: ici N1, = N, — 2 d’ou

(—1)Nia(Nia_1)/2 H (_1)(@—1)/2

acJord,(P1),a<a
(1) Nea(Veam1)/241) ( 11 (_1)<a1>/2) (= 1)@ =D/24 G0 =12,
aeJord,(¥);a<a
Il ne reste plus qu’a remarquer que

(=)@ e=D/24Gpwe=1)/2 — (1) (@pwetbpue) /2,

Traitons le cas 2 en gardant ’hypothese de parité. Ici N1, = N, et il faut donc

calculer
H (71)(a71)/2
acJord,(P1);a<a

= ( H (_1)(a—1)/2>(_1)(a,w,e—1)/2+(bp,¢,5+1)/2

acJord,(¢);a<a

= ( H (_1)(0‘_1)/2> (_1)(ap,w,e+bp,w,e)/2.

acJord,(V);a<la
Et pour conclure on utilise le fait que b, . étant impair (71)(“"ﬂ/’@*bﬂﬂb‘ﬁ)/2 =
(—=1)(@pwie=bpw,e) /241,
Supposons que Jord, (1) est formé d’entiers pairs; on remarque que pour a €

Jord, (1) avec a < by, €(a) = (—1)*/2 par définition de b, . et sous cette
hypothese de parité, on cherche donc a montrer que

(= 1T e(a)(=1)*/.
acJord,(¢),a€]by y,c,al

On a bien ( =1sia < a,y. On reprend donc les notations (i1,€1) et (1 déja
introduites.
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Dans le premier cas de la définition de (¢4, €1),
(= G1)mwettondl G = 11 c(a)(~1)°"2
OéGJO’I“dp(’Lpl)m]bpﬂ/,lyel,a[
Or Jord,(v1)Nby p ey s al= (Jord,(1)N]bp.p.e, al) — {app.}. Mais par hypothese
€(p7 bp,w,e) = €(p7 ap,w,e) = (_1)bp'w’€/2' D’ou

II e(a)(~1)*/?

a€Jord,(¥1)N]bp, 4y ,eq»a[

(I ) apeszenr

acJord,(P)N]by e a]

Ce qui donne bien la formule cherchée pour (.
Dans le deuxieme cas de la définition de (¢1,€¢1), on a

Jordy(1)N]bp, gy e, al= Jord,(Y)N]by,p.e; a[—{ap,p.c}
Par hypothese €(p, a, ) = —€(bpyp.) = —(—1)%</2. Do

(P, ) (1)1 = (1) O o2
= (=1)@owsetbop.)/2H1 = (_1)(@pv.e=bpy.e) /241

la derniere égalité venant du fait que b, . est pair. On obtient alors

¢ = G(=1) (e Tbow /24T = 11 e(a)(=1)*/2,

acJord,(¢Y)N]by e al

comme annoncé dans 1’énoncé.

4.3. Propriétés de l’involution. On fixe y comme en[l Soit P un sous-groupe
parabolique de G et on note wp un élément du groupe de Weyl qui envoit toutes
les racines positives hors de P sur des racines négatives. On fixe un Levi de P et
on considere le groupe de Grothendieck associé aux représentations irréductibles,
o, de ce Levi qui vérifient que 0 ~ resp «5,0. Dans ce groupe de Grothendieck,
on définit invi x, exactement par les formules déja données pour G. Mais avec les
hypotheses, ce n’est pas autre chose, sur les facteurs GL, que I'involution d’Aubert-
Schneider-Stuhler. En recopiant [3] 1.7 (2), on obtient pour toute représentation 7
de G.

Remarque. dans le groupe de Grothendieck défini ci-dessus, on a 1’égalité
TESP,<g, iV« X, (T) = Ad(wp)inU£X0T68p7<mo (m).

Corollaire. Soit (V,€) et a € Jord, (). Supposons que a, . < a.
(i) Si apye > bpuye + 2, alors |invea(m(ih,€))| — p|[~opwel@ov)/2
X |inveq (m(Y', €))].
(ii) 5% apape = bpype +2 alors
linveq(m(1, €)= (p| |—5p,w,e(ap,w,e—1)/2’ ol ‘5p,w,5(bp,w,e—1)/2> X |inveq (m(¥', €))).

Ce serait un corollaire immédiat du résultat précédent si inv., était défini di-
rectement dans la catégorie des modules et non dans le groupe de Grothendieck;
mais ce n’est pas le cas. Sous les 2 hypotheses, on remarque que a € Jord,(y")
ce qui permet de savoir sans probleme que inv<,(m(¢’, €') est aussi irréductible au
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signe pres. On va démontrer (ii) qui est plus difficile que (i). Sous les hypotheses
de (ii), on sait que

JAC <5, O c=1/2JAC, 15y 0y -2 (T (1, €)) = (W €).
On en déduit donc grace au résultat dans le groupe de Grothendieck que
JAC,) 5y a2 TAC 5y g (im0 (0, )]) 2 [imvam (8, €)).
Cela prouve qu’il existe une inclusion de
|inv<am(ih, €)] — p| |“Orwecltowe D2 o pf |Prree B =D 5 fimp (3, )]

Ainsi il existe o un sous-quotient irréductible de p||~Oewc(@pve=1)/2 5 L.
x pl |9 B =1)/2 tel que

|inv<aﬂ—(¢a 6)‘ — 0o X |inv<a7r(¢la 6,)"

Soit = tel que Jac,|j+0 # 0. On a alors aussi Jac,|«|inv<,m(¢,€)| # 0 et avec le
résultat dans le groupe de Grothendieck, Jac,|-=m(¢,€) # 0. Cela entraine que
—x = 0ppe(app.ec —1)/2 ce qui ne laisse qu'une possibilité & o celle de I’énoncé.

5. CALCUL DE L'INVOLUTION

On fixe (¢,€) et a € Jord,(y). On pose Y-, I'analogue de ¢ ot on change
simplement J, , en son opposé pour tous les a € Jord, () avec a < a.

Théoréme. Soit (1, ¢) et a € Jord,(v). Alors |inv<q(m(,€))| = T(d<a, ).

On montre ce théoréme par récurrence sur n (rang de t). On remarque aussi
que si a, . > a, on sait que inve,m(Y, €) = (1, €) et 'assertion est trivialement
vraie dans ce cas. On supposera donc que a > a, ye.

Supposons d’abord que a, e > b,y + 2. Dans ce cas, m(,€) est I'unique
sous-module de linduite pl [%#(@ov.c=1/2 5 (¢, ¢') avec les notations de 24
D’apres le corollaire de [3] et la propriété par induction, |inv<,(w(1),€))| est sous-
module de I'induite p|| =% v (@ewe=1/2 5 q(4p/_ ¢'). Cette induite n’a qu'un seul
sous-module irréductible qui est 7r(1[)<a, €). D’ou le résultat dans ce cas.

Supposons maintenant que a,. . = by + 2. Dans tous les cas ou I'on a pu
caractériser m (1), €) par des propriétés de son module de Jacquet ne faisant intervenir
que des p| [* avec |z| < a, on conclut comme dans le cas précédent. Mais il reste le
cas oll Gp e = 3, bpye = 1 et ayyre > a. Je trouve plus amusant de faire ce cas
a la main.

On décompose 'induite p|| X p x 7(¢)’,€). Pour cela on a besoin des notations
suivantes. On distingue par un signe ¢ les 2 sous-modules irréductibles de 'induite
p X w(¢' €') et on les note 7T’C. Pour ¢ = + on note 7s5¢ 1'unique sous-module
irréductible de I'induite p||® x m; et on note L I'unique sous-module irréductible
de Vinduite (p, p||) x w(¢)',€’) qui est aussi 'unique sous-module irréductible de
Iinduite {p, p| |~1) x 7(¥’,€'). On sait que tout sous-quotient irréductible de p|| x
px7(Y, €') est 'une de ces représentations (cf. B]) et la seule chose est de vérifier que
chacune de ces représentations intervient avec multiplicité 1 sauf L qui intervient
avec multiplicité 2; pour cela, on considere la multiplicité de certains termes dans le
module de Jacquet, les termes les plus évidents. Ensuite, on revient a la définition,
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pour 6 = +,( = +:
inveamse = o — pl|° x 7 — (pl 1, p) x (W', €') + p| |° x p x w(¥)',€)
=ms¢ — Mo ¢ —T—5¢ —L—ms¢c —ms—¢c — L+ m5¢+7_s5¢
+ 75—+ ms—¢+2L=m_5_¢.

Maintenant le résultat annoncé découle dans ce cas des choix faits en Ils ont
d’ailleurs été faits pour avoir ce résultat.

6. REDUCTION AU CAS DISCRET

Soit (1, €); on note (Yg;s,€) le couple qui se déduit de (¢, €) uniquement en
changeant tous les signes ¢,, en + pour tout (p,a) € Jord(y); c’est-a-dire que
Ygise = ¥ o A avec les notations du début de ce travail. Avec les conjectures
faites, on sait associer grace & [I3] une série discrete m(1g;s, €) & ce couple qui est
une représentation de G ol ff = €z := H(p,a)EJord(w) e(a). Il est commode ici de
définir pour a € Jord,(¢), inv, <, au lieu de inv<,, c’est-a-dire de mettre p dans
la notation et de poser inv, <, I'involution inv, <, ou b est le plus petit élément de
Jord, (1)) strictement supérieur a a s'il existe ou b = oo sinon.

PI’OpOSitiOl’l. 77(1%6) = O(p,a,8,,0)EJord(¥);0p,a=— <|invp7<a © |invp7<a|)7r(¢disc;€>7

ot l’ordre des opérations n’a pas d’importance.

Cette proposition est un corollaire a peu pres immédiat de Bl en appliquant ce
résultat 2 fois, on vérifie que, pour 1&, € un couple donnant lieu a la représentation
7(¢, €), la représentation NV, <q © inUp7§a7T(7;, €) pour a € Jordp(z;), est la repré-
sentation 7r(1/~)p7a, €) ou le seul changement est que 4, , a été changé en son opposé.

7. STABILITE

Ici on reprend la notation f de l'introduction; elle n’a d’intérét que si G =
SO(2n + 1,F) ou O(2n, F). Et on pose G* = Sp(2n,C) si G = SO(2n + 1, F),
G*=0(2n,C)si G=02n,F) et G*=5S0(2n+1,C) si G = Sp(2n, F). On note
z ’élément non trivial du centre de G* quand celui-ci existe et z = 1 sinon. Pour e,
on note €z = €(z) o z est comme ci-dessus ou encore €z = [, jorq, () €(); dans
le cas o G = Sp(2n) nécessairement €z = 1 par hypothese (cf. BI). Ici on fait
varier € et on a donc besoin de I’hypothese de 2T pour tout les couples Yeysp, €cusp
pour ¢ tel que ¥ o A est fixé et € varie parmi les caractéres du centralisateur de
1 o A dans G*.

Et on a la conjecture qui est due & Langlands (on renvoit aux articles de Langlands-
Shelstad pour la définition de classe de conjugaison stable et donc la notion de
stabilité):

Conjecture dans le cas discret. La distribution de Gy, HZ“FM(%E) est
stable. Quand on fait varier § ces 2 distributions se correspondent dans le transfert
de Giso G Ggp-

Cette conjecture est maintenant démontrée pour les représentations de réduction
unipotente des groupes orthogonaux impairs ou unitaires en [I5], [I0]. En niveau
zéro pour les groupes orthogonaux, elle est ramenée a un calcul de signe en [I1].
On voit donc bien comment aborder cette conjecture en niveau zéro, mais c’est le
seul cas qui soit clair (au moins pour moi).
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Arthur a fait une conjecture avec des signes pour des paquets plus généraux qui
inclut les notres et c’est la conjecture d’Arthur pour nos 7 (¢, €) que 'on va ramener
a la conjecture du cas discret.

On fixe 1) comme dans tout ce papier. On note zo I’élément non trivial du centre
de la deuxiéme copie de SL(2) et on peut calculer

€(Y(22)) = Xaesord, (1),a=0[2],5, o =—€(Q)-

Théoréme (sous la conjecture dans le cas discret). La combinaison linéaire de
représentations de Gy,

f Y e(v(z2))m(,€)

eez=4
est stable. Quand on fait varier § ces 2 distributions se correspondent dans le
transfert de Giso 6 Gan.

11 suffit de remarquer que pour (p, a) € Jord(y) Popération inv, <, 0inv, <, en-
voie une combinaison linéaire stable de représentations sur une combinaison linéaire
stable. Restreindre et induire sont 2 opérations qui préservent la stabilité; pour
I'induction, cela a certainement été remarqué d’abord par Shelstad mais résulte de
la formule explicite pour le caractere d’une induite. Pour la restriction, cela résulte
aussi de la possibilité de calculer le caractere de la restriction a 1’aide du caractere
de la représentation par une formule de Casselman; toutefois, ici on ne fait pas que
restreindre on projette aussi sur un support cuspidal. Cela ne change pas grand
chose mais faute de référence précise, [16] (paragraphe: propriétés générales du
transfert stable) récrit une démontration d’un résultat plus précis qui inclut les
propriétés du transfert.

Pour terminer la preuve, il faut calculer le signe qui s’introduit avec 1'utilisation
des involutions. Fixons (1, €) ainsi que p et o € Jord,(¢). On veut calculer le
signe de inv, <4 0 1NV, <,m(1¥, €) quand 6, , = —. Et la seule chose qui compte est
sa dépendence en e. D’apres la seule dépendance en e vient des a € Jord,(v)
tel que « est pair et il est clair que quand on applique NV, <o © NV, <o cette
dépendance est tout simplement e(a). C’est ce qui donne €(¢(z2)). Ainsi pour un
signe convenable qui ne nous importe pas,

o(p,a,(sp,a)EJOT‘d(¢);5p,a=— (im)p,<a o i?’LUp’Sa) Z ﬂ(wdisc; 6) =4 Z E(ZQ)T((w, 6).

e;ez=4 e;ez=4

Ce qui rameéne bien la stabilité pour ¢ a celle pour g;sc.
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