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INTRODUCTION

EEERREEEREEE EE ERREER E

Soit Fy un corps fini et £ un nombre premier ne divisant pas ¢g. Soit X une courbe
projective lisse géométriquement irréductible sur F, et F' son corps de fonctions.
Soit G un groupe réductif connexe sur F'.

On montre dans cet article le sens “automorphe vers Galois” de la correspon-
dance de Langlands globale pour G [Lan70]. En fait on construit une décomposition
canonique de 'espace des formes automorphes cuspidales pour G a valeurs dans
Q¢ (ou plus précisément, lorsque G n’est pas déployé, d'une somme, indexée par

Received by the editors December 13, 2012, and, in revised form, October 15, 2013, September
19, 2015, August 11, 2017, December 20, 2017, and January 5, 2018.

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 14G35, 14H60, 11F70.

L’auteur fait partie de ’ANR~13-BS01-0001-01.

(©2018 American Mathematical Society

719


http://www.ams.org/jams/
http://www.ams.org/jams/
http://dx.doi.org/10.1090/jams/897

720 VINCENT LAFFORGUE

ker? (F,G), des espaces de formes automorphes cuspidales pour des formes intérieures
de G). Cette décomposition canonique est indexée par les parametres de Langlands
globaux (-adiques.

On n’obtient pas de résultat nouveau dans le cas ou G = GL, puisque tout
était déja connu par Drinfeld [Dri80,[Dri87alDri88|[Dri87h] pour r = 2 et Laurent
Lafforgue [Laf02a] pour r arbitraire (voir la section [I6] pour le cas de GL,).

Cet article est totalement indépendant de la formule des traces d’Arthur-Selberg.
Il utilise les deux ingrédients suivants :

e les champs classifiants de chtoucas, introduits par Drinfeld pour GL, [Dri80,
Dri87al et généralisés a tous les groupes réductifs par Varshavsky [Var04],

e l'équivalence de Satake géométrique de Lusztig, Drinfeld, Ginzburg, et
Mirkovic—Vilonen [Lus83l/Gin95[BDIILMVOT].

Pour énoncer le théoréeme principal on suppose que G est déployé. On note G le
groupe dual de Langlands de G, considéré comme un groupe déployé sur Q. Ses
racines et ses poids sont les coracines et les copoids de G, et vice-versa (voir [Bor79]
pour plus de détails).

Pour des raisons topologiques on doit travailler avec des extensions finies de Qy
au lieu de Qy. Soit E une extension finie de Q; contenant une racine carrée de ¢ et
Of son anneau d’entiers.

Soit v une place de X. On note O, I'anneau local complété en v et F, son
corps de fractions. On a l'isomorphisme de Satake [V] — hy, de I'anneau des
représentations (de dimension finie) de G & coefficients dans E vers I’algebre de
Hecke C.(G(0,)\G(Fy,)/G(0y), E) (voir [Sat63l[Car79,[Gro98]). En fait les hy,,
pour V irréductible forment une base sur O de C.(G(0,)\G(F,)/G(0,),0). On
note A = H;,6|X| F, l'anneau des adeles de F' et O = [[,¢ /x| Ov. Soit N un
sous-schéma fini de X. On note On lanneau des fonctions sur N, et

(0.1) Ky = Ker(G((O)) — G(ON))

le sous-groupe compact ouvert de G(A) associé au niveau N. On fixe un
réseau 2 C Z(F)\Z(A) (ou Z est le centre de G). Une fonction f €
C.(G(F)\G(A)/KNE, E) est dite cuspidale si pour tout parabolique P C G, de
Levi M et de radical unipotent U, le terme constant fp : g +— fU(F)\U(A) f(ug)
est nul comme fonction sur U(A)M (F)\G(A)/KnZ. On rappelle que le E-espace
vectoriel CS"P(G(F)\G(A)/KNE, E) des formes automorphes cuspidales est de
dimension finie. Il est muni d’une structure de module sur l'algebre de Hecke
C.(Kn\G(A)/Kn, E) : on convient que la fonction caractéristique de K est une
unité et agit par 'identité et pour f € C.(Kny\G(A)/Ky, E) on note

T(f) € End(C"™P(G(F)\G(A)/KNE, E))
l'opérateur de Hecke correspondant.

0.1. Enoncé du théoréme principal. On construira les opérateurs suivants, dits
“d’excursion”. Soient I un ensemble fini, f une fonction sur G\ (G)?/G (quotient

~

grossier de (G)! par les translations & gauche et & droite par G diagonal), et (v;)ies €
(Gal(F/F))!. On construira 'opérateur d’excursion

S1.f.(v)ier € Ende,(kp\ca)/xn, ) (CEP(G(F)\G(A)/KNE, E)).

On montrera que ces opérateurs engendrent une sous-algebre commutative B.
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On ne sait pas si B est réduite mais par décomposition spectrale on obtient
néanmoins une décomposition canonique

(0.2) CP(G(F)\G(A)/ENE, Qo) = P 9

ou la somme directe dans le membre de droite est indexée par des caracteres v de
B, et ou £, est 'espace propre généralisé (ou “espace caractéristique”) associé a v.
On montrera ensuite qu’a tout caractére v de B correspond un unique parametre
de Langlands o (au sens du théoréme suivant), caractérisé par (I4]) ci-dessous. En
posant ), = 9, on en déduira le théoréme suivant.

Théoréme 0.1 (Théoreme [T.I1). On posséde une décomposition canonique de
C.(KN\G(A)/Kn,Qg)-modules

(0.3) CMP(G(F)\G(A)/KNE, Qo) = D 9,

ou la somme directe dans le membre de droite est indexée par des paramétres de
Langlands globauz, c’est-a-dire des classes de @(@)—conjugaison de morphismes
o : Gal(F/F) — @(@) définis sur une extension finie de Qg, continus, semi-
simples et mon ramifiés en dehors de N.

Cette décomposition est caractérisée par la propriété suivante : $, est égal a
lespace propre généralisé $),, associé au caractére v de B défini par

(0'4) V(SI’fw("/i)iGI) = f((o'(%))iel)'

Elle est compatible avec l’isomorphisme de Satake en toute place v de X ~ N,
c’est-a-dire que pour toute représentation irréductible V de é, T(hv,) agit sur
o par multiplication par le scalaire xv (o(Frob,)), ot xv est le caractére de V' et
Frob,, est un reléevement arbitraire d’un élément de Frobenius en v. FElle est aussi
compatible avec la limite sur N.

La compatibilité avec I’isomorphisme de Satake en les places de X ~. N montre
que ce théoreme réalise la “correspondance” de Langlands globale dans le sens
“automorphe vers Galois”.

Dans la section on traitera le cas des groupes réductifs non nécessairement
déployés et on prouvera le théoréme [[2.3] qui est similaire au théoréme ci-dessus,
a part que le membre de gauche est remplacé par une somme directe indexée par
kerl(F . G) d’espaces de formes automorphes cuspidales pour des formes intérieures
de G, et les parametres de Langlands o sont définis a ’aide du L-groupe.

Les paragraphes [2.1] et 12.2] qui peuvent étre lus en complément de cette in-
troduction, contiennent les énoncés dans le cas non déployé, ainsi que les deux
conjectures suivantes. La conjecture [2.7] affirme que les parametres de Langlands
intervenant dans la décomposition (03] (ou la décomposition analogue dans le cas
non déployé) proviennent de parametres d’Arthur elliptiques. D’autre part la con-
jecture affirme que cette décomposition est définie sur Q et est indépendante
de ¢.

La section [I3] montre que la décomposition (03] existe aussi a coefficients dans
F,. La section [[4] indique comment adapter ces méthodes au cas métaplectique.
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Dans le cas oi G = GL, les théoreémes inverses [CPS94] et la formule du produit
de Laumon [Lau87] fournissent, par récurrence, le sens “Galois vers automorphe”
(voir [Laf02a] ainsi que la section [[6). Pour G quelconque, les conjectures de
Langlands consistent plutot en

e une paramétrisation, obtenue dans le théoreme ci-dessus,
e des formules de multiplicités d’Arthur pour les §),, que nous ne savons pas
calculer avec les méthodes de cet article.

Dans un article avec Alain Genestier [GL17], nous montrons la paramétrisation
de Langlands locale et la compatibilité local-global.
Dans les paragraphes a nous esquissons la preuve du théoréme

0.2. Chtoucas de Drinfeld pour les groupes réductifs, d’aprés Varshavsky.
La preuve repose sur le fait que les champs de chtoucas, qui jouent un role analogue
aux variétés de Shimura sur les corps de nombres, existent dans une généralité
beaucoup plus grande. En effet, alors que les variétés de Shimura sont définies sur
un ouvert du spectre d'un anneau d’entiers d’un corps de nombres et sont associées
a un copoids minuscule du groupe dual, on possede pour tout ensemble fini I, pour
tout niveau N et pour toute représentation irréductible W de (CA?)I un champ de
chtoucas Chty r,w qui est défini sur (X ~ N)7.

Les chtoucas ont été introduits par Drinfeld [Dri80,Dri87a] pour GL, (et I =
{1,2}, W = St®St*) et généralisés aux groupes réductifs (et aux copoids arbitraires)
par Varshavsky dans [Var04] (entre-temps le cas des algebres & division a été étudié
par Laumon-Rapoport-Stuhler, Laurent Lafforgue, Ng6é Bao Chéau et Eike Lau, et
des copoids arbitraires introduits simultanément par Ngoé Bao Chéau et Eike Lau,
voir les réferences dans le paragraphe [0.5)).

Soit F une extension finie de Q, contenant une racine carrée de ¢q. On note O
son anneau d’entiers. R

Soit I un ensemble fini et W une représentation E-linéaire irréductible de (G)?.
On écrit W = K;c;W; ou W; est une représentation irréductible de G. Le champ
Cht%,)l,w classifiant les G-chtoucas avec structure de niveau N, a été étudié dans
[Var04]. Contrairement a [Var04] nous imposons dans la définition suivante qu’il
soit réduit (bien sir cela ne change rien pour la cohomologie étale).

Notation. Pour tout schéma S sur IF; et pour tout G-torseur § sur X x S on note
T9 = (IdX X Frobs)*(S).

Définition 0.2. On définit Cht%?l)w comme le champ de Deligne-Mumford réduit
dont les points sur un schéma S sur F, classifient

e des points (7;);er : S — (X N N)L,

e un G-torseur § sur X x S,

e un isomorphisme

~

=75 sy (Unes 1)

%+ G (x8)(Upes 1)
ou I'y, désigne le graphe de x;, tel que la position relative en z; soit bornée
par le copoids dominant de GG correspondant au poids dominant w; de W,

e une trivialisation de (G, ¢) sur N x S.

Pour que la condition bornant les positions relatives soit définie sans ambiguité on
demande que Cht%_)l w soit réduit et égal & I’adhérence de Zariski de son intersection
avec 'ouvert ou les x; sont deux a deux distincts.
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Cette définition sera généralisée dans la définition ci-dessous.

On note Chtg{l),v lorsque N est vide et on remarque que Chtg\?],w est un G(On)-

torseur sur Chtﬁv | (X~N)L*

Remarque 0.3. Les lecteurs connaissant le programme de Langlands géométrique
noteront que Cht%?lyw est lintersection d’un champ de Hecke (considéré comme
une correspondance entre Bung n et lui-méme) avec le graphe du morphisme de

Frobenius de Bung n.
Les x; seront appelés les pattes du chtouca. On notera
I I
Pt Chtly) = (X N N

le morphisme correspondant.

Pour tout copoids dominant 1 de G*d on note Cht%?}’gwﬂ Iouvert de Chtg\{)l’w
défini par la condition que le polygone de Harder-Narasimhan de § (ou plutét, pour
étre précis, du G*-torseur associé) est < p. On fixe un réseau = C Z(F)\Z(A).
Alors Z s’envoie dans Bung y(F,) qui agit sur Cht%)l w bar torsion, et préserve

les ouverts Cht%?}’gw#. On montrera que Cht(l)

Mumford de type fini. On note IC

w 1> /= est un champ de Deligne-

Cht“) <u <1 /2 le faisceau d’intersection de

Cht% W /2 & coefficients dans E, normalisé relatlvement a (X ~ N)L. On note
P Cht S /2 — (X N N)T

le morphisme déduit de p N I w bar restriction a chtl N fw et quotient par =.
La définition suivante sera rendue plus canonique dans la définition 111

Définition 0.4. On pose
0,<mE _ 10 /,.(I),<
Hyiw =R (pN I, W (Iccmg\ff;ﬁ; /= )

Dans le membre de droite le faisceau d’intersection est a coefficients dans F et la
cohomologie est prise au sens de [LMBO00,[LO08a,LO08D]. En fait la cohomologie
étale des schémas suffirait (en effet, des que le degré de N est suffisamment grand

en fonction de p, Cht%)j w /2 est un schéma de type fini).

. " < . .
Bien str 9{?\}7‘_‘ w dépend de = mais on omet = de la notation pour raccourcir
un peu.
Quand I est vide et W =1, on a

(0.5) gnﬂf?vz#ﬂﬂ Ce(G(F)\G(A)/KNE, E)

car Chty g 1 est le champ discret Bung n(F,), considéré comme un champ constant
sur Fy, et par ailleurs Bung n(F,) = G(F)\G(A)/Ky. On utilise ici 'hypotheése que
G est déployé, en général Bung, n(F,) est une réunion finie de quotients adéliques
pour des formes intérieures de G, comme on le verra dans la section [I2] (pous plus
de détails on renvoie le lecteur aux remarques [R21] et [[2.2)).

Remarque 0.5. Plus généralement pour tout I et W = 1, le champ Cht%’)l,l /E est
simplement le champ constant G(F)\G(A)/KyZ sur (X ~ N)~.
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1N . 0,<u,E N . . .
On considére hﬂ; HNT7 comme un systeme inductif de E-faisceaux construc-
n [

tibles sur (X ~ N)!. On va introduire maintenant les actions des morphismes de
Frobenius partiels et des opérateurs de Hecke sur ce systéme inductif (on notera
que ces actions augmentent ;). Pour toute partie J C I on note

Froby : (X ~ N)! = (X <~ N)!
le morphisme qui & (z;);es associe (z});er avec
z; = Frob(z;) si i € J et z}=x; sinon.

Alors on possede

e pour k assez grand en fonction de W, pour tout ¢ € I et pour tout y, un
morphisme

% <u,E ,< B
(0.6) Fyiy : Frobg, (5{?\},_1fv’v ) = j'f?v,zlfvy

de faisceaux constructibles sur (X ~ N)!, de sorte que les Fy;) commutent
entre eux et que leur produit pour ¢ € I est I’action naturelle du morphisme
de Frobenius total de (X ~ N)! sur le faisceau J{?Vgl“vf,

e pour tout f € C.(KNy\G(A)/Kn, E), pour k assez grand en fonction de W
et de f, et pour tout y, un morphisme

<
N J_CO,_IH‘N,E

0,<u,E
(0.7) T(f): J'Cz\ulfw ‘(X\s:p)l N,I,W ‘(X\Sp)f

de faisceaux constructibles sur (X \)! o1 %8 est un ensemble fini de places
contenant |N| et en dehors duquel f est triviale.

Les morphismes T'(f) sont appelés des “opérateurs de Hecke” bien que ce soient
des morphismes de faisceaux. Ils sont obtenus grace a la construction, assez évidente,
de correspondances de Hecke entre les champs de chtoucas. On verra apres la propo-
sition que T'(f) peut étre étendu naturellement en un morphisme de faisceaux
sur (X ~ N)!, mais cela n’est pas trivial. Bien stir lorsque I = () et W = 1, les
morphismes T'(f) sont les opérateurs de Hecke habituels sur (0.5]).

Pour construire les actions (0.6) des morphismes de Frobenius partiels, on a
besoin d’une petite généralisation des champs Cht%?LW ou l'on demande une fac-
torisation de ¢ en une suite de plusieurs modifications. Soit (I, ..., ;) une parti-

tion (ordonnée) de I. Comme précédemment W = X,;c;W; est une représentation
irréductible de (G)?.

Définition 0.6. On définit Cht{; ;™) comme le champ de Deligne-Mumford
réduit dont les points sur un schéma S sur I, classifient les données

(0.8)  ((ws)ier, (S0 tho) 2y (Gryth) 2 Doy, (Gr—1,"r-1) Ly ("So0, "%0))

avec
e z; € (X N)(S)pouriel,
e pour i € {0,....k — 1}, (9;,¢;) € Bung, n(S) (c’est-a-dire que G; est un G-
torseur sur X x S et 1; : 91»‘ NxS 5@ | N est une trivialisation au-dessus
de N x S) et on note (Sg, ¥r) = ("So, "%o),
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e pour j € {1,...k}

%
= Tz;) 91| XXS)\(UlgI Te;)

5 9j—1|(Xxs)\(U

est un isomorphisme tel que la position relative de §;_, par rapport a §;
en z; (pour i € I;) soit bornée par le copoids dominant de G correspondant
au poids dominant de W;,

e les ¢;, qui induisent des isomorphismes sur NV x S, respectent les structures
de niveau, c’est-a-dire que v o ¢7|N><S =11 pour tout j € {1,...,k}.

On note Cht%jl’""lk) I’ind-champ obtenu en oubliant la condition sur les positions
relatives.
(117 Ik)7§ﬂ Ity d) qz0 - i
De plus on note Chty louvert de Chty’ 1w défini par la condition
que le polygone de Harder—Narasnnhan de Gg est < u. On note

P cney ™ (XN V)T
le morphisme qui a un chtouca associe la famille de ses pattes.

Exemple. Lorsque G = GL,, I = {1,2} et W = St KSt*, les champs Chtgé’ll}”vg,z}),

resp. Chtg\?[}v{vl D sont les champs de chtoucas a gauche, resp. a droite introduits

par Drinfeld [Dri87a] (et utilisés dans [Laf02a]), et 1 et 5 sont le zéro et le pole.

On construit maintenant un morphisme lisse (0.12) de Cht%ll'“v'{, ©) vers le quo-

tient d’une strate fermée d’une grassmannienne affine de Beilinson-Drinfeld par un
schéma en groupes lisse. Les lecteurs familiers avec les variétés de Shimura peuvent

N

considérer ce morphisme comme un “modele local” & condition de noter

e que l'on est dans une situation de bonne réduction puisque les z; apparti-
ennent a X \ N,

e et que pourtant ce modele local n’est pas lisse (sauf si tous les I; sont des
singletons et tous les copoids sont minuscules).

Définition 0.7. La grassmannienne affine de Beilinson-Drinfeld est 'ind-schéma
Grgh’”"["') sur X' dont les S-points classifient la donnée de

(0.9) (@)ier, G0 25 G125 - 225 6 1 25 6, DGy vs)

ou les G; sont des G-torseurs sur X X S, ¢; est un isomorphisme sur (X x S) \

(117 )

1. I'z,) et 0 est une trivialisation de Gy. La strate fermée Gry est le sous-
i€l

schéma ferme réduit de Gr(Ih’ 1) 46fini par la condition que 1a position relative

de G;_1 par rapport & §; en z; (pour i € I;) est bornée par le copoids dominant
de G correspondant au poids dominant w; de W;. Plus précisément au-dessus de
Pouvert U de X! ot les z; sont deux & deux distincts, Gr; (T15eers i)

grassmanniennes affines usuelles et

est un produit de

e on définit la restriction de Grj Il’ 1) au-dessus de U comme le produit des

strates fermées habituelles (notees Gr,, dans [MV07,BG02] ot w; est le
plus haut poids de W;),

(Ih k) 11,.‘.,1k))

e puis on définit Gr; comme Padhérence de Zariski (dans Gr;
de sa restriction au—dessus de U.
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D’apres Beauville-Laszlo [BL95] (voir aussi le premier chapitre pour des réfé-

Grgflv--wlk)

rences complémentaires dans [BD99]), peut aussi étre défini comme 'ind-

schéma dont les S-points classifient

¢

(0.10) ((%)icr, So 1IN 91 RZNI N Gk—1 LN gk%GFZWW)

ou les §; sont des G-torseurs sur le voisinage formel I's~ ., de la réunion des
graphes des x; dans X x S, ¢; est un isomorphisme sur I's~ o, (Uz‘elj I'y,)etd
est une trivialisation de Gy. La restriction a la Weil Gy~ ooy, de G de I'ss oo, @ S
agit donc sur Gr(lll"”’lk) et Gr(lfé{,'”’lk ) par changement de la trivialisation 6.

On a un morphisme naturel
(0.11) Cutlyy ™ = Gl ™ G o,

qui associe a un chtouca (0.8 le Gy~ o, -torseur Gy et, pour toute triviali-

Iry
sation 6 de celui-ci, le point de Gry Il’ ) ggal ©10).

Remarque 0.8. La meilleure fagon d’énoncer la condition sur les positions rela-

tives dans la définition est de définir Cht%ll’ WI’“) comme l'image inverse de

Ar) In,.. Ik

Gr(I{;{,”"I’“)/GZ coz; Par le morphisme Cht%)ll" — Gr(I ')/GZ coz; construit

comme (O.IT).

Pour (n;)ie; € N! on note sz, le sous-schéma fermé de X x S associé au
diviseur de Cartier ) n;x; qui est effectif et relatif sur S. On note Gy, le schéma
en groupes lisse sur S obtenu par restriction a la Weil de G de I's~,,,, & S. Alors si

les entiers n; sont assez grands en fonction de W, I'action de G's~ o, sur Gr(h’ »le)

se factorise par Gy~ p,,,- Le morphlsme ([@I1) fournit donc un morphisme
(0.12) Cht ™ — Gl ™) )G
(qui associe a un chtouca ([@.8) le Gy~ ,,,-torseur Gy

sation A de celui-ci, le point de Gr(I{Il,{,'"’Ik)

| et, pour toute triviali-
s nga;

égal & (OLI0) pour toute trivialisation 6
de Sk}rz . prolongeant A de 'y 5, & T'sy coz;)-

On montrera dans la proposition 2.8 que le morphisme ([0.12) est lisse de dimen-
sion dim Gy~ 0, = (O,¢; n6) dim G (Uidée est la suivante : il suffit de le montrer
dans le cas ou NNV est vide et alors cela résulte facilement du fait que le morphisme
de Frobenius de Bung a une dérivée nulle).

On en déduit que le morphisme d’oubli des modifications intermédiaires

(0.13) Cut ™ — Cntly;

qui envoie () sur ((i)ier, (S0,%0) e, ("So, "b0))
est petit. En effet il est connu que le morphisme analogue
(0.14)

Gr(h’ oIk Grg‘),v qui envoie ([@I0) sur ((z;)ier, So RLNEN 9k—>GFz<m )

est petit, et d’ailleurs cela joue un roéle essentiel dans [MVO?] De plus I'image in-
verse de Cht{ N, 1 W par (T3] est exactement Cht%ll’ W Ti)< " puisque les troncatures
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ont été définies a I’aide du polygone de Harder-Narasimhan de Gy. On a donc
0,<1,E Iy ), <
Hyiw = Ro(pgv,lf,w s, ( ICChtxll”“,i,’I’“)’S” /= )

pour toute partition (I, ..., I) de I (alors que la définition utilisait la partition
grossiere (I)).
Le morphisme de Frobenius partiel

Frgl7~--71k) . Cht%lj“ﬁ}[k) - Cht%zj'i}[}Ik’Il),

défini par
Frglv--»,lk) ((xz‘)z‘ela (S0, v0) ﬂ> (G1,4n) % k) (Sp—1, V1) ¢_k> (7907T¢0))

= (Froby, ((z:)ier), (S1,¢1) LN (G2,v2) LANN ("So, "0) SN ("S1,741))

est au-dessus du morphisme Froby, : (X~ N)! — (X~ N)!. Comme Frlfl"“’l’“) est

un homéomorphisme local totalement radiciel, on a un isomorphisme canonique

L’isomorphisme de changement de base propre fournit alors un morphisme
. * 0,<p,E 0,<p+r,E
Fy, : Froby, (j{N,I,W ) = HNT.w

pour k assez grand (en effet, dans les notations ci-dessus, si le polygone de Harder-
Narasimhan de G; est < p, comme la modification entre Gy et G; est bornée en
fonction de W, le polygone de Harder-Narasimhan de Gy est < p+x oll k dépend de
W). En prenant n’importe quelle partition (I, ..., It) telle que I; = {i} on obtient
Fy;y dans (0.8).

Pour l'instant on a défini J—(?\,SI“ Vf pour les classes d’isomorphismes de représen-

tations irréductibles W de (G)?. On va raffiner cette construction en celle canonique
d’un foncteur E-linéaire

0,<p,E
(0.15) W = HyTw

de la catégorie des représentations FE-linéaires de dimension finie de (G)I vers la
catégorie des E-faisceaux constructibles sur (X ~ N)I. En particulier pour tout
morphisme v : W — W' de représentations E-linéaires de (G) on notera

H(u) : HYT 5w = HT W
le morphisme de faisceaux constructibles associé.

Le foncteur (0.I5]) sera compatible & la coalescence des pattes, au sens suivant.
Dans tout cet article nous appelons coalescence la situation ou des pattes fusionnent
entre elles. Nous aurions pu employer le mot fusion plutot que coalescence mais nous
avons préféré utiliser le mot coalescence pour les pattes (qui ne sont que des points
sur la courbe) en gardant le mot fusion pour le produit de fusion (qui intervient
dans I’équivalence de Satake géométrique et concerne les faisceaux pervers sur les
grassmanniennes affines de Beilinson-Drinfeld). Soit ¢ : I — J une application. On

note W¢ la représentation de G/ qui est la composée de la représentation W avec
le morphisme diagonal

G7 = G (gj)je7 = (9c@)ier-
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On note

(0.16) Ac: X7 = X1 (2))jes = (2¢0))ier

le morphisme diagonal. On va construire, d’apres [Var04] et [BV06] un isomor-
phisme de faisceaux constructibles sur (X ~ N)”, dit de coalescence:

(0.17) X¢  ALHNTW) S H S e

Cet isomorphisme sera canonique, au sens ou ce sera un isomorphisme de foncteurs
en W, compatible a la composition de (.

On explique maintenant la construction du foncteur ([0I5) et de I'isomorphisme
de coalescence ([0I7).

Lorsque W n’est pas irréductible on note Gr(h’

(117 k)

k) 13 réunion des Gry -

Gr(lh’ L) pour V constituant irréductible de W. On fait de méme avec Cht ]511’ Wlk).

On rappelle maintenant 1’équivalence de Satake géométrique, due a Lusztlg,
Drinfeld, Ginzburg et Mirkovic-Vilonen. Pour des références on cite [Lus83\Gin95,
BD99, MV07,[Gai01l [Gai07, Ric14, [Zhul5]. On va utiliser ici la forme expliquée
par Gaitsgory dans [Gai07]. Habituellement I’équivalence de Satake géométrique
s’exprime de la maniere suivante. Pour tout corps k algébriquement clos de car-
actéristique premiere a ¢, la catégorie des faisceaux pervers G(k[[z]])-équivariants
sur la grassmannienne affine G(k((z)))/G(k[[2]]) est munie d’une structure ten-
sorielle par le produit de fusion (ou de convolution) et d'un foncteur fibre donné
par la cohomologie totale. Comme cela est expliqué dans [MVOT7,[BD99] et rappelé
plus en détails ci-dessous, on modifie un peu la régle des signes dans la contrainte de
commutativité pour que le foncteur fibre soit tensoriel a valeurs dans la catégorie
des espaces vectoriels (et non pas des super-espaces vectoriels). Pour étre plus
canonique il faut introduire en plus une torsion a la Tate, c’est-a-dire tensoriser
par E(%) la partie de degré cohomologique i pour tout i € Z. Cette catégorie est
donc équivalente a la catégorie des représentations de dimension finie du groupe
algébrique des automorphismes du foncteur fibre, qui s’avere étre isomorphe a G
(muni d’un épinglage canonique). De plus ces faisceaux pervers sont naturellement
équivariants par le groupe des automorphismes de k[[z]]. Ceci permet de remplacer
Spf(k[[#]]) par un disque formel arbitraire, et en particulier un disque formel variant
sur une courbe.

Ici on utilise seulement un sens de 1’équivalence, & savoir le foncteur de la
catégorie des représentations de dimension finie de G vers la catégorie des fais-
ceaux pervers G(k[[z]])-équivariants sur la grassmiannenne affine. En revanche on
I’énonce en utilisant la grassmannienne affine de Beilinson-Drinfeld. Dans les nota-
tions du théoréme ci-dessous, ((ILI8]) est un foncteur en W, et cela est plus fort que si
on avait seulement la propriété d) du théoréme, qui détermine de fagon non canon-

(117 Ik)

ique la classe d’isomorphisme de &; pour chaque classe de représentation

irréductible W de (G) . Comme on la rappelé précédemment, la construction de
ce foncteur repose sur le foncteur fibre donné par la cohomologie totale. Par exem-
ple, dans les notations du théoreme ci-dessous, W est €égal a la cohomologie totale
de S(II%,V EI’“) dans les fibres de Gr(h’ ) au-dessus de X7 (avec les avertissements
précédents concernant la régle des signes et les torsions & la Tate). On note cepen-
dant que 'on n’utilise pas cette propriété en tant que telle, seulement a travers le
fait qu’elle fournit le foncteur (ILI8]), et donc la canonicité de nos constructions.
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Théoréme 0.9 (Un sens de l'équivalence de Satake géométrique [BDI9MVQT,
Gai07], voir le théoréme [[I7] ci-dessous pour les détails). On posséde pour tout
ensemble fini I et pour toute partition (I, ..., I;) un foncteur E-linéaire

(It
(0.18) W s 8§t

de la catégorie des représentations E-linéaires de dimension finie de (G)! wvers

L . L I, Iy
la catégorie des E-faisceaux pervers G -équivariants sur Gr( ! k) our la
> ooz, I

normalisation perverse relative a X!). De plus SII%,{, El’”) est supporté par GrY%,{,’“E’I’“)

et universellement localement acyclique relativement a X1. Ces foncteurs vérifient
les propriétés suivantes.

a) Compatibilité aux morphismes d’oubli (des modifications intermédiaires)

S(IIWE est canoniquement isomorphe a l'image directe de SII%,{, Elk) par le

morphisme d’oubli Grgh’ AIe) Grg ) (défini dans ([OI4]) ).
b) Compatibilité a la convolution : si W = Micir,...eyW; ou Wj est une
8(117...71k)

représentation de (G)%, Twp " est canoniquement isomorphe a l'image

inverse de &e{l,m,k}sg’_i&% g par le morphisme

Gl /GEIHOOL%H(Gr /G, on)

(So—=5G1— =Gk ( 9]‘—1‘F2_61

j|FEite acwi))jzl,...,k
ot les G; sont des G-torseurs sur ing com; -
¢) Compatibilité o la fusion: soient I,J des ensembles finis et ( : I — J

une application. Soit (Ji,...,Ji) une partition de J. Son image inverse
(CH(J1), -, CH(Jg)) est une partition de I. On note

Ac: X7 = X1 (2))jer = (wc()ier
le morphisme diagonal associé a (. On note encore A¢ Uinclusion

Gr(jh,...,m _ Grgcfl(Jl),...,Cl(Jk)) X1 X7 < Grgc*ul),...,c*luk))_

Soit W une représentation E-linéaire de dimension finie de GI. On note
W< la représentation de G7 qui est la composée de la représentation W
avec le morphisme diagonal

Gl — 617 (95)jer — (gg(i))ieL

On a alors un isomorphisme canonique

* ¢TI, TN (T J1seennd,
(0.19) AC (Sg,W,f(E 1) ( k))) ~ 8575V4,Ek)

qui est fonctoriel en W et compatible avec la composition pour (.

(1,05 0%)

d) Lorsque W est irréductible, le faisceau pervers Srwp  sur Gr(h’ ~Te)

est isomorphe au faisceau d’intersection (avec la normalisation perverse
relative & X71).

oIk) wos i)

Dans le théoreme précédent Y I, W ‘» " est supporté par Gr!! I et on peut donc

(T1yed
le considérer comme un faisceau pervers (& un décalage pres) sur Gr W ) /Gs s
(avec les entiers n; assez grands).
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Comme on le dira plus en détails dans la remarque[[.191a contrainte de commuta-
tivité est définie par la convention modifiée, introduite dans la discussion qui précede
la proposition 6.3 de [MVQT]. La contrainte de commutativité modifiée est celle que
I’on obtiendrait naturellement si tous les faisceaux d’intersection 8 Ilé{, o ) pour W
irréductible étaient normalisés, du point de vue du degré cohomologlque modulo 2,
pour étre en degré cohomologique pair au point générique de Gr(h’ o1e) /G nias
et alors le lemme 3.9 de [MV07] affirme que leur cohomologie totale serait supportée
en degrés cohomologiques pairs. Donc avec cette contrainte de commutativité mod-
ifiée le foncteur fibre donné par la cohomologie totale sur la catégorie tensorielle
des faisceaux pervers G(0)-équivariants sur la grassmannienne affine est un fonc-
teur tensoriel & valeurs dans la catégorie tensorielle des espaces vectoriels (et non
pas des super-espaces vectoriels), d’ou 'équivalence avec la catégorie tensorielle des
représentations de dimension finie de G (défini comme le groupe d’automorphismes
du foncteur fibre).

Remargue 0.10. Dans le théoreme précédent Zy~ cpoom C Gy, E cox; agit triviale-

Il, Il; Ik)

ment sur Gry ) et donc (par d)) sur tous les faisceaux 8; On note

G* = G/Z. On peut donc considérer S(Il’ 18 comme un falsceau pervers (& un

(117 csIi)

décalage pres) Gad _—equlvarlant sur Gr; ou si on préfere comme un fais-

I e o .
ceau pervers (& un décalage preés) sur Gr( 1) /G (avec les entiers n; assez

grands).

Voici la construction du foncteur (IE). Le morphisme ([@I2) ne se factorise
pas par le quotient par Z (comme me ’a fait remarquer un rapporteur anonyme),

. , . . Inse Iy,
mais c’est le cas de sa composée avec le morphisme d’oubli Grg wE ) /Gy npw;, —

Gr; Il’ o )/Gad iz, Autrement dit on possede un morphisme

(0.20) Chtlyy ™ /2 — Gl el

et d’apres la remarque [LI0] §; Il’ »1k)

sur l'espace d’arrivée.

est un faisceau pervers (& un décalage pres)

Définition 0.11. On définit le faisceau pervers (avec la normalisation relative &
(X ~N)) fr"%ll’ We Tk) g sur Chty Il’ Ik) /E comme I'image inverse de Sgl%,[’,"él’“) par
le morphisme (IIEZII) On deﬁmt alors le foncteur (0I5) en posant

0,<p,E Iy di),< Iy
(0.21) g{N IMW = Ro(pgvll W e H) (rfgv,ll,w,f)ﬂcm“l ”””” Te) e /= )
pour toute partition (11, ..., Ix) de I.

Gréce au a) du théoreme précédent la définition ([02I]) ne dépend pas du choix
de la partition (Iq, ..., Ix).
Lorsque W est irréductible, la lissité du morphisme ((L.12I), donc celle du mor-

Iy k)

phisme ([@:20), et le calcul de sa dimension impliquent que F N.I. W= est isomorphe

. . . Iondy) o
au faisceau d’intersection de Chtgvll’ W k) /E (avec la normalisation perverse relative

a (X ~ N)I). Donc la définition précédente est cohérente avec la définition (et
la raffine en la rendant plus canonique).
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L’action des opérateurs de Hecke et des morphismes de Frobenius partiels peut
se reformuler & l'aide de la définition ([02I)). La canonicité de la définition (021])
est surtout cruciale pour la construction des isomorphismes de coalescence (017,
que nous allons expliquer maintenant, car les espaces de départ et d’arrivée ne sont
pas les mémes.

Définition 0.12. L’isomorphisme canonique ([0I7) est défini (grace au théoreme

de changement de base propre) par I'isomorphisme canonique entre g et

N,J,W¢ 2, E
-1 -1
I'image inverse de 3"% I IE{,JIE)EC (i) par (le quotient par = de) I'inclusion

Che {1y = Cht%;ul),u.?c*uk)) X ) (X N V) < Chtgg;l(h),-u,(*(h))
qui provient de l'isomorphisme (0:I9) dans le ¢) du théoréme
La définition précédente est indépendante du choix de la partition (Jy, ..., Jx).

Remarque 0.13. Le fait d’avoir pris une partition (Ji, ..., J;;) arbitraire permet de
montrer la compatibilité entre l'isomorphisme de coalescence ([II7) et les mor-
phismes de Frobenius partiels, a savoir que pour tout j € J, AZ (Fe—1giy) et Fp
se correspondent par 'isomorphisme y. de (QIT).

0.3. Morphismes de création et d’annihilation. Dans ce paragraphe notre
but est d’utiliser les isomorphismes de coalescence ([ILIT) pour construire des mor-
phismes de création et d’annihilation, puis d’exprimer les opérateurs de Hecke en
les places de X . N comme la composée

e d’un morphisme de création,
e de l'action d’'un morphisme de Frobenius partiel,
e d’un morphisme d’annihilation,

et d’utiliser cela pour étendre les opérateurs de Hecke (7)) en des morphismes de
faisceaux sur (X ~ N)! tout entier et pour obtenir les relations d’Eichler-Shimura.
Soient I et J des ensembles finis. On va définir maintenant les morphismes de
création et d’annihilation, dont I'idée est la suivante. Les pattes indexées par I
restent inchangées et on crée (ou on annihile) les pattes indexées par J en un méme
point de la courbe (indexé par un ensemble & un élément, que 'on note {0}).
On a des applications évidentes

Criod = {0}, ¢§=(1ds,¢5): TUT = TU{0} et ¢f = (1ds,¢p): I — TU{0}.

Soient W et U des représentations E-linéaires de dimension finie de (é)I et (CAT')J
respectivement. On rappelle que US’ est la représentation de G obtenue en re-
streignant U a la diagonale G c (@)J . Soient x € U et £ € U* invariants sous
I’action diagonale de G. Alors WU est une représentation de (CA?)IUJ et WRIUS
et W X1 sont des représentations de (@)I U{0} reliées par les morphismes

IdW Xz

WK1 WRUSY ot WRUSY 98 prmq.

On note A : X — X7 le morphisme diagonal et on désigne par Ex. y le faisceau
constant sur X \ N.
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Définition 0.14. On définit le morphisme de création €% comme la composée

I
0,<p,E 0, q(0.<p.E
Hyzw B Exn—=>Hy 700w
X71
91w Bo), g0, <p. B g0, <nE |
N,IU{O},WX’UCJ ~ N, JUJWKXU (X\N)IXA(X\N)

ol X! et x¢1 sont les isomorphismes de coalescence de ([0IT). De méme on définit

le morphisme d’annihilation GZ comme la composée

Xl
0,<p,E $7 4r0,<u,E
CHN,IUJ,WIZIU|(X\N)I><A(X\N) ~ g{N,Iu{O},WXIUCJ

—1

X1

H(Idw K¢ < ¢
(v )’ g{?\},_lﬁi{b(ﬁ)},wm Nw ’j{?\}if?ﬁf gE(X\N)'

Tous les morphismes ci-dessus sont des morphismes de faisceaux sur (X ~ N)! x
(X N).

Nous allons maintenant utiliser ces morphismes avec J = {1,2}. Soit v une place
dans |X|~ |N|. On considere v également comme un sous-schéma de X et on note
FE, le faisceau constant sur v. Soit V' une représentation irréductible de G. On note
1%y @V*et Ve V* Y% 1 les morphismes naturels.

Pour k assez grand (en fonction de deg(v), V'), on définit Sy, comme la composée

(0.22) HYS R E,
#
0.93 e‘sv‘(X\N)IXv j—(O’S“’E
(0.23) — "N wrvev: l(x v xaw)

(Fay)des)
(0 24) {1} (X~N)T xA(v) g_(o,gqun,E
. N,IU{1,2}, WRVEKV *

(X\N)l XA(’U)
evy ’ 1
(X~N)t xv

j_anSIH-KaE X E,.

(0.25) N.I,W

Autrement dit on crée deux nouvelles pattes en v a 'aide de 6y : 1 = V@ V*, on
applique le morphisme de Frobenius partiel (& la puissance deg(v)) a la premiere,
puis on les annihile a 'aide de evy : V@ V* — 1.

En tant que morphisme de faisceaux constructibles sur (X \ N)! x v, Sy, com-
mute avec l'action naturelle du morphisme de Frobenius partiel sur E, dans ([0.22)
et (0:25), puisque

e les morphismes de création et d’annihilation entrelacent cette action avec
I'action de Fyy 9y sur (0.23) et (0.24)), par la remarque

e [y et donc F{dff(v) commutent avec Fyy oy = Fi1yF(oy.
Définition 0.15. Par abus on note encore
0,<u,E 0,<p+r,E
Sv j'fN,IIfW - :HN,Il,LWH

le morphisme de faisceaux sur (X ~ N)! obtenu par descente relativement &
Z/ deg(v)Z (en prenant les invariants par ’action naturelle du morphisme de Frobe-

nius partiel sur E, dans ([(22)) et ((20)).
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Proposition 0.16. La restriction de Sy, a (X ~ (N Uv))! est égale, en tant que
morphisme de faisceauz sur (X ~ (N Uwv))!, & Uopérateur de Hecke

g_coqﬁﬂJrli-,E

. q00.<p.E
T(th“) : HN,IfLW |(X\(NUv))I — ANTw }(X\(NUU))I'

Il suffit de le démontrer lorsque V et W sont irréductibles. La preuve est de
nature géométrique. Nous l’esquissons ici dans un cas simple, ou elle se réduit a
Iintersection de deux sous-champs lisses dans un champ de Deligne-Mumford lisse
et ou cette intersection s’avere étre transverse. La preuve est plus compliquée en
général & cause des singularités. On renvoie a la preuve de la proposition [6.2] pour le
cas général (mais une solution alternative consisterait a se ramener a une situation
d’intersection transverse lisse & 1’aide des résolutions de Bott-Samelson).

Démonstration lorsque V' est minuscule et deg(v) = 1. On rappelle qu'une repré-
sentation irréductible de G est dite minuscule si tous ses poids sont conjugués par
le groupe de Weyl. Cela équivaut au fait que 'orbite correspondante dans la grass-
mannienne affine est fermée (et implique donc que la strate fermée correspondante
est lisse). On note d la dimension de lorbite associée & V.

Gréce & 'hypothese que deg(v) = 1 on peut supprimer XE, partout. On con-
sidere le champ de Deligne-Mumford

Z({(h2H0) = Chtg\{rll}dgi}ég)vv&\/&v*

(XN(NUv)IxA(v)®

On va construire deux sous-champs fermés Y; et Yo dans 2(1112HD ) munis de
morphismes a; et ao vers

I
2 = Chth?I,W|(X\(NuU))I

de sorte que

e A) la restriction & (X ~ (N Uw))! de la composée ([(1.22)— [@.23)— ([0.24)
du morphisme de création et de I’action du morphisme de Frobenius partiel
est réalisée par une correspondance cohomologique supportée par la corre-
spondance Yo de Z0) vers ZUIH{2HD et dont la restriction aux ouverts de
lissité est déterminée par son support, avec un coefficient correctif de ¢—%/2,

e B) larestriction & (X~ (NUv))! du morphisme d’annihilation (0.24)— (0.25)
est réalisée par une correspondance cohomologique supportée par la corre-
spondance Y; de Z{H{21D vers 2(0) | et dont la restriction aux ouverts de
lissité est déterminée par son support.

Le coefficient correctif de ¢~%2 est évidemment di & P’action du morphisme de
Frobenius partiel. On justifiera dans la remarque qu’il n’y a pas de signe a
ajouter.

Donc Sy, sera réalisée par une correspondance cohomologique supportée par le
produit Y1 Xg11,423,1) Yo de ces correspondances. On verra

e que le produit Y1 Xz (11,123.n Y2 n’est autre que la correspondance de Hecke
I'D de 2 dans lui-méme (qui est une correspondance finie étale),

e que Sy, qui est donc une correspondance cohomologique supportée par
' est en fait égale & la correspondance cohomologique supportée par I'(D)
avec un coefficient correctif de ¢~%? (cette correspondance réalise T(hv.y)
puisque V' est minuscule).
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Gréce a I'hypothese que V' est minuscule il suffira de faire le calcul sur les ouverts de
lissité, et le calcul sera évident car on verra que sur les ouverts de lissité 'intersection
Y1 Xgway.123.00 Y2 est une intersection transverse de deux sous-champs lisses.

On construit maintenant tous ces objets. La correspondance de Hecke I') est
le champ classifiant la donnée de (z;);er et d’un diagramme

(0.26) (S, 0) 2= (75", 7y)

tel que
e la ligne inférieure ((;)icr, (G, ) 2, (7G,7)) et la ligne supérieure
((mi)iel, (9,9 LN (79’,71//)) appartiennent & Z(),
® K 9‘(X\U)X5 = 9,|(X\v)><S est un isomorphisme tel que la position relative

de G par rapport & §’ en v est égale au poids dominant de V' (on rappelle
que V est minuscule),

e larestriction de k & N x S, qui est un isomorphisme, entrelace les structures
de niveau v et v'.

De plus les deux projections I'P) — Z(I) sont les morphismes qui conservent les
lignes inférieures et supérieures de ([0.26]).

Comme les pattes indexées par I varient dans X \ (NUv) et restent disjointes des
pattes 1 et 2 fixées en v, on peut changer la partition ({1},{2},1) en ({1}, 1,{2})
et on a donc

({13250 — Chtj\{,ll}u{{l{zzi)wlz\/&V*

(XN(NUv)IxA(v)®
Autrement dit le champ 21210 classifie la donnée de (2;)ies et d'un diagramme

(0.27) (S1,91) —= (S %) (791, 70)

ST e s 2

(S0,%0) (G2, ¢2) —— ("So0, "¢0)

avec
((ﬂﬁi)ief,(%ﬂ/fo) (G1,91) 25 (G2, 2) 22 ("o, 0))
({1}.{2},1)
€ Chty 7015y wrveEy- (X~ (NUv))T x A(v)
et

((@)ier, (90##0) = (1, ¢1) (927%) ( S0, "))

({1}.1.{2})
€ Chtyy JTU{1,2}, WRVRV*

(X~ (NU)) X A(v)"

Les fleches obliques, verticales et horizontales du diagramme ([0.27]) sont respective-
ment les modifications associées a la patte 1, a la patte 2 et aux pattes indexées
par I. La fleche "¢, a droite du diagramme ([0.27) est déterminée par ¢;, mais on
I’a dessinée car elle servira pour définir Y, ci-dessous.
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On note Y; < 211211 1e sous-champ fermé défini par la condition que dans
le diagramme (0.27)), 201 : 90|(X—v)><S — 92|(X—v)><S s’étend en un isomorphisme
sur X x S. On a un morphisme

aq 151 — Z(I)

qui envoie

(51, 1) — 22> (S}, ) (791, 74)

S e B2

(So, %0) — (G2, v2) — ("So, "¥0)

sur la ligne du bas, c’est-a-dire

(0.28) ((@1)ier, (o, o) 222221 (760 7).

L’assertion B) ci-dessus vient d’un énoncé similaire concernant les faisceaux de
Mirkovic-Vilonen. En effet

e par le a) du théoréeme I'image directe de S({{llg}{a}év* (qui est le fais-

ceau constant F décalé) par le morphisme d’oubli (de la modification in-
J 1},{2 1,2 . s e({1,2
termédiaire) Grr{{1 g}{v]%v* — Gr {{1 2}}2/&‘,* est égale a S({{1,2}]:\)/|ZIV*,E’
e par le ¢) du théoreme [0.9 la restriction de 8 {{112?‘)/&‘,* g au- dessus de la

diagonale (et donc en particulier au-dessus de A(v)) est égale & it {0} V®V*

que l'on envoie dans le faisceau gratte-ciel Sf{g}}l gpharevy :VaV*—1

et par le théoreme de changement de base propre cela donne lieu a une correspon-

dance cohomologique entre Gr {{11;}{‘2/},%‘/*

A) et le point, et on vérifie que celle-ci
est la correspondance cohomologique évidente supportée par le sous-schéma fermé
lisse de Gr{{llg}{f/%v* formé des (Go LN S 2, G2 = G) tels que ¢o¢; soit un
isomorphisme.

A(v)

On note Yo <> 211211 1e sous-champ fermé défini par la condition que dans
le diagramme ([Q.27), "¢1¢% : 9/2|(X—v)><S — 791|(X—v)><5 s’étend un isomorphisme
sur X x S. On a un morphisme

a9 152 — Z(I)

qui envoie

(0.29) (G1,91) — (G4, ¢05) —— ("S1,7¢1)

e l% s 2

(S0, %0) (92, %2) —— (TS0, "%0)

sur la ligne du haut, c’est-a-dire

(0.30) (@:)ier, (G1, 1) L220%, (7g, 7).
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La justification de lassertion A) ci-dessus se fait

e par un argument similaire & celui donné pour justifier B) mais concernant
cette fois-ci dy : 1 — V ® V* et le champ

(1,{2}.{1})
Chty 1012y, wavey -

(XN(NW))I xA(v)?

e par le fait que la restriction & (X ~ (N Uwv))! x A(v) du morphisme de
Frobenius partiel

({13,1.{2}) . ({1}.1,{2}) (I.{2}.{1})
Frijy Chty 10t oy wrvey- — Ot 100 o1 wrvmy -

envoie ([0.27) sur

(S1,11) — 2 (S}, %) (761, 74)

K
l(bé :

("So, "%0)

Le fait qu’on n’ait pas besoin d’introduire de signe dans A) et B) ci-dessus sera
justifié dans la remarque [6.9], que le lecteur peut lire dés & présent s’il le souhaite.
D’autre part on a un isomorphisme canonique

(0.31) i~y X 2 ({1}.{2}.1) J2.

En effet un point de Z({1H{2hD appartenant & Y; et & Yo est donné par un dia-
gramme

(S1,9h1) — 2= (Sh,4) — > ("G4, 79h)

S e s 2

(S0, o) —= (G2 1h2) —2= (TS0, Teh0)

Il équivaut donc & la donnée d’un point de T, car en contractant les deux iso-
morphismes du diagramme précédent on obtient le diagramme

(G1,v1) (0105)0h, ("G1,71)

T¢71 T‘r(ﬁ'l
d3(d261)
(S0,%0) ———= (" S0, o)
que lon identifie au diagramme ((0.26]).

On a des morphismes naturels des champs Z{H2HD 2Dy, Yy, et T vers
Gr(lf‘),v /Gs n,z,- Comme V est minuscule ces morphismes sont lisses. Donc les
ouverts de lissité °2UHA2hD oz () ey, ey, o) sont les images inverses de
OGrg‘),V /G5 e, OU °Gr§{%v désigne l'ouvert de lissité de Grg{‘),v.

Un calcul d’espaces tangents montre que °Y; et °Ys sont des sous-champs lisses
dans le champ de Deligne-Mumford lisse °Z({1}121:1) et s’y s’intersectent transver-
salement, et de plus il résulte de ([@3I) que leur intersection est °T'). On a
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donc I'égalité de correspondances cohomologiques entre Sy, et T'(hy,,) sur o
mais comme ') est une correspondance étale entre Z() et lui-méme 1'égalité a
lieu partout (en effet un morphisme du faisceau pervers ICpu) dans lui-méme est
déterminé par sa restriction a °T()). g

Une conséquence de la proposition est que l'on possede, pour tout f €
C.(Kny\G(A)/Kn, E) et k assez grand, une extension naturelle du morphisme T'(f)
(introduit dans (0.7)) en un morphisme T'(f) : H?VSI“ o 9—(?\5” P de faisceaux
constructibles sur (X ~ N)! tout entier, de facon compatible avec la composition
des opérateurs de Hecke. En effet, en notant Ky = [[ Ky v, il suffit de le montrer
pour toute place v et pour f € Co(Kn,\G(Fy)/Kny, E). Il 0’y a rien a faire si
v € N. Siv ¢ N il suffit de traiter le cas out f = hy,, et alors 'extension est
donnée par Sy, grace a la proposition Pour plus de détails, on renvoie au
corollaire

Pour les variétés de Shimura sur les corps de nombres de tels prolongements ont
été définis dans de nombreux cas, de fagon modulaire, par adhérence de Zariski ou
a Paide de cycles proches (voir [Del71L[FC90L[GT05]).

Comme Sy, est le prolongement de T'(hy,), la proposition suivante exprime
exactement la relation d’Eichler-Shimura. Cette relation affirme que pour toute
place finie et pour tout i € I le morphisme de Frobenius partiel en v est annulé par
un polynoéme en les opérateurs de Hecke en v (& coefficients dans Op).

On utilise encore {0} pour noter un ensemble & un élement (indexant la patte &
laquelle s’applique la relation d’Eichler-Shimura).

Proposition 0.17 (Proposition[TIl). Soient I, W comme ci-dessus et V une repré-
sentation irréductible de G. Alors

deg(v) . 15 q0,.<p,E g0, <p,E
F{o}g : hL”}CNJZ{O},W&v’(X\N)IxU - hﬂg{N,lb{o}w&v‘(x\N)l xv
I u

est annulé par un polynéme de degré dim(V') dont les coefficients sont les restric-
tions a (X ~ N)! x v des morphismes Spiv.e. Plus précisément on a

dim V

i deg(v)yi o
Z (=1) (F{O}g )'o SAdi’“V*inU|(X\N)I xw = -
i=0

On rappelle que Syiy,, étend l'opérateur de Hecke T'(hiy, )
de (X~ (NUw)POH 5 (x N0

et on remarque que cette extension est absolument nécessaire pour prendre la re-
striction & (X \ N)! x v. Gréce a la définition des morphismes Syiy, par ([1.22)-
([@25), la preuve de la proposition [II7 est un simple calcul d’algebre tensorielle
(inspiré d’une démonstration du théoréme de Hamilton-Cayley, et fondée unique-
ment sur le fait que A4™V+1Y = (). On renvoie & la section [T pour cette preuve.

0.4. Propriétés des faisceaux de cohomologie des champs de chtoucas.
On rappelle que si T est un point géométrique d’un schéma Y son localisé strict (ou
hensélisé strict) Y(z) est défini comme la limite projective des voisinage étales -
pointés de x. Si g est un autre point géométrique on appelle fleche de spécialisation
sp : T — ¥ un morphisme Yz — Y, ou de fagon équivalente un morphisme
T — Y(y). Pour tout faisceau JF sur Y (pour la topologie étale), sp induit un
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homomorphisme de spécialisation sp* : F; — Fz (voir le paragraphe 7 de 'exposé
VIII de [SGA4-2]).

On fixe une cloture algébrique F de F et on note ij = Spec(F) le point géomé-
trique correspondant au-dessus du point générique n de X.

On note A : X — X' le morphisme diagonal. On fixe un point géométrique ?
au-dessus du point générique n’ de X! et une flecche de spécialisation sp : n! —
A(7). Le role de sp est de rendre le foncteur fibre en n! plus canonique, et en
particulier compatible avec la coalescence des pattes (cette derniere affirmation
est claire lorsque sp* est un isomorphisme et en pratique nous serons dans cette
situation). Donc 77_1 et sp vont ensemble et ci-dessous les énoncés faisant intervenir
n_I dépendent du choix de sp.

Un résultat fondamental de Drinfeld (théoréme 2.1 de [Dri80] et proposition 6.1
de [Dri87h]) est rappelé dans le lemme suivant (voir la section [§ pour d’autres
références, notamment [Lau04]). On notera toujours les Opg-modules et les Op-
faisceaux par des lettres gothiques.

Lemme 0.18 (Drinfeld). Si € est un Og-faisceau lisse constructible sur un ouvert
dense de (X ~ N)!, muni d’une action des morphismes de Frobenius partiels, c’est-
a-dire d’isomorphismes

Fiiy : Frobjy (€)] , — €[ ,

commutant entre euz et dont la composée est l’isomorphisme naturel Frob™ (&) = €,
alors il s’étend en un faisceau lisse sur UT, ou U est un ouvert dense assez petit de
X N, et la fibre €|A(ﬁ) est munie d’une action de w1 (U,n)!. De plus, si on fize

U, le foncteur € — (‘E|A(ﬁ) fournit une équivalence

e de la catégorie des Op-faisceauz lisses constructibles sur Ul munis d’une
action des morphismes de Frobenius partiels,

e vers la catégorie des représentations continues de w1 (U, 1) sur des Op-
modules de type fini,

de fagon compatible avec la coalescence (c’est-a-dire avec ltmage inverse par le
morphisme U’ — Ul associé a toute application I — J).

Remarque 0.19. Dans la situation du lemme précédent, sp™* : €|A(ﬁ) — @‘n—l est un

isomorphisme, donc & o est muni lui aussi d’une action de 71 (U, 7)?.

Soit I un ensemble fini et W = R;e;W; une représentation irréductible de (G).
On ne peut pas appliquer directement le lemme précédent, car Iaction des
morphismes de Frobenius partiels augmente u, et d’autre part la limite inductive

lﬂ 9{?\, T V’V n’est pas constructible (car ses fibres sont de dimension infinie). Mais

on pourra l'appliquer a la partie “Hecke-finie”, au sens suivant.

Définition 0.20. Soit T un point géométrique de (X ~ N)!. Un élément de

lg }C?\f[” w |- est dit Hecke-fini s’il appartient & un sous-Opg-module de type fini

de li gnu j{?v?tvf _ qui est stable par T'(f) pour tout f € C.(KN\G(A)/Kn,OF).
. o<wr; \HF ., 14 . ,
On note (@H H NIW E) I’ensemble de tous les éléments Hecke-finis. C’est

un sous-F-espace vectoriel de liglu J{?VSI”VE‘E et il est stable par mi(z,T) et

Ce(KN\G(A)/KN, E).
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Remarque 0.21. La définition ci-dessus sera appliquée avec T égal a A(7]) ou 77_1

Dans ce cas I'action des opérateurs de Hecke T'(f) sur ligﬂu j{?v_luvf _ est évidente

(et ne nécessite pas leur extension en des morphismes de faisceaux sur (X ~ N)!
réalisée apres la proposition [0.17).

On possede ’homomorphisme de spécialisation
* . <u,FE . <u,
(0.32) sp: hﬂj{?\/ 1w |A(ﬁ) - hﬂg{?\r yad |
p p

ou les deux membres sont considérés comme des E-espaces vectoriels (limites in-
ductives de E-espaces vectoriels de dimension finie).

Hf
Lemme 0.22 (Proposition B27). L’espace (hgu H?VSI“V[? n—,) est la réunion
de sous-Og-modules M = Q§|—, ot & est un sous-Op-faisceau constructible de

liﬂ H <“V§| , stable sous l'action des morphismes de Frobenius partiels.

Démonstration. On renvoie a la démonstration de la proposition pour plus de
détails. Il suffit de traiter le cas ou W = K;c;W; est irréductible. Pour toute famille
(vi)ier de points fermés de X \ N, on note X;crv; leur produit, qui est une réunion
finie de points fermés de (X ~ N ) . Soit 90 un sous-Og-module de type fini de

liﬂ g{?viumﬂ_ stable par m (!, ) et C.(Kn\G(A)/Kn,Of). On va construire

I O M vérifiant les propriétés de I'énoncé. Comme 9N est de type fini, il existe

S . 0,<p0,E . 0,<u,E|__
1o tel que M soit inclus dans I'image de EHN’I"?V |n_’ dans hﬂu HNTw |77 Quitte
a augmenter pp, on peut supposer que 9 est un sous-O g-module de 9—(?\5” 19[/ ’—

. 0,<po,E . . .
Soit €y un ouvert dense de X! sur lequel H N est lisse. 11 existe un unique

sous-O g-faisceau lisse & C }C?VSI%{,EMO sur g tel que ®|n_’ = 9. On choisit
(vi)ier tel que X;erv; soit inclus dans Q. Pour tout ¢, la relation d’Eichler-Shimura
(proposition [I.I7)) implique alors que

(0.33)
dim W; —1
d i)\dim W; / 5 d i)\ o &
(F{ie}g(v ))d W (®|XiEIUi) c Z (F{ie}g(v )) (SAdim Wim oW, v; (Qj Xielvi))
a=0
dans lim J—(?Vi“vf o Gréce a la lissité de (Frob({ic}g(v’)dlmw) (B) en Xicqvi,

r 1nclu510n [033)) se propage en 1!, c’est-a-dire que

(034) F{de}g(vl)dlmw ((FI‘ b?e};g('ul dlmW) (®|n1))
dim W; -1

<X R0 (Frob 280 (S i w, -y, 4, ()] 1)

0,<u, B v
dans li lﬂ N,I’fI;V . Or (’5’7], est stable par Syamw,—ayy, ,, = T(hpaimw,-ayy, ,.)

puisque

hAdi"‘Wr‘*Wi,vi € Cc( ( vl)\G( vl)/G( )7OE) C CC(KN\G(A)/KJ\UOE)'



740 VINCENT LAFFORGUE

Par conséquent (0.34) se simplifie en

dim W; —1

deg(v;) dim W; deg(v;) dim Wi\ % / 4 deg(v; deg(vi)a -
FEEe I (FrobF) I 1@ 1)) Z FsE)® (Frob iy ")) (&

(i) i) i} )

n

dans limy 3547, On en déduit que

® - > [T 4 (TTPovs ) @)1,

(ni)iEIEHiel{O,...,deg(vi)dim(Wi)fl} el iel

. . . 0.<u.E . .
est un sous-0 g-faisceau constructible de hm H ]\}*ﬁ W |, qui est stable sous 'action

Hf
des morphismes de Frobenius partiels. Comme (lg N I“ WE —) est la réunion

de sous-Og-modules M comme au début de la démonstration et que 9t = 6‘?7

contient M on obtient ’énoncé du lemme. O

Hf
Proposition 0.23. L’espace (hgq J{?Vi“vﬂ 1) est muni d’une action naturelle

de m1(n,m*. Plus précisément c’est une réunion de sous-E-espaces vectoriels de
dimension finie munis d’une action continue de mi(n,n)".

Démonstration. Pour tout sous-Opg-faisceau constructible & de ligH G{?Vi”‘;f

stable sous l'action des morphismes de Frobenius partiels, le lemme de Drmfeld
lemme [0I8 fournit (grace & sp et a la remarque [0I9) une action continue de

Hf
71 (n, M) sur M = Q5|— D’apres le lemme [0.22] (lﬂ j—(?viﬂl;v ) est la réunion
de tels 9. 0

Hf
Remarque 0.24. L’action de 71 (n,7n)! sur (hﬂ ﬂ{?\,i“‘,ﬂ—l) est déterminée de

maniere unique par les actions de (5’ 777_1) et des morphismes de Frobenius par-
tiels. Cela résulte du lemme [0.I8 mais voici une autre fagon de le voir (pour plus
de détails on renvoie a la section [§). Suivant [Dri80], on va définir un groupe

FWeil(n!, 1)
e qui est une extension de Z! par Ker(m; (77],?) — 2),
e et qui, lorsque I est un singleton, s’identifie au groupe de Weil usuel
Weil(n, ) = m1(n,7) %3 Z.
On note F le corps des fonctions de X7, (FT)Pef son perfectisé et FI la cloture
algébrique de F7 telle que n! = Spec(ﬁ). On définit alors

FWeil(n', n7) = {e € Autz—((FT)),3(ni)ics € Z" €| (Frypert = [[(Frobgy)™ 3.

il
Le choix de sp fournit une inclusion F ®F, """ ®F, F C FI. Par restriction des
automorphismes, on en déduit un morphisme surjectif
(0.35) FWeil(n, nT) — Weil(n, 7)!

(dépendant du choix de sp). L’énoncé de la proposition [[.23 se reformule alors en

Hf
. s . /T . 0,<pu,E .
disant que laction naturelle de FWeil(n', nT) sur ( hmu Hy IfL W F) se factorise

par le morphisme ([1.37), et méme a travers 71 (n,7)".
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Proposition 0.25 (Corollaire B34)). La restriction de ’homomorphisme sp* de
@32) auzx parties Hecke-finies est un isomorphisme

Hf _
. 0,<u,E sp 0,<u,E
(0.36) (hgg{muw ) ﬁ( IS )

Pour la preuve de la proposition le lecteur peut lire des a présent, s’il le
souhaite, les énoncés et les démonstrations des propositions B3] et et du
corollaire B34

Les propositions et permettent de définir maintenant les F-espaces
vectoriels Hy w (on omet N dans la notation Hyw pour limiter la taille des di-
agrammes dans le paragraphe suivant). Dans la définition suivante on utilise le
membre de gauche de ([0.36]) car il est plus canonique et ne dépend pas du choix de

77_1 et sp.
Définition 0.26. On définit Hy w comme le membre de gauche de ([0.30).

L’action de Gal(F/F)! = 71 (n,7)" sur H; w ne dépend pas du choix de 5 et sp*.
En effet on peut reformuler ce qui précede en disant que d’apres la proposition [(.23]
on peut trouver

e une réunion croissante (indexée par A € N) de sous-Op-faisceaux con-
structibles ) C hgn J—f?\,?‘vﬂ ; stables par les morphismes de Frobenius
partiels (auxquels s’applique donc le lemme de Drinfeld),

e une suite décroissante d’ouverts denses Uy C X \ N tels que §» se prolonge

en un faisceau lisse sur (Uy)!

Hf
de sorte que [J, cy $x ‘n—, = (hgnﬂ J{?VSI“ Vf 777) . Alors la proposition [0.25 implique
que le morphisme naturel

Hf
(0.37) Hyw = (13 NI W |A(n)) - U SA|A(W)
AeN

(qui vient de la lissité de §y sur (Ux)! > A(7)) est un isomorphisme. Or I'action
de Gal(F/F)! sur le membre de droite de ((37), qui est donnée par le lemme de
Drinfeld, ne dépend pas du choix de 77 et sp, et donc I’action de Gal(F/F)! sur le
membre de gauche n’en dépend pas non plus.

Remarque 0.27. Dans cet article nous montrons seulement que Hy w est une limite
inductive de E-espaces vectoriels de dimension finie munis de représentations con-
tinues de Gal(F/F)!. En fait Cong Xue a montré dans [Xuel7] que Hry est de
dimension finie. Les arguments de notre article nous permettent de montrer notre
résultat principal en nous passant de ce résultat, qui est de démonstration délicate,
et est seulement disponible dans le cas des groupes déployés pour le moment.

Pour toute application ¢ : I — J, I'isomorphisme de coalescence ([0I7)) respecte
trivialement les parties Hecke-finies et induit donc un isomorphisme

Hf Hf
. 0,<,E xe, 0,<u,E
(0.33)  Hyw = (13055 s ) (hm:HN Firtlam) = Howe
m

ol A désigne le morphisme diagonal X — X' ou X — X7,
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On note
(0.39) xc: Hrw = Hywe
I'isomorphisme ((38) ci-dessus. 11 est Gal(F/F)’-équivariant, ot Gal(F/F)” agit

sur le membre de gauche par le morphisme diagonal

Gal(F/F)” = Gal(F/F)", (v;)jes = (ve@)ier-
En effet, si A¢ : X7 — X7 est le morphisme diagonal ([I6)) et si la suite (Fx)ren
est comme ci-dessus relativement & I et W, alors la suite (AZ (Fx))ren vérifie les
mémes propriétés relativement & J et W€, donc

Xxc:Hrw = U S,\|A(m = U AZ(S,\)‘A@ =Hjwe
AEN AEN

est Gal(F/F)”-équivariant.

Proposition 0.28 (Proposition [0.7). Les Hy w vérifient les propriétés suivantes :

a) pour tout ensemble fini I,
W — vaw, u — H(u)

est un foncteur E-linéaire de la catégorie des représentations E-linéaires de
dimension finie de (é)l vers la catégorie des limites inductives de représen-
tations E-linéaires continues de dimension finie de Gal(F/F)!,

b) pour toute application ¢ : I — J, on posséde un isomorphisme

xc:Hiw = Hywe,

qui est
— fonctoriel en W, ot W est une représentation de (G)! et W¢ désigne
la représentation de (G)’
phisme diagonal

(@) = (G),(g7)ie5 + (9c(i))ier

— Gal(F/F)’-équivariant, ou Gal(F/F)? agit sur le membre de gauche
par le morphisme diagonal

Gal(F/F)” — Gal(F/F)", (v;)jes = (ve@))ier

sur W obtenue en composant avec le mor-

— et compatible avec la composition, c’est-a-dire que pour I LN NS e

0N @ Xno¢ = Xn © X¢5
c) pour I =0 et W =1, on a un isomorphisme

Hyy = CP(G(F)\G(A)/KNE, E).

Par ailleurs les Hy w sont des modules sur C.(Kny\G(A)/Kn, E), de fagon com-
patible avec les propriétés a), b), c) ci-dessus.

Démonstration de la proposition .28l Les propriétés a) et b) ont déja été expli-
quées. On remarque qu’en appliquant b) a Papplication évidente (y : § — {0}, on
obtient un isomorphisme

(040) XCm . H@,l :> H{O},l
que I'on connaissait déja par la remarque (appliquée & I = {0}).
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La propriété c¢) résulte du fait que la partie Hecke-finie de (0L.0]) est formée ex-
actement des formes automorphes cuspidales, c’est-a-dire que

(ClCENG)/ENE.B)) " = O (GP)\G(A)/KNE. B).

Preuve de D. Toute fonction cuspidale est Hecke-finie car le Opg-module
CP(G(F)\G(A)/KNE, Op) est de type fini et stable par tous les opérateurs T'(f)
pour f € C.(KN\G(A)/Kn,OF).

Preuve de C. On raisonne par ’absurde et on suppose qu’une fonction Hecke-finie
f n’est pas cuspidale. Il existe alors un parabolique P C G, de Levi M et rad-
ical unipotent U, tel que le terme constant fp : g — fU(F)\U(A) f(ug) soit non
nul. Soit v une place de X ~ N. Comme l'anneau des représentations (de di-
mension finie) de M est un module de type fini sur ’anneau des représentations
de @, fp est également Hecke-finie relativement aux opérateurs de Hecke pour
M en v. Ceux-ci comprennent comme cas particuliers les translations par les
éléments de Zp;(F,). On possede une application degré (relativement & M/Z), de
U(A)M(F)\G(A)/KNE & valeurs dans un Z-module libre de type fini, sur lequel
Z v (Fy) agit par des translations non triviales. Or le support de fp est inclus dans
le translaté d’un cone dans ce Z-module libre de type fini, et cela contredit le fait
que fp appartient & un espace vectoriel de dimension finie stable par Zy;(F,). On
renvoie a la proposition B23] pour une preuve plus détaillée de c). O

Dans le prochain paragraphe, nous expliquerons 'idée de la preuve du théo-
reme [0T] & I'aide des propriétés a), b), ¢) de la proposition Cette esquisse sera
complétée par la preuve de la compatibilité avec I'isomorphisme de Satake dans le
paragraphe

0.5. Idée de la preuve du théoreme [0.1] partir de la proposition [0.28]
L’idée se résume ainsi : grace & ((L40) et au c) de la proposition [0:228] on a

Hypya = CP(G(F)\G(A)/ENE, E).

Pour obtenir la décomposition (03 il est donc équivalent de construire (quitte &
augmenter ) une décomposition canonique

(0.41) Hoy1 = EP 9.

Cette derniere sera obtenue par décomposition spectrale d’une famille commuta-
tive d’endomorphismes de Hygy 1, appelés opérateurs d’excursion, que nous allons
construire et étudier a l'aide des propriétés a) et b) de la proposition

Soit I un ensemble fini et W une représentation E-linéaire de dimension finie de
(@)I On note (7 : I — {0} I'application évidente, si bien que W est simplement
W muni de 'action diagonale de G. Soit z: 1 — WS et £: WS — 1 des mor-
phismes de représentations de G (autrement dit x € W et &€ € W* sont invariants
sous l’action diagonale de @) Soit (7:)ier € Gal(F/F)*.
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Définition 0.29. On définit 'opérateur

Srwae(vi)ier € End(Hyoy1)

comme la composée

—1
X¢r (Vi)ier
Hrw

H(z) X H(E)
(0.42) Hioy 1 =4 H{O},WCI , HLW%)H{O},WCI — Hoy1-

~

A

Cet opérateur sera appelé
est la composée

opérateur d’excursion”. En paraphrasant (0.42) il

e d’un opérateur de création associé a x, dont 'effet est de créer des pattes
en le méme point (générique) de la courbe,

e d’une action de Galois, qui promene les pattes sur la courbe indépendam-
ment les unes des autres, puis les rameéne au méme point (générique) de la
courbe,

e d’un opérateur d’annihilation associé a &, qui annihile les pattes.

La remarque suivante propose une description conjecturale des Hy w qui permet
de mieux comprendre, de fagon heuristique, le sens des opérateurs d’excursion. Bien
str cette description conjecturale n’intervient nulle part dans les raisonnements.

Remarque 0.30. On conjecture qu’il existe un ensemble fini ¥ (dépendant de N) de
parametres de Langlands semi-simples (bien déterminés & conjugaison pres), et que,
quitte a augmenter F, ils soient définis sur F et qu’on possede pour tout ¢ € ¥ une
représentation E-linéaire A, du centralisateur S, de I'image de o dans G (triviale
sur Zg), de telle sorte que pour tout I et W

(0.43) Hrw < EB (Aa' ®F WgI)SG,
gEX

oit W, désigne la représentation de Gal(F/F)! obtenue en composant la repré-
sentation W avec le morphisme o! : Gal(F/F)! — (G(E))!. De plus A, doit
étre un module sur C.(Kny\G(A)/ Ky, E), et ({043 doit étre un isomorphisme de
C.(Kn\G(A)/Kn, E)-modules. Dans le cas particulier ou I = 0 et W = 1, (0.43)
doit étre la décomposition (@) et on doit avoir H, = (A,)5.

Ces conjectures sont bien connues des experts, par extrapolation des conjectures
d’Arthur [Art89] et de Kottwitz [Kot90] sur les multiplicités dans les espaces de
formes automorphes et dans la cohomologie des variétés de Shimura, et grace a
I'égalité montrée par Cong Xue [Xuel7] entre une variante de Hyy (qui lui est
conjecturalement égale) et la “cohomologie cuspidale”. Dans le cas de GL, on
s’attend a ce que X soit ’ensemble des représentations irréductibles de dimension
rde m (X \ N,7) et que pour tout 0 € X, S, = Gy, = Z5 et A, = (7o) KN ol 7,
est la représentation automorphe cuspidale correspondant & o (voir [Laf02al et la
conjecture 2.35 de [Var04]). En général si o est associé & un parametre d’Arthur
elliptique ¢ (voir le paragraphe ci-dessous), A, devrait étre induit d’une
représentation de dimension finie du sous-groupe de S, engendré par le centralisa-
teur de 9 et par le sous-groupe diagonal G,, C SLs (parce que nous considérons
seulement la cohomologie en degré 0).
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On conjecture de plus que ([(0.43)) est fonctoriel en W et que pour toute application
¢ : I — J il entrelace x¢ avec

10:@ (40 05 Wor)” =@ (45 05 W9),0)”

(comme W,1 et (W¢),. sont tous les deux égaux a W comme FE-espaces vectoriels,
le morphisme Id a bien un sens et est Gal(F/F)”-équivariant). Sous ces hypotheses,
la composée ([42) (qui définit S7f (,).c,) agit sur H, = (A;)% C Hygy1 par la
composée

Ida, ®= o Ida, ®(vi)ier o Ida, ®&
L Lo T URE, L

(A,)S (Ag O WUI)S (A(, R WJI)S (A,)5

c’est-a-dire par le produit par le scalaire (¢, (0(7;))icr - ) = f((c(Vi))ier)-

La conjecture (043 n’est pas démontrée mais suivant une idée de Drinfeld on
peut montrer que les propriétés a) et b) de la proposition suffisent & impli-
quer une décomposition assez proche de ([(L43]) (mais plus difficile & énoncer, car
remplagant la donnée de ¥ et des A, par celle d’'un “O-module sur le champ des
parametres de Langlands”).

D’apres 1'observation et la proposition [0.37] ci-dessous, la connaissance de
(&, (0(i))ier - x) (pour I, W, xz,€ et (7;)ier arbitraires) détermine o & conjugaison
prés. Par conséquent si 'on croit & la conjecture ([043)), la décomposition ([0.41)
s’obtient par diagonalisation simultanée des opérateurs d’excursion. En fait nous ne
savons pas montrer qu’ils sont diagonalisables, et nous obtiendrons la décomposition
([@41) par décomposition spectrale, c’est-a-dire “trigonalisation simultanée” des
opérateurs d’excursion.

De plus on devine que les opérateurs d’excursion vérifient les propriétés énoncées
dans le lemme suivant.

Cette remarque était heuristique et a partir de maintenant on oublie la conjecture

[@43) (sauf dans la remarque [0.35).

Le lemme suivant va résulter des propriétés a) et b) de la proposition [0.2§]

Lemme 0.31 (Lemme [0.)). Les opérateurs d’evcursion St wa.e (v,)

Deer VETifient
les propriétés suivantes :

(0.44) Stw,z,tu(e) (vi)ier = SLW u(@)€(vi)ic1

ot u: W — W est un morphisme (G)! -équivariant et x € W et & € (W')* sont

~

G-invariants,

(0‘45) SJ,WC,I@(’YJ);‘EJ = SLW)mva(’Y((i))iGI’
(0.46)
511U127W1®W2,a:1®12,£1®527(v})i611 x(V})ier, :SIlawlﬂjlagl»("/il)iEIl °© szaW2712>527(%2)ieI2’
(0.47)

S1.W.a.6.(vi(v) =197 )ier = SIVIVLWEW*BW,5w Ba.eReviv ()i x (v)ier x (1} )ier
ot la plupart des notations sont évidentes, Iy UIs et IUIUI désignent des réunions
disjointes, et Sy : 1 — WRW™* etevy : W*QW — 1 sont les morphismes naturels.

La démonstration est trés simple (elle utilise seulement les propriétés a) et b) de
la proposition [1.28). Le lecteur peut lire dés & présent, s’il le souhaite, la preuve
du lemme [I0.11
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On note B C Endc, (ky\c(a)/Kkn,E)(H{0},1) la sous-algebre engendrée par tous
les opérateurs d’excursion S7 w,g ¢, (v,)sc,- En vertu de ([L46), B est commutative.

Dans la suite de l'introduction on considére G comme un schéma en groupes
défini sur E.

Observation 0.32. Les fonctions

(0.48) [ (gi)ier = (& (gi)ier - @)
que l’on obtient en faisant varier W, x, et £ sont exactement les fonctions régulieres
sur le quotient grossier de (G)! par translation & gauche et & droite par G diagonal,
que 'on notera G\ (G)!/G.
Lemme 0.33 (Lemme [0.6). L’opérateur S w e (v
f, et (7i)ier, ot f est donnée par ([04S]).

Cela résulte facilement de (044). Le lecteur peut lire dés & présent, s’il le

souhaite, la démonstration du lemme [10.6]
Le lemme précédent permet d’introduire la notation suivante.

Définition 0.34. Pour toute fonction f € O(CA}’\(@)I/CAT') on pose
(0.49) SLf,(%)ieI = SLvaf,(%)ieI €B
ou W, z, £ sont tels que f satisfasse ([048).

Cette nouvelle notation va permettre, dans les assertions (i) a (iv) de la propo-

sition suivante, de formuler de fagon plus synthétique les propriétés (0.45]), ([0.46)
et (047).
Remarque 0.35. Si on se place dans 'heuristique de la remarque [0.30] on peut
deviner facilement les propriétés énoncées dans la proposition suivante en remar-
quant que d’apres la conjecture ([Q.43)), St 7., devrait agir sur £, par multipli-
cation par le scalaire f((o(7V;))ier)-

Yecr dépend seulement de I,

)'LEI

Proposition 0.36 (Proposition [0.8)). Les opérateurs d’excursion Sy ¢ (v,),c, VEri-
fient les propriétés suivantes:

(i) pour tout I et (vi)icr € Gal(F/F)!,
f= SIaf7('7i)i€I

est un morphisme d’algebres commutatives O(G\(G)! /G) — B,
(ii) pour toute application ¢ : I — J, toute fonction f € O(G\(G)!/G) et
tout (v;)jes € Gal(F/F)’, on a

Sr.5¢, (vi)jes = Sy, (Ye@y)ier
ou f¢ € O(G\(G)"/G) est définie par

F(g5)ser) = F(geqi)ien),

~

(iii) pour tout f € O(G\(G)!/G) et (v)ier, (Wier, (1)ier € Gal(F/F)!

S

IUIULf,(vi)ierx (W) ier x (v} Vier S1 Lo (V) T Dier

ot TUTUI est une réunion disjointe et f € O(G\(G)'YIV/G) est définie
par

F(gi)ier x (gh)ier % (g1 )ier) = f((9:(9)) ™" 9} Vier),
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(iv) pour tout I et tout f, le morphisme
(0.50) Gal(F/F) — B, (vi)icr = S1.f.(v)scr
est continu, avec B munie de la topologie E-adique.

Esquisse de démonstration. Cela résulte formellement de la proposition En
effet, on déduit (ii) de (@48). Pour montrer (i) on invoque ((48) avec I} = I =1,
et on applique ([I45]) & I'application évidente ¢ : TUI — I. La propriété (iii) résulte
de ([047), apres avoir remarqué que

(ERevw, ((gi)ier B (g7)ier ® (9] )ier) - (ow Ba)) = (&, (9:(gi) " 9 Vier - x).
Enfin (iv) résulte du fait que Hyw est une limite inductive de représentations
continues de dimension finie de (Gal(F/F))?. O

On ne sait pas si B est réduite. On possede néanmoins une décomposition
spectrale (c’est-a-dire une décomposition en espaces propres généralisés, ou “espaces
caractéristiques”)

(0.51) Hipy 1= @51/

ou dans le membre de droite la somme directe est indexée par les caracteres v de
B. Quitte a augmenter E on suppose que tous les caracteres de B sont définis sur
E.

La proposition suivante permet d’obtenir la décomposition ([4I]) & partir de
([@EI) en associant & chaque caractére v un parametre de Langlands o.

Proposition 0.37. Pour tout caractére v de B il existe un morphisme o : Gal(F/F)
— G(Qy) tel que

(C1) o prend ses valeurs dans @(E’), ot E' est une extension finie de E,
et il est continu,
(C2) o est semi-simple, c’est-a-dire que si son image est incluse dans un
parabolique elle est incluse dans un Levi associé (comme Qg est de car-
actéristique 0 cela équivaut a dire que l’adhérence de Zariski de son image
est réductive [Ser05] ),
(C3) pour tout I et f € O(G\(G)!/@G), on a

) =

((U(%‘))iel)-

De plus o est unique a conjugaison prés par G(@).

V(SI,f (vi)ier

Démonstration. On renvoie & la preuve de la proposition [[1.7] pour quelques détails
suplémentaires. La preuve utilise uniquement la proposition Soit v un car-
actere de B. I R R
Pour tout n € N on note (G)" /G le quotient grossier de (G)™ par action de G
par conjugaison diagonale, c’est-a-dire
ho(gis .y gn) = (hgih™%, ... hg,h™h).

Alors le morphisme

(@) = (@)% (g1, ey gn) = (1, g1, e, Gn)

induit un isomorphisme

B:(G)")G S G\(G) )G,
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d’ot1 un isomorphisme d’algebres
O((G)")G) % O(G\(G) =" /@), [ fopt.
On introduit
er : 0((G)")G) — C(Gal(F/F)", E)
=10y m) = (ST fop=1, (0 )]

La condition (C3) que doit vérifier o se reformule de la fagon suivante : pour
tout n et pour tout f € O((G)"/Q),

(0.52) On(f) =[Oy, s ) = f(0 (1), s 0()))]-

On déduit immédiatement de la proposition [I30 que la suite (OF),en- vérifie
les propriétés suivantes:
e pour tout n, O est un morphisme d’algebres,
e la suite (©%),en~ est fonctorielle par rapport & toutes les applications entre
les ensembles {1, ...,n}, c’est-a-dire que pour m,n € N*|

¢:A{l,...,m}—={1,...,n}
arbitraire, f € O((@)™G) et (71, ..., 7) € Gal(F/F)™, on a

e pourn>1, f € O((G)"JG) et (Y1, .., Yns1) € Gal(F/F)"*! on a

®7V1+1(f)(717 "'77714‘1) = C—);(f)('}/la "'a’YTL’Yn-‘rl)
ott f € O((G)"+! @) est définie par

f(gl7 ~-~7gn+1) = f(gla ---;gngn—i—l)-
Pour justifier la derniére propriété, on applique la propriété (iii) de la proposi-
tion [0.36] &

I= {Oa ) n}7 (FYi)iEI = (1,’}/17 "'77”)) (’Yz{)ief = (1)1'61’ (’Yz{l)iEI = (la RS 17771-"-1)
et on utilise (ii) pour supprimer tous les 1 sauf le premier dans (v;)icr X (7))ier X
(Wier.

On va montrer que ces propriétés de la suite (OF),cn+« entrainent l'existence et
l'unicité de o vérifiant (C1), (C2) et (C3) (c’est-a-dire ([52)).

Pour G = GL, le résultat est déja connu: la suite (©F),en+ est déterminée
par ©Y(Tr) (qui doit étre le caractere de o) et A"T1St = 0 implique la relation de
pseudo-caractére d’ott 'existence de o par [Tay91]. On renvoie a la remarque [T.8]
pour plus de détails.

En général on utilise des résultats de Richardson [Ric88]. On dit qu'un n-
uplet (g1,...,9n) € G (Q¢)™ est semi-simple si tout parabolique le contenant possede
un sous-groupe de Levi associé le contenant. Comme Qy est de caractéristique 0
cela équivaut & la condition que 'adhérence de Zariski (g1, ..., gn) du sous-groupe
(91, .-, gn) engendré par gi,...,gn est réductive [Ser05]. D’apres le théoreme 3.6
de [Ric88] la G-orbite (par conjugaison) de (gi, ..., gn) est fermée dans (G)" si et
seulement si (g1, ..., gn) est semi-simple. Donc les points sur Q; du quotient grossier
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(@)” / G (qui correspondent aux G-orbites fermées définies sur Q; dans (@)”) sont
en bijection avec les classes de conjugaison par @(@) de n-uplets semi-simples
(g1, -, 9n) € G(Qp)™. B

Pour tout n-uplet (y1,...,7) € Gal(F/F)™ on note &, (71, ..., Yn) le point défini
sur Q; du quotient grossier (G)" /G associé au caractére

OUG) ) G) = Quy [ OLS) (Y1, vy 1m)-

On note &5(y1, ..., 7n) la classe de conjugaison de n-uplets semi-simples correspon-
dant & &,(71,...,7n) par le résultat de [Ric88] rappelé ci-dessus.

La relation ([.52]) équivaut & la condition que pour tout n et pour tout (Y1, ..., Yn),
((1)s - 0(7m)) € (G(Qp))™ (qui n'est pas en général semi-simple) est au-dessus
de 571(’717 -'-u’Yn)'

Unicité de o (a conjugaison prés). On choisit n et (y1,...,7,) tels que
(1), ..y 0(yn) engendrent un sous-groupe Zariski dense dans Im(c). Comme o
est supposé semi-simple, (o(71), ..., 0(7,)) est semi-simple. On fixe (g1, ..., gn) dans
&5,y Yn). Donc (0(m1),...,0(7s)) est conjugué a (g, ..., gn) et quitte & con-
juguer o on peut supposer qu’il lui est égal. Alors o est déterminé de fagcon unique
car pour tout v, o(y) appartient & I’adhérence de Zariski du sous-groupe engendré

S

par (g1, 9n) €t (g1, 9n,0(7)) € & 1(715 -, ns7Y), donc la connaissance de
Ent1(71s vy Yn, y) détermine uniquement o (7).

Eristence de o. Pour tout n et tout (yi,...,7,) € Gal(F/F)" on choisit
(9155 9n) € E%(71,...s7n) (bien défini & conjugaison pres). On choisit alors n
et (71, ..., 7m) € Gal(F/F)™ tels que

e (H1) la dimension de (g1, ..., g,) est la plus grande possible,
e (H2) le centralisateur C(g1,...,gn) de (g1, ..., gn) est le plus petit possible
(dimension minimale puis nombre de composantes connexes minimal).

On fixe (g1, .., gn) € E5(71, ..., Yn) Pour le reste de la démonstration et on construit
une application

o : Gal(F/F) — G(Qy)

en demandant que pour tout v € Gal(F/F), o(v) est I'unique élément g de @(@)
tel que (g1, .- 9n, 9) € &5 1 (715 -, m, 7). Llexistence et I'unicité de g sont justifiées
de la fagon suivante.

e A) Existence de g : pour (hi,....,hn,h) € & (V153 YnsY), (R ooy Bn)
est forcément semi-simple. En effet (hq, ..., hy,) est au-dessus de &, (71, ..., Tn)
et (g1,..,9n) € &(71,.., ) donc d’apres le théoreme 5.2 de [Ric8§],
(h1, ..., hy,) admet un sous-groupe de Levi isomorphe & (g1, ..., gn), OF

dim({hy, ..., hy)) < dim({(hq, ..., hyn, b)) < dim({(g1, ..., gn))

ou la deuxiéme inégalité est assurée par (H1).
Donc quitte & conjuguer (hq, ..., hy, ) on peut supposer que (hq, ..., hy) =
(91,---,9n) et on prend alors g = h.
e B) Unicité de g : ona C(g1,...,9n,9) C C(g1, ..., gn) et égalité a lieu par
(H2), donc g commute avec C(gy, ..., gn) et comme il était bien déterminé
modulo conjugaison par C(g1, ..., gn) il est unique.
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Puis on montre que 'application o que l'on vient de construire est un morphisme
de groupes. En effet soient v, € Gal(F/F). Le méme argument que dans A) ci-
dessus montre qu’il existe g, ¢’ tels que

(0.53) (91,2 9n,9:9") €& (71, s T 1Y)

Gréce aux propriétés vérifiées par la suite (©% ), en+ on voit que &n1(V1, o Yo, ¥Y)
est 'image de &,4+2(71, .-, Vn,7,7’) par le morphisme

(@) )G — (GG, (B, ooy By hy BY) = (B, ooy By BR).
On en déduit que (g1, ..., gn,g9’) est au-dessus de &,+1(Y1,---s7n,7Y'). De plus
(g1, -, 9n,gg’) est semi-simple par le méme argument que dans A), car
dim((g1, .-, gn. 99')) < dim({g1, .., gn, 9, 9")) < dim({g1, ..., gn))

(ot la derniére inégalité vient de (H1)). Donc (gi,...,9n,99") appartient &
w1 (s MY et g9’ = 0(77'). Les mémes arguments montrent que

(0.54) g=o0(7) et ¢ =oa().

On a finalement montré que o(yv') = o(y)o ().
Donc o est un morphisme de groupes & valeurs dans G(E’) (ot E’ est une
extension finie de E telle que gy, ..., g, appartiennent & G(E’)). L’argument pour

montrer que o est continu est le suivant. On sait que pour toute fonction f sur
(Gg/)"* )G g, application

Gal(F/F) = E', v f(g1, ., 9n,0(7)) = 6711 (/) (1, -, Vs V)

est continue. Or le morphisme

O((Gp )" JGr) = O(Gr [Clg1, ... gn))
f= g f(9155 90, 9)]

est surjectif (parce que (g1, ..., gn) est semi-simple, donc son orbite par conjugaison
est une sous-variété affine fermée de (Gg/)", isomorphe & Gg//C(g1, ..., gn)). De
plus, en notant D(g1, ..., gn) le centralisateur de C(g1, ..., g») (qui contient l'image
de o), le morphisme de restriction

O(G\E///C(glv 7.971)) = O(éE/)C(gh””’gn) — O(D(gl7 7gn))

est surjectif parce que la restriction O(Gg) — O(D(g1,..., gn)) est évidemment
surjective, qu’elle le reste lorsqu’on prend les invariants par le groupe réductif
C(g1, .-, 9n) (agissant par conjugaison), et que C(gy,...,gn) agit trivialement sur
O(D(g1, -+, 9n)). Donc pour toute fonction h € O(D(gy, ..., gn)), application

Gal(F/F) — E', v+ h(o(7))

est continue, et on a montré que o est continu.
Il reste & montrer ([052)), c’est-a-dire que pour m € N*, f € O((G)™)G) et
(01, ..., 0m) € Gal(F/F)™, on a

F(@(01),,0(0m)) = (O7,(F)) (B1, -, Oim).-
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Par les mémes arguments que pour ([L53) et ([@.54) on montre que

(917 wyGn, 0(61)7 ceey o—(ém)) € g'ii»m(/yb s T 617 ceey 5m)

Donc (0(d1), ..., 0(6m)) est au-dessus de &, (31, ..., O )- O

Donc on a obtenu la décomposition (0.3). Ceci acheéve la démonstration du
théoréme [IL1] & condition d’admettre les deux résultats suivants, qui seront justifiés
dans le prochain paragraphe:

e tout o apparaissant dans la décomposition (3] est non ramifié en dehors
de N,

e la décomposition (03] est compatible avec I'isomorphisme de Satake en
toutes les places de X ~\ N.

0.6. Compatibilité avec ’isomorphisme de Satake aux places non ram-
ifiées. Le but de ce paragraphe est de montrer les deux résultats admis a la fin du
paragraphe précédent.

Lemme 0.38. Tout paramétre o apparaissant dans [0L3) est non ramifié sur X ~N.

Démonstration (Pour un énoncé plus fort et plus de détails on renvoie & la propo-
sition [ILI0). Soit v une place de X ~ N. On fixe un plongement F C F,,
d’ott une inclusion Gal(F,/F,) C Gal(F/F). Soit I, = Ker(Gal(F,/F,) — Z)
le groupe d’inertie en v. Alors pour I, W, z,{ comme dans (0.42), 'image de la

o X
composée Hoy 1 @), Hioy wer %HLW (qui est le début de ([0L42])) est formée

d’éléments invariants par (I,)?, car les opérateurs de création sont des morphismes
de faisceaux sur A(X ~\ N) tout entier (et en particulier en A(v)). Donc pour
(vi)ier € Gal(F/F)" et (8)ier € (I,)" on a

(0.55) S1W,,6,(vi)ier = OTW,,6,(vi6)icr -

Grace a la preuve de 'unicité de o incluse dans la démonstration de la proposi-
tion .37 la relation (@53 implique que pour tout o correspondant & un caractére
v de B, on a I, C Kero et donc ¢ est non ramifié en v. O

Le lemme suivant montre que les opérateurs de Hecke en les places non ramifiées
sont des cas particuliers d’opérateurs d’excursion.
Soit v une place dans X ~~ N. On fixe un plongement F' C F,. Comme

précédemment 1 vy @ V* et Vo V* Y% 1 sont les morphismes naturels.

Lemme 0.39. Pour tout d € N et tout v € Gal(F,/F,) C Gal(F/F) tel que
deg(y) = d, S{1,2},vRV* .6y vy, (v,1) dépend seulement de d, et sid =1 il est égal a
T(hV,v)'

Démonstration. On fixe un point géométrique T au-dessus de v et une fleche de

spécialisation sp, : 7 — T, associés au plongement ' C I, choisi ci-dessus. On
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note encore sp, la fleche de spécialisation A(77) — A(7) égale & son image par
A. Pour que le diagramme suivant tienne dans la page on pose I = {1,2} et

W =V KR V*. Le diagramme

CP(G(F)\G(A)/KNE, E)

eﬁ
i Sy
Csy ’7 \

Hf * Hf
. 0,<p,E Py : 0,<u,E
<hﬂu HN,I,W ‘A(i)> > hﬂﬂ fJ'CN,I,W |A(ﬁ) —Hrw
Fiesd (v.1)
Hf * Hf
. 0,<u,E Py : 0,<u,E
(i, 9055 |aey) > (tm, IR ) == Hrw

b
Covy ’F /
vy

CmP(G(F)\G(A)/KNE, E)

est commutatif (la commutativité du grand rectangle sera justifiée dans le
lemme [I0.4). Or Sy 23, vRv=+ 6y evy,(,1) €St égal par définition a la composée par
le chemin le plus a droite. Donc il est égal a la composée donnée par la colonne
de gauche. Par conséquent il dépend seulement de d. Lorsque d = 1 la composée
donnée par la colonne de gauche est égale par définition & Sy, et donc & T'(hy,,)
par la proposition O

Remarque 0.40. On n’a calculé la composée de la colonne de gauche que pour d = 1
mais pour d’autres valeurs de d elle n’apporte rien de nouveau car on pourrait mon-
trer qu’elle est égale a une combinaison de Sy, avec W représentation irréductible

de G.

La proposition suivante affirme la compatibilité de la décomposition (03] avec
I’isomorphisme de Satake en les places de X ~ V.

Proposition 0.41. Soit o apparaissant dans ([@3) et v une place de X ~ N. Alors
o est non ramifié en v et pour toute représentation irréductible V' de @, T(hy.y)
agit sur $, par multiplication par le scalaire xv (o(Froby)), ot xv est le caractére
de V et Frob,, est un reléevement arbitraire d’un élément de Frobenius en v.

Démonstration. Le fait que o est non ramifié en v a déja été établi dans le
lemme[0.38 On reprend les notations du lemme 0391 Comme (evy, (o(7),1).0v) =
xv(o(v)) ce lemme implique que pour tout v € Gal(F,/F,) avec deg(y) = 1,
et toute représentation irréductible V' de CAT', o est inclus dans ’espace propre
généralisé (ou espace caractéristique) de T'(hy,,,) pour la valeur propre xv(o(7)).
Or on sait que les opérateurs de Hecke aux places non ramifiées sont diagonalisables
(car ce sont des opérateurs normaux sur I’espace hermitien des formes automorphes
cuspidales & coefficients dans C). Donc T'(hy,,,) agit sur $), par homothétie de rap-

port xv (a(7))- 0

Cela termine la preuve du théoréme
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0.7. Remarques supplémentaires. La décomposition (3] est certainement plus
fine en général que celle obtenue par diagonalisation des opérateurs de Hecke en
les places non ramifiées. Méme en prenant en compte les classes d’isomorphisme
de représentations de C.(Ky\G(A)/Ky,Q¢) on ne récupere pas en général la
décomposition ([0.3)), et bien que les formules de multiplicités d’Arthur fassent inter-
venir une somme sur les parametres d’Arthur, une telle décomposition canonique
semble inconnue en général dans le cas des corps de nombres. En effet d’apres
des exemples de [Bla94l[Lap99], pour certains groupes G (y compris déployés), la
méme représentation de C.(Kx\G(A)/Ky,Q) peut apparaitre dans des espaces
$, différents, & cause du phénomene suivant. Il y a des exemples de groupes finis
I' et de morphismes 7,7’ : I' — é(@) tels que 7 et 7/ ne soient pas conjugués
mais que pour tout v € T', 7(v) et 7/(7) soient conjugués. On s’attend alors &
ce qu’il existe un morphisme surjectif p : Gal(F/F) — T partout non ramifié et
une représentation (H,,7) de G(A) tels que (H, )X~ apparaisse a la fois dans .,
et H/0p. Jusqu’a présent le seul moyen systématique de distinguer ces copies de
7 était le programme de Langlands géométrique (c’est d’ailleurs ce qui explique
que notre approche permette aussi de le faire, grace au lien avec le programme de
Langlands géométrique qui est expliqué dans la section [IH]).

Les exemples de Blasius et Lapid sont pour G = SL,, r > 3 (en fait dans ce
cas on peut retrouver a posteriori la décomposition ([03) & l'aide du plongement
SL, < GL,, cf. la remarque [2ZI3)). On renvoie & [Lar94,[Lar96] pour une liste
de groupes G pour lesquels existent des exemples I, 7, 7" comme ci-dessus (et pour
certains de ces groupes, par exemple Fg, nous ne savons pas comment retrouver la
décomposition ([I3]) autrement que par le programme de Langlands géométrique ou
par les méthodes du présent article, qui ne marchent que sur les corps de fonctions).
Plus récemment S. Wang [Wan(7|[Wan12l[Wan15] a donné des exemples de (T', 7, 7")
comme ci-dessus, mais avec I' semi-simple connexe.

0.8. Lien avec les travaux antérieurs. Le lien avec le programme de Langlands
géométrique est extrémement étroit, et fait I'objet de la section

Au contraire, les méthodes utilisées dans ce travail sont complétement différentes
de celles fondées sur la formule des traces qui ont été développées notamment par
Drinfeld [Dri80l[Dri87al[Dri88|[Dri87b|, Laumon, Rapoport et Stuhler [LRS93|, Lau-
mon [Lau96lLau97alLaud7b], Laurent Lafforgue [Laf97,Laf98 Laf02alLaf02b], Ngo
Bao Chau [NBC99,INBCO06a], Eike Lau [Lau04lLau07], Ngo Dac Tuan [NDTO7,
NDT09NDTTI], Ngbé Bao Chéau et Ngo Dac Tuan [NNO§], Kazhdan et Varshavsky
[KV13[Var09] et Badulescu et Roche [BR17].

Cependant ’action sur la cohomologie des groupes de permutations des pattes
des chtoucas apparait déja dans les travaux de Ngo Bao Chau, Ngo Dac Tuan
et Fike Lau que nous venons de citer. Ces actions des groupes de permutations
jouent par ailleurs un role essentiel dans le programme de Langlands géométrique,
et notamment dans la preuve par Gaitsgory de la conjecture d’annulation [Gai04].
D’autre part la coalescence des pattes apparait dans la thése de Eike Lau [Lau04]
et elle est aussi utilisée dans le preprint [BV06] de Braverman et Varshavsky (afin
de montrer la non nullité de certains des morphismes (I5.1])). Les sections 2l et d du
présent article contiennent des rappels de article [Var04] de Varshavsky, dont les
résultats généraux sur la structure locale et les propriétés des champs de G-chtoucas
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sont fondamentaux, et aussi du preprint tres éclairant [BV06] de Braverman et
Varshavsky. Dans le cadre du lien entre cet article et le programme de Langlands
géométrique on mentionnera dans la section [[3] ’analogie entre les résultats de cet
article et le corollaire 4.5.5 de [Gail5].

0.9. Considérations historiques. L’idée de caractériser les classes de conjugai-
son de représentations de groupes de monodromie par un nombre fini d’invariants
numériques apparait déja dans les travaux de Poincaré. Dans [Poi84] il considére
une équation différentielle linéaire sur P! — {x, ..., 7, } dont les coefficients sont des
fonctions rationnelles et dont ’espace des solutions est localement de dimension
r. Poincaré caractérise les classes de conjugaison par GL,(C) des représentations
de monodromie par les polynémes caractéristiques d’un nombre fini d’éléments de
71 (Pt — {20, ...,7,}). Il note que les polyndomes caractéristiques des éléments de
71 (Pt —{xo, ..., }) qui sont conjugués & un petit cercle autour d'un des x; se calcu-
lent de fagon locale (un peu comme pour les Frob, dans notre probleme) alors que
les autres invariants sont globaux. Comme (P! — {zy, ..., 2, }) est un groupe libre
a n générateurs, les invariants numériques considérés par Poincaré sont associés a
des fonctions dans O((GL,)"//GL,). C’est Hilbert qui a montré dans [Hil93] que
de telles algebres sont de type fini.

0.10. Plan de ’article. La premiere partie est consacrée a I’étude des champs de
chtoucas, de leur cohomologie et des morphismes de création et d’annihilation. La
section[[lrappelle ’équivalence de Satake géométrique. Les sections2la @l rappellent
la définition et les propriétés élémentaires des champs classifiant les G-chtoucas. En
particulier les sections [2] et [4] reprennent presque mot & mot des parties de article
[Var04] de Varshavsky. La section [0l contient la construction des morphismes de
création et d’annihilation. La section [0l est consacrée a la preuve de la proposi-
tion Dans la section [ on montre les relations d’Eichler-Shimura.

La deuxieme partie fait intervenir les actions des groupes de Galois. Dans la

Hf
. o1 . . . . . 0,<u,E
section [ on utilise les relations d’Eichler-Shimura pour munir (hgu HNTw oy ,)

d’une action de 71 (1, 7). Dans la section[@on construit les morphismes d’excursion
et on étudie leurs propriétés. On en déduit dans la section[IT]la décomposition ([0.3)).
Pour ne pas mélanger les difficultés, on a rédigé les sections [I] & [[Il en supposant G
déployé. La section [[2] apporte les modifications nécessaires pour traiter le cas des
groupes non nécessairement déployés. La section [I[3] montre que la décomposition
([03)) existe aussi & coefficients dans F,. Enfin la section [[4lindique les modifications
nécessaires pour traiter le cas des groupes métaplectiques, la section [[5] explique le
lien avec le programme de Langlands géométrique et la section [L6] concerne le cas
de GL,.

0.11. Notations et conventions. Les notations et conventions suivantes concer-
nent surtout les sections [l & [I1l Elles reprennent celles de [Var04].

1) Soit G un groupe réductif connexe déployé sur un corps fini F, (les nota-
tions pour les groupes non nécessairement déployés seront introduites seulement a
la section [2)). On note G le groupe dérivé de G, G*¢ le revétement simplement
connexe de G4, G := G/G9 labélianisé de G, et G®! le groupe adjoint de
G. Soit B O T D Z un sous-groupe de Borel, un tore maximal et le centre de
G, respectivement. On note B¢ D T O Z°¢ les sous-groupes correspondants de
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G*°, et de méme pour G4°* et G2, On note X*(T), X, (T) les groupes des poids et
copoids de G, et X% (T'), X5 (T) les sous-ensembles de poids et copoids dominants.
Les poids (resp. copoids) de G sont munis de 'ordre (standard) suivant : Ay < Ay
si et seulement si la différence A\; — A9 est une combinaison a coefficients rationnels
positifs de racines (resp. coracines) simples de G. On adopte des notations sem-
blables pour G*¢, G9¢" et G*. On note p la demi-somme des coracines positives
de G. On note G le groupe dual de Langlands de G, considéré comme un groupe
réductif connexe déployé défini sur Qg (et méme sur Z, dans la section [I3]). Pour
toute extension F de Q; on note G g le groupe algébrique défini sur F et é(E) les
points a valeurs dans E. Les représentations irréductibles de G sont en bijection
avec X (T).

2) Pour tout poids dominant A de G on note V) le module de Weyl de G de plus
haut poids A.

3) Pour tout schéma fini N sur F,, on note On := F4[N]. On note Gy la
restriction a la Weil de G de N a F, (c’est un schéma en groupes lisse de dimension
deg(N) sur F,).

4) Soit X une courbe projective lisse géométriquement irréductible sur F,. On
note F' le corps des fonctions rationnelles sur X. Pour tout point fermé v de X, on
note O, 'anneau complété du faisceau structurel en v, F, son corps des fractions et
k(v) son corps résiduel, de sorte que v = Spec(k(v)) est un sous-schéma de X. On
note A = [[' F,, anneau des adeles. On note 7 = Spec(F) le point générique de X.
Pour tout ensemble fini I on note F'! le corps des fonctions de X! et n! = Spec(F7)
le point générique.

5) Pour tout S-point  d’un schéma X, on note I',, C X x S le graphe de z.

6) Sauf mention explicite du contraire, E désignera une extension finie de Qy
contenant une racine carrée de ¢, et Og son anneau d’entiers.

7) Pour tout champ Y sur un corps fini Fy, on définit le faisceau d’intersection
ICg comme le prolongement intermédiaire du F-faisceau pervers constant sur un
sous-champ ouvert Y° de Y tel que le champ réduit correspondant (Y%),.q soit lisse.
Ce faisceau d’intersection IC‘.;E est normalisé pour étre pur de poids 0. Cependant
on se trouvera souvent dans une situation ou ICS est universellement localement
acyclique relativement & un morphisme de Y vers une base lisse (qui sera typique-
ment (X \ N)T), et ot on normalisera le degré et le poids de ICg relativement a
ce morphisme.

8) Pour tout champ Y sur F,, on note Froby JF, Y — Y le morphisme de
Frobenius absolu sur IF;. On notera souvent Froby ou simplement Frob au lieu de
FI'Ob\d /]Fq .

9) Pour tout champ S sur F, et pour tout faisceau cohérent ou pour tout G-
torseur F sur X x S, on écrira 7F au lieu de (Idx x Frobg)*(F). On adopte une
notation semblable pour les morphismes.

10) On adopte les conventions du chapitre 1.1 de [Del80] concernant les A-
faisceaux constructibles, pour A = Op, E ou Q. Tous les A-faisceaux considérés
dans cet article seront constructibles. On ne considérera jamais les limites induc-
tives autrement que comme des systémes inductifs abstraits, sauf pour leurs fibres
s si H_r)n.’fu est un systeme inductif de A-faisceaux constructibles sur une variété Y
et T est un point géométrique de Y au-dessus d’un point =z, hg F M|E sera considéré
comme un A-module, muni d’une action de 7 (z,T).

11) Si k est un corps, k désignera une cloture algébrique de k.
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1. CHAMPS DE HECKE, GRASSMANNIENNE AFFINE DE BEILINSON-DRINFELD,
ET EQUIVALENCE DE SATAKE GEOMETRIQUE

Cette section constitue un rappel de ’équivalence de Satake géométrique, due a
Lusztig, Drinfeld, Ginzburg, et Mirkovic—Vilonen [Lus83\[Gin95,[BD99,MV07]. On
renvoie & [MV07,[BD99|Gai07,[Gai01,[Var04.[BV06] pour plus de détails.

Soit G un groupe réductif connexe déployé sur un corps fini Fy. Soit X une
courbe lisse projective et géométriquement irréductible sur F,.

Soit Bung le champ lisse sur F, classifiant les G-torseurs sur X, c’est-a-dire que

Bung(S) = {G-torseur sur X x S,localement trivial pour la topologie étale}.

D’apres le théoreme 2 de [DS95] tout G-torseur sur X x .S devient localement trivial
pour la topologie de Zariski de X x S apres un changement de base étale convenable
sur S. Cependant nous n’aurons pas besoin de ce résultat.

Si N est un sous-schéma fini de X on note Bung,n le champ classifiant les
G-torseurs sur X avec structure de niveau N, c’est-a-dire que

(1.1) BungﬁN(S):{9€Bung(5),w:9|NX5:>G|NXs}.

Plus généralement on utilisera une version en famille de Bung y quand N se
déplace sur la courbe. Pour tout schéma 7" sur F, et tout sous-schéma fermé
Q C X x T qui est fini sur T et localement défini par une équation (c’est-a-dire que
@ est un diviseur de Cartier relatif effectif), on note Bung g le champ lisse sur T
tel que pour tout schéma S sur T,

(1.2)  Bung,g(S) = {9 € Bung(9), 5 G’QX(XXT)

CE g‘QX(XxT)(XXS) (X><S)}'

On note G le schéma en groupes lisse sur 7' défini comme la restriction & la Weil
de G de Q a T. 1l est de dimension relative deg(Q) dim G sur T, ol deg(Q) est le
degré de @ (qui est une fonction localement constante sur 7). On remarque que
Bung,g est un Gg-torseur sur Bung xT'.

Les composantes irréductibles de Bung ne sont pas de type fini mais Bung est
une réunion d’ouverts Buné” , définis par troncature par le polygone de Harder-
Narasimhan de G, et dont les composantes irréductibles sont de type fini. Plus
précisément, pour tout p € X, (7%%), on pose

(1.3) Bun3"(S) = {G € Bung(S)| pour tout point géométrique s € S,
toute B-structure B sur G et tout A € X7 (7%%),deg By < (u, \)},

ou B, est le fibré en droites correspondant. Il s’agit donc d’une troncature de
Harder-Narasimhan pour le G®-torseur déduit de G. D’aprés le lemme A.3 de
[Var(4], Buné” est ouvert dans Bung et ses composantes irréductibles (ou con-
nexes) sont de type fini. Cela nous suffit mais nous mentionnons qu’une étude fine
de la stratification de Harder-Naramsinham-Shatz est réalisée dans [Sch15]. Dans
la section consacrée aux groupes non nécessairement déployés on définira des
troncatures a I’aide d’un plongement de G®! dans SL, et on pourrait évidemment
faire la méme chose ici, ce qui aurait I’avantage de n’utiliser les troncatures de
Harder-Naramsimhan que pour GL,..

Pour tout sous-schéma fini N de X, on note Bunéf‘ v limage inverse de Buné“
dans Bung . On omettra souvent la lettre G dans toutes ces notations.
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Remarque 1.1 ([BD99] et lemme 2.2 de [Var04]). L’ensemble mo(Bung) des com-
posantes connexes de Bung est canoniquement isomorphe a wi(G) =
X.(T)/ X (T%°) (le quotient du réseau des copoids par le réseau des coracines) qui
est lui-méme canoniquement isomorphe au groupe des caracteres de Zg, le centre
du groupe dual de Langlands. On note [w] € m1(G) la classe de w € X..(T).

La définition suivante généralise légérement la définition 2.4 de [Var04] (voir
aussi la remarque 2.7 ¢) de [Var(04]).

Définition 1.2. a) Soit I un ensemble fini, k € N et I, ..., I, des parties de [ telles
que {I1,..., I} forme une partition de I. Soit N un sous-schéma fini de X. On
note Hecke(h’ 5 e champ tel que pour tout schéma S sur F, Hecke(ll’”"h’)(S)

classifie les donnees consistant en
i) des points z; € (X ~ N)(S) pour i € I,
11) (907 2/10)7 eeey (9k> ’(/}k) S BUDG’N(S),

iii) pour j € {1, ..., k}, un isomorphisme

ier; Tay)’

b; : 9j—1‘(xxs)\(uiaj Tz;) = 9]‘ (Xx39)~(U

fserv - T o .
réservant les structures de niveau, c’est-a-dire que ¥; 0 ;| . o j

On omet N de la notation lorsque N = ().

b) Pour tout I-uplet w = (w;)ier de copoids dominants de G, on note

(117

Heckellt 1) 1e sous-champ fermé de Heckey 16 qéfini par la condition que,

NI, Sw
pour tout j € {1,...,k}, la “position relatlve” de Gj—1 (ou plutét ¢,(S;-1)) par
rapport & G; en les points x; (pour ¢ € I;) est bornée par w; dans le sens faible

suivant:

i)y ¢;((95-1)va) C (95)va (Xer, (A wil'z,) pour tout poids dominant A de G.

Remarque 1.3. D’aprés le lemme 3.1 de [Var04], Hecke ! 21%) est un champ

NI,<w
algébrique, localement de type fini sur F,;. On va bientot introduire un sous-champ
fermé Hecke(h’ ) Heckeg\{ll’ <I"), qui est celui que I'on utilisera. Lorsque G9¢*

est sunplement ‘connexe il est egal au sous-champ réduit, en général il serait égal

(I1sees k)
N,I, <w

tion analogue & la condition iii’),, de la définition 2.4 de [Var04] pourvu que Pon
remplace, pour tout point géométrique s de S la condition sur la composante con-
nexe de Bung par une condition sur la composante connexe de la grassmannienne
affine en tout point de I'ensemble {z;(s)}. La condition iii’),, de la définition 2.4 de

[Var04] (qui figurait aussi dans les versions 1 & 3 de cet article sur arXiv) ne donnait
(11, Ik) (

au sous-champ réduit du sous-champ fermé de Hecke donné par une condi-

donc sans doute pas la bonne définition de Hecke méme & réduction pres)
pour G non simplement connexe.

Dans la suite le point de Hecke(h’ ")(S) fourni par les données i), ii), iii)

ci-dessus sera noté sous la forme plus ‘concise

(14)  ((m3)ier (Sorto) 25 (G, 001) 25 -+ 255 (G y 1) 25 (Gr ).

Remarque 1.4. Le champ Hecke(h’ ~Te) dépend de l'ordre des parties Iy, ..., I,
c’est pourquoi nous écrivons (Il,...,Ik) et non {[y,...,I;}. Pour simplifier nous
appellerons (1, ..., I) une partition de I. On remarque que si certaines parties I;
sont vides, on peut les supprimer.



758 VINCENT LAFFORGUE

Soit k" € {1, ...,k} et (I{, ..., I}, ) une partition de I obtenue & partir de (I, ..., I))
en réunissant certaines parties dont les indices sont adjacents. Plus précisément on
choisit des entiers 0 = jo < j1 < -+ < jir =k et on pose [}, = Ujj/,1<j§jj/ 1.

On considere alors le morphisme d’oubli

(1.5) WE}I’ ) Heckeg\, ) Hecke(l )
* k/
qui envoie ([[4) sur
AW / / ¢/1 / P2 ¢k/
((x1)1617(90aw0) ? (913’1/}1) ? (9k’vwk’))

avec (G5, 05,) = (S4,,%5,,) et ¢ = b, 0---0¢j, 1. Autrement dit on oublie
certaines étapes intermédiaires entre (Go, ¥o) et (Gk, Vi)
Un cas particulier intéressant est le suivant:

g; k) Hecke%jl’""l’“) — Hecke%?l

envoie ([L4) sur

((x)ie1, (S0, o) Suomod, (S, ¥r))-

(117

Notation 1.5. On note pg le morphlsme Heckey, L) Bung, y qui envoie (L4)

sur (S, 1o). On note Hecke(lh f)sm s image inverse de Buné”N par po.

La raison pour laquelle on utilise dans cet article les troncatures par les polygones

de Harder-Narasimhan de Gy est qu’elles sont préservées par les morphismes d’oubli
(117 )
(1))
V01(31 la définition de la grassmannienne affine de Beilinson-Drinfeld (sur X7).

Définition 1.6. On note Grgh"”’lk) (resp. Gr(ll’ ”“)) I'ind-schéma (resp. le
(

( Lok Iy,.. Ik))

schéma) classifiant les mémes données que Hecke; ) (resp. Hecke; 2

)

plus une trivialisation de G.

Quand I est un singleton, Gry) sera aussi noté Gr. Sa fibre Gr, en un point
géométrique x de X est la grassmannienne affine habituelle, c’est-a-dire le quotient
fpqc G(F;)/G(O4) ou O, désigne la complétion en = de ’anneau local des fonctions
sur X, et F, est son corps des fractions.

Notation 1.7. Soit S un schéma et (z;);c; une famille de S-points de X. On note
['s~ o, le voisinage formel de U;erl'y, dans X x S. Un G-torseur G sur I's~ o, est
la méme chose qu'une limite projective de G-torseurs sur I's~,,,, pour n tendant
vers l'infini.

Soit J une partie de I et § et §' deux G-torseurs sur s~ oo, Sans chercher
a donner un sens au voisinage épointé I's~ ooz, N (U;c; I'z,), on deﬁnlt un isomor-
phisme

. ~ !
(1.6) AT SRTTRIE I e 4 TR

comme la donnée pour toute représentation de dimension finie V' de G d’un mor-

phisme

Vg — Vg (N ;)
ieJ



G-CHTOUCAS ET PARAMETRISATION DE LANGLANDS 759

ou l'ordre N du pdle dépend de V, de telle sorte que ces morphismes soient foncto-
riels en V' et compatibles au produit tensoriel et au dual. Cette notation (L) est
utilisée aussi par exemple dans [Gai0l] et dans le paragraphe 2.4 de [Gai07].

Construction 1.8. Soit S un schéma et (z;);c; une famille de S-points de X.
Alors un point de Grgh"”’lk)(S) au-dessus (z;);cr équivaut a la donnée
e de G-torseurs Gy, ..., G sur I's~ ooz,

e d’isomorphismes ¢; : G, _ 3G,
p QZS] 9‘] 1 |FE oo:ﬂ,i\(Uq;EIj Fz,) 9] |FE oc:l;i\(Uie]j Fau)’

e d’une trivialisation 6 : G, = G sur s oo,

En effet pour tout j € {0,...,k}, on étend G; en un G-torseur sur X x S en le
recollant sur I's~ ooz, U, c; Ia; avec le G-torseur trivial sur (X x S) \ U;¢; T,
grace a 0 o ¢ o---0¢jrq. Ce recollement est justifié par la remarque 2.3.7 et le
théoreme 2.12.1 de [BD99] qui généralise le lemme de descente de Beauville-Laszlo
[BL95|. Bien que ce théoreme concerne les modules cohérents, on peut 'appliquer ici
car un G-torseur est aussi un foncteur tensoriel de la catégorie des représentations
de dimension finie de G vers la catégorie des fibrés vectoriels (voir la preuve du
théoréme 2.3.4 de [BD99]). Quand nous ferons référence & cette construction, nous

dirons qu’'un tel S-point de GrSIl"”’I’C) est associé &
Pr— 6
(1.7) ((zi)ier, S0 DG, By Bhg By SkﬁG’FZm_)-

La grassmannienne affine de Beilinson-Drinfeld a été introduite dans [BD99)] et
joue un role fondamental dans I’équivalence de Satake géométrique [MVOT| (voir
aussi [Gai(07]). La fibre de Grgl) en un point géométrique (;);c;r € X! est le produit
de la grassmannienne affine habituelle en les points de I’ensemble {z;,i € I}. Le
cas particulier ot 1 = 2 est étudié en détail pour le produit de fusion dans [MV07].
Plus généralement, la grassmannienne affine possede la propriété de factorisation
suivante.

Remarque 1.9. Soit ¢ : I — J une application surjective et (I, ..., I) une partition
de I. Soit Us 'ouvert de X' formé des (z;);e; tels que x; # x; si ((i) # ¢(j). Alors

-1 . 1 K
Gr(lh"”’lk) et [[es Gré{lgc{j})({]})""’lmc (1) sont canoniquement isomorphes au-

dessus de Ug.

Pour tout (n;);c; € N’ on note s~ e, le sous-schéma fermé de X x X! dont
I'idéal est engendré, localement pour la topologie de Zariski, par [ [, ¢, o1 t; est
une équation du graphe I';,. On note Gy y,,,, le schéma en groupes lisse sur X 1
égal a la restriction a la Weil de G du sous-schéma fermé inanm Cc X x XTI
4 X!. Cest évidemment un quotient de G5 ooz, (défini comme la restriction a la
Weil de G de I's> ooz, 2 X1,

On a une action évidente de Gy~ oy, SUr Gryl"" par changement de trivi-
alisation de Gi. Autrement dit, pour tout schéma S et toute section v de G sur
I's~ ooz, Iaction de «y envoie (D) sur

k)

& L.00
((ﬂfi)iehSo = G ¢—2> ¢—k> Se— G|Fzm-)

(o L, est 'automorphisme du G-torseur trivial donné par la multiplication a
gauche par 7).
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Proposition 1.10. Si les entiers n; sont assez grands en fonction des copoids w;,

11, 1K)

cette action de Gy~ p, SUT Gr se factorise a travers le quotient Gy~ p o, -

O

Remarque 1.11. Par conséquent, si les entiers n; sont comme dans la proposition
précédente, pour tout schéma S, a la donnée de

) S—points ( z)zer

b) 90 % Gy LLNLIN G, ot les G; sont des G-torseurs sur I's~ ., et les
¢; satisfont la condition iii),, de la définition [[.2]

¢) une trivialisation de gk‘rz ,

({1,
I, <w
maniére arbitraire la trivialisation de Sk de I'ss 2, & I'sooos,). Par conséquent,

on associe un S-point de Gr Ii) (par la construction [[L8] apres avoir étendu de

aux données de a) et b) on associe un S-point de Gr(ll’””h /G5 iz, sur lequel le

G5, -torseur tautologique est Gy Dans la sulte ce S-point sera souvent

|FZ niw
noté

(S0 2 G1 2 25 G € Gri/L ™ Gy

dn)

PP : . . el (It Tp
On va définir maintenant le sous-schéma fermé Grj C Grj, 1<w *). On

commence par rappeler que si I est un singleton, Gr(ll) est un schéma sur X dont
la fibre en un point géométrique = de X est la grassmannienne affine habituelle
Gr,, clest-a-dire le quotient fpgc G(Fy)/G(O4). 1l est bien connu que les G(Oy)-
orbites dans Gr, sont des sous-schémas localement fermés indexés par les copoids
dominants w de G. Plus précisément on note Grg)oJ la G(O,)-orbite de t¥ ou t
est une uniformisante de O,. On note Gr,,, son adhérence de Zariski, qui est la
réunion des orbites Grg y telles que A soit un poids de la représentation irréductible
de G de plus haut poids w.

Habituellement Gr, . est noté Gry, et Grg))\ est noté Gr, . Les notations
utilisées ici sont mieux adaptées pour nous (car nous utilisons presque exclusivement
les adhérences) et elles sont compatibles avec [Var(4].

Définition 1.12. Quand [ est un singleton on note Gr(I{L le sous-schéma fermé

réduit de Grgl) dont la fibre en un point x € X est Gr, . En général soit U C X' le
complémentaire de toutes les diagonales, c’est-a-dire U = {(;)ier, Vi # j,z: # z;}-
On a un isomorphisme
(I s i) ({i})
0:Gry | STl
el

e , ,
2 comme le sous-schéma fermé

v)
Il est bien connu qu’il existe un isomorphisme

(1.8) (Mo Bi) s Heckel o T6) (Gr(h"“’I’“) X x1 Bunc,zmi)/azmi

grace a la remarque On définit alors Gry 11’

réduit de Gr; £ Il’ Ik) égal a 'adhérence de Zarlskl de 67! (HieI Grf{%}z)i

1,00

olt Gy~ ooy, agit diagonalement. En fait on utilisera plutot l'isomorphisme (L3
ci-dessous ott les modifications sont bornées et Gy~ op, €st remplacé par Gy p, ;-
L’avantage est que 'on reste dans le cadre des champs d’Artin et surtout que
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lisomorphisme (9] va permettre dans le lemme [[.T4] de construire un morphisme
lisse, qui serait de dimension infinie si on avait utilisé G's~ ooy, -

Soit n = (n;)ier € NI comme dans la proposition [LI0l On a alors un isomor-
phisme

(L9) B s Hecke ™) 5 (L™ s Bung s, ) /G nie,

(ot Gy~ yy,2, agit diagonalement). II est défini de la maniére suivante. D’abord le
(117 i)

Gy, -torseur A sur Hecke; associé a ce morphisme est 9k’FZ , pour
[ [ Pk Iy,....I
(#)ier 9o 2 G1 2 -+ 25 G4) € Heckel 27 (9).
Autrement dit I'espace total de A est constitué par les trivialisations x de G ’FZ
Ensuite le morphisme A — Grggé’lk) X x1 Bung sy, envoie
¢ [ [ ~
((@iers %0 25 61 2 25 G0)n: Gl 36l )
sur le produit
e du point de Gr' 1<w ) associé par la remarque [CTT &
1 2 Pk
((xi)i617 90’FZ oo - QI‘FZ oL 4 T 9k|FZooz7> et H’
e (Sk, /<;) dans Bung s~ p,q, -
Définition 1.13. On définit Heckeg;’”"h’) comme l'image inverse de
(GI" L) X x1 Bungﬁzmri )/GZ nimi
s s Ik)
par 'isomorphisme B I. < o
Par définition on a donc un isomorphisme
(1.10) }I;ﬂl’“) : Heckeg;’” ’ (Gr(h’ k) X x1 Bung s~ p,q, )/GZ nis
(ot Gy~ p,a, agit diagonalement). L’isomorphisme inverse de [3;1;"7';1’“) envoie

(y,(S,r)) € Gry Il’ I s Bung s .z, sur ((z;)icr, So gy 2ty Sk)

ouGr=9Get (90 —> S ¢—2> ¢—"> Gk) est la modification de G associée au point
Yy € Gr(ll’ 1) grace a la structure de niveau k. On vérifie que ce morphisme se
factorlse par le quotient par P'action diagonale de Gy, 4, -

Comme Bung sy, est lisse sur X I cela entraine immédiatement le lemme
suivant.

Lemme 1.14. Soit n = (n;)ier € N comme dans la proposition précédente. Alors
le morphisme

(1.11) 5((3’;’:“) :Hecke(I{;" whe) Gr(Il’““I")/G

(I, Ik)

I wm est lisse. O

égal a la premiére composante de 3

Le lemme suivant apparait dans [MV07] et résulte aussi des lemmes 3.1 et A.12
de [Var04].
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<11,.‘.,1k> Q) Gl Ti)
W

Lemme 1.15. Le morphisme T, est projectif,
1a~'~a

surjectif et petit. O

On a un morphisme évident

k
(I1,eeIi) (Il,
(1.12) K;Iazwi)iekl : Gr wi)ier H ( LEI'/GZ‘ﬁEIj "717)

Jj=1

qui envoie

(4
((wi)ier, S0 25 G 2 25 9kﬁG|Fzm.)

sur le produit des points (Sj 1 ¢—J> Sj) e arily) /G Sier, nits (avec les nota-

137(“)1 i€l
tions de la construction [[.§ et de la remarque [[L.11] ¢ est-a-dire que le Gy, e, Mz
). Si les entiers m; sont assez grands en fonc-
Q€T MiTi

tion des n; et des w;, il se factorise a travers un morphisme

torseur tautologique est G; |FZ

k
~(I1,... (Ilvujk) (I3)
(1.13) B (ws ) er + Gry (Wz)zel/ Siermizi H (Grljv(wi)ielj /Gzz‘elj ”1‘7‘71)
j=1

Lemme 1.16. Les morphismes mglzw)lgl) t (IIE Vs 1) sont lisses.

Démonstration. Il suffit de prouver la lissité de K(IE’ h :1)' On la démontre par

récurrence sur k: k se factorise a travers le morphisme évident

k-1
(I, 1) (I;) (Ix)
Gr[véwi)iekl - H (Grfj,(wi)z‘ejj /Gzielj n7z7> X Gr[z:( wi)ier,
J=1

Ii)
I, (wi)ier,,’
(I1yeeesTr—1)
NI, (wi)ien, O

qui est essentiellement une version tordue en famille, paramétrée par Gr!

de morphismes similaires & x

Nous rappelons maintenant 1’équivalence de Satake géométrique. Les notations
suivantes sont commodes. Si W est une représentation F-linéaire de dimension finie
de (G)! on la décompose en somme d’irréductibles:

(1.14) W= P (®Vwi) ®5 Wa
we(xt(myr el
ot les 2, sont des I-espaces vectoriels de dimension finie, et sont presque tous nuls.

On définit alors Gr(h’ 1) comme la réunion de tous les sous-schémas Gr(h’ oAi) C

Gryl’ Ii) pour w = (wj)ier tel que 2, est non nul.

Pour tout point géométrique = € X, I’équivalence de Satake géométrique de
Lusztig, Drinfeld, Ginzburg, et Mirkovic—Vilonen [Lus83}/Gin95,BD99,MV07] est
une équivalence de la catégorie des représentations de dimension finie de G vers
la catégorie des faisceaux pervers G(0,)-équivariants sur la grassmannienne affine
Gr, = G(F;)/G(0,). De plus cette équivalence est un foncteur tensoriel, lorsque
le but est muni du produit de convolution, ou de fusion (avec la modification de la
contrainte de commutativité qui sera rappelée dans la remarque [[L19).
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D’apres [MV07,BD99,[Gai07,[Gai01l Var04] nous avons le théoréme suivant, ou
nous nous limitons & ce qui est nécessaire pour notre article: un foncteur de la
catégorie de représentations de dimension finie de (é)l vers la catégorie des fais-
ceaux pervers Gy oop,-équivariants sur Grgll’“"l’“), vérifiant certaines propriétés.
Dans [Gai07] Gaitsgory énonce un résultat plus fort, qui décrit cette derniére
catégorie uniquement a l’aide de G. Dans le théoréme suivant comme dans le
reste de 'article nous dirons “a décalage pres” au lieu de “a décalage et torsion a
la Tate pres”. On va énoncer le théoreme suivant avec des coefficients dans E ou
Op mais le cas de O ne servira que dans la section [[3] et peut donc étre sauté en
premiere lecture.

Théoréme 1.17 (Un sens de 1’équivalence de Satake géométrique, [MV07,BD99,
Gai07]). Soit A égal & E ou O. On a un foncteur canonique

(I1yee i Ix)
W — SI,W,A

de la catégorie des représentations A-lin€aires de type ﬁm' de (@)I vers la catégorie

(In,e. I,
des A-faisceauz pervers Gy ooy, -€quivariants sur Gr L)

De plus si A = F, S(Il‘l,[’,ﬂl’“) est supporté par Gry Il’ I"') (défini juste apres
([CI4)) et on peut donc le considérer comme un fazsceau pervers (a un décalage
pres) sur Gr(h’ I’“)/Gznw. (ot les entiers m; sont assez grands et le décalage est
déterminé par la condition que l’image inverse sur Gr(ll’ ~1e)
(117 Ik)

est perverse relative-

ment a X1). Cela reste vrai si A = OE, avec Grj

type fini assez grand de Grgh’

précisée ici.

un sous-schéma fermé de

, dépendant de W d’une facon qui ne sera pas

(1,5 0k)
Les SI,W,A

sont universellement localement acycliques par rapport au mor-
phisme vers X1, De plus ils vérifient les propriétés suivantes:
a) Lorsque A = E et que W = @161‘@ est irréductible, le faisceau per-

vers (4 décalage preés) SII;{,AI’C) sur Gry Il’ Ik)/G
11, 1k)

g nizs €St le faisceau

d’intersection de Gry , avec la normahsatwn perverse relative ¢ X!
et la structure Gziel nlmi-équivariante naturelle.
b) On a un isomorphisme canonique
(15 Ti) (1,0 1i) (I15-sdy)
(ﬂ-(Il . f,)) (51 %/VA * ) ~8 %/VA o
c) Si W = Wjeqr,...iyW; ou Wj est une représentation de (G) sur un
A-module libre de type fini, on a un isomorphisme canonique

(1o di) o (=1, )\ )
8111/VAk f("ﬂz,%/v k) (gje{l ok} IJW A)

ot on applique la contrainte de commutativité modifiée de [MVQT| qui sera

rappelée dans la remarque [L19 ci-dessous.

d) Soient I,J des ensembles finis et ( : I — J une application. On note
Ac: X7 = X1 (2))jer = (2¢0))ier

le morphisme diagonal associé a (. Soit W une représentation A-linéaire
de type fini de G'. On note W€ la représentation de G’ qui est la composée
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de la représentation W avec le morphisme diagonal

G’ =G (g5)jer = (9e))ier-

Soit (Ji, ..., Ji) une partition de J. On en déduit une partition (I, ..., Ij)

de I en posant I; = ¢~'(J;) pour tout j. On a alors un isomorphisme
canonique
In,d Jiseensd
(1.15) A (8 ) = 8

ot A¢ désigne (le quotient par G~ p,,, de) l'inclusion
Gl _ Gl Ie) s, 3y o),

De plus ([LID) est fonctoriel en W et compatible avec la composition pour
C.

Remarque 1.18. Le cas intéressant dans la condition d) est celui ol ¢ est surjective.
Il exprime la compatibilité avec le produit de fusion dans la grassmannienne affine
de Beilinson-Drinfeld, c’est-a-dire le fait que ’équivalence de Satake géométrique
est un foncteur tensoriel. Les propriétés a) et b) auraient pu étre énoncées avec des
partitions plus générales, mais au prix de notations beaucoup plus lourdes.

Remarque 1.19. La contrainte de commutativité est définie par la convention mod-
ifiée, introduite dans la discussion qui précede la proposition 6.3 de [MV07]. C’est
seulement avec cette convention modifiée que la catégorie tensorielle des faisceaux
pervers G(0O)-équivariants sur la grassmannienne affine (munie du produit de fu-
sion) est équivalente & la catégorie tensorielle des représentations de type fini de
@, et c’est elle qui intervient dans l’énoncé de la correspondance de Langlands
géométrique. Pour plus de détails, voir [MVOT] et [BD99]. Voici un bref rappel. 11
se trouve que

e pour toute composante connexe de la grassmannienne affine, les strates sont
toutes de dimension paire ou toutes de dimension impaire (on parle alors
de composante paire ou impaire),

e d’apres le lemme 3.9 de [MVO07], si un faisceau S(Ifj‘)/vj 4 est supporté sur
une composante paire (resp. impaire), sa cohomologie totale est concentrée
en degrés cohomologiques pairs (resp. impairs).

La contrainte de commutativité modifée consiste & ajouter aux signes habituels
donnés par les regles de Koszul un signe moins lorsque 'on permute deux fais-
ceaux ‘S(If7x)/vj 4 et ng/‘),v/ 4 supportés sur deux composantes connexes impaires
de la grassmannienne affine. Autrement dit c’est la contrainte de commutativité
naturelle que I'on aurait si on normalisait les faisceaux Sg]‘),vj 4 bour que leur co-
homologie totale soit en degré pair. Le foncteur fibre donné par la cohomologie
totale, de la catégorie des faisceaux pervers G(0)-équivariants sur la grassmanni-
enne affine, munie du produit de fusion (avec cette contrainte de commutativité
modifée) vers la catégorie des A-modules de type fini est donc tensoriel, d’ott une
équivalence avec la catégorie tensorielle Rep(@) des représentations de G sur des
A-modules de type fini (ou G est défini comme le groupe d’automorphismes du
foncteur fibre).
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Démonstration. Le théoreme résulte essentiellement du théoreme 2.6 de [Gai07]
(qui montre un résultat beaucoup plus fort). L’argument que nous allons don-
ner est inspiré de la preuve du théoréme 2.6 de [Gai07] (donnée dans l’appendice
B de [Gai07]). Plus précisément notre argument est identique & celui de [Gai(T7]
quand I est un singleton, et plus simple en général (ce qui est normal puisque nous
montrons un résultat plus faible). Mirkovic et Vilonen [MV07] associent a toute
représentation A-linéaire de type fini W de G un faisceau pervers G oo -équivariant

sur Gr%%}). On en déduit par convolution ou fusion, pour toute famille (W;);cr

de représentations A-linéaires de type fini de G un A-faisceau pervers Gy~ ooz, -

(I, d1) (I, T3)
S 1 k Il k

équivariant Sj pr’ ) sur Gr et de plus ces faisceaux vérifient les propriétés

a), b), ¢), d) dans le cas particulier des représentations W de (G)! de la forme
M;c;W;. Soit R D'algebre des fonctions régulieres sur G (a coefficients dans A),
considérée comme ind-objet de Rep(é) par 'action de G sur lui-méme par multi-
plication & gauche (on notera qu’on peut, si on veut, écrire R comme une limite
inductive de représentations de G sur des A-modules libres de type fini). Alors
X;ecrR est algebre des fonctions régulieres sur GT , considérée comme ind-objet de
Rep(@l ) par action de G! sur lui-méme par multiplication a gauche. On définit
alors

él
(I Ti) _ (QUr o)
81,%/1/,/1 V= (SI,IIXI-H:;,A ® W) .

Dans la formule précédente ’action de G! sur X;ecrR par multiplication a droite

. (I1,...,0k) y . =~ . . s . .
munit 8 IR RA d’une action de G, et on prend les invariants par ’action diago-

nale de G' sur 8§I§EEII£)A ® W. Les propriétés a), b), c), d) se déduisent aisément
de cette formule. Pour d) on utilise le fait que pour toute application I — J,
;1R considéré comme ind-objet de Rep(@l ) (par laction de G! sur lui-méme par
multiplication & gauche) est égale & 'induite de X;¢ ;R par le morphisme G’ — G!
(si I — J n’est pas surjective, ce morphisme n’est pas injectif et pour induire on
commence par prendre les invariants par son noyau). De plus cette égalité est

compatible avec les actions a droite de G7 et GI. O

Remarque 1.20. Dans le théoréme précédent Zza‘,el ooz; C Gziel cox; agit triviale-

ment sur Grgh’“"j’“) et donc sur tous les faisceaux Sy}/{,"f'i[’“ ) (en effet il suffit de le

démontrer pour I singleton et alors cela résulte de [MVQT], parce que les projectifs
Pz (v, A) permettent de reconstruire toute la catégorie des faisceaux pervers G(0)-
équivariants sur la grassmannienne affine et que Z(0) agit trivialement sur eux
d’aprés la formule (9.9) de [MV0Q7]). On note G*¢ = G/Z. On peut donc considérer

Iy d . X . . L
Sg WA *) comme un faisceau pervers (& un décalage pres) G4 oz, ~Cquivariant sur
il Y K2

Gr(I v Tl) o0 s on préfere comme un faisceau pervers (a4 un décalage pres) sur

Iy :
Grg_%,{, o )/ GM (avec les entiers n; assez grands).

ni;T;

Pour toute place v € |X| et pour toute représentation irréductible V de @,
on note hy, € C.(G(0,)\G(F,)/G(0,),0g) la fonction sphérique associée & V
(ou si on préfere au caractére xy ) par lisomorphisme de Satake classique. La
compatibilité entre I'isomorphisme de Satake classique et 1’équivalence de Satake
géométrique s’exprime par le fait que, en notant w le plus haut poids de V et p
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la demi-somme des coracines positives de CA¥ (—1)2P) by, est égale & la trace de

Frobgy, /k(v) sur le faisceau pervers s (qui est le faisceau d’intersection

{03, VE|G
de la strate fermée Gr,,,, o w est le plus haut poids de V). Les fonctions hy,,
forment une base de C.(G(0,)\G(F,)/G(0,),0F) sur Og (cela est méme vrai sur

Z[q*/?,q=/?], cf. la proposition 3.6 de [Gro98]).

Remarque 1.21. Le signe (—1)(2”"") dans la définition de hy,, ci-dessus est justifié
par le fait que la strate Gr, , est de dimension (2p,w). Autrement dit hy, serait

la trace de Frobg,, /k(v) sur 8{0} ‘)/E si on l’avait normalisé pour que sa coho-

Gr,
mologie totale soit supportée en degres cohomologiques pairs (mais sans changer
la torsion & la Tate). Ce choix est cohérent avec le fait que la contrainte de com-
mutativité modifiée de [MV07] est celle que 'on obtiendrait naturellement avec de
telles normalisations, ainsi qu’on I’a rappelé dans la remarque [[LT9 La cohérence
de ce choix est la raison pour laquelle il n’y aura pas de signe dans 1’égalité de la

proposition

2. CHAMPS DE G-CHTOUCAS

Cette section est entierement extraite de [Var04], a ’exception des propositions
et 2.9 On garde les notations de la section précédente.
Voici la définition des champs classifiants de G-chtoucas.

Définition 2.1. Soit I un ensemble fini, ¥ € N et ([y, ..., ;) une partition de I.
Soit N un sous-schéma fini de X. On note

Cht{y ™ (resp. Chtlyyy o™, Chtlyy ™) =H)

l'ind-champ (resp. le champ) sur (X ~ N)! qui classifie les mémes données i)-iii)
(de la définition [[2)) que

(I1,e51k) (I15e51%) (I1,e A ), <p
Heckey'; (resp. Heckey'; """, Hecken'; )

plus un isomorphisme 0 :7Gy = Gy, préservant les structures de niveau, c’est-a-dire
vérifiant ¢, o O"N s = %o. On note

(2.1) 7](\{1(’ . Cht(h’ e Hecke(ll’ ~Tk)
le morphisme tautologique qui consiste a oublier o.

Autrement dit Cht%ll";’l’“) est le produit fibré sur Bung,y x Bung y de la cor-

respondance de Hecke Hecke( Y T)

BungyN.

avec le graphe du morphisme de Frobenius de

Pour récapituler, Cht(h’ I est tel que pour tout schéma S sur Fg,
Cht%’ll’”"l’“)(S) classifie la donnée de

(2.2)  ((%)ier, (Sos to) 2y (Gryth) 2 Doy, (Gr—1,"r-1) Ly ("So0,"0))

tels que
i) xz; € (X N N)(S) pouri eI,
ii) (S0,%0), -+ (Gk—1,Yr—1) € Bung, n(S5),
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iii) en notant (G, ¥x) = ("Go, "), pour tout j € {1, ..., k}
'LEI IL)

¢ - 9j—1|(Xxs)\(Ui€1j T.,) = 93| (Xx8)~(U

est un isomorphisme tel que 1; o ¢; |N><S = @bj 1-

De plus Cht Il’ I"') est le fermé de Cht), Il’ ) éfini par la condition que

br_ ,
((zi)ier, (90,%) (91,1/11) e L (G, k1) LN (S, ¥r))
appartient & Heckeg\{l}';’lk ). Enfin Cht%j};;l’“)é” est Pouvert de Cht%jj;;l’“ ) défini

par la condition Gy € Bung SH.
Remarque 2.2. a) L’ind-champ Chty Il’ 18) est muni d’une action naturelle du
groupe G(Op), qui fait agir g € G(ON) en remplagant ¢; par g o ); pour tout
j €{0,...,k}. Cette action préserve Cht%lj’ - Ir) et Cht%ll’ - Te).<u

b) Lorsque G = GL,, I = {1 2}, w1 = (1,0,...,0) et wy = (0,...,0,—1), les
champs Cht {1} {2}), resp. Chty {2} {1}) sont les champs de chtoucas a gauche, resp.
a droite 1ntrodu1ts par Drmfeld [Dr187a] Les troncatures ne sont pas les mémes
que dans [Laf02al] mais les systémes inductifs sont comparables. Dans ce cas x1 et
9 sont appelés le zéro et le podle du chtouca.

Notation 2.3. En général les z; seront appelés les pattes du chtouca. On notera
p ™ enely o™ (XN V)T

le morphisme correspondant (appelé morphisme caractéristique par certains au-

Il, k) 11, Ik)

sa restriction a Chty et on notera

D) <
M sa restriction a I’ ouvert Chtgv_lj . B)Sh

teurs). On notera encore PN
(I,
le k)
Définition 2.4. Un I-uplet w = (w;)ier € X«(T)! sera dit admissible si D icrwil =
0 dans m (G).

Remarque 2.5. Les I-uplets de copoids dominants de GG sont en bijection canon-
ique avec les I-uplets de poids dominants de é, et donc avec les I-uplets de
représentations irréductibles de G. Par cette bijection, les I-uplets admissibles
correspondent aux I-uplets de représentations irréductibles de G tels que Zg agisse
trivialement sur leur produit tensoriel.

La proposition suivante, qui généralise les propositions 2.3 et 3.2 de [Dri87al, est
contenue dans la proposition 2.16 de [Var04].

Proposition 2.6 (Variante de la proposition 2.16 de [Var04]). a) Cht%j,’;;l’“) est
un champ de Deligne-Mumford sur (X ~ N)!, et il est localement de type fini.

117 Ik)7§#

De plus les composantes connexes de Cht sont des quotients de schémas

quasi-projectifs sur (X ~ N)! par des gmupes ﬁm's (si N est non vide, sinon on doit
se restreindre a Ul avec U C X arbitraire), et sont des schémas quasi-projectifs
des que dim(ON) est assez gmnd en fonctz'on de i et w.

Cht{f ) resp. Cht Qo D) SR oot un revétement fini étale et galoisien
N,I,w N,I,w
de Chth;’””h)’(X Ny (resp. Chtg{;’ "’Ik)’SMI(X\N),) de groupe de Galois G(On).
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c) St J est une partie de I telle que w; = 0 pour i € I . J, alors en notant
Ji=1L;NJ pouri € {l,.. .k}, le champ Cht%jl’;;)’l’“) est canoniquement isomorphe

au produit (X ~ N)I>7 x Chtg\glj'&;jfj?eJ~

d) Siw; =0 pour tout i € I, alors Cht%jl’;'o;’lk) est canoniquement isomorphe au

produit de (X ~ N)! avec le champ discret Bung, n(Fy).

e) Cht%lj";’l’“) est non vide si et seulement si w est admissible.

Démonstration. Tout est dans la proposition 2.16 de [Var04], & part c) qui est
évident. Grace a c), il suffit de montrer d) dans le cas particulier ot I = (), ou il se
réduit a laffirmation que Chtg\%,o est canoniquement isomorphe au champ discret
BHHGJ\/(Fq). [l

Construction 2.7. Comme dans (L5), soit (11, ..., I;,) une partition de I obtenue
a partir de la partition (Iy,..., ) en réunissant des parties dont les indices sont
adjacents, c’est-a-dire que ’on choisit des entiers 0 = jo < j1 < -+ < Jir = k et
que l'on pose I}, = Ujj/_1<j§jj/ I;. La méme construction que dans (LH) fournit
un morphisme d’oubli

(T1sees i) (I, dk) (I, 070)
77(1{7__4711&) : ChtNJ,ﬂ — ChtNJ&

qui conserve les (x;)icr, les (Sjj,y'(/)jj/) pour j' € {0,...,k'}, les composées des
morphismes ¢, qui les relient, et o : "Gy = Gy.
Soit n = (n;)ie; € N! comme dans la proposition [LT0. On pose

(23) el = ot ol ontlly ) G G
(ou l'on rappelle que 6ggwnl") et ’y((g""’l’“) ont été définis dans (LIT)) et 210).

(117-")11@)

(1) o associe a un chtouca
W,

Autrement dit €

) b
((‘ri)i61790 —1> 91 ﬁ) ce L} 9/(371 ¢_k> -,-90)
le Gy~ p,o,-torseur égal a la restriction de G = 790 a I'sop,,, et le point de

(I15eee51k)
gk |FZ ngg XGZ niz; Gr[v&

grace a la construction [IL8 & la proposition [[LI0l et & la remarque [.T11

qui est déterminé par (G RN R N LN Sk),

Proposition 2.8. Le morphisme

am Oty = Gy O,
est lisse de dimension dim Gy ., = (3 n;) dimG.

Démonstration. Comme 1’énoncé est local pour la topologie lisse sur le but, il suffit

de montrer, pour tout schéma S sur X7 et tout point z de Gr&{i"”’lk)(S), la lissité
sur S de B

(2.4) Cht{L " 5
Or ce champ est ’égalisateur
e du morphisme d’oubli
by : Bung s~ p,0; Xx15 — Bung x5

qui est lisse de dimension dim Gy~ .4,
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e et du morphisme

by : (FrobBunG X Ids) o (az,Ids) :Bung s~ g0, Xx15 — Bung x5,

ou a, est la “modification par 2”7, c’est-a-dire que

(Il,...,lk))fl(

a, = Pg o (517%2 z,8) : Bung s .2, Xx15 — Bung

769

(ot on rappelle que pg et 5§I;n1k) ont été définis dans la notation et

dans (I0)), ou en d’autres termes, en notant

¢

¢
z = ((#i)ier, S0 — G1 LN B Gy 9k—>G’FZm )

pour tout S-schéma S’ et (F,¢) € Bung s p,a,(5'), si w est une trivial-
isation de &F |FZ qui raffine v, on étend les G; (ou plutdt leurs images

inverses par S’ — S) en des G-torseurs G, sur X x S’ en recollant G, avec

F a laide de 1 0 et alors a.(F,) est égal a Go.

Donc (Z4) est I'égalisateur de morphismes by et by de Bung sy, Xx1S vers

Bung xS, et

e ces deux champs sont lisses au-dessus de .5,
e b et by commutent avec la projection vers .S,

e by est lisse et by a une dérivée nulle dans les fibres au-dessus de S (parce

que Frobpyy, a une dérivée nulle).

On en déduit que cet égalisateur est lisse sur S.

O

Plus tard on aura besoin d’une variante de la proposition préccédente, ou 1'on

Iy d
casse Gr( ! ")/GE n;z; €11 MOTCEauX.
On note

k
(Tt Tk) . ey (o) (1)
Y s Ot HHeCkeIf,(wmezj

j=1
le morphisme qui envoie un chtouca
) 1) b o
((xi)i€I> 9() —1> 91 —2) N L} 9/(371 _k> 7-90)

sur la famille

((Ii)iela"gﬂ'_l 9])ge{1,.,.,k}
en notant Gy = 7 Go.

Par composition avec le produit des morphismes

;) . (I;) (I5)
5(1j)7(w11)7151j7("i)i61]- : HeCktev(Wi)ielj - Grlgy(wz )iel; / ZLEI ni%;
on obtient
k
(I1ses1k) . (I15e51%) (I5)
(2.5) TR i | | (Grljy(wl /O, m)
j=1

La proposition .8 admet alors la variante suivante.

Proposition 2.9. Le morphisme eéﬁ’:“’l’“)

) wn est lisse.
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Démonstration. On a établi dans le lemme [L.T6] la lissité du morphisme

k
=1, Ik) (11,~--Ik) (15)
FI(wiier Gr wi) 761/ Siermizi 7 H (Grljv(wi)ielj /GEiEIj "LIL)
j=1

qui était défini lorsque les entiers m; etaient assez grands.

(I, 1k) _ =) | (T Ik) (I1seesdie) :
Comme € T wm = L e)ier © €D wm » €6 comme €y 7 n est lisse par la
proposition 2.8 le morphisme egiﬁ’;; won €St lisse. O

Remarque 2.10. Les morphismes 68; ~AE) ot Eﬁ 52; w48 propositions 2§ et 201

sont des cas particuliers d’'un morphlsme plus general qui ne sera jamais utilisé.
Soit (I1,...,I) une partition de I et pour tout j € {1,...,k} soit m; € N* et
(Jj15 -+ Jjm;) une partition de I;. On note (Jj;);; la partition de I égale a
(J1,1, s J1mas 2,15 s J2mas oos Jo,15 ooy Jlomy ). LOrsque les entiers m; sont assez
grands on a un morphisme naturel

(Jj,0)5, Jl)]l H Jj 15
€Tyl - © - 1,,(w )lel e Sier, niw

et il est lisse.

Les propositions précédentes généralisent la preuve donnée par Drinfeld de la
lissité du champ des chtoucas dans le cas b) de la remarque Par ailleurs elles
impliquent que localement pour la topologie lisse, les champs de G-chtoucas sont
isomorphes a des strates fermées des grassmanniennes affines de Beilinson-Drinfeld
(ou & des produits de telles strates fermées).

La proposition suivante montre que cela est vrai localement pour la topologie
étale et en fournit une preuve constructive. C’est une variante du théoreme 2.20
de [Var(04]. La preuve que nous allons donner est proche de la preuve figurant dans
le paragraphe 4 de [Var04], mais mais elle n’utilise pas le théoréeme de Drinfeld-
Simpson (le théoreme 2 de [DS95], mentionné au début de la section précédente).
La proposition suivante peut étre sautée par le lecteur car elle ne sera pas utilisée
mais elle est intéressante par elle-méme.

Proposition 2.11 (Variante du théoreme 2.20 de [Var04]). Localement pour la

t(Ilv(';Ik) (I;)

topologie étale, Chty'; est isomorphe a H 1 Gr; I wiier,” de fagcon compatible

; (1, 1k)
avec le morphisme """y | de 235).

Plus précisément, on suppose que les entiers (n;)icr sont assez grands. Pour
tout j € {1,...,k}, soit
(26) aj X (,Ti)iejj : Uj — BUHG’N X(X N N)Ij
un morphisme étale tel que, si G désigne le G-torseur universel sur X x Bung n,
on a une trivialisation

0; : (Idx xa;)* —>G|FZ )
i€l Mi®

|quel Ty
sur le sous-schéma fermé inelj niz; C X X Uj.
Soit

k
_ (Il,.nylk)
U= ChtNJ,g X k (Bunc,N X(X\N)Ij) H v

j=1 i1
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obtenu par image inverse du produit des morphismes étales (2.0) par le morphisme
k
cntlyy o™ = I (BunGW < (X~ N)IJ‘)
j=1

qui envoie

(2.7)
((@:)ier, (S0, t0) — 2y (Gryth) 2 - Ly (Sh—1,¥r—1) 2 (S ) = ("S0, 10))

sur la famille

(2.8) ((9;—, ¥j), (xi)z'elg)

Je{l,..k}
Evidemment la premiére projection U — Cht%jj;;l’“) est étale. Soit
k
8= 1 u— H Grgﬁ)‘w ier,
j=

le morphisme tel que pour tout j et pour tout point u dans U (d’images Z70) dans
Cht(h’ ) o (uj)jequ,... .y dans H§:1 Uj), Bj(u) est le point de Gl as-

Ij(wi)ier,

socié a (Gj-1 ¢—J> G;) et a la trivialisation 0; (au point u; € U;) grice a la remar-
que [LIIl Alors B est étale.

Remargue 2.12. Ce théoréme admet la généralisation suivante. Soit (J;;);,; comme

dans la remarque 2,100 Alors, localement pour la topologie étale, Chtg\‘,]f}ilj” est iso-

(Jj,155d5,m ;) . . Ji);
! 3’ de facon compatible avec le morphisme e!71)7!
Ij(wi)ier, (L1,

s Tk
morphe a [[;_; G 1o di) wyn
de cette remarque.

Démonstration ( Variante du paragraphe 4 de [Var04]). On fixe p et on va démontrer

la proposition pour I'ouvert Cht%ll’ - TE)-S1 - Pour tout niveau N’ O N, Cht%}’ i), <p
est un revétement étale galoisien de Cht%ll’ w Ai)sn ’ (XN 11 suffit donc de mon-
<ptr

trer ’énoncé pour N assez grand. On suppose N assez grand pour que Bung'y
soit un schéma, ou K est tel que pour tout point

¢ ¢ Pr— Pk
2.9 ((®)ier, (So.%0) = (S1,%1) =2 -+ = (Gp—1,Yr-1) —> (Sk,¥w))
dans Hecke%ll’ wlk) =t tous les G-torseurs §; appartiennent a Bun<” F*. La raison
pour laquelle on augmente ainsi le niveau est que le lemme [2.13] ci- dessous est énoncé
avec des schémas.
Soit

Iy,...Iy),<p
W = Hecke! X | | U
N,I,w k (BunG N X(X\N

obtenu par image inverse du produit des morphismes étales (I?II) par le morphisme

(I1,..1g), <ll«
HeckeNIw

||:ja~

(BunGNx (X < N)L )
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qui envoie ([Z9) sur la famille Z8). Evidemment la premiére projection W —

Hecke%ll’;’j’“)’gu est étale. Soit

k k
_ . (1)
B = H ﬂ] W — H Gr[jv(wi)ielj
j=1 j=1
tel que pour tout j et pour tout point w dans W (d’images (29) dans
Hecke%ll’;;’j’“)’gu et (w;)jeq1,... ky dans H?:l Uj), B;(w) soit le point de Grtls)

I, (wi)ier,
associé & (G,_1 2N G;) et & la trivialisation 6; (au point w; € U;). On note

<ptr

In,....Iy),<p
Tw — BunG}N

le morphisme qui envoie w comme ci-dessus vers (Sg, 1), resp. (Sk,¥r). Grace a
l’isomorphisme ([LI0) on montre (par récurrence sur k) que

k
. <ptr (I5)
(pr, B) : W — BunG)N X H Gr[jv(wi)ielj
j=1
est étale. On a
U={weW,pi(w) = FrObBunél‘;””(pO(w))}‘

On applique le lemme suivant a

k
K 1;
W=W, 7Z= Buné%fi_ , IT'= H Gr(]jjv()wi)ielj’ h=(pk,B) et f=po.
=1

Cela termine la preuve de la proposition en montrant que g est étale. O

Lemme 2.13 (Petite généralisation du lemme 4.3 de [Var04]). Soient W, Z, T des
schémas de type fini sur F,. Soit h = (h1,he) : W — Z x T un morphisme étale et
W — Z un morphisme arbitraire. On pose

U ={w € W, hy(w) = Frobz(f(w))}.
On suppose que Z est lisse sur Fq. Alors ho : U — T est étale.

Démonstration (D’apreés la preuve du lemme 4.3 de [Var04]). Comme ’énoncé est
local pour la topologie de Zariski de U et donc pour celle de Z, on peut supposer
qu’il existe un morphisme étale ¢ : Z — A™. Comme U est ouvert et fermé dans

U = {w € W, ¢ o hi(w) = Frobym(¢o f(w))},

quitte a remplacer Z, hy, f par A™ o hi,¢o f, on est ramené au cas ou Z = A™.
Quitte a remplacer T et W par des ouverts de Zariski, on suppose que T est
affine et que W est un ouvert de Spec (O(T)[z1, ..., T, Y1, s Ynl/ (K1, ..., k) sur

lequel det(g’;’%) est inversible, et que le morphisme étale h : W — Z x T est donné
J

par le morphisme évident

O(D)[z1, ooy Tm] = O(T) @1y ooty Tony Y1y oovs Yn) /(K1 ooy ko)
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On a noté O(T) lanneau des fonctions régulieres sur 7T, de sorte que
ZxT = Spec (O(T)[z1, ..., x]). Alors U C W est défini par les équations g1, ..., gm,
ot ¢ = x — f§ et les fonctions f; sur W sont telles que f =
(fi,-, fm) de W dans Z = A™. Par conséquent U est un ouvert de
Spec (O(T)[xl, ooy Ty Y1y ooy Yl (B1y ooy Ky 01, ...,gm)) sur lequel la matrice

(G5) (52)\ _ ((GE) 0
(Bk) (B2 (55) 1d,,

est invertible, et hy : U — T est étale. O

On a une action évidente de Z(F)\Z(A) sur Cht%jj;;l’“). En fait Z(F)\Z(A)

s’envoie naturellement dans Bung n(F,) et Bunz y(F,) agit sur Cht%ll’wlk) par

torsion d’un G-torseur par un Z-torseur. Ces actions préservent les ouverts
Cht%’ll’;;)’l’“)é“ (car la troncature de Harder-Narasimhan se fait sur le G*-torseur
associé a Go) et elles commutent aux morphismes de Frobenius partiels.

Dans toute la suite on fixe un réseau = dans Z(F)\Z(A). Les quotients
Cht%ll’ wI’“ S /= sont des champs de Deligne-Mumford de type fini.

Soit E une extension finie de QQ; contenant une racine carrée de gq.

Définition 2.14. On note 3"1\{11’ oz ) le faisceau d’intersection de Chtjélj w’ )/E

normalisé relativement & (X ~ N)I, et a coefficients dans E.

Dans les deux corollaires suivants nous allons donner des définitions équivalentes
de 3"%1122‘33, qui sont mieux adaptées pour étudier la coalescence des pattes et
I’action des morphismes de Frobenius partiels.

Par Déquivalence de Satake géométrique [MVOT, [Gai07], que nous avons
rappelée dans le théoréme [[I7] nous possédons le FE-faisceau pervers (a un

. . (I, Ix), E (I, T) . . .
décalage pres) SI,&-eszi sur GrrLg /Gzig"m dont l'image inverse a

I . . . — .
Gr( beolk) gt e faisceau d'intersection (avec la normalisation perverse relative

. I, d),E . . .
a XI). D’apres la remarque [[.20] gg,g’["})’ est en fait un faisceau pervers (a

7 N (117
un décalage pres) sur Gry

(It,....Jx),E s . .
considere donc 8 IIIZI k) comme un faisceau pervers (& un décalage pres) sur
117 Tk ad
Gr; /GZ S
(In,...

Le morphisme €y, NoADw I’“) de la proposition 2.8 ne se factorise pas par le quotient

1) / GZ e de fagon canonique. Ci-dessous on

i€l

par = (comme me I’a falt remarquer un rapporteur anonyme), mais ¢ est le cas de
(I, Tg) I,
sa composée avec le morphisme d’oubli Gr L Tk) /Gy niw; — Gr( . /Gzn .

En effet action de = consiste a tordre par des Z-torseurs, et G‘*d G/Z.
Autrement dit on posseéde un morphisme

(2.10) e Oty Y /2 Gl ol



774 VINCENT LAFFORGUE

En le composant avec le morphisme étale d’oubli du niveau
Cuty o™ /2 — ontlfy ™ /=
on obtient donc

= e /2 Gl e,

qui est lisse de dimension dim G&4 e, = (Ooni) dim Gad.

Corollaire 2.15 (Variante du corollaire 2.21 ¢) de [Var04]). On a un isomorphisme
canonique

Inyendy) | ag(In,e I, Iy J6), BN * (0 (Tnyend
(2.11) A TR = () (sVe) ).

O

On utilisera aussi la variante suivante (qui résulte de la proposition 229 ou du

corollaire [ZTHl et de c) du théoreme [[TT] et ou 6%1(111’“ )IkE) ., st défini de maniere
(I, Ty, E o

analogue & ey /)" " ci-dessus).

Corollaire 2.16. On a un isomorphisme canonique

(I, Tk) (InyeDi) (T Ii),E * (I;)
(212) AN TN wE e~ (e h T wn) (gie{lw--vk} Slf,&ezjvwi,E)
|
Remarque 2.17. Les deux corollaires précédents sont des cas particuliers de I’énoncé

suivant, qui ne sera jamais utilisé. Soit (J;;);; comme dans la remarque 2101 On
a alors un isomorphisme canonique

(T304, (J5,1) (J5,0)5,1,E * (J5,1)
(2.13) )‘N](; I) ?lele,i,E = (EN,J(lIl],.Z..,Ik),g,Q) (@je{l Lk} ‘SI le?fej Vwi,E)'

Corollaire 2.18 (Variante du corollaire 2.21 de [Var04]). Dans les notations de la
construction 27, le morphisme d’oubl

éf]v Ik) Cht%li wIk) /_‘ N Cht%l})g’lk/) /E

est projectif, surjectif et petit. Par conséquent
(I yeeesd ) (Iv I ) . (I/r“'»I,/)
R(W(I;1 ,IZ,)) (SINII w_kE) =INTweE

Démonstration. Cela résulte de la proposition 2.§] car

I, (11,1 I, 0
Chtg\/,llv,wv ChtNllw ©) Xl Grgi; k)/GZ"z%

GrI& k /GZTLLZI
et la méme propriété est connue pour les strates fermées des grassmanniennes affines
(voir [MVOT]). O
Remarque 2.19 (Variante du corollaire 2.21 de [Var04]). L’ouvert Cht?vy 1w de
Cht%)l)w formé des

((zs)ier, (S0, %0), (51, 1), ¢1,0)

tels que les x; soient deux a deux disjoints et la position relative de Gy par rapport

a §1 ~ "Gy en x; soit exactement w;, est lisse et dense dans Cht%)l »- 1l est non
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vide si et seulement si w est admissible. De plus pour toute partition (I, ..., I) le
morphisme d’oubli

aes i) (CTRI Y (n

(I; : ChthLﬂ F Chty'r o
est un isomorphisme au-dessus de cet ouvert, et I'image inverse de cet ouvert, est
dense dans Cht%ll’""lk) On a les mémes résultats aprés quotient par =.

w
Construction 2.20: Correspondances de Hecke. On rappelle que Ky =
Ker(G(O) — G(Op)) est le sous-groupe ouvert compact de G(A) associé a N
et on note Ky, sa composante en la place v, de sorte que Ky = HU Ky On a
Ky, = G(O,) pour tout v € |X| \|N|. Soit T C |X| un ensemble fini de places
et g = (9v)veix| € G(A) tel que g, € Ky, pour tout v ¢ T. Alors g induit une
correspondance représentable finie étale I'y(g) entre 'ouvert

Inyd Inyee Tk)y— Iny T
Chti 0™ oy = BN THX S (IN[UE)T) N Chey ™

et lui-méme. Cette correspondance dépend seulement de la double classe KygK
et si N/ est un niveau tel que Ky» C Ky NgKyg ' Ng 'Kyget |[N'| = |N|UT,
elle est donnée par le diagramme

(2.14)
Chiiy! o™ /(K 1 gKng ™)/ Kn) —Z> Chtigh i o™ /(K N9~ Kg)/Knv)

\LPH lpb

Chtly " Cht{'y s

i)
|(X\(|N|UT))I ’ |(X\ INJUT))!

ou la fleche du haut est I’action & droite de g, qui envoie la structure de niveau v
sur g~ o).
De plus il existe x (dépendant de g) tel que, pour tout u, la correspon-

(I1,- Ik)<u|
(X~ (

dance FN() et sa transposée envoient Chty'; dans

[IN|uT))!
’(X\(|N|u¢))1'

Dans le cas particulier ot [N|NE = 0, la correspondance I'y(g) admet une
description plus simple. En effet KnygKpy est déterminé par la donnée d’une famille
(A)tex de copoids dominants de G. Alors I'y(g) est le champ dont les S-points
classifient la donnée de (x;)ier : S — (X (|N|UT))! et d'un diagramme commutatif

¢1 ¢2 Dhr ¢k

(90T¢0) (91 T%) —>( 1’77[}k: 1) (" 96;[77/16)
(G0, v%0) — (G1, Y1) — - -~ ey — (Sk—1,Vr—1) — ("90, "%0)

tel que la ligne inférieure

(2.15)  ((wi)ier, (So.0) 2 (G, an) B - RSN (Gh1, k1) 2 ("So0, "))
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et la ligne supérieure

! / /1 ! / ,2 ¢;€*1 ! ! ;c Te! T /
(216)  ((@2)iers (S h) 2 (S5, w0) 22 -+ 225 (Sh_y 1) 25 (7S5, wh))

appartiennent & Cht%ll’ v ”(S) et que

® Ko 90’(X\T)><S — 96|(X\T)><S soit un isomorphisme entrelacant g et vy,
e en tout point t € T, la position relative de Gy par rapport & G, soit égale
au copoids dominant A, plus précisément en tout point géométrique s de
S, les restrictions de (90 7Gp) € (90 7Gp) au voisinage
formel de t dans X peuvent étre trivialisées de fagon unique modulo I'action
de G(0y) et alors kg : 90|(X\t)XS = 96|<X\t)XS définit un élément de
G(O)\G(Fy)/G(O) qui corresponde a A (c’est-a-dire que si on trivialise
(S0, ¢r - - ¢1) au voisinage formel de ¢ la restriction de (G, @) ---¢}) a

ce voisinage formel détermine un point de G(F})/G(0O,) appartenant a la
G(Oy)-orbite de A¢).

De plus pr; et pry sont données par (2.150]) et ([216)).

3. MORPHISMES DE FROBENIUS PARTIELS

Les morphismes de Frobenius partiels ont été introduits par Drinfeld [Dri80,
Dri87a]. La généralisation a notre situation est évidente.
Le morphisme de Frobenius partiel

i) ontly ™ — ontly e,

est défini par

Fri v (<x1>zez,(90,w0> 1(91,%)% M(Skq,wm)%v%,wo))
= ((= Diers (S1,91) 225 (Say ) 225 -+ 25 (TG0, ") —2 (7 G1, 7).

Il est au-dessus du morphisme Frobz, : (X ~ N)! — (X ~ N)! qui envoie (z;)ier
vers (z});ier avec

(3.1) x; = Frob(z;) si i € [; et x, =x; sinon.

Lemme 3.1. Les morphismes de Frobenius partiels ne préservent pas les tronca-
tures, mais agissent sur les systémes inductifs. Plus précisément on a

(32) (Bl (Ol TSy ¢ ongly e

N,I,w
et
Inyeos T, I1), <pi— i
(33) Tl (Cnelly ) oneyy s B
ot wo est I’élément le plus long dans le groupe de Weyl. (Il

Remarque 3.2. La composée

(3.4)
(I1,..-s Ip) (Io,..., I7) (€2 I_1)
Fr Fr F
(1,5 1k) I, NI (T2, Tk, 11) 12 NI T NI (I, 0k)
% e
ChtN,I,g Chtle ChtN,I&

est le morphisme de Frobenius (total) de Cht%j};;’l’“) sur F,.
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Proposition 3.3. On a un isomorphisme canonique

(I15ee01r) (I, Ti) N* (2o I, 11) o q(T1seeei1k)
FroNT (Frll NI ) INTwzE ) 2INTwzE

Par convention on incorpore dans I’isomorphisme F(I NI ) 1o scalaire q

(1)

—d/2 oud
. (cela se comprend bien par la proposition [3.4] ci-

PP . Inoe
dessous qui pourrait étre cons1deree comme une définition alternative de Fgll N ’”)).

est la dimension de la strate Gr;

Pour les signes on applique la contrainte de commutativité modifiée de [MVO07],
rappelée dans la remarque [[L.T9

Démonstration. La remarque implique que les morphismes de Frobenius par-

tiels sont des homéomorphismes locaux completement radiciels, et on rappelle que
(I1,....T) (I1,.. 1)

INTw=p st (2 un décalage pres) le faisceau d’intersection de Cht 'y’ W etilen
va de méme pour (Io, ..., I, I1). |
(1;-505)

Dans le corollaire 2.T6 nous avons construit un isomorphisme entre Fy'; WEE
et I'image inverse d’un produit extérieur de faisceaux de Mirkovic-Vilonen sur

GI'(I 7) / . Comme ces images inverses se Comportent plus canon-
I_]v w;) i€l Elgj MNiT4

iquement par rapport a la coalescence des pattes (grace au produit de fusion de
[MV07]), il est nécessaire de comprendre Fgf}\',"’f’“) en ces termes (car cela per-
mettra de montrer la compatibilité entre les morphismes de Frobenius partiels et

les isomorphismes de coalescence des pattes). Dans la proposition suivante nous

I'exprimerons a I’aide du morphisme de Frobenius de Grlf 1 w7 en, jies ZLEI iy due
nous noterons simplement Frob;, et de l'isomorphisme canonique
* (g(I1) (I1)
(3:5) + Frob] (87, Mier, Vi, B) = S5 Bicr, Ve, .
(1) . . , N
ou & Il,&ezlw r est le faisceau pervers (& un décalage pres) sur
(I1) ) (I1) . ”
Grh,(w )lell/ ZLEI .z, dont I'image inverse a Grrl1 ()i, est le faisceau d’inter:
section.

Proposition 3.4. Le diagramme

Iy, 1g)
Cht(ll’ Ik)/ Friy v Cht(Iz’ 11)/
N,I,w = N,I,w =
U1 Th) U2011)
N5y Ip)w,n N,(Ig,...,I1),w,n

(1 Frob; x Id k 1) ad
H G (WI)IGI / Zzez N4 Hj:l Gr[j’(‘”i)iefj /Gzielj niw;

est commutatif et rend compatibles les isomorphismes de comparai-

(1,5 1%) (T2, 0k, 11) . . . .
son entre FN 7 =R, INTL=E et les faisceaur de Mirkovic-Vilonen

() ;
N1, kS Ry, v, 50 donnés par

* F(Ifl}v 1) (défini dans la proposition B3),

o Fy x1d (défini dans (B3)),

e et les isomorphismes )\(Il(’IhI")Ik), )\%?(’127117) (définis dans le corol-

laire [2.16]).
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Démonstration. 1l suffit de montrer la compatibilité sur un ouvert dense. Or sur le
lieu de lissité les faisceaux d’intersection sont triviaux a un décalage et une torsion a
la Tate pres, et les isomorphismes de comparaison sont I'identité. Le scalaire g—%/2
évoqué apres ’énoncé de la proposition [3.3] apparait dans Fy. Dans la ligne du
bas du diagramme ci-dessus on ne change pas I'ordre des pattes, donc il ne se pose
pas de question de signes. Mais si on changeait l'ordre des pattes on appliquerait
la contrainte de commutativité modifiée, comme on ’a dit apres ’énoncé de la
proposition 3.3 O

Remarque 3.5. Le diagramme de la proposition B.4] est cartésien & des homéo-
morphismes locaux totalement radiciels pres (qui sont localement le produit d’un
ad

isomorphisme avec le morphisme de Frobenius de GZ o)
iery MiTi

4. FAISCEAUX DE COHOMOLOGIE ET COALESCENCE DES PATTES

Cette section ne contient rien de neuf et a part la construction de 'action des
morphismes de Frobenius partiels il est entierement extrait de [Var04] et [BV06].

4.1. Rappels sur les correspondances cohomologiques. A la suite de [SGAB,
Var(7,[BV06] on appelle correspondance de X; vers X5 un morphisme a = (a1, az) :
A — X1 x Xy de champs algébriques localement de type fini sur F, tel que ay soit
représentable et de type fini. Alors, pour F; € D%(X;, E) et T € D%(X,, E), un
morphisme

u:ag(al(F1)) — Fa, ou, de fagon équivalente u : aj(F1) — ah(Fa)

est appelé une correspondance cohomologique de F; vers Fy (ou de (X1, F;) vers
(X2,F2)) supportée par A.

Si a; est propre elle induit un morphisme sur les cohomologies & support compact.
En effet soit Y un champ et p; : X; — Y (pour i = 1,2) des morphismes tels que
p1oa; = pzoas. On va supposer que X1, Xo et Y sont des champs de Deligne-
Mumford parce que ce sera le cas lorsqu’on 'appliquera et que cela permet de rester
dans la catégorie dérivée bornée. Alors la correspondance cohomologique u induit
un morphisme H (u) : p11(F1) — p2.1(Fa) dans DY(Y, E) donné par

dj * *
Pp10(F1) 25 pra.al(F1) = praaraal (F1)

= p1,!&1,!a!2(3'~2) = P2,!a2,!6l!2(3'~2) j—d]—> pz,!(?z)

ou on a utilisé, dans la deuxieme étape, I'hypothese que a; est propre.

Si b= (by,b2) : B — X x X3 est une autre correspondance, F3 € D%(X3, E)
et v : bo(b5(F2)) — F3 est une correspondance cohomologique de Fy vers Fs
supportée par B, la composée de v et u est obtenue de la facon suivante. On pose
C = A xx, B. On a un diagramme commutatif
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ol le carré est cartésien. D’ol une correspondance ¢ = (a1ba, bgas) : C — X7 x Xs.
On définit la correspondance cohomologique v o u de F; vers F3 supportée par C
comme la composée

(bsdin)i(a1be)* (F1) = bsydoabsal(F1) ~ bs byag,at(F1) < by b5 (Fa) 2 F,

ou 'isomorphisme vient du changement de base propre 5271’53 ~ bjasg,.

Si a; et bg sont propres et p; : X; — Y (pour i = 1,2,3) sont des morphismes
tels que pyoa; = paoas = psoasz (et X1, Xo, X3 et Y sont des champs de Deligne-
Mumford) on a H(vou) = H(v) o H(u) : p1,(F1) — p3,1(Fs).

4.2. Définition des faisceaux de cohomologie.

Définition 4.1. Comme Cht(h’ oIk). S /E est un champ de Deligne-Mumford de
type fini, d’aprés [LMBOO), LO0Sa LOOSbJ on peut définir

(4.1) KD = R(p{y =), (T ot _E|Cht<11 sk ) € DU(X N N, EB)

ou ’on rappelle que ff%ll";g“g est le faisceau d’intersection de Cht%ll’ ' L) /E avec le

degré et le poids normalisés relativement & (X ~. N)!. Comme la notation H{Nf‘li
I'indique, le membre de droite de (@) ne dépend pas du choix de la partitior_l
(I1, ..., I1), en vertu du corollaire 218 Bien siir iHN T £ dépend de = mais on omet
= de la notation pour raccourcir un peu.

Soit ¢ € Z. La cohomologie de degré i (pour la ¢-structure ordinaire)

(42) j{z\’/,gllféE = Hi (j{l%/'ftli) - (p%17 )7SH) (?%,ll),w,_ E|Cht(11‘;;‘1k) <u/ )

est un E-faisceau constructible sur (X ~ N)!. On a préféré commencer par cette
définition qui est sans doute naturelle pour le lecteur familier des variétés de
Shimura, mais on insiste sur le fait que la bonne définition, équivalente & celle
ci-dessus mais fonctorielle en W représentation de (G)!, sera donnée dans @3) de
la définition .7

Remarque 4.2. Lorsque I est vide et w est donc nul, HEH N.0.0 E est le faisceau constant

sur SpecF, supporté en degré 0 et égal a CC(Bun57N(Fq) = E).

Remarque 4.3. Pour tout niveau N’ D N de degré assez grand en fonction de pu, le

morphisme

(I, Ig),<p
’

p
Cutlpr o=z 2 (XN
est représentable quasi-projectif de type fini, et Cht%ll’wh‘) = /H|(X N
quotient de Cht%}}"f’“)’g” /2 par le groupe fini Ker(G(On/) — G(Oy)). Par

E
conséquent on pourrait définir les faisceaux H ]\’,—I“ o, en employant seulement la

Y est le

cohomologie étale des schémas (puis en prenant les coinvariants par le groupe fini
susmentionné).

4.3. Action des morphismes de Frobenius partiels. Le lemme 3] et la
proposition fournissent, pour toute partie J de I le morphisme suivant dans
DE((X ~ NI, B) :

(43) Bl () — 96 e,
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ot Froby : (X ~ N) — (X ~ N)! a été défini dans (B.J). Pour toute partition
(I, ..., I;) telle que I; =.J, ce morphisme est associé & la correspondance cohomo-
logique de (Cht(IQ’ o) sp /E, %QIEQ‘;)) vers (Cht%ll’wh‘) = /_,3"](\{1]’ WQ“)E)
donnée par

e le diagramme

Cht]\%’w[]”h) <u /= ay (Cht%?j';lk’h)éu/ ) Cht]\gll’ w, k), <p’ /=

FrObJ

(X N N)! (X N N)!

N e dy) . . .
owar =Fry ', g = p+ 32, wi et Iinclusion ouverte vient de (5.2,

. FE JE Iy P
e le morphisme Fgll,}v,i O aT(?gvfi,g;ﬁbl)) — ?J(\,IIEE’“BE (défini dans la

proposition B3)).

On peut remarquer qu’ici, bien que le carré de gauche ne soit pas cartésien, on
est essentiellement dans une situation de changement de base propre car a; =
Frglj’\',”l’l") et Frob; sont des homéomorphismes locaux totalement radiciels, et donc
le morphisme de afl(Cht%f{’;I’“h)’S“ /E) dans le produit fibré associé au carré de
gauche est un homéomorphisme local totalement radiciel : c’est pourquoi nous
avions dit dans l'introduction que F'; était obtenu par changement de base propre.
Grace au corollaire 218 le morphisme F'; ne dépend pas du choix de la partition
(I1,...,I;) de I telle que I; = J. Pour toute partie J de I,

N ) * gSuE SpAiep win B
FJFI‘ObJ(F]\J).FI'Ob NIw_>J{NIw s

est la composée de I’action naturelle du morphisme de Frobenius (total) et d’une
augmentation de la troncature.

4.4. Action des algébres de Hecke. Soit f € C.(Kny\G(A)/Kn,E) et T un
ensemble fini de places de X contenant |N| et tel que

(4.4) f=®1ae
[1-5%
Alors la construction 2l fournit, pour x assez grand en fonction de f, un morphisme
<p+r,E
T(f) € Hompy((x~5)1,E) ( NI,w|(X\T)“ Nofw |(X\‘Z)I)

tel que si f est la fonction caractéristique de KygKy (multipliée par la mesure de
Haar sur G(A) telle que Ky ait pour volume 1), T'(f) est l'action de la correspon-
dance finie I'y(g), c’est-a-dire pry , g* pr3 dans les notations du diagramme (2.14)).
Ces actions sont compatibles avec la composition: si fi, fo € C.(Kn\G(A)/Kn, E)
satisfont la condition (£d]) avec T; et To, alors pour k assez grand en fonction de
f1 et fo,on a

(4.5) T(f1f2) = T(f1)T(f2)

dans

<u,E <p+k,E
Hompy ((x < (z,u%2))7.B) (%Nz,g‘(x\(sluzz))“J{Nfl,ﬁ (X\(‘Ilu‘22))1)'
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On peut définir aussi les morphismes T'(f) & l’aide de correspondances cohomolo-
giques (finies) et déduire (@A) des regles de composition des corrrespondances. On
note que ces correspondances cohomologiques sont définies sur O si f 'est.

Par ailleurs I’action des algebres de Hecke commute avec 'action des morphismes
de Frobenius partiels.

Dans le corollaire on verra que ces morphismes T'(f) peuvent étre étendus a
(X N N)L

4.5. Définition fonctorielle en W. Soit W une représentation E-linéaire de di-
mension finie de (G)!. Le corollaire 215 et 1’équivalence de Satake géométrique
vont fournir une définition fonctorielle en W de J—C;,“I]?,V comme la cohomologie

d’un certain faisceau pervers (a décalage pres). Soit (11, ..., I) une partition de I.

Notation 4.4. En tant que représentation de (@)I , W admet une unique décom-
position de la forme

(4.6) = P (QV.)esw.

we(xf(my)r el
ou les 20, sont des E-espaces vectoriels de dimension finie, presque tous nuls. On

note Cht(h’ AR)SH 5 réunion des Cht%ll";'u’j’“)’gu pour w tel que 20, est non nul.

On rappelle que dans la section [l on a défini de la méme fagon Gr; Il’ I"')/GZ i
(ou les entiers n; sont assez grands en fonction de W).

Par I’équivalence de Satake géométrique (sous la forme ou on I’a rappelée dans

le théoreme [[LT7, voir [MV07,[BD99,/Gai07] pour plus de détails) on a le faisceau

pervers (& un décalage pres) 8(11‘1,{, EI" sur Grjh’ »1k) /GE n.z; (on rappelle qu’il est

111 o Ik)

normalisé de telle sorte que son image inverse sur Gr; soit perverse relative-

ment & X!). D’apres la remarque IDIII, S(II%,V EI’“) est en fait un faisceau pervers (a

un décalage pres) sur Gr; Il’ Ik)/ G5 RO
i€ et

On rappelle, d’apres la proposition 2.8 et la notation qui précede le corol-

laire 215l que

6%1(7 ke Ik),u Cht(ll,“..lk) JE Gr(Il,«...Ik)/Ganxl

est le morphisme lisse qui & un chtouca ([2:2) associe
[ [ FET |
(47) (90 —1> 91 _2> o 9k) € GI'( 1 k)/Ganxl
. . . d
(avec les notations de la remarque [Tl en particulier le G2 .z, ~torseur tau-

).

tologique sur le point ([£7) est déduit du Gy, ,,-torseur 9’9‘1“2 N

Définition 4.5. On définit ST%II’ WI")E comme le faisceau pervers (& un décalage

pres) sur Chtjéll’ WI’”)’SM /Z égal &
I,....1 I1,...,Ix),= Ip,....I
(4.8) Srgv,lz,w,f)E = (egvl(l) I/I];)n ) (85%/1/12 k))'
Remarque 4.6. Ceci généralise la définition BI& lorsque W = X,V est irré-

ductible, F ]\{11’ WI’” )E est égal & ?%}wg“};, grace au corollaire 215l Cela est vrai

canoniquement (et non pas au produit tensoriel prés par une droite vectorielle) si
on définit V,,, comme la cohomologie totale du faisceau d’intersection de la strate
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fermée associée a w; dans la grassmannienne affine (car le foncteur fibre donnant
I’équivalence de Satake géométrique est la cohomologie totale, comme on ’a rappelé
dans le théoreme [[LTT).

La définition suivante de J{]%’JIEW est fonctorielle en W et de plus elle permet-
tra de construire I'isomorphisme de coalescence de la proposition [4.12] d’une fagon
canonique.

Définition 4.7. On pose
<u,E In,. 1), < I,
(49) :}CKI{L]’W _ (pg\llj k) ,U) (gg\/'ll W,f‘,)E Cht(Il ,,,,, Ik) <p /—)

Remarque 4.8. En utilisant la décomposition ([€.6) avec la définition canonique des
V., expliquée dans la remarque 6, on peut réécrire la définition précédente sous
la forme

<u,E <u,E
(4.10) Hiw= @ HIL orW..
we(X(T)!
Cette formule permet de voir la fonctorialité en W, mais elle est beaucoup moins
commode que ([£3]), notamment pour étudier la coalescence.

<u,

Notation 4.9. D’apres la définition précédente, W — Hy [ est un foncteur F-

I

linéaire. Si u : W7 — Wy est un morphisme de representatlons de (G) on note

<uw,E <u,E
H(u) € Hompy((x Ny ) (Hl_\/fl,Wl’j{leI,Wz)
le morphisme associé a u.
Une autre définition équivalente de ’J"%ll"i,'[',j")E est donnée par la proposition
suivante. Elle permettra de réexprimer la proposition 34 (qui explicite les actions
des morphismes de Frobenius partiels) de fagon fonctorielle en .

Proposition 4.10. Soit W = N;c¢y iy W; ou W est une représentation de (@)Iﬂ'.
On a alors un isomorphisme canonique

(Insesd) (T di),E * ;)
(4.11) ?N,II,W,k E — ( Nl(Il, i )W,ﬂ) (gje{lv-uvk} SIj],ijE)'

Cet isomorphisme est compatible avec l’action du morphisme de Frobenius partiel
associé a I7.

Démonstration. Cela résulte du lemme [[LTG du corollaire 216 et de la proposi-
tion [3.41 O

Remarque 4.11. La définition et la proposition [L.10l admettent la généralisation
suivante, qui ne sera jamais utilisée. Soit (J;;);; comme dans la remarque 210
On a alors un isomorphisme canonique

(]]l)]l ( (le)]la—f )* ‘Z (JJl’ JJ ’"])
NIWEE = \EN(I},...It),Wn je{l,.. k} 1;,W;,E :

La proposition suivante jouera un role fondamental pour étudier la coalescence.

Proposition 4.12 (Remarque 2.3.2 de [BVO0G]). Soit I,J des ensembles finis et
¢ : I — J une application. On note

AC : XJ — XI, (l‘j)jej — (x((i))iel
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le morphisme diagonal associé a (. Soit W une représentation E-linéaire de di-
mension finie de G'. On note W€ la représentation de G’ qui est la composée de
la représentation W avec le morphisme diagonal

AT AT

G” = G, (g5)jes = (9¢eiy)ier-
Alors Uisomorphisme canonique rappelé dans d) du théoréme [LIT fournit un iso-
morphisme canonique

(4.12) Xc: Az(ﬂ{]%,”[EW) = J—C]%‘f]%vc dans DY((X ~ N)’,E)

que nous appellerons isomorphisme de coalescence. Il est fonctoriel en W et com-
patible avec la composition de (.

Remarque 4.13. Cet énoncé est vrai sans décalage cohomologique ni torsion a la
Tate parce que les faisceaux d’intersection sur les champs de chtoucas (ou sur les
grassmanniennes affines de Beilinson-Drinfeld ) ont été normalisés relativement aux
puissances de X. Bien sir on utilise la contrainte de commutativité modifiée de
[MVQ7] (un exemple simple pour comprendre ce qui se passe est le cas particulier ot
I = J et ¢ est une permutation de I, de sorte que A : X' — X7 est le changement
de lordre des pattes).

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat quand ¢ est injective ou surjective.
Si ¢ est injective, cela résulte de la propriété c¢) de la proposition On suppose
maintenant que ( est surjective. Soit (J, ..., J) une partition de J. On consideére
la partition (I, ..., I;) de I donnée par I; = (~!(J;). On a un isomorphisme

5 OB X oy (XS V)Y 55 Gy

défini tautologiquement par

5((((we@y)ier)s (Sostho) Dy By (Gr—1,%r-1) SN ("S0."%0)), (z5)je7)

= ((zj)je7, (S0, %0) Sy ey (Sh1, 1) 25 ("So0, "40))-

On note
pry = Chtfey ) x (e (X N V)7 — Chtfgty =+

la premiére projection. Gréce & la définitiondHlet & la propriété d) du théoreme[[17]
on obtient un isomorphisme prj (3’%11W1§)E) ~ n*(?%bwik% ) Ces morphismes
passent au quotient par =. Grace a la définition 7] le théoréme de changement de

base propre fournit alors I'isomorphisme ([ZI2]). |

Proposition 4.14. Les actions des morphismes de Frobenius partiels et des opé-
rateurs de Hecke sont compatibles avec les morphismes H(u) de la notation et
avec les isomorphismes de coalescence de la proposition précédente.

La compatibilité entre les morphismes de Frobenius partiels et I'isomorphisme
de coalescence ([A.I2)) signifie que pour tout j € J, AZ(F-1(y;y)) et Fyjy se corre-
spondent par Iisomorphisme x. de [@I2).

Démonstration. Pour les opérateurs de Hecke cela est facile et pour les morphismes
de Frobenius partiels cela résulte de la proposition [B.4] réexprimée de facon foncto-
rielle en W grace a la proposition [4.10 ([l
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5. MORPHISMES DE CREATION ET D’ANNIHILATION

Dans cette section on va utiliser les isomorphismes de coalescence pour définir
des morphismes de création et d’annihilation. Ils joueront un role essentiel dans la
définition des opérateurs d’excursion.

Soit I et J des ensembles finis. Dans la suite des réunions comme IUJ et TU{0}
désigneront toujours des réunions disjointes. On introduit les applications évidentes

(5.1)
Cr:d = {0}, ¢h=(1ds,¢y): TUT = TU{0} et ¢ = (1ds,¢p): I —ITU{0}.

Soit W et U des représentations E-linéaires de dimension finie de (G)! et (G)”
respectivement. On rappelle que US/ désigne la représentation de G obtenue en
restreignant U & la diagonale. Soit x: 1 — U et & : U — 1 des morphismes de
représentations de G. En d’autres termes on se donne z € U et ¢ € U* invariants
par l'action diagonale de G.

Alors W R U est une représentation de (G)'Y7, et W K US et W K 1 sont
des représentations de (CA?)I U10} reliées entre elles par les morphismes Idy Mz et
Idw XE.

On note A : X — X7 le morphisme diagonal.

On rappelle que les isomorphismes de coalescence

<p,E 0, qc<pE
niw B EX NI [0y, wmn

et

X1
g{]S\Zf?LJJEJ,W&U|(X\N)I XA(X\N)%%J%#I’S:{O},WIZUCJ

ont été construits dans la proposition

Voici maintenant la définition des morphismes de création et d’annihilation. Ce
sont des morphismes dans la catégorie D%((X ~ N)! x (X \ N), E) mais on gardera
la méme notation pour les actions induites sur les faisceaux de cohomologie comme
U{?VSI“ Vf (au demeurant, seules ces actions induites serviront dans la démonstration
du théoreme principal).

Définition 5.1. Le morphisme de création Cf est défini comme la composée

XeI
<u.E 0, qr<p,E
g{N,I,W b E(X\N) ~ >9CN,IU{O},WI21

—1

X
H(dw M) g o<p.B < qe<mE |
N,IU{0},WRIUSs ~ N, IUJWHRU [(XNN)IXA(X\N)"

Définition 5.2. Le morphisme d’annihilation GZ est défini comme la composée

Xl
<uE I qr<pE
J{N,IUJ,W&U|(X\N)IxA(X\N) ~ :HNJU{O},WIZUCJ

-1

I
<, B b qr<pE
j'fzv,zu{o},w®1—>~ fJ'CN,I,W b E(xn)-

H(1dw Re)
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Il résulte de la proposition f.14] que les morphismes de création et d’annihilation
commutent avec 'action des opérateurs de Hecke et qu’ils sont compatibles avec
I’action des morphismes de Frobenius partiels au sens suivant:

e si K est une partie de I, ils commutent avec Fg,
e ils entrelacent F; et I’action naturelle du morphisme de Frobenius partiel
. NET) . <u,E
sur Ex. n (qui correspond par X¢i & l'action de Fygy sur 3 Tu{0} W)

Le lemme suivant est facile. Il dit que

e les morphismes de création et d’annihilation commutent entre eux quand
ils concernent des sous-ensembles disjoints de pattes,

e la composée de deux morphismes de création associés a deux sous-ensembles
disjoints de pattes placées au méme point de X ~ N est le morphisme de
création associé a leur réunion,

e il en va de méme pour les morphismes d’annihilation.

Lemme 5.3. Soit I, Jy,Jo des ensembles finis et W, Uy,Us des représentations de
(@), (G)r et (G)’2. Pouri=1,2 on se donne des morphismes x; : 1 — Uf‘” et
& Uf‘]"' — 1 de représentations de G. Alors

a) les composées

<u,E <u,
HN JUJ1, WRU (XN N)T X A(X~N) @ E(X\N) :HNHI w K E(x Ny

<u,E
J{N,quz,WgUz ‘ (X~N)TxA(X~N) X Ex<n

et
et

z2

:H:SH7E ) gE(X\N) —

N,IUJ; , WKU, |(X\N)I XA(XNN

b

<u,E | 651
N IUJ Udo, WRU; RU; | (X< N)T x A(X~N)?

J{N I,UJ27W®U2 |(X\N)1 XA(X~N) X E(X\N)
sont égales (dans ces formules les deuz copies de X \ N ne sont pas bien distinguées
mais la regle est simplement que la création par xo agit sur l'une et l’annihilation
par & agit sur autre),
b) la composée
<
:H:N#I’ w X E(X\N)Q —> f}‘f

NIUJ1 WKU, |(X\N)I><A(X\N) M Ex N

<u,E

J_CN JUJUJ WKU KU, | (X\N)IX(A(X\N))2

est égale a la composée

eﬁ
<u,E
j'CJT/fLLW M E(xn)2 = j'CN Ing WRU, ’(X\N)IXA(X\N) M Ex N

}CS#»E |
N, IUJ1UJ2 , WRUL RU; | (X~ N)T x (A(X < N))2
obtenue en changeant l'ordre des deux morphz’smes, et la restriction de ces deux
composées a (X ~ N) x A(X ~ N) est égale o C*

zﬂXZQ
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c) de méme, la composée

eb
<u,E f2,
HN 10U, WRUL R, (XN XA(X\N)2
b

(&4
Sk M E(x vy — H35 5 B Ex e

N,IUJ, WRU; [(X < N)Tx A(X~N)
est égale a la composée obtenue en changeant l'ordre des deux morphismes, et la
restriction de ces deuz composées a (X ~ N)I x A(X \ N) est égale a @zlg&, O

Remarque 5.4. Soit € une involution de Chevalley de CA?, telle que 6(t) = t~! pour
t € T. Le théoreme [[T7] (qui rappelle 1'équivalence de Satake géométrique [MV07,
BDY9.[Gai(7]) associe & toute représentation de dimension finie W de (G)! un

1500y k) (L1503 1k)
W

. P (u o
faisceau pervers G-, ,,-équivariant 8 rwpe o osur Grp (avec la normalisation

perverse relative & X!). On normalise la dualité de Verdier relativement & X!. Alors

. . : Iy Ty Iy, . .
on a un isomorphisme canonique D(Sg B ")) ~ 85 T k};v fonctoriel en W, ot W*+?

désigne la représentation contragrédiente de (G)!, composée avec 67 : (G)T — (G).
Par conséquent on a

(I D)<t g (T D)<t (Inst) o T Ti)
Chty 7w =Chtyy'yle ™ et DN Iwer) =Fnws = p

ou le dernier isomorphisme est canonique, fonctoriel en W et compatible avec la
coalescence des pattes. On en déduit un morphisme de faisceaux sur (X ~ N)?,

EE | q0,<pE 0,<up,E
(52) NIW " :HN,I,W*"‘) ® j{N,I,W — E(X\N)I.

Les morphismes de création et d’annihilation sont transposés I'un de I’autre par rap-
port & (52]). Plus précisément, si J est un autre ensemble fini, U une représentation
de dimension finie de (G)” et z € U’ alors pour toutes sections locales h et b’ de

0,<p,E 0,<u,E
g{N,I,W gE(X\N) et HN,IUJ,W*"‘)@U*»"|(X\N)I><A(X\N)

sur (X ~ N)! x (X~ N),on a

(5.3) (%ENﬁuJ,WIzU|(X\N)IxA(X\N)) (h/ ® Gﬁ;(h)) = %15\175,1/1/ (G;(h’) ® h)

ot1, dans le membre de droite, x est considéré comme une forme linéaire sur U*¢
(invariante sous ’action diagonale de G).

6. MORPHISMES DE FROBENIUS PARTIELS, COALESCENCE DES PATTES
ET OPERATEURS DE HECKE

Cette section est consacrée a la démonstration de la proposition [6.2] qui af-
firme que les opérateurs de Hecke en les places v de X \ N, qui sont des mor-
phismes dans D%((X ~\ (N Uwv))!, E), sont les restrictions de morphismes Sy, dans
D((X ~ N)!, E), que nous allons définir comme la composée

e d’un morphisme de création,
e de l'action d’un morphisme de Frobenius partiel,
e d’un morphisme d’annihilation.
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La proposition servira dans le lemme pour montrer que les opérateurs de
Hecke en les places non ramifiées sont des cas particuliers d’opérateurs d’excursion
(ce qui justifiera que la décomposition (03] est compatible avec I'isomorphisme de
Satake en les places non ramifiées). Elle jouera aussi un role technique mais crucial
dans la section B grace aux relations d’Eichler-Shimura qui en seront déduites dans
la prochaine section.

6.1. Enoncé des résultats. Soit I un ensemble fini et W une représentation de
dimension finie de (@)I . Soit V une représentation de dimension finie de G. On
considere W X'V X V* comme une représentation de (CA?)IU{LQ}.

Soit v une place de X ~~ N. On considére v = Spec(k(v)) comme un sous-
schéma de X et on note FE, le faisceau constant sur v. Soit V une représentation
irréductible de G. La fonction hvy € Co(G(O,)\G(F,)/G(0,),0F) désigne la
fonction sphérique associée a V' par 'isomorphisme de Satake, comme & la fin de la
premiere section.

On note A : X — X x X le morphisme diagonal. On remarque que le point
fermé A(v) de X x X est préservé par Frob()i(cg(v) xId.

On a des morphismes naturels de G-représentations

1% VeV e VoV &Y% 1.

Remarque 6.1. Les notations dy et evy, qui ont déja été employées dans l'in-
troduction, viennent de [Del90], & ceci prés que nous nous autorisons & modifier
arbitrairement 'ordre de V' et V*. Nous renvoyons a la remarque pour la con-
trainte de commutativité modifiée en vigueur pour les faisceaux Sg{%,g,;glk) et donc

(I, dk)
INIWEE

On a une équivalence de catégories
(6.1) DY((X ~ N) x v, B)f* ~ DY((X ~ N)!, E)
ol la catégorie de gauche est formée des objets F munis d’un isomorphisme 6 :
(Id(x <yt x Frob,)*(F) ~ F dont I'itérée deg(v) fois est I'identité. L’équivalence
1) est une descente relativement a laction de Z/deg(v)Z (donc elle est tau-
tologique si deg(v) = 1). Plus précisément elle associe (de la droite vers la gauche)
4 un faisceau sur (X ~ N)! son image inverse par la premiere projection p; :
(X\N) xv = (X~N)! et comme pyo(Id x nyr X Frob,) = p; cette image inverse
est munie d'une donnée de descente et appartient donc & DE((X ~ N)! x v, E)fv.
Inversement, si (F,0) € D2((X ~ N)! x v, E)f* son image dans D((X ~ N)!, E)
est (pL*(&"))F“ (c’est-a-dire que 'on prend les invariants par laction de Z/ deg(v)Z
sur p1 «(F) donnée par 0).

Pour k assez grand (en fonction de deg(v), V'), on définit Sy, comme la composée

(6.2) HY Sy B E,
#
5v|(x\N)1xﬂ <u,E
(6.3) —— M2y wmvev | (x vy xaw)

(F{l})dcg(v)

XMTXA@) g <ptr,B

(6.4) N,IU{1,2}, WRVRV*

(XNN)TxA(v)

ey ,
(6.5) BRAAICSTILESN g{%#‘[JFV';E X E,.
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Le morphisme Sy, commute avec ’action naturelle du morphisme de Frobenius
partiel sur E, dans ([G@2]) et (6X) parce que
e les morphismes de création et d’annihilation entrelacent cette action avec

I'action de Fyy oy sur (6.3) et (G.4),

e [y, et donc Fff}g(v), commutent avec Fiy a3.

Gréce a I’équivalence (6.1)), Sv,, se descend en un morphisme
e <uE <p+n,E
Sva c HNTw = Hyrw

dans D2((X ~ N)! E).

A Taide de la proposition [£14] et du lemme [5.3] on montre facilement que si V'
et V'’ sont des représentations de G et v et v’ sont des places de X \ N, Sy, et
Sy o commutent et que si v = v leur composée est égale & Sy gy q-

Proposition 6.2. Pour k assez grand (en fonction de deg(v),V ), on a égalité dans

<p,E <u+r,E
Hompy((x < (vuv))?,B) (J{N%,W‘(x\(zvum)“ NLW ‘(X\(NUU))I)

entre T(hv,) et la restriction de Sy, de (X ~ N)I & (X ~ (N Uwv))L.

La proposition signifie que le morphisme Sy, défini ci-dessus prolonge & (X~ N)!
l'opérateur de Hecke T'(hy,,) qui était défini seulement sur (X ~ (N Uwv))! par la
construction du paragraphe [£.4]

Remarque 6.3. La preuve du résultat principal de cet article utilisera seule-
ment 1'égalité entre les morphismes induits de faisceaux sur (X ~ (N Uwv))! de
0,<u,E 0,<p+k,E
HNTw |(x\(NuU))I vers Hy 7w |(x\(NUv))I'
La preuve de la proposition lorsque V' est minuscule et deg(v) = 1 a été
esquissée dans 'introduction. La preuve du cas général sera donnée dans les para-
graphes suivants.

Remarque 6.4. Pour les variétés de Shimura sur les corps de nombres une exten-
sion de T'(hv,,) en v a été définie dans de nombreux cas, de fagon modulaire, par
adhérence de Zariski, ou & I’aide de cycles proches (voir [Del71L[FCI0,/GTO05]).

Sans aucun effort supplémentaire on peut étendre tous les opérateurs de Hecke
en des morphismes dans D%((X \ N)!, E).

Corollaire 6.5. Pour toute fonction f € C.(Kn\G(A)/Kn, E) le morphisme T(f)
défini dans le paragraphe .4 s étend naturellement, pour k assez grand en fonction
de f, en un morphisme

<WE  ar<ptr,E
T(f) € Hompe(xn)1,p) (H{NZ,WvHNfLITW )

dans DY((X ~ N)!,E) de sorte que
o = T(f) est E-linéaire,
o pour tout v € | X|\ N, on a T(hy,) = Sy,
e ces extensions sont compatibles avec la composition: pour tout fi, fo €
C.(KN\G(A)/Kn, E) et k assez grand en fonction de f1 et fa, on a

T(f1f2) = T()T(f2) dans Hompucx vyt by (H7 5 H307)-

De plus ces extensions commutent avec [’action des morphismes de Frobenius par-
tiels, et avec les morphismes de création et d’annihilation.
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Démonstration. Comme C.(Kn\G(A)/Kn, E) est le produit tensoriel restreint des
C(Kn,\G(Fy)/KnNw, E), il suffit, pour toute place v € |X| et pour tout f €
C(Kn,\G(Fy)/KnNw, E), d’étendre

<u,E <p+k,E
T(f) € Hompy((x < (vuv))!.B) (%NZ,W‘(X\(NUU))I’HMLLW ‘(x\(NuU))I)

a Hompy((xn)!,E) (5—(1%”‘[’3,, J—C]%,”FV';,E) Il n’y a rien & faire si v € N. Si
v ¢ N les fonctions hy, forment une base de C.(Kn,\G(Fy,)/Knyv,E) et
on pose T(hvy,) = Sve. 1l reste & montrer qu’étant donné vi,ves € |X| et
fi € Co(KNw; \G(Fu,)/Kn v, E) pour i = 1,2, les opérateurs T'(f1) et T'(f2) définis
ainsi commutent si v1 # vy et que leur produit est T'(f1f2) si v1 = vo. Si vy et vy
appartiennent & |N| il n’y a rien de plus que les propriétés habituelles des opérateurs
de Hecke. Sil'un appartient & |N| et 'autre & |X \ N|, on le sait déja car les mor-
phismes Sy, commutent aux morphismes T'(f) construits dans le paragraphe L4l
Si vy et vg appartiennent & | X \ N| on I’a déja vu juste avant la proposition[62 O

6.2. La formule des traces de Grothendieck-Lefschetz par les correspon-
dances cohomologiques. Ce paragraphe rappelle des résultats de [VarQ7,[BV06].
Soit Y un schéma de type fini sur un corps fini k et Froby;, le morphisme de Frobe-
nius k-linéaire (plus tard nous appliquerons ceci avec k = k(v)). Soit F € D2(Y, E).
On a un isomorphisme canonique F'y : Frob;‘//k(ff") — J. On note Egpeck le fais-
ceau constant sur Speck. On note A : Y — Y X Y le morphisme diagonal et
7w :Y — Speck le morphisme évident. On note Ky = W!(Espcck) le faisceau du-
alisant de Y et DF = RHom(F, Ky) € D%(Y, E) le dual de Verdier de . On va
étudier la composée des trois correspondances cohomologiques suivantes.

e On note GﬁA la correspondance cohomologique de (Speck, Egpeck) Vers
(Y x Y,DF X F) supportée par la correspondance diagonale

Speck &Y 2V xY
et donnée par le morphisme tautologique
of : 7" (Espec k) = By — RHom(F,F) = A'(DF R F).

e On note Crq x Frob la correspondance cohomologique de (Y x Y, DFXF) vers
lui-méme supportée par la correspondance “image inverse”

Idy X Frob Idy x Id
YV xY X200 vy X2y XY

et donnée par le morphisme
Idpy XFy : DF X Frob} (F) - DFX F.

e On note GbA la correspondance cohomologique de (Y x Y,DF K F) vers
(Speck, Espec k) supportée par la correspondance diagonale

Y xY &V 5 Speck
et donnée par le morphisme tautologique

A*(Dgg \rf) =DFI®F = Ky = 7"—!(-E‘Speck:)'
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Sur l’ensemble Y (k) on possede la fonction f associé & F par le dictionnaire
“faisceaux-fonctions”, c’est-a-dire que pour y € Y (k),

f(y) = Tr(Froby, F,) := Y _(=1)" Tr(Frob,, H'(),).
€7
Dans la proposition suivante on consideére Y (k) comme un schéma discret (égal
4 une réunion finie de copies de Speck indexée par 'ensemble Y (k)). On note
p: Y (k) = Speck le morphisme évident.
On définit €5 comme la correspondance cohomologique supportée sur

Speck & Y (k) & Speck
et donnée par le morphisme
p*(ESpeck) = EY(k) — EY(k) = p*(ESpec k)

de multiplication par f.
La proposition suivante est 1’énoncé local sous-jacent a la formule des traces de
Grothendieck-Lefschetz, tel qu’il est formulé dans [BV06] et [Var(7].

Proposition 6.6 (Claim 1.5.5 de [BV06], voir aussi [Var07] 1.2.2, 1.5.7, 2.1.3,
2.2.4). La composée (‘fbAOGId « pmboeuA est égale a la correspondance cohomologique
Cs de (Speck, Especk) vers lui-méme.

6.3. Reformulation de la proposition Pour raccourcir les formules on pose
X=X~ (Nuv)

dans le reste de cette section (un autre avantage de cette notation est qu’ici il est
clair que v est considéré comme un sous-schéma de X alors que plus tard la lettre v
désignera souvent un morphisme S — v — X, dont le graphe est strictement inclus
dans v x S C X x S si deg(v) > 1).

On peut supposer que V' et W sont irréductibles. Il suffit de démontrer le lemme
suivant.

Lemme 6.7. La restriction de Sy, (définie comme la composée ([6.2)-(G.0)) a
X! x v est égale a T(hy,)R1dg, dans

- <pE <p+k,E
Hong(XIXUyE) (:H:N,I,W X1 X E’LMJ{N’[’W ’XI X Ev) .

On introduit quatre correspondances cohomologiques:

a) Cp,, qui réalise 'opérateur de Hecke T'(hy,y,),
b) €, qui réalise la restriction a XT x v du morphisme d’annihilation
6.4)—@©.35), .
¢) Cr qui réalise la restriction & X x v de I'action du morphisme de Frobe-
nius partiel (G.3)— (4],
d) C4 qui réalise la restriction & XT x v du morphisme de création
6.2)—@.3).
Le lemme [6.7] sera impliqué par le lemme [E.11] qui affirme que la correspondance
cohomologique €, 0CroCy (qui réalise donc la restriction de Sy, & XTx v) est égale
au produit de €y, , avec la correspondance cohomologique identité de (v, E,) vers
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lui-méme. L’énoncé sans quotienter par = implique ’énoncé en quotientant par =,
donc on montrera le premier. Pour cette raison, dans la suite de la démonstration

on quotientera par des restrictions & la Weil de G' et non de G4,

Remarque 6.8. Dans 'esquisse de preuve donnée dans I'introduction (lorsque V' est
minuscule et deg(v) = 1), €, était supportée par Y1 et CpoCy par Yo (et on pouvait
calculer la composée sur des ouverts lisses ot ces correspondances cohomologiques
étaient déterminées par leurs supports).

a) Construction de Cp,,, (réalisant l'opérateur de Hecke T'(hy,)). On pose
I
(6.6) 20 = Cutly, | oo

et on notera I'D) la correspondance de Hecke de Z(!) vers lui-méme. Le rapport
avec la construction [ est que I'D) est la réunion des I'n(g) pour g parcourant
G(0,)\Orby ou Orby C G(F,)/G(0O,) désigne la réunion finie des G(O,)-orbites
associées aux copoids dominants de G qui sont des poids de V. Alors les S-points
du champ T'D classifient les données de (%i)ier : S — X! et dun diagramme

(6.7) ()~ (g, )
(S, 1) —2— (75, )
tel que

e les lignes inférieures et supérieures appartiennent & 2,

e au-dessus de tout point géométrique s de S, les restrictions de (§ 2, 79)
et (9 N 7G’) au voisinage fomel de v dans X peuvent étre trivialisées de
fagon unique modulo I'action de G(O,) et alors « : 9‘(X\U)XS = 9/‘(X\v)><s
définit un élément de G(0,)\G(F,)/G(0O,) qui appartient & G(O,)\Orby .

Les projections pry, resp. pry : I'Y) — Z() sont les morphismes étales qui associent
au diagramme (67) sa ligne inférieure, resp. supérieure.

Pour toute fonction f € C.(G(0,)\G(F,)/G(0,),E) & support inclus dans
G(0,)\Orby, et en particulier pour f = hy,,, 'opérateur de Hecke T'(f) est réalisé
par la correspondance cohomologique C; supportée par 2 22 ) 2y o) e
donnée par la multiplication par f. Plus précisément on note F) la restriction
de ?%?I’W’E’E a Touvert 2 ¢ Chtg\?[,w- A un décalage pres c’est le faisceau
d’intersection de Z(!) et on a un isomorphisme canonique pri(F4)) ~ pri(FD)
(que lon comprend mieux en disant que les deux membres sont images inverses
de Sy‘),v ). Alors C; est la correspondance cohomologique de (2, F(D) vers
lui-méme définie comme le morphisme de multiplication par f de prT(&"(I)) vers
pry(FD) = pry(FD).

b) Construction de €, (réalisant la restriction ¢ X! x v du morphisme d’annihi-

lation ([64) — (6X)). On pose

1}.{2},1) _ ({1}.{2}.1)
2WHEED — ChtN,Iu{Lz},va&V* XTIxA(v)’
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C’est un champ sur X! x v dont les points consistent en la donnée de (zi)ier et
d’un diagramme

(6.8) (G1,¢1)

% l¢72
(S0, %0) (G2, ¥2) — ("So, "tho)
ou ¢1, P2 et ¢3 sont respectivement les modifications associées a la patte 1, la patte

2 et aux pattes indexées par I.

On note Y, &y (T 2hD) e sous-champ fermé défini par la condition que dans
le diagramme (6.8, ¢a¢y : 90|(X7v)><S — 92|(X7'u)><S s’étend en un isomorphisme
sur X x S. On a un morphisme

pb:yb—>2(1)><v

dont la premiere composante envoie

(6.9) (S1,91)

% l«m
(S0, ¥0) — (G2, %2) — ("S0, "to)

sur la ligne inférieure, c’est-a-dire

(6.10) ((xi)icr, (So, ¥o) Galb2dn), ("So, "10)).-

On pose

A251 ({1}.{2}.1)
g R — g0 U{12}WIZIVIZIV*,:,E’Z“”‘{”*”'

A un décalage pres, FUIHAZHD egt le faisceau d’intersection de Z(1H{2hD)
On définit maintenant une correspondance cohomologique

€, de (Z({l},{2},1)73'"({1},{2},1)) vers (Z(I) x v, FD) X E,)

supportée par la correspondance
UHEED 2oy Poy o (1) 5y,

et qui réalisera la restriction & X! x v du morphisme d’annihilation (6.4)— (G.3).

On note Gr({ } D Je schéma sur v égal a la fibre de Gr (A2)  sur A(v) et

{1,2},VRV*
{1 })_ ({1} {2})

on définit de la méme fagon Gr) On rappelle que les points de Gr,

consistent en des diagrammes (90 —> 91 —> SgﬁG ’1‘ ’ ) de G-torseurs sur le
disque formel I'y,, en v. Dans le théoréme [[.I7] nous avons introduit le faisceau
pervers (& un décalage pres) Sf{{llgi{s/}év* g sur Gr {{112}}{\2/}983\/*' Sa restriction a la

fibre GrA{(l}){Q} en A(v) n’est autre que IC, (11,21 et nous préférons utiliser cette
A(v)

derniére notation car elle est plus simple. On note %), N Grg{(lg)’m}) le sous-schéma
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fermé défini par la condition que ¢o¢; est un isomorphisme. On a un carré cartésien

({1342}
(6.11) Graw =D
R
({1,2})
GrA(U) <~V
ou 77512}}{2}) est le morphisme d’oubli et 1, est linclusion du point en
l'origine. Par le produit de fusion v, ,(E,) = 1,,(F,) est un facteur direct de

(7rg12}]:{2}))1 (ICGr({l},{2})). En effet, par le b) du théoreme [[T1 cette derniére ex-
’ A(v)
2})

pression est la restriction du faisceau pervers (&4 un décalage pres) Sf{{l 51 vRY g Sur

Grf{{llﬁ}‘)/gv* a la fibre Grg{(lﬁ}) en A(v). Par le produit de fusion (c’est-a-dire le d)

du théoreéme [[LI7)) c’est aussi la restriction de 5%}‘)@‘/* g & la fibre de Gr({g;}‘),@v*
en v. On a donc un morphisme canonique

c ( Slg}}{z})) (IOGT(A{(lv}),{z})) — Vb,*(Ev)

associé aevy : VRV* — 1. Par adjonction il permet de définir une correspondance

cohomologique @bGr de (Gr ggv} A2h) IC’G ({1} 2y vers (v, E,) supportée par

Grg(lv})’{Q}) <l—b’ 2, oy a.

En effet en appliquant le changement de base propre au carré cartésien ([GII]) on
obtient un morphisme

ok ~ ({13.{42hH e
pwlb (ICGr(A{(lv}),{z})) ~ ( {1 2} )!(ICGr(A{(lv}),{z})) — Ev.

Toute la construction ci-dessus était équivariante sous 'action de Gy, (la restric-
tion & la Weil de G de nv vers le point) pourvu que n soit assez grand en fonc-
tion de V. On considere donc (‘BG‘" comme une correspondance cohomologique de

(G A{(lg){2})/Gn'U,IC ({1} {2})) vers (U/Gn'uaE )

On considere malntenant le diagramme commutatif

6.12 21210 P 2 % v
(6.12) Yy

| | |

Gr(A{(lg)’&})/Gnv x R <— o ~—9y/Gnv ¥ /D —— e ——0/Gpy X |

N . I .
ou KUY est un raccourci pour (Gr(“),v/GZ nx)‘xl, et les entiers mn; sont assez
grands. Les morphismes verticaux sont lisses par la proposition 2.8 car, d’apres la
remarque [[.9]

G230

T 2L WRVRVY = G s arfl)

XTIxA(v) — A(v) Trwlxr-

De plus les deux carrés sont cartésiens. On rappelle que la fleche verticale la plus
a gauche envoie ([68) sur le produit de

(90’1“001, o 91}1“00,[, = 92}1“00@) dans Grg{(lg)V{Q})/Gnv
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(comme dans la remarque [[TI] c’est-a-dire que le G,,-torseur tautologique est

92|Fm) et de (92’FZ s s, T90|FE "T) € AU (de nouveau comme dans la remar-
que [[TT] et nous ne le répeterons plus). Alors la correspondance cohomologique G,
est définie comme I'image inverse par le diagramme (G.12) du produit de CF" et de
la correspondance cohomologique identité de (& ), S(II‘),V ) vers lui-méme. En effet
par la définition E5, FHH{2HD est canoniquement isomorphe & 1'image inverse

par la fleche verticale la plus a gauche de IC’Gr({l},m) X Sy‘),VE, et T K E, est
N W,

canoniquement isomorphe a l'image inverse par la fleche verticale la plus a droite
de B, 88, 1.

¢) Construction de Cr (réalisant la restriction & X! xv de l’action du morphisme
de Frobenius partiel [@3) — ([©4)). Quand on restreint Cht%}l}di{zl%ég’),wgvlzv* a
X1 x A(v) seul importe l'ordre des pattes 1 et 2 dans la partition ({1},{2},1).
Quand on le restreint & X! x (Frobx x Idx)*A(v), avec i € {1,...,deg(v) — 1}
Pordre de 1, 2 et I n’importe plus. On peut donc itérer deg(v) fois le morphisme
de Frobenius partiel en la patte 1 de la facon suivante (dans D%(X'! x v, E)):
N0

({1}3.{2}.1)
(6.13) ChtN,IU{lQ},W&V&V*

XIxA(v)

P} 420D
{1}, N.10{1.2}

({1}.{2}.1)
Chty {12y, wavey-

Frl{1y.{23.D)
{1},N,1U{1,2} Cht({l},{Q},I)
—>
N, IU{1,2}, WKV KV *

PN e 1,{2},{1
NS, (002, 1)

XTx(Frob x Id)A(v)

X1 x(Frob x Id)des() =1 A(v)

N,IU{1,2}, WRVRV* | XTI x A(v)"
En copiant les notations de b) on pose
I.{2},{1}) _ (I.{2}.{1})
2R — Cht 1071 2 wrveEy - XIxA®)

I,{2},{1}) _ 4(,{2},{1})
ot FOEHID = 9N,Iu{1,2},W|zv&v*,s7E‘z(wz},{l})-

On note Fr?ﬁ(v) c HERD 2 (LEZHOD Pitérée (I3). En itérant isomor-

({13:{2}.1)

(11N .10{1,2} (de la proposition B3]) on obtient un isomorphisme

phisme F

F?ﬁ(v) . (Fr??}f(“) )*(9(1,{2},{1})) ~ g{nehn

Alors Cp est définie comme la correspondance cohomologique “image inverse” de
(242501 FIA2LD)Y yers (2(H20D F{11{2LD) supportée par

rdeg(v)
g (421013 S0 (13200 _ g ({1).42).0)

et donnée par I'isomorphisme F?ﬁ(”),

d) Construction de C4 (réalisant la restriction a XTxv dumorphisme de création
62) — ©.3)). A la permutation pres des pattes 1 et 2, C4 n’est rien d’autre que le
dual de Verdier de ©,, mais nous préférons en donner rapidement la construction.
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On note Yy & (2R e sous-champ fermé défini par la condition que dans
le diagramme

(6.14) (S0, %0) — (1, 1) ("So, "tbo)
lmy
(G2,v2)

P30 - 91|(X—v)><S — 790}(X_U)Xs s’étend en un isomorphisme sur X x S. On a
un morphisme
pﬁigﬁ—)ZU) X v

dont la premiere composante envoie

(G0, %0) — (S1,%1) — ("o, "%0)

o
(G2, 42)

vers la ligne supérieure, c’est-a-dire

(6.15) ((z:)ier- (So, tho) {Gadaln, ("S0. "¢0))-

On définit maintenant une correspondance cohomologique
ey de (Z(l) x v, FD K E,) vers (2(11{2}7{1})73‘(17{2}&1}))

supportée par la correspondance

20 sy &2y, B 120D,

et qui réalisera la restriction & X’ x v du morphisme de création (6.2)— ([6.3).
Comme dans b), on associe a dy : 1 — V@V™* une correspondance cohomologique

@Er de (v, E,) vers (Gr({2} A1h) IC’ ({2} (1p)) supportée par

s Dy & Gry {2} ap
ou 2y est défini par le carré cartésien
2}.{1
(6.16) G ~—;
|-y ‘m
({1,2})
GrA(v) <~V

Gréce au produit de fusion, on associe a dy un morphisme
({2}.{1})
Ve By = (1751 ICGrgfv})*“”’

et donc par adjonction et changement de base propre par le carré cartésien (6.16]),
un morphisme

E, — Vﬁ( gzz}}{l})) ICG ({2} ap Py, *1ﬁICG ({2} (1))
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Cette correspondance cohomologique est équivariante par l'action de G,,. On
considére maintenant le diagramme commutatif

(6.17) 20 x v P Y, . 2(I{21.{1})

)G x &D B 6 g 2L

2},{1
a6, x &
Les morphismes verticaux sont lisses d’apres la proposition 2.8 et les deux carrés
sont cartésiens. On rappelle que la fleche verticale la plus & droite de (617 envoie

(614) sur le produit de

(Sl Galp 257G, ) dans GeiTHMG,

et de (90’an,z. 2N Ql‘rzn%) € &), Alors la correspondance cohomologique Cy

est définie comme I'image inverse par le diagramme ([G.I7)) du produit de Gg}r et de

la correspondance cohomologique identité de (R(I ), S(II‘),V B)-

Remarque 6.9. Justification des normalisations choisies pour C, et Cy. Il suffit
de trouver une situation ol apparaissent un opérateur de création et un opérateur
d’annihilation du méme type (avec des pattes crées ou annihilées apparaissant dans
le méme ordre) et ol on sait calculer leur composée directement. Voici une telle
situation, ot on part d'un champ de Hecke avec une patte indexée par 1, puis
on crée les pattes 2 et 3 par 1 — V* ® V, puis on annihile les pattes 1 et 2 par

V®V* — 1. Plus précisément on introduit le champ de Hecke Heckeﬁz:[;}{’égv*gv
gi1h{2},{3}

muni du faisceau image inverse de (1.3}, vRv-@y,p due I’on note encore par la

méme lettre. On introduit de méme le champ de Hecke Heckeﬁ{ v muni de SE{ v
(et aussi le méme en remplagant le singleton {1} par {3}). On considere alors la
composée

e de la correspondance Dy analogue & Cy

1 1 1},{2}.{3 1}.{2}.43
de (HeCkeili,v’SE1%,v> Vvers (HeCke~{{1,}2,{3}},‘£E}V*®V7S%l?QfS}{\E!ﬁV*&V,E)

créant les pattes 2 et 3 par dy : 1 — V* ® V, c’est-a-dire donnée par la
correspondance

{1}.{2}.{3}

{1}
Heckeyyy 1, <= Xy — Heckey; 55y Vigy-my

ou Xy est formé des points

(S0 2 G122 G5 2 Gy) € Hecke L5, 0

tels que ¢3¢2 soit un isomorphisme,
e de la correspondance D, analogue a C,

{13,{2}.{3} {1},{2}.{3} {3} {3}
de (Hecker, 55y vigv-mv: S12.8) viav-mv,p) Vers (Heckeggy o 815 )
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annihilant les pattes 1 et 2 par evy : V @ V* — 1, c’est-a-dire donnée par
la correspondance

{1}.{2}.{3} {3}
Hecke{17273},vgv*gv — X, — Hecke{3}7v

ou X, est formé des points

(S0 25 91 2 Gy 2 G5) € Hecke! ;0N )

tels que ¢o¢p1 soit un isomorphisme.

On voit que sur les lieux lisses (correspondant aux G(O)-orbites ouvertes dans les
strates fermées de grassmanniennes affines associées & V et V*) la composition
D, 0 Dy est transverse et égale a Id. D’un autre coté le lemme “de Zorro” dit que
pour tout espace vectoriel V

(6.18) la composée V v, o v @V SVEMV, 1 egt Tidentité

(c’est un lemme élémentaire dans la catégorie des espaces vectoriels et un des ax-
iomes des catégories tannakiennes [Del90]). La coincidence des deux fagons de

calculer D, o Dy (dont la premieére est limitée au lieu lisse) valide la normalisation
choisie pour les correspondances Cy et C,.

On a donc terminé la construction de €y, ,, Gy, Cr et C4. On voit facilement que
Cp 0 CF o Cy est supportée par le produit fibré Y, X4 r.(23.(1» Y4, olt les morphismes
sont

Frdes(®)

(6.19) Y, Oy o ({1},{23.0) L 2(I,{2},{1})
et 1y.

Lemme 6.10. On a un isomorphisme canonique

(6.20) I x v~ Yy xpaenan Ys.

Démonstration. Soit S un schéma sur XT x v. On note v le S-point de X donné
par S — v — X et on note "v son image par Frob’, pour i € N. Les S-points v,

deg(v)—1 N « 0 . . deg(v)
Uy eery | v sont deux a deux disjoints mais 7

(6.21) (S1,91)

>

~

(S0, %0) — (92, %2) —— ("Y0, "t0)

T v = v. Soit

un S-point de Y,. On veut comprendre son image

(6.22) (S0, %0) — (S1,%1) ("So, "¢0)

2

(2, 92)
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dans 221D par @IJ). On remarque que U?i%(v)flfooﬂv C X x S est la
complétion de X x S le long de v Xgpecr, S. Comme ¢3 est une modification en les
pattes indexées par I et ¢o¢1 est un isomorphisme sur X x S, ¢3¢2¢1 : 90’1, =

T90’F . est un isomorphisme pour tout i € N.

Par conséquent, pour tout ¢ € N on peut considérer (7190 o 7191) comine

. . . i 7’ 7’ .
une modification de Gy (et aussi de "Gp) en " v, et dans 1’énoncé suivant on notera

cette modification A;. On remarque que Ag et Ageg(,) sont deux modifications en

A . deg(v) . , P s .
le méme point ™ v = v mais ne sont pas égales en général si on est parti d’'un

S-point arbitraire (€21 de Y,. Avec ces notations,

o §0 est obtenu a partir de Go par les modifications Ao, ..., Adeg(v)—1,
° §1 est obtenu a partir de 7Gg par les modifications Ay, ..., Aqeg(v)—1,
) §2 est obtenu a partir de 7Gg par les modifications Ay, ..., Ageg(v)—1,
. T§O est obtenu a partir de "Gy par les modifications Ay, ..., Ageg(v),

et bien sir les structures de niveau en N sont conservées. Par conséquent (6.22)
appartient & ig(Yy) C ZE2HUD i et seulement si Ay = Ageg(r). Si on note

k: Gy — §0 la modification décrite ci-dessus (et donnée par Ao, ..., Adeg(v)—1),
c’est exactement la condition pour que le diagramme

(S0, 90) 272 (73, ")

dl gl

(S0, th0) 22222 (7Go, T4po)

soit commutatif et alors il appartient & I'/) x v (car on I'identifie avec le diagramme

©-0)). On a donc prouvé ([G20). O

La correspondance cohomologique €, o Cr o €4 de (20 x v, FD K E,) vers lui-
méme est donc supportée par I'¥) x v. Comme les projections pry et pry de ' vers
2 sont étales et que FU) est isomorphe & ICy ) a un décalage pres, C, o Cp o Gy
est donné par la multiplication par une fonction localement constante sur I'(!) (de
fagon encore plus canonique pr} (F)) et pri(FU)) sont tous les deux image inverse
de SgII),V g)- Le lemme suivant, qui affirme qu’elle est égale a la fonction déduite de
hy,v, implique donc le lemme [6.7]

Lemme 6.11. La correspondance cohomologique C, o Cr o Cy est égale au produit
de Cpy,, avec la correspondance cohomologique identité de (v, E,) vers lui-méme.

On verra que le lemme précédent résulte des deux lemmes suivants.
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Lemme 6.12. [l existe une fonction ky,, € C.(G(O,)\G(F,)/G(0y), E) (a support
dans G(0,)\Orby ) qui dépend seulement de Spec(Q,), de la restriction de G a
Spec(0,) et de V' (et en particulier est indépendante de N, I et W) telle que la
correspondance cohomologique C, o Cr o Cy soit égale au produit de Cy, , avec la
correspondance cohomologique identité de (v, E,) vers lui-méme. '

On peut paraphraser le lemme précédent en disant que l'opérateur Sy, est “de
nature locale en v”. C’est un énoncé extrémement intuitif, dans la mesure ou le
morphisme Sy, peut étre défini au niveau des chtoucas locaux (une notion analogue
a celle des groupes p-divisibles). Dans la preuve on utilisera des chtoucas restreints
(analogues aux Barsotti-Tate tronqués) au lieu des chtoucas locaux, pour des raisons
techniques. En fait il s’agit du “cas non ramifié” de [GL17] ou 'on montre que pour
toute place v (y compris dans N) les opérateurs d’excursions Sy .z ¢,(+,):c, SONt de
“nature locale ” en v des lors que les 7; appartiennent au groupe de Weil local en v
(la preuve du lemme ci-dessous montre que Sy, est un opérateur d’excursion
de ce type).

Lemme 6.13. Le lemme est vrai lorsque I =0, W =1 et deg(v) = 1.

Les lemmes [6.12] et impliquent le lemme car si on se donne Spec(0,) on
peut toujours trouver une courbe X sur k(v) contenant un point v € X (k(v)) (de
sorte que deg(v) = 1), et étendre G de Spec(0,) & X (ici c’est automatique puisque
G est déployé), et alors, par un argument classique de séries de Poincaré (rappelé
dans [GL17]), une fonction kv, € C.(G(0,)\G(F,)/G(0O,), E) est caractérisée par
son action sur CS*P(Bung, n(Fy)/ZE, E) lorsque le niveau N C X \ v et = sont
arbitraires.

Il reste donc & montrer les lemmes et

6.4. Démonstration du lemme Pour établir la nature locale en v du mor-
phisme Sy, nous allons construire des champs classifiants de chtoucas restreints
(c’est-a-dire en gros des chtoucas “a coeflicients” sur un sous-schéma fini nv C X
pour n assez grand). Nous utilisons les chtoucas restreints plutot que les chtou-
cas locaux (c’est-a-dire des chtoucas “a coefficients” sur cov C X) parce que leurs
champs classifiants sont des champs d’Artin, et les morphismes des champs clas-
sifiant les chtoucas globaux vers les champs classifiant les chtoucas restreints sont
lisses.

On construira alors des analogues des correspondances cohomologiques C,, Cp,
Cy pour ces champs de chtoucas restreints, en utilisant la deuxiéme colonne du
diagramme suivant (dont les trois premieéres lignes n’ont pas encore été définies).
Par rapport aux autres diagrammes de ce paragraphe, le diagramme suivant ainsi
que le diagramme ([6.35]) quelques pages plus loin sont tournés de m/2 pour rentrer
dans la page. Nous verrons plus tard que toutes les fleches horizontales (qui étaient
donc verticales dans les diagrammes précédents) sont lisses et que tous les carrés
sont cartésiens a part le carré entre az et as qui est seulement commutatif. Ainsi
les fleches horizontales (lisses) situées entre le colonne de gauche et celle du milieu
entrelaceront les correspondances cohomologiques C,, €, Cy avec leurs analogues
pour les chtoucas restreints. Voici ce diagramme, ol tous les champs sont sur
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X1 x v
(6.23)
20 sy — 1 cpgiemn) g g x /(D)
Db P;es(m‘")XId pbedT
Yy ——— e Yy o gD b Dy /G x 8D
i i;cs(m,n)xld i, xId
2({1}3.42}.1) Cht({é}vﬁz})’r“(m’") « g Bax1d GT(A{(IB)’{Q})/GW x &)
Frdes(®) Frresm.n) o g

{1} {1}/k(v)

2 (L{2}.{1}) Gr({2} {1})/Gm x g

A(v)

i iy xId
ldﬁ ® Q.jﬁ/Gn'u X R(I)

Py py xId
20 %y #v/Gm} x 80

On aurait pu écrire un diagramme plus compliqué ou les lignes 4, 5,6 auraient été
similaires aux lignes 1,2,3 du diagramme (6.23)) (avec des entiers m,n plus petits
que ceux des lignes 1,2, 3). En fait nous pouvons concevoir les champs d’arrivée de
a4, as et ag dans le diagramme ([6.23]) comme des “chtoucas restreints de niveau 07
et nous considérons seulement ce cas particulier parce qu’il nous suffit.

On commence par définir le champ Chtg/{é}v{*z})’res(m ™) sur v. Clest un champ
classifiant de “chtoucas restreints en v” c’est-a-dire en gros de “chtoucas a coef-
ficients sur le sous-schéma nv C X”. Cependant pour les définir on aura besoin
de choisir un entier subsidiaire m suffisamment grand par rapport a n, et de faire
intervenir des G-torseurs sur mu.

Remarque 6.14. Les champs T@g[ de [Laf02a] II.1.a constituent une excellente
définition des “chtoucas a coefficients sur un sous-schéma fini N” lorsque G = GL,
et V = St, car ils sont vraiment analogues aux Barsotti-Tate tronqués (pour les ex-
perts: une action stricte au sens de Faltings [Fal02] est cachée dans leur définition).
Nous ne savons pas comment généraliser la construction de ces champs lorsque G
et V sont arbitraires.

Bien que nous ne les utilisions pas dans cet article, il est éclairant de commencer
par définir les champs classifiants de chtoucas locaux (qui ne sont pas des champs
d’Artin). Un chtouca local sur un schéma S sur v est la donnée

e d’un morphisme
(6.24) k:S— Gr(A{(lg)’{Q})/G donné par (90 LZN §1 2 G)

(ot les /9\1 sont des G-torseurs sur I'oo, € X X S et le Guop-torseur tau-
tologique sur le quotient Gr g {1} {2})/Goov est Ga),



G-CHTOUCAS ET PARAMETRISATION DE LANGLANDS 801

e d’un isomorphisme
(625) 0: §2 5 (Idoov X FrObS/v)*(’gO)'

On renvoie a [GLII] pour une étude des chtoucas locaux. On note ici

(Tdeoy X Frobs/v)*(go) au lieu de "§0 parce que le morphisme de Frobenius est
relatif & k(v) et non a F,. D’une fagon plus concise un chtouca local peut étre écrit
sous la forme

(6.26) (So 2% Gy 2% (Idaoy x Frobg,)*(Go))-

Voici maintenant la définition des chtoucas restreints. Soit n > 0. Plus tard on
demandera que n soit assez grand pour que la condition (6.32)) soit satisfaite. On
a un (,,-torseur naturel sur GrA{(l}){2}) dont la fibre en

(6.27) (So GR G125, ~ Gl

(ot §0, §1, §2 sont des G-torseurs sur I, ) est §0\F On note GrA{(lj) Ei}v) I’espace

total de ce Gp,-torseur, dont les points consistent en la donnée de ([E27) et d’une
trivialisation de Gy On choisit m > n assez grand (en fonction de V' et n)

(A{(lg){il}\zl (par changement de la

|Fnu
pour que 'action a droite naturelle de G, sur Gr

trivialisation de §2) se factorise a travers G,,. On imposera plus tard la condition
supplémentaire (IEZI) sur m, qui sera satisfaite s’il est assez grand (en fonction de

(e G,

n). Le quotient Gry » est muni

o d'un G- torseur Ga,mv tautologiquement associé au quotient par Gy,

o d'un Gy, -torseur Gy ., dont I'espace total est GIA(U)E?”}‘Z /Gy (la notation

({1}){2})

90’1“ aurait constitué un abus car 90 existe sur Gr et aussi sur

Gr ({1} 2 /G ooy mais pas sur Gr g {1} {2})/G v)-

{1} {2})Jeb(m n)

Alors, pour tout schéma S sur v, les S- pomts de Chty, classifient la

donnée

e d’un morphisme
(6.28) S — GG,
de champs sur v,
e d’une identification
(6.29) 0 : 5" (S2,mo|,,,) = (Idpy X Frobg,,)*5* (So,nv)
de G,,-torseurs sur S.
Le morphisme

bs Cht({é}v{*z}) ;res(m,n) - Gr({l} {2}) /G

est simplement 1'oubli de 0, donc il est lisse (c’est méme un Gy,-bitorseur).

Pour préparer la construction de as on commence par déclarer que le chtouca
local associé & un S-point ([G8) de Z{1H{2HD) est
(6.30)

rdeg(v)—1

(p3p2p1)---" (p3P201)P3p2

9°|rm LN 91|rm (Idaoy X FrObS/v)*(90|rm)
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ou l'on a utilisé I'isomorphisme

SO‘FWJ ~ (Idooy X FrObS/”)*(90|Foov)

rdeg(v)

et le fait que

Tdeg(v)fl Tdeg(v

)
90’1‘001,

(¢3d2h1) - " (P30201)3 : 92‘pw, -

est un isomorphisme. Pour construire az on considere le chtouca restreint associé
a ce chtouca local.
Plus précisément la premiere composante de ag est le morphisme

1},{2},1 ({1}.{2}) res(m,n)
ZULEHD _y opel{ih(

qui envoie ([G.8) vers le chtouca restreint associé au chtouca local ([G.30), c’est-a-dire

e le morphisme x : S — Gr(A{(lv})’{z})/va associé a

(Solp_ e Silp_. Lz, Salp_ )

si bien que K*(go,nv) = 90’1‘7”, et "‘7*(92,77111) = 92’Fm“7
e ct

9:

Sdeg(v)—1

(636201) -+ (@30201)0s] . Galr, 7G|

La deuxiéme composante de a3 envoie (6.8) vers le S-point de &) associé a

(G2 L, "So)-

On va montrer maintenant la lissité de az. On note Bung [, le champ sur
F, dont les S-points classifient un G-torseur § sur X x S et une trivialisation
P SIMX s~ G |mx 5 (autrement dit [nv] est considéré comme un diviseur sur X).
On a un isomorphisme

Bung, [y Xv = BunG7n’U+nTU+'”+n7_deg;('u)71v

de champs sur v ou, dans le membre de droite, v désigne le morphisme v — X.

L’action de Frobpun, (mo] X Id, sur le membre de gauche permute circulairement les

. deg(v)—1 .
structures de niveau en v, v, ...,” v dans le membre de droite.

Comme la lissité de a3 est une propriété locale pour la topologie lisse sur le but,
il suffit de montrer la lissité sur S de

(6.31) 2 {1}1.{2}.1) XChti/{é}‘}i2}),re5("n,n)Xﬁ(I) S

ot S est un schéma sur F, (ou en fait sur X' x v) et le morphisme
S — Chtﬁ/{é}"/{ﬁz})’res(m’") x 8D est donné par
a) un morphisme x comme dans ([G.28)) provenant d’un morphisme y : S —
arh2)
A(v) ’
b) une identification 6 comme dans (629) provenant d’une trivialisation
)‘ : y*(go,nv) :> G’ana
¢) un morphisme z : S — Gr(ll‘),[, %1
Comparée & un S-point (k, 6) de Chti,{é}‘}?})’res(m’") la donnée de a) et b) consiste
en une trivialisation A de Gg ., puis un raffinement de nv a mv de la trivialisation

6 o (I, x Frobg/,,)*(A) de Sg,mv‘ De plus Grg\)/v‘xr — AU est évidemment

nv’
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lisse puisque c’est un Gy~ o, nw;-tOrSEUr. On a donc justifié le fait que les S comme

ci-dessus recouvrent Cht,, {1} {2})’res(m RENE-10) pour la topologie lisse.

Il reste & montrer que (IBB]]) est lisse sur S. Cela résulte du fait que ([G31)) est
I’égalisateur entre les deux morphismes suivants de champs sur S: le morphisme
lisse d’oubli

BunG7mv+n7v+-~+n7deg(“)_lv+ziez na; (XI X”) o
— BunG’an’»nTer_”Jrnﬂ_dcg(v)flv XS = Buna[m}] Xspcc]FqS

et la composée

BunG7mv+n7v+-~+n7deg(“)_lv+ziel niz; (XI X”) 5
a.
— BunG’mv+nTv+“_+n7.dcg(v)flv XUS
A(y,\)
_ BunG 7Lv+nfv+'..+n7.deg(u)flv XUS = Bung,[nv] X Spec IFqS
Frobpung (,,,] XspecFy Ids

BUHG7 [nv] XSpecF, Su

e a, envoie (Gs,13) vers (Gz2,12), olt G2 est obtenu par la modification de G
en les points (z;);c; donnée par z et wg|FE (comme dans la preuve
i€l ™%y

de la proposition 2.8)), c’est-a-dire

(92 95) = (B1liva) (5 S5y, )

o Bf),, a été défini dans (LI0) et
Yo = Y3

7n‘U+nT'U+...+n7'deg(“)717)
(grace au fait que les x; restent disjoints du sous-schéma v C X),
® a(y,y envoie (G2, 12) vers (o, o), ott o est obtenu par la modification de

G5 en v donnée par y et o (de nouveau comme dans la preuve de la

It
proposition 2.])), c’est-a-dire
-1
(90 — 91 — 92) = (IB§£12}}{5}®V* ) (y5 (927¢2‘Fm1}))
et

Yo

Donc (631)) est lisse sur S car c’est 1'égalisateur entre un morphisme lisse entre
deux champs lisses sur S et un morphisme dont la dérivée relative & S est nulle (&
cause de Frobpyy,, o ) Ceci termine la preuve de la lissité de as.

Ensuite Y, est le sous-champ fermé de Cht, {1} {2})’res(m’n) défini par la con-
dition que ¢2¢1 est un isomorphisme. Plus premsement il est tel que le diagramme
suivant (dont le produit par &) apparait dans 6.23)) soit cartésien:

b= Aet ¢O|Fm% = @[;2|Fn7’iu pour tout ¢ € {1, ...,deg(v) — 1}.
res(m,n)

res(m,n b
%b ( ) 2 ij/va

i;es(m,n)l ibl

1},{2}),res(m,n 1},{2
Che{f D estmn b 0000 g,
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Le champ Ch‘c];CS ™) classifie la donnée d'un G mp-torseur G et d’un isomorphisme
0 : (Id,, x Frobgy,) Sym 5 9|m] de G,,-torseurs. Autrement dit c’est le champ
classifiant du groupe K, ,, défini comme l'image inverse du groupe fini G(0,,) par
le morphisme d’oubli Gy, = Gpy. L'inclusion naturelle de K, ,, dans G,,, fournit
le morphisme lisse by : v/Kp, n, — v/Gpyp. Les lignes 4,5,6 du diagramme ([6.23)
sont simplement obtenues en tournant le diagramme (©I7) de 7/2.

Pour terminer la construction du diagramme ([6.23)), il ne reste plus qu’a définir

res(m,n) ({1},{2}),res(m,n) ({2},{1})
Fr LIRS Chtvgv* — GrA(v) /Gy

Pour comprendre I'idée, on commence par définir le morphisme de Frobenius partiel
analogue pour les chtoucas locaux: il envoie ([G.26]) vers

~ 3 /5y (Idecy X Frobg,,)* (61) « (G
(51 2 (Idoew X Frobs,)*(So) T (e X Frobsy,)*(G1).

Avec les notations de ([624) et ([625) on peut le reformuler ainsi: on considére

~ By = w5\ (Idecy X Frobg/,)* (1) s
(G122 Gy) et ((Tday x Frobs,,)*(So) % (Idoow X Frobg,)*(G1))
qui sont tous les deux déterminés par x, et on les recolle avec ’aide de 6.

Pour faire la méme chose avec les chtoucas restreints, on a besoin de nouvelles
notations. On note Gr {1}), resp. Grq(){Q}) le schéma sur v égal a la fibre de

Gr{{l}}‘)/, resp. Gr{{z}}v*a sur v. On note Gr{t!}) lespace total du G, -torseur

v,trivy,

G0,nv SUr Gr{l}‘)/ dont la fibre en (§0 LN §1 ~ G’r ) est §0|1‘ . La condition
sur n mentionnée précédemment (et satisfaite s’il est assez grand) est que

(6.32) I'action de G, sur Grg{z}) se factorise par G-

Alors Gr(A{?j)’{l}) peut étre identifié au quotient de Grg{z}) Xy Grith) par l'action

v,trivy,
diagonale de G,,. On fixe r > n assez grand en fonction de n pour que I’action
{1

v,trivy,

(6.33) carh G, = (GrE,{Q}) /Gm> X (u/Gn) Grit /G,

naturelle de G, sur Gr se factorise a travers G,,. Par conséquent

ou le morphisme ay : Grg{z}) /Grny — /Gy est tautologique et le morphisme
aq Grt(,{l})/Gm — v/Gpy est donné par le Gm,—torseur G0,nv sur Gr,, ({1h) /Gy dont
I’espace total est Grﬁﬁin/Grv On note = : GIA(U) iy /Goov — Grf){tlr];Vn /Gy le
morphisme naturel qui provient du morphisme évident ’

Gl Gy — Gl /Gy, (G0 25 81 22 8a) s (B0 25 G).
La condition sur m mentionnée précédemment (et satisfaite s’il est assez grand en
fonction de 7, donc de n) est que
({1} {2}) /G

(6.34) 7 se factorise & travers Gr ) trive

On obtient ainsi un morphisme

Bl G,, - el

et une identification 57 (S0,nv) 5 90,nv- On introduit aussi le morphisme

By G LG, = a6,
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qui provient du morphisme évident

Gr{th2h Gr{2), (So 21,8, 22, Gy ~ G|F ) = (51 22 Gy ~ G‘F )-

A(v)
Alors Fr?ls}f;rli(?) est défini comme suit : il envoie un S-point de Chti,{é];}{f})’ms(m’n)

donné par

e un S-point x de Gr(A{(lg)’m})/va comme dans ([G.28]),

e un isomorphisme § comme dans (6.29)
vers le S-point de Gr({2}’{1})/G déduit du S-point de Gr({Q}’{l})/G associé

p A(v) nw p A(v) rv ,

avec laide de ([6:33)),

e au S-point de GrS,{Q})/GM égal & B3 0 K,

e au S-point de Grg{l})/Gm égal a 31 o k o Frobg/(v),

e & l'identification donnée par 6 de leurs images respectives par as et ay

comme S-points de v/Gp, (c’est-a-dire comme G,,,,-torseurs sur S).

Grace a la lissité de by, b, b3 et au fait que le carré entre by et by et le carré entre

bo et bg sont cartésiens, on définit une correspondance cohomologique C;es(mm)

de (Chtg/{%}‘,/{f}),rcs(fn,n)7 :Tiflszj‘r/n;n)) vers (Cht1:rlcs(m,n)7 i}«ics(rn,n))
supportée par
.res(m,n) res(m,n)

Cht&/{%}‘}{f}),res(m,n) % yies(m,n) by Chties(m,n)

comme l'image inverse de G,,G‘", ou l’on pose
res(m,n res(m,n
Frostmm) — b5(IC g o) et T mn) _ pe(B,) = B,

L. . res(m,n)
On définit la correspondance cohomologique Cp

de ((}I‘(A{(Qv})’{l})/Gm,7 ICGr(A{(Q})’“})) vers (Chtgé}‘}{*z})7res(m’n) , ?ﬁ%y;n))

supportée par

Fyres(m.n)
GIZ{(ZE),{I})/GWU {1}/k(v) Cht%/{é];,/{f}),rcs(m,n) E} Chtgé}‘,/{?}),rcs(m,n)

comme le morphisme (Frﬁs}(%’(?])))*(l Cy (?})={1}>) — fﬁ,e%(a’n) (qui provient de

I’énoncé analogue & la proposition B pour les chtoucas restreints).
Aux morphismes lisses a1, as,aq,ag on associe les correspondances cohomolo-

(€1
A

giques “images inverses” C; ,C7 . C; €L . Par exemple C_ est la correspondance
cohomologique
de (Cht{{gpEDrestmn) o gD grestmm @il ) vers (221D F{11.021.0)

supportée par

Cht{{LLPDrestmm) o q() 23 o ((1h (210 1, g ({1).42).0)

et donnée par l'isomorphisme

GO B, ) 5 e

provenant du fait que les deux sont canoniquement isomorphes &
* I
(bg(lg) (ICGr(A{Sv}),{z}) @8%‘)/‘,7E).
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Finalement on a un diagramme commutatif de correspondances cohomologiques:
(6.35)

*

(20 x v, 7D K E,)

(Chty™"™) s gD et gy

e erestmm™ y1d
e,

(ZUILERD FULE1D) 5 (Cht{{LLEDestmm o ) grestmm gg (1) )
er erestmm y1q

(U210 g2} {1})) (Gr({2} {1} /G X ’ﬁ(I)’ICGr(A{(zj)’{l}) < SS{%/’E)
Cy egrxI1d

¢,
(20 x 0, 5D K E,) ° (0/Gw x 8D, B, B8, 1)

On rappelle que Orby C G(F,)/G(0,) est la réunion des G(O,)-orbites associées

aux copoids dominants qui sont des poids de V. La correspondance cohomologique

G,res(m,n) o ereS(mﬂL) o eﬁGr

b est supportée par

U/Gnv — yreb(m " Gr(A{f})'“})/G'm fyﬁ/Gnv = OrbV/Km n 7 Cht;eb ) = U/Km n

(ou K, agit sur Orby a travers G(O,,)). Elle est donc donnée par la mul-
tiplication par une fonction kv, € C.(G(0,)\G(F,)/G(0,),E) a support dans
Orby /G(0O,). Cela termine la preuve du lemme [6 O

6.5. Démonstration du lemme Nous sommes ici dans le cas ou I = 0,
W =1 et deg(v) = 1. Nous commencgons par montrer le lemme & un signe et
une puissance de ¢'/? pres, puis nous vérifierons que la normalisation est correcte
en nous limitant aux lieux lisses, par un argument similiaire a la preuve du cas
minuscule donnée dans I'introduction.

Adaptons rapidement les notations précédentes, avec en plus une troncature de
Harder-Naramsimhan pour garantir que nous aurons affaire & des schémas et non
a des champs. Soit p un copoids dominant arbitraire de G et N C X \ v un niveau

< . . . . .
assez grand pour que Bung/) soit un schéma. En fait pour des raisons techniques

< . . . . s
nous demandons que Bunz’, ]\J,r " soit un schéma (ol &, qui dépend seulement de V,

sera défini dans quelques lignes).
Pour tout singleton J (qui sera {1} pour la premieére copie de Hy et {2} pour
la deuxieme copie dans le produit Hy x Hy qui apparaitra dans le prochain dia-

gramme) on définit Hy comme 'ouvert de Heckeg\}])J v |, formé des (G, 1) 2, (9, ¢")
tels que (G,v) et (§',v’) appartiennent & BunéN C’est un schéma. Voici la
définition de « : il est tel que pour tout point (G, ) 2, (9,9 de Heckeg\i)(,y .
vérifiant (§',v’) € BunG v (G,v) appartient & Bunéf‘l\}r“.

On note 2 et T' les schémas discrets sur F, qui sont des réunions de copies
de v = Spec(F,) indexées par les ensembles Buné“ v(Fq) et Hy(F,) (plus loin

on écrira parfois Z = Bunéf‘N(Fq) et I' = Hy(F,;)). On remarque que I' est la

correspondance de Hecke entre Z et lui-méme, qui est formée des ((&, 1) 2, (&,9")
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avec (€,1) et (&',4') dans Z et ¢ une modification en v telle que I’élément associé de
G(0,)\G(F,)/G(0,) appartienne & G(9,)\Orby. On note p : Z — v le morphisme
évident.

On définit 212D comme louvert de Chtgél{}l{;}}i/‘gv*
grammes

(6.36) (S0, th0) 2 (S1, 1) 22 ("So, Tbo)

IND) formé des dia-

tels que (Go, o) et (G1,11) appartiennent a Buné“N C’est un schéma sur v =

SpecFy. On note Y, (l—b> Z{1H42D e sous-schéma fermé défini par la condition que
$2¢1 ’étend en un isomorphisme sur X x S. On définit de facon analogue Z(125{1})
et Yy. Le morphisme de Frobenius partiel F 1y : (112D — ({2141 envoie (6.36)

vers

(91##1) % (7 90,71/)0) = (TG0, ).

On rappelle que les faisceaux d’intersection FUH{2H et UL sont dotés des
correspondances cohomologiques

e C; de (v, E,) vers (221111 F(21{1D) supportée sur
2y, Yy (210D
o € de (22101, FU2LD) vers (212D FULEDY supportée sur
Z(2h 1) T opf2n 14, o (1).q2))
e @, de (2UH{2H FHIH2D) vers (v, E,) supportée par
22D oy Py

Leur composée C, o Cr o €4 est supportée par Yy Xy (23,111 Yp = I' et nous voulons
montrer que c’est la multiplication par hy, (& une puissance de ¢'/? et un signe
pres pour le moment). Ces trois correspondances cohomologiques sont récapitulées
par la premiere ligne du diagramme suivant. D’autre part la composée des trois
correspondances cohomologiques de la proposition 6.6, appliquée au schéma Hy
sur IF, et & son faisceau d’intersection, est récapitulée par la derniere ligne de
ce diagramme et d’apres la proposition nous savons qu’elle est supportée par
I' = Hy(F,) et donnée par la multiplication par hy,, (& une puissance de q'/? et un
signe prés pour le moment). Nous allons utiliser ce diagramme pour montrer que
les deux composées sont les mémes (ou pour étre plus précis qu’elles sont données
par la multiplication par la méme fonction sur Hy (F,)):

(6.37) 2 <y, U gUeni) T gipiey LBy P g

| ] [+ % b
=T T
2 g Finy T

F2.1 1.2 A

Z Yy C
[p 1” 152'1 lﬂm H
P Frob x Id
-

’U-<LHN(—A>HN><HN HNXHN<—)HNﬂU
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On remarque que Z({1}H12 g’identifie au sous-schéma fermé de Hy x Hy formé des
points

(6.38) (((S1,81) =5 (G0, ¥ (S, ¥2) 2 (S5, 5))
tels que

(6.39) (1, ¥1) = (52, ¥5)

(6.40) et (S2,%2) = ("91, 1)

puisqu’ils fournissent alors le diagramme habituel

(917w1) (917¢1) (9272/12) (927'(/}2) ( 91>T¢1)'

On définit 742 comme le sous-schéma fermé de Hy x Hy formé des points (6.35))

tels que la condition ([B.39) soit satisfaite. On peut remarquer si on veut que T2
est égal a un ouvert de la fibre de Heckeiglgi{é}év* en A(v) mais cela ne servira pas.

De méme Z({2H{1D) g’identifie au sous-schéma fermé de H x Hy formé des points

[63]) tels que

(6.41) (S1,91) = ("S5, ")
(6.42) et (G2,%2) = (G1,¢1)

puisqu’ils fournissent alors le diagramme habituel

(S 04) 2 (S, ) = (Su,4b1) 255 (G4, 04) = (7S, "4,

On définit 72! comme le sous-schéma fermé de Hy x Hy formé des points (6.35))
tels que la condition (6.41)) soit satisfaite. On définit F(‘{Tl} comme la restriction a
T2 de Hy x Hy 219 110« Hy.

Dans le diagramme ci-dessus le carré entre jy et %! et le carré entre a2 et j,
sont cartésiens.

On définit Fy comme le faisceau d’intersection de Hy. On note Gry,, le schéma
sur v égal a la fibre de Grf,"]‘)/v sur v, olt J est un singleton (le méme schéma avait
été noté Grg{l}) dans le paragraphe précédent).

On a un morphisme évident v : Hy — Gry,,/Gpy et Fy est canoniquement
isomorphe & v*(ICary,, )[d](d/2) ot d = dim Bung,n. Bien sir DFy ~ Fy mais
il est préférable de garder la notation DFy puisqu’elle figure dans I’énoncé de la
proposition

On définit F2' = (821)*(Fy RDFy) et Fo* = (812)*(Fy B DFy). Dot une
correspondance cohomologique “image inverse” évidente

Chen de (Hy x Hy, Ty BDFy) vers (T34, F2)
supportée par
B2 21 1A g2
Hy xHy +— T — T,

De méme on une correspondance cohomologique “image inverse” €%, .
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On a un diagramme commutatif

7,({2}{1}) 72,1

421 521

GrV,v/Gnv X GrV*,v/Gnv

et 21 et 621 sont lisses, de dimension 2n dim(G) et 2ndim(G) + d et a1 est,
fibre par fibre un plongement lisse de codimension d. Plus précisément, localement
pour la topologie étale au voisinage de Z(2{1) on peut construire un morphisme
kT30 = A tel que

e le morphisme
(6.43) (6%1, k) : T2 = Gry.y /Gy X Gry- /Gy x A?

soit lisse de dimension 2n dim(G),

o a?! identifie Z(2H11) avec I'image inverse de 0 € A%,
En effet on peut construire £ comme la différence entre des relevés de (G1,v1) et
(G2,%2) par un morphisme étale d’un ouvert de A? dans Buné“ v (de sorte que

Pannulation de & force 1'équation ([6:42])).
Comme

FEUD = (1) (ICary xary ) et Tyt = (1) (ICary  xGry- ,)[24](d),
on obtient une correspondance cohomologique “image directe” canonique
Gz de (220D F{2HDY yers (72,1’3'%1)
supportée par
(25010 14 o (211} @7 g21
En effet 'isomorphisme canonique ¢' (EM [2d](d)> ~ F, (ou ¢ est l'inclusion de 0

dans A?) fournit, par recollement pour la topologie étale, un isomorphisme canon-
ique de faisceaux pervers (& décalage pres)

1 a2.1) ,
(6.44) (@) (5"7 ) ~ gD
De méme on définit un isomorphisme

(6.45) (a12)" (g;y) ~ {1142}

et on en déduit une correspondance cohomologique “image directe” C 41.2.

La définition de Cp et C; dans le diagramme ci-dessous est évidente puisque Z
est une réunion de copies de v. On définit les correspondances cohomologiques Cg,
CT et CE du diagramme ci-dessous de la fagon suivante :

e on définit @g comme
()i Ez = (6] )jipnEo = (B Ay B, — (B71)" (Fy B DFy) = 55!

ou la deuxieme égalité est le changement de base propre dans le carré
cartésien entre jy et %!, et le morphisme en troisitme position provient
du morphisme Apy E, — Fny K DFy associé a (‘fﬁA, si bien que @g o€, =
6?32,1 o eﬁA’
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e C7 est associée a la correspondance image inverse

F‘J’
21 , {1} 1,2 Id 41,2
T ——=— T — THe)

et au morphisme (Ff[rl})*(fﬂlrg) — F2" qui vient par image inverse par f; o
et B21 du morphisme (Frob x Id)*(Fy X DFy) — Fy X DFy qui donne
Crrob x 1d, s bien que €15 © Crrob x 1d = €L o Chz1,s

e on définit CE comme la correspondance cohomologique donnée par le méme
morphisme

(AT)*(B2)*(Fn B DFy) = A*(Fy RDFn) — piy By

que G2, si bien que (‘IE o (‘321,2 = GbA.

Alors le diagramme de correspondances cohomologiques suivant est commutatif (&
une puissance de ¢'/2 pres pour le carré du milieu en haut et & un signe prés pour
les carrés de gauche et de droite en haut):

e
(2, Ey) —— (22101D) 32141} _¢tr (22D F{1142D) _& (2, E2)

lld l@!,um le!,am Lep,!
el eT

ei}’
(2, By) ——— (7>1,52") L (T2, 95%) ———— (v, E,)

TG; Te;zl Tegl,z Tld
A
¢ CFrob x Id ep

(v,B,) — = (Hy x Hy, Ty BDFy) "5 (Hy x Hy, Fy KDFy) —— (v, E,)

Pour montrer la commutativité (& une puissance de q'? pres) du carré entre Cp
et CT. on utilise les morphismes vers Grq(){l})/ Gy X Grg{Q})/ Gy, et des variantes
évidentes de la proposition B4l Plus précisément, localement pour la topologie
étale au voisinage de I'image de 72! on peut construire un diagramme commutatif

F’J'
F2,1 i1} 1,2

| l

Frob x Id x Id
d d
Grv,y/Gry X Gry« /Gy X A* <————— Gry,, /Gy X Gry« /Gpy X A

tel que les fleches verticales soient lisses et que Z({2H{1}) £ 2({13.2D) gobtienne
comme image inverse de 0 € A%,

Il reste a montrer que les carrés en haut a gauche et en haut a droite sont com-
mutatifs (a un signe pres). La construction de € 42,1 ci-dessus fournit un isomor-
phisme canonique (a>1)'(F2') ~ FUZHH | d’ott un isomorphisme (i])'(F2') ~
i;i(ff({Q}’{l})) sur Y et par conséquent il existe une unique correspondance coho-
mologique €} telle que €y 421 0 €} = (‘fg.
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D’autre part on déﬁnit € a partir de CE par changement de base propre dans le
carré cartésien entre a2 et j,, de sorte que €, 0C) = @70 Ci q1.2. Plus précisément
GT est donnée par un morphlsme ff" — ATp! vy, d’ou 'on déduit la correspon-
dance €} par la composition

F({1), (2 EI,

(04112)!3:%'72 — (alvz)!Agp!NEv =~ Z.b,*.j;p!]\/'EWU = ib7*p!bEZ
ou 'avant derniere étape est le changement de base propre.

Nous sommes donc réduits a montrer que €, = €4 et C) = C, (au signe pres).
Ces égalités sont vraies sur les lieux lisses de Z({2H{1D et 2({1H{2D car ce sont les
intersections avec le lieu lisse de Hy x Hy, sur lequel tous les sous-schémas sont
lisses et les deux carrés cartésiens sont des intersections transverses. Maintenant on
applique a Gg et Cy le lemme suivant (I'argument pour € et €, ne sera pas répété
car il est similaire et en résulte méme par dualité de Verdier et permutation de 1
et 2).

Lemme 6.15. Si dans le diagramme ci-dessus on oublie les tronca-
tures par BunGN, deur correspondances cohomologiques de (Z,Ez) wers

(Z({z} A g2} {1})) supportées par Yy sont égales si elles coincident sur le lieu
lisse.

Ce lemme suffit pour montrer que Gé = Cy. En effet on peut plonger le diagramme

<
ci-dessus dans le méme diagramme mais avec les troncatures données par BunG“ ]\J,r ®

(c’est la raison pour laquelle on avait demandé que Buné” J " soit un schéma).
Alors (‘31'j et Cy s’étendent en des correspondances dans le nouveau diagramme et
d’autre part 'image inverse toute entiere de Z = Bunéf‘ v(Fq) par py est incluse
dans le nouveau diagramme (c’est-a-dire qu’elle n’est pas coupée par la troncature
par u + k grace a ’hypothese sur k).

Démonstration du lemme G158 On a 221D = Cht {2{}2{11}2/&\/* A(v) €6 On pose
2,1 ({2,1}) ({0})
21 = = Cht oy vave law) = N (o). vev: |,
On a
({2}.{1}) 2}, {1})\ _ {21} _ {0}
(T2 (FER) = g:N,{Q,l},VIXV*,E,E|A(v) =N vev-z el

On a une inclusion évidente Z <> 221} et un carré cartésien
(6.46) Yp—— o g{2h{1})
lpu R
7+ o ({21}
Une correspondance cohomologique
de (2, Ez) vers (2(2H11) g({21{011)) qupportée par Yy
est la méme chose qu'une correspondance cohomologique

de (2, Ex) vers (2({(z1) 510 ) supportée par Z €% 2 4 2({211),

N{0},VRV* = E|U
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car par changement de base propre dans (6.40) on a

1 2},{1})y _ /- ({23{1}) 2},{1})y _ ! ({0}
(pg) i (FEH D) = () (F D) = (?N,{0}>V®V*,E7E’v>'
or ! (710 | est su £é degré > 0 i F{0 t
N A0} VeV S Ely pportée en degré > 0 (puisque N’{O}’V®V*’E’E|v es

pervers) et seul 1 C V ® V* contribue a sa composante de degré 0. Par conséquent
une telle correspondance cohomologique est simplement donnée par la multiplica-
tion par une fonction sur Z, et elle est clairement déterminée par sa restriction sur
le lieu lisse de 2({2H{1D (ou Y#). O

La commutativité du diagramme ci-dessus montre que les trois composées C, o
CroCy, Ggo(i’% oG’;iI et GbA 0 CFrob x Ido(‘,’ﬁA, sont égales (& une puissance de ¢'/? et un
signe pres pour le moment). Nous savons qu’elles sont supportées par I' = Hy (F,),
et d’apres la proposition [6.6] (appliqués & Hy et Fy), GbA 0 Chyob x 1d © GﬁA est donné
par la multiplication par hy, (& une puissance de ¢'/? et un signe pres). Par
conséquent €, o Cp o Cy est donné par la multiplication par hy, (& une puissance
de ¢'/? et un signe pres pour le moment). On pourrait expliciter tous les signes
et les puissances de ¢*/? dans I'argument précédent mais pour terminer la preuve
du lemme le plus simple est de remarquer que la restriction de hy, & l'orbite
correspondant au plus haut poids de V' dans G(0,)\G(F,)/G(O,) est non nulle
et correspond dans la composition GbA 0 CFrob x Id © GﬁA a une situation ou tous les
lieux sont lisses et les intersections transverses. Cette situation est en tous points
identique au cas minuscule traité dans l'introduction, dont il suffit de répéter les
arguments. (|

La preuve de la proposition était tres longue. Les trois remarques ci-dessous
proposent des idées de preuves différentes. Enfin dans la remarque[G.19on évoquera
une preuve beaucoup plus simple (mais reposant sur un formalisme général qui sort
du cadre de cet article) que Yakov Varshavsky a indiquée récemment & l'auteur
[Vari6].

Remarque 6.16. On suppose que deg(v) = 1 car autrement les notations seraient
trop compliquées. Les correspondances cohomologiques €; = €, et Ca = Cp o €y
sont supportées par Y, =Y, et Yo = Yy X5 r.123.0p LEHZHD | Par suite € 0 Cy =
C, o Cr o Gy est supportée par Yi Xgiy. 23 Y2 = . On peut montrer que
cette intersection est transverse dans le sens ou on est dans une situation produit
localement pour la topologie étale (voir la v5 de cet article sur arXiv pour plus
de détails). Cela devrait impliquer que les termes locaux pour la composée des
correspondances cohomologiques C; et Co supportées par Y; et Yo peuvent étre
calculés directement sur les fibres des faisceaux en les points de U'intersection (620,
et on obtient facilement hy,,. Mais nous avons manqué de références.

Remarque 6.17. Une autre idée pour montrer la proposition en évitant ces
difficultés techniques serait d’utiliser les résolutions de Bott-Samelson pour avoir
des champs lisses et des intersections de sous-champs lisses qui soient transverses
au sens usuel. Un inconvénient de cette approche est qu’elle requiert des arguments
supplémentaires dans le cas non déployé considéré dans la section

Remarque 6.18. Dans la situation ou I est vide et deg(v) = 1, la composition
G, o Cp o €4 apparait, avec les notations de la remarque 6.9, comme une sorte de
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- . {1} (3} .
restriction au graphe de Frobenius de Hecke {1},v Vers Hecke (B1V de la composition
D, o Dy. Mais nous ne sommes pas parvenus a mettre en forme cette idée.

La conclusion de ces trois remarques est que l'auteur n’a pas trouvé de preuve
plus simple de la proposition Quelle que soit la méthode employée, il faut
nécessairement montrer un résultat de transversalité. Enoncer et exploiter un tel
résultat est rendu plus difficile par les singularités et le cas ou deg(v) > 1.

Remarque 6.19. Cependant Yakov Varshavsky [Varl6] a récemment indiqué &
Pauteur que Pégalité schématique (620) suffit en fait, grace & des arguments gén-
éraux, a impliquer un certain énoncé de transversalité et a en déduire que la com-
posée des correspondances cohomologiques est égale a ce que l'on attend. Cela
repose sur un formalisme général qui dépasse le cadre ce cet article.

7. RELATIONS D’EICHLER-SHIMURA

Soit I un ensemble fini, W une représentation de dimension finie de (CA?)I et V une
représentation irréductible de G. On considere W X V comme une représentation
de (G)™°{%}. Soit v une place de X ~ N. Comme précédemment E, désigne le
faisceau constant en v.

Le morphisme

chg(v) . <u,E

< | <p+r,E
{0} YUNTU{0},WRV [ (X~ N)T xv

- :HN,IU{O},WIZV|(X\N)I Xv

est bien défini (pour x assez grand ) parce que Frobgeg(v) est Iidentité en v. La
relation d’Eichler-Shimura exprime qu’il est annulé par un polynéome de degré
dim (V) dont les coefficients sont les restrictions de (X ~ N)TU{0 a4 (X <~ N)! x v
des opérateurs de Hecke étendus T'(hpiy,,) de la proposition Il est vraiment
nécessaire de considérer les opérateurs étendus car les opérateurs de Hecke T'(hpiv,,)
du paragraphe B4l n’étaient définis que sur (X ~ (N U))/“{°, On rappelle que
dans la proposition I'opérateur de Hecke étendu T'(hpiy,) a été défini comme
le morphisme Syiy,,,. Pour cette raison on va énoncer la proposition suivante avec
Spive. Un autre avantage est que cela la rend logiquement indépendante de la
proposition En effet, grace a la définition des morphismes Syiy,,, par (6.2)-
[©3), la preuve va consister en un simple calcul d’algeébre tensorielle (inspiré par
une preuve du théoréme d’Hamilton-Cayley).

Proposition 7.1. Pour k assez grand (en fonction de deg(v) et V'), on a
dim V
A .
(7.1) S (CDHEGE) 0 Spaimv-iva| (xnyixe =0 dans
i=0
<u,E Sptr,E
Hompy((x< Ny xv,B) (:H:N,IU{O},Wg\/’(X\N)quj’HN,IU{O},W&V‘(X\NVXU)'
Avant d’attaquer la démonstration on commence par rappeler une preuve “ten-
sorielle” du théoreme de Hamilton-Cayley, d’apres le paragraphe 6.5 de [Cvi08] et
[Pet09]. En fait cette preuve apparait déja dans la démonstration du théoreme
13.4.12 de [Jan07] (dans un esprit assez proche du notre).
Soit k un corps de caractéristique 0 (par exemple E). Pour tout ensemble fini
J, on possede 'antisymétriseur

1
‘AJ:M Z s(o)o
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dans ’algebre du groupe des permutations de J (o s(o) est la signature de o). Pour
tout k-espace vectoriel V' de dimension finie, A; agit sur V&’ par un idempotent
dont 'image est A* V.

Soit J un ensemble fini et V un k-espace vectoriel de dimension finie. Soit
T € End(V) et n € N. Pour tout U € End(V®{9“/) on note €;(T,U) € End(V)
I’opérateur composé

Idy ®(6v)®']
y Mveby)T,

U®Id(v*)®J
—

Ve (V ® V*)@J _ V®{O}UJ ® (V*)®J

V®{O}UJ ® (V*)®J =V ® veJ ® (V*)®J

J
Idyv ®1 ® ®Id(v*)®~f )®] Idv ®(8VV)®J
-

VeV oV =ve (Ve V* 1%

ot {0} U J est bien siir une réunion disjointe. On va appliquer cette construction &
J ={1,...,n}, de sorte que {0} U J = {0, ...,n}. On va montrer I’égalité

n

(=)' Tr(A™“T)T" dans End(V).

Hamilton-Cayley Y"1 ,(—1)" Tr(A"~'T)T" = 0.

Voici maintenant la démonstration de ([Z2). On développe Ajo,1,..,n} €D une
somme sur les permutations o de {0,...,n} et on distingue suivant la longueur
£(0,0) du cycle contenant 0. Pour ¢ € {0,...,n} le nombre de permutations telles
que ¢(0,0) = i+ 1 vaut toujours n!, car il y a n(n —1)---(n — i + 1) possibilités
pour le cycle, et (n —4)! possibilités pour la permutation restante. Il suffit donc de
démontrer que pour tout i € {0,...,n},

1 7 n—t %
€, 0} (T7 o Z S(U)O’) = (=1)"Tr(A™“T)T".
" 0e6({0,...,n}) £(0,0)=i+1

Comme €y ,3(T,U) est inchangé si on conjugue U par une permutation de
{0,...,n} fixant 0, on peut remplacer la moyenne sur les permutations o telles
que £(0,0) = i + 1 par une moyenne sur les permutations o telles que 0 = 1 %
- 53 5 0 et il suffit donc de démontrer que

1 i n—i i
a1, n} (T, =) Z 8(0)0) = (=1 Te(A™*T)T".
€6 ({0,...,n}),0—1-23--23i-230
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Dans (73] o est simplement la juxtaposition de la permutation circulaire ; : 0 —
1— -+ =4 — 0 et dune permutation 7 de {i + 1,...,n} et la moyenne porte sur
7. On a s(o) = (—1)"s(7). Donc le membre de gauche de (T3] est égal au produit

e de (—1)7,

e du scalaire égal a la composée

(5v)®{i+1 11111 n}

k

qui est évidemment Tr(A"~'T),
e et de € (T,ki) : V = V, ol & : yei0it  y@{0.i} a0it par
permutation circulaire des facteurs.

On en déduit ([Z2), car on va montrer que &gy ;3 (7, k;) est égal & T :V = V.
En effet, en changeant I’'ordre des facteurs dans V @ V&Lt @ (V*)®{Lt} op
V ® (V*® V)® on obtient que €1,...i3 (T, o) est égal a la composée

581 : X « .
(74) VOV y g (v gy T80y N0 Sldv: 81Dy, o) (17x g yry@i

cv?ﬁi ® Idy

=VeV)% eV V.

On montre par récurrence sur i que (Z4) est égal & T* en utilisant le fait que la
composée

(7.5) v IV e v e V)= (Ve V) ey Sveldv, v

est égale & Idy d’apres le lemme de Zorro (GI8]). Ceci termine 'explication de la
preuve “tensorielle” du théoreme de Hamilton-Cayley.

Démonstration de la proposition [[Jl On rappelle que pour tout ensemble fini .J,
on possede 'antisymétriseur
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Pour tout entier n et tout endomorphisme U de V&{0:1n} — yy®n+1) " on note
€, (U) (pour simplifier par rapport a la notation €rq 1, . ,3(U) utilisée précédem-
ment) la composée

i
eév@n

<mE (X~N)T xv
(7.6) J{N,Ju{o}w&v‘(x\z\/ym
<p,E |
N, IU{0}U{1,....n}U{n+1,....2n} WKV RVErR(V*)En | (X N)IxA(v)

9 (dw RURI yma) g

N, 1U{0}U{1,....n}U{n+1,...,.2n}, WRV RVErR(V*)En | (X N)T x A(v)
deg(v
Hje{l ,,,,, n}(F{J'}) &) <p+ndeg(v)k,E
N, 1U{0}U{1,....n}U{n+1,...,.2n} WRV RVErR(V*)En | (X N)I x A(v)

eb
eV @n ’(X\N)va g_cgu—i-n deg(v)mE’
N,IU{0},WRV (X~ N) xv"

Autrement dit, on part de TU{0} (avec la patte 0 fixée en v) et de la représentation
W RV, puis

e on crée des paires de pattes (1,n+1),(2,n+2),...,(n,2n) en v & 'aide de
oy : 1= VeV

e on applique U aux pattes dans {0, ...,n} et & la représentation V&

e on applique le morphisme de Frobenius partiel (F{j})deg(”) aux pattes j €
{1,...,n},

e on annihile les paires de pattes (1,n+ 1), (2,n+2), ..., (n,2n) en v a laide
deevy : V@V — 1.

{0,100}
b)

On prend n = dim V. Comme ATV =0, Afo,1,...,n} agit par zéro sur y@{0,...,n}
et donc &, (Aqo,1,....n}) est nul. Mais d'un autre coté, en développant la moyenne
dans Ajg1,... n} On va montrer que €, (A{O,l,...,n}) est égal au membre de gauche de
@) (divisé par n + 1).

On développe donc le morphisme composé ([Z8) en écrivant Ay ;.. 3 comme
une moyenne sur les permutations o de {0, ...,n} et on distingue suivant la longueur
£(0,0) du cycle contenant 0. Pour tout ¢ € {0,...,n} le nombre de permutations
telles que ¢(0,0) = i + 1 est toujours n!, parce qu'il y an(n —1)---(n —i+ 1)
possibilités pour le cycle contenant 0, et (n — 4)! possibilités pour le reste de la
permutation. Il suffit donc de montrer que pour tout ¢ € {0, ...,n},

1 i deg(v)yi
Q:n(m Z S(U)U) = (_1) (F{Of( )) o] SAdimV—iva.
" 0e6({0,...,n}),6(0,0)=i+1

Comme €, (U) ne change pas quand on conjugue U par une permutation de {0, ...,n}
fixant 0 (car cela revient seulement & changer les noms des indices dans {1,...,n}
et {n+1,...,2n} qui apparaissent comme intermédiaires dans la construction), on
peut remplacer la moyenne sur les permutations o telles que (o, 0) = i+ 1 par une

. . (e g [od
moyenne sur les permutations o telles que le cycle contenant 0 soit0 — 1 — --- —

i % 0. Autrement dit il suffit de montrer que
(7.7)

(D (Figr ™) 0 Spamv vz

c
3
—
| | =
~
=N
2
Q
~—
Il
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Dans (7)) o est simplement la juxtaposition de la permutation circulaire 0 — 1 —
-+ = 4 — 0 et d’'une permutation 7 de {i+1,...,n} et la moyenne porte sur 7. On a
s(o) = (=1)%s(7) et cela explique le signe (—1)¢ dans le membre de droite de (T.7).
Les pattes {0}U{1, ...,i}U{n+1,...,n+i} d'un coté et {i+1,...,n}U{n+i+1,...,2n}
de lautre coté jouent des roles complétement indépendants (les pattes dans I ne
jouent quant & elles aucun role).
Ce qui arrive aux pattes dans {i+1,...,n}U{n+i+1,...,2n} est la chose suivante:
e on crée les paires de pattes (i +1,n+i+1),(i +2,n+i+2),...,(n,2n) en
valaidededy :1 =V V™
e on antisymétrise les pattes dans {i + 1,...,n} (grace a la moyenne sur 7),
e on applique le morphisme de Frobenius partiel en les pattes de {i+1,...,n},
e on annihile les paires de pattes (i+1,n+i+1), (i +2,n+i+2),..., (n,2n)
env alaidedeevy : VRV*—1.

Comme Ay, n) agit sur yelitln}t par un idempotent dont l'image est

ALV =i/ cette composée est exactement le morphisme Spdimv-iy,. Pour jus-
tifier ceci formellement on procéde comme dans la preuve de ([(L44]), avec u égal &
I'inclusion de A7V @ (AJV)* dans V& @ (V*)®I qui est telle que
(.Aj ® Id(v*)®j) o 6V®j =uo 5AjV et evyw; ou = evpiy .
Ce qui arrive aux pattes dans {0} U{1,...,i}U{n+1,...,n+i} est la chose suivante:
e on crée les paires de pattes (1,n+1),(2,n+2), ..., (i,n+1) en v a l'aide de
by : 1=V eV
e on applique la permutation circulaire 0 - 1 — --- — ¢ — 0 aux pattes de
{0,...,i},
e on applique le morphisme de Frobenius partiel en les pattes de {1, ...,4},
e on annihile les paires de pattes (1,n+1),(2,n+2), ..., (i,n+14) en v & laide
deevy : VRV*—1.
Si on numérote ensemble {0} U {1,...,i}U{n+1,...,n+ i} de 0 & 2i dans lordre
mélangé (0,n + 1,1,n+ 2,....n + i,7), la composée précédente devient égale a la
suivante: partant de I U {0},
e on crée les paires de pattes (1,2),(3,4),...,(2i — 1,2¢) en v & laide de dy :
1—-V*®YV, et on arrive dans

HS#»E |
NIU{0}U{1,....2i} WRVRV* - RVEV*RV | (X N) T xA(0)’

e on applique le morphisme de Frobenius partiel en les pattes de {0,2,4, ...,
2i — 2},
e on annihile les paires de pattes (0,1),(2,3),...,(2i — 2,2i — 1) en v & l’aide
deevy : V@V — 1.
Par récurrence sur ¢ on montre facilement que cette derniere composée est égale a
(F{dg}g(v))i, a l'aide de ’égalité entre ([CH]) et Idy. Signalons que ce dernier argument

(c’est-a-dire 'utilisation de la permutation circulaire pour obtenir (F{dgf(v))i) est

tres voisin du théoréeme 1 et du lemme 2 dans [NBC06a].

Remarque 7.2. Dans [XZ17], Liang Xiao et Xinwen Zhu ont défini (dans un
cadre un peu différent) un anneau de correspondances cohomologiques entre

(1,{0})
ChtN,Iu{o},lev } (X~N) xv

résulte formellement de Hamilton-Cayley.

et lui-méme, dans lequel la relation d’Eichler-Shimura



818 VINCENT LAFFORGUE

8. SOUS-FAISCEAUX CONSTRUCTIBLES STABLES PAR LES MORPHISMES
DE FROBENIUS PARTIELS

On appelle point géométrique T d’un schéma Y la donnée d’un corps algébrique-
ment clos k(Z) et d’'un morphisme Spec(k(Z)) — Y (dans lexposé VIII “Fonc-
teurs fibres, supports, étude cohomologique des morphismes finis” de [SGA4-2]
la définition des points géométriques fait intervenir des extensions séparablement
closes, mais nous ne suivons pas cette convention ici). Autrement dit c’est la donnée
d’un point z de Y et d’une extension algébriquement close k(Z) de k(z). Soit
A=0pg,E ou Q. SiF est un A-faisceau constructible sur un voisinage de = dans
Y, on note Fz ou ?‘f la fibre de ¥ en T (qui est un A-module de type fini). On
note Y(z) le localisé strict (ou hensélisé strict) de Y en . Autrement dit Y(z) est le
spectre de 'anneau lim I'(U, Oy ), ol la limite inductive est prise sur les voisinages
étales T-pointés de z. C’est un anneau local hensélien dont le corps résiduel est la
cloture séparable de k(z) dans k(Z). Si T et ¥ sont deux points géométriques de
Y, on appelle fleche de spécialisation sp : T — 7 un morphisme Y(z) — Y(3), ou de
fagon équivalente un morphisme T — Y5 (une telle fleche existe si et seulement si
y est dans I'adhérence de Zariski de ). D’apres le paragraphe 7 de I'exposé VIII de
[SGA4-2] une fleche de spécialisation sp : T — 7 induit pour tout A-faisceau con-
structible & sur un ouvert de Y contenant y un homomorphisme de spécialisation
sp* : Fy — Fz (qui découle simplement de la définition de la fibre d’un faisceau en
un point géométrique).

Comme on lavait déja fait dans l'introduction, on fixe une cléture algébrique
F de F et on note 7 = Spec(F) le point géométrique correspondant au-dessus du
point générique 1 de X.

Soit I un ensemble fini. On note A : X — X! le morphisme diagonal. On
note n’ = Spec(F?) le point générique de X?. On fixe un point géométrique nl
au-dessus de n!, muni d'une fleche de spécialisation sp : n! — A(7).

R . . 0,<u.E .
Remargue 8.1. Le role de sp est le suivant. Les faisceaux H 7'y, sont lisses sur

des ouverts de X! ne contenant pas forcément A(n) et c’est donc leur fibre en
T]_I que l'on étudie. D’un autre cOté on construira certains sous-faisceaux qui se
prolongent en des faisceaux lisses sur un ouvert de X! contenant A(n) et pour ces
sous-faisceaux il est trés important de considérer la fibre en A(7) du prolongement
car elle est plus canonique (par exemple elle est compatible avec ’action du groupe
GS(I) des permutations de I et avec la coalescence des pattes). Le role de sp est
d’identifier canoniquement la fibre en n! de ces sous-faisceaux avec la fibre en A(7)
de leur prolongement. L’idée de considérer la fibre en un point géométrique de la
diagonale apparait dans le paragraphe 3.1 de [NBCO0Ga).

Dans la suite on emploiera des lettres gothiques €, &, 91 pour les O g-modules ou
les Og-faisceaux et des lettres calligraphiées €, G, M pour les F-espaces vectoriels
ou les F-faisceaux.

On rappelle que pour toute partie J C I on note Frob; : X! — X' le morphisme
qui & (x;);cr associe (x});cr avec

(8.1) x, = Frob(z;) si i € J et x, =uxz; sinon.
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Lemme 8.2 (Drinfeld, théoréme 2.1 de [Dri80] et proposition 6.1 de [Dri87b]). Soit
U un ouvert dense de X. On a une équivalence entre

e la catégorie C(U,I,0F) des Op-faisceaur lisses (constructibles) & sur U',
munis d’une action des morphismes de Frobenius partiels, c’est-a-dire
d’isomorphismes Fy; : Frob?i}(t’f) ~ & commutant entre euzx et dont la
composée est 'isomorphisme naturel Froby: (€) ~ €,

e la catégorie des représentations continues de w1 (U, M)’ sur des Og-modules
de type fini,

qui est caractérisée de maniére unique par les deux faits suivants

e la composée avec le foncteur de restriction des représentations de my (U, m)*
a m(U,7) plongé diagonalement est le foncteur € — €,

o si (§i)ier est une famille de Og-faisceauz lisses (constructibles) sur U,
Uimage par ce foncteur de R;crF; (muni de laction naturelle des mor-
phismes de Frobenius partiels) est (Nici§i)am) = ®Qicr(Si)y, muni de
Vaction de w1 (U, 1)’ venant du fait que chaque (F;)7 est muni d’une ac-
tion de m (U, 7).

Remarque 8.3. Cette équivalence de catégories est bien caractérisée de maniere
unique par les deux conditions & la fin du lemme car ’énoncé du lemme implique que
tout objet de la catégorie C(U, I, Og) est un quotient d’un objet de la forme X;¢;F;
comme dans le lemme. En effet c’est vrai dans la catégorie des représentations
continues de 71 (U, 1) sur des O g-modules de type fini (cela est trés facile & montrer
pour des Og-modules de type fini de torsion et ce cas suffit pour que I’équivalence
de catégories soit caractérisée de fagon unique par les deux conditions & la fin du
lemme).

On peut décrire le foncteur inverse de fagon explicite: a une représentation
continue de 7 (U,7)! sur un Op-module de type fini il associe un O p-faisceau
lisse sur U grace au morphisme évident m (UL, A(7)) — 71 (U, ) et I'action des
morphismes de Frobenius partiels sur ce dernier est définie & 1’aide de la construction
suivante: si on se donne des revétements étales galoisiens U; de U et un ensemble
fini A muni d'une action de [[;.; Gal(U;/U), alors ([[;c; Us) X1q,_, Galw, /) A est
muni des morphismes de Frobenius partiels Froby, x [] i 1du; x 1da.

Dans le lemme ci-dessus on a présenté 1’équivalence de catégories dans le sens
ou on l'utilise dans cet article mais, comme on vient de le voir, c’est le foncteur
inverse qui est construit simplement. Dans les lemmes ci-dessous on donnera des
équivalences de catégorie dans 'autre sens.

Remarque 8.4. Dans le cadre du lemme précédent, 'homomorphisme de spéciali-
sation sp* : QE| am Qf‘n—l fournit un isomorphisme entre les foncteurs & — & ’ A

et € — (’3’77—1 de la catégorie C(U, I, Og) vers la catégorie des O g-modules.

Démonstration. Dans le cas ou fI = 2 I’énoncé figure dans le théoreme 2.1 de
[Dri80]. La preuve est donnée dans la proposition 6.1 de [Dri87b] (qui utilise la
proposition 1.1 de [Dri87a]). Elle est également reprise dans le théoréme 4 du
paragraphe IV.2 de [Laf97]. Le cas général est expliqué dans le théoreme 8.1.4 de
[Lau04], qui n’est pas publié.

Pour la commodité du lecteur nous rappelons maintenant la preuve. La rédaction
de la preuve donnée ci-dessous a été faite avec I'aide de Vladimir Drinfeld, Alain
Genestier et Gérard Laumon. On commence par le lemme suivant.
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Lemme 8.5 (Variante de la proposition 1.1 de [Dri87al). Soit k un corps séparable-
ment clos contenant F.
1) Le foncteur qui a V associe W =V @, k muni de ¢ = Idy @ Froby, fournit
une équivalence
o de la catégorie des F4-espaces vectoriels V' de dimension finie,
e vers la catégorie des couples (W, ) ou W est un k-espace vectoriel de di-
mension finie et ¢ : (Frobgpeck) (W) — W est un isomorphisme (si k est

algébriquement clos, ¢ est simplement un isomorphisme Froby-linéaire de
W dans W ).

2) Soit A une Fy-algebre. Alors le foncteur qui a M associe M ®@p, k = M ®4
(A® k) induit une équivalence
e de la catégorie des A-modules M,
e vers la catégorie des A ® k-modules N munis d’un isomorphisme
¢ : (Idgpec a4 x Frobgpeci)*(N) 5 N tel que tout élément de N soit inclus
dans un sous-k-espace vectoriel de N de dimension finie stable par .

Démonstration (d’aprés [Dri87al). Le 1) résulte de la surjectivité de I'isogénie de
Lang pour GL,, oun =dimV. On a V= W¢%. Le 2) avec A = F, découle de 1)
en l'appliquant aux sous-k-espaces vectoriels de N de dimension finie stables par
¢ (en effet la somme de deux sous-espaces de ce type est de ce type et N est une
réunion croissante de sous-espaces de ce type). Le 2) avec A arbitraire résulte du
2) avec A =F, car l'action de A se transmet par ’équivalence de catégories. O

Remarque 8.6. Voici un exemple de (N, ) qui n’est pas dans I'image essentielle du
foncteur de 2), bien que N soit un module projectif de type fini sur A®k, parce que
la condition & la fin de 2) n’est pas respectée: on prend A = F,[t,t~!] (Ialgebre des
fonctions sur G,,), N = A® k = k[t,t71], et  égal & la composée de Id4 ® Froby,
et de la multiplication par t.

Remarque 8.7. Dans la situation de 2), si Spec(A) est un ouvert affine Y d’une
variété projective Y sur F, et (N, ¢) vient d’'un O-module cohérent Nsur Y x Speck
muni d’un isomorphisme % : (Idy X Frobgpeck)*(ﬂ) ~ N, , la condition & la fin de
2) est satisfaite (car, en notant L un fibré ample sur Y, les H°(Y x Speck,N® L")
sont de dimension finie et stables par I'action de Frobenius). C’était la situation
considérée par Drinfeld dans la proposition 1.1 de [Dri87al (dont I’énoncé est que la
catégorie des (N, ) comme ci-dessus est équivalente & celle des O-modules cohérents

sur Y).

Lemme 8.8 (Généralisation de la proposition 6.1 de [Dri87b] et du lemme 8.1.2
de [Lau04]). Soit k un corps séparablement clos contenant Fy. Soit Y un schéma
sur Fq. Alors le foncteur Z — Z x Speck est une équivalence
e de la catégorie des revétements étales Z — 'Y,
e vers la catégorie des revétements étales T — Y x Speck munis d’un auto-
morphisme o : (Idy X Frobgpecry) (1) — T

On appelle revétement étale un morphisme fini étale.

Remarque 8.9. La conclusion est fausse si 'on omet ’hypothese que les morphismes
sont étales. Voici un contre-exemple. On prend Y = G,,, = SpecF,[t,t71], de sorte
que Y x Speck = Speck[t,t~1]. On prend alors Z = Spec(k[t,t~1])[€]/€2, et a tel
que o*(t) =t et a*(e) = te (et bien stir a* agit sur k par x — x?).
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Démonstration. Comme la catégorie des revétements étales de Y est équivalente a
celle de son réduit, et de méme pour Y X Speck, il suffit de montrer le lemme pour
Y réduit. En considérant les composantes irréductibles de Y et leurs intersections,
on voit qu’il suffit de montrer le lemme pour Y irréductible. En recollant il suffit
de montrer le lemme pour Y affine. On suppose donc Y = Spec(A4) avec A une
F -algebre integre.

Il est clair que le foncteur est pleinement fidele. Il reste & montrer qu’il est
essentiellement surjectif. On se donne donc T et o comme ci-dessus. Les équations
donnant T' et le morphisme « sont & coefficients dans une sous-algebre de A de type
fini. On suppose donc que A est une F,-algebre integre de type fini.

En langage géométrique la preuve consiste a compactifier Y, donc Y x Speck,
puis a considérer sa normalisation a I'infini dans le corps des fractions de T. On va
le faire de fagon completement élémentaire.

On note B la k-algebre des fonctions sur 7. Grace au 2) du lemme précédent il
suffit de montrer que B est une réunion de sous-k-espaces vectoriels de dimension
finie stables par a*. Si S est une partie finie de A\ {0}, comme B C B[S~ il suffit
de montrer que B[S~!] est une réunion de sous-k-espaces vectoriels de dimension
finie stables par a*. Donc on peut remplacer A par A[S™!]. En choisissant S
convenablement on peut supposer que Y est lisse, ce qu’on fait désormais. Il suffit
de montrer le résultat pour chaque composante connexe de Z. Or Z est lisse puisque
étale sur Y x Speck, et ses composantes connexes sont donc irréductibles.

Pour terminer la preuve il suffit donc de montrer que si B est une k-algebre
integre contenant A ® k et finie comme A ® k-module, telle que Frac(B) est une
extension séparable de Frac(A ® k), et si ¢ : B — B est un morphisme relevant
Id 4 ® Froby, et induisant un isomorphisme B®y, rob, &k — B, alors B est une réunion
de sous-k-espaces vectoriels de dimension finie stables par ¢. Le reste de la preuve
consiste a montrer ce dernier énoncé.

Par le théoreme de normalisation de Noether il existe d € N et x4, ..., x4 algébri-
quement indépendants dans A tels que A soit finie sur la sous-algebre Fy[x1, ..., z4],
et que Frac(A) soit une extension séparable de Fy(z1,...,x4) (voir par exemple le
corollaire 16.18 de [Eis95] ou le théoreme 4.2.2 de [HS06]). On est donc ramené a
montrer I'énoncé avec A = Fy[z1, ..., z4]. Tout élément de B est entier sur AQ k et
on possede Tr: B — A®@k et B1,..., B € B tels que ¢ : b+ (Tr(B;b))ieq1,....s) s0it
une injection de (A® k)-modules de B dans (A®k)*. On note A,, le sous-F4-espace
vectoriel de A formé des polynoémes de degré total < n. On note B, le sous-k-espace
vectoriel de B formé des éléments annulés par un polynéme de la forme

(8.2) zF + a1z 4+ . 4 ap avec k € N* et a; € Ay, @ k pour tout i = 1, ..., k.

Les formules classiques donnant & partir de deux polynomes P et ) de racines
X; et Y; les polynomes de racines X; + Y et X;Y; montrent que B,, est un sous-
k-espace vectoriel de B et que B,,;B,, C B, De plus B = UnEN B,. On a
Tr(B,) C A, ® k car Tr préserve la condition d’annulation par un polynéme de la
forme [B2) et A, ® k est exactement I’ensemble des éléments de A ® k vérifiant
cette condition. Donc si m est un entier tel que (i, ..., Bs appartiennent a B,,,
1(Br) C (Amin ® Ek)°. Donc B, est un k-espace vectoriel de dimension finie. Par
construction il est stable par ¢. Donc on a fini. |

Le lemme précédent implique immédiatement le lemme suivant.
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Lemme 8.10. Soit Y un schéma sur F,. On note F un corps contenant F, et
F5°P une cloture séparable de F. Le foncteur

e de la catégorie des revétements étales Z de Y, munis d’une action de
Gal(F*P/F),
e vers la catégorie des revétements étales T — Y x Spec(F) munis d’un
automorphisme o : (Idy x Frobgpec(py)*(T) — T,
qui & Z muni d’une action de Gal(F®°?/F') associe (T, o) avec
o T égal au quotient de Z x Spec(F*P) par l’action diagonale de Gal(F*°P/F),
e o donné par laction de Idz X Frobgpec(psery sur ce quotient,

est une équivalence de catégories.

Démonstration. On va construire un foncteur quasi-inverse qui & (7, @) associe Z
muni d’une action de Gal(F*®?/F'). On voit que

T =T XY xSpec(F) (Y X SpeC(Fsep))
est un revétement étale de Y x Spec(F*°P) muni d’un isomorphisme
& : (Idy x Frobgpee(peer))*(T) — T.

Par le lemme précédent il existe Z revétement étale de Y tel que T=27x Spec Fs¢P
et @ = Idz x Frobgpec pser. Comme Z est égal a l'espace des coinvariants de & agis-

sant sur T’ (¢’est-a-dire au coégalisateur de Id et &), Gal(F5°P /F) agit naturellement
sur Z. g

Lemme 8.11 (Drinfeld, théoréme 2.1 de [Dri80] et proposition 6.1 de [Dri87b], et
Eike Lau, lemme 8.1.2 de [Lau04]). Soient X1, ..., X des schémas connezxes sur
Fy. Pour tout i, soit Z; un point géométrique de X;. On a une équivalence entre

o la catégorie des actions continues de Hle m1(X5,Z;) sur des ensembles fi-
nis,

e [a catégorie des revétements étales T de Xy X ... X Xg, munis d’une action
des morphismes de Frobenius partiels, c’est-a-dire de morphismes Fi;) au-
dessus de Frobx, x [[;,;1dx;, commutant entre euz et dont la composée
est Frobr,

ot le foncteur est le suivant: si on se donne des revétements étales galoisiens U; de
Xi; et un ensemble fini A muni dune action de [[,c;Gal(U;/X;),
alors ([ L;e; Us) XT1,c; Gal(Us/X;) A, muni des morphismes de Frobenius
partiels Froby, XH].# Idy;, x1da, est limage par le foncteur de l'action de

Hle 71(X;,Z;) sur Uensemble fini (Hf:1(Uz)Z7) XT,e; Gal(Ui/X:) A.

Démonstration. Le cas ou k = 2 permet de montrer le cas général, par récurrence
sur k. On suppose donc que k = 2. Il est clair que le foncteur décrit dans I’énoncé
est pleinement fidele. Il reste donc & montrer qu’il est essentiellement surjectif.
On peut définir de fagon équivalente la premiere catégorie comme la catégorie des
revétements étales de Xo munis d’une action continue de m1(X1,%1). En recollant
on peut supposer Xs réduit, irréductible et affine. En échangeant les roles de X3
et X5 on peut faire de méme pour X;. Désormais on suppose donc que X; et Xs
sont réduits, irréductibles et affines.

On se donne donc un revétement étale T' de X; X Xo, muni de morphismes
Fyyy et Fyoy au-dessus de Froby, x Idx, et Idx, x Froby,, commutant entre eux et
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dont la composée est Frobr et on veut montrer que (7', Fi1y, Fyay) provient d’une
action de 71(X1,%1) X 7m1(Xo,Z2) sur un ensemble fini. Comme les équations de
T et les morphismes Fyqy et Fyoy s’expriment a I’aide d’un nombre fini d’éléments
des algebres de fonctions sur X7 et X5, on peut supposer X; et X5 de type fini, ce
qu’on fait désormais.

En appliquant le lemmeB8 & X; x Z3 et Z1 X X5 on voit que la fibre 7%, xz, a un
sens (bien que Z; X Zo ne soit pas un point géométrique de X; x X3) et qu’elle est
munie d’actions de m1(X7,%1) et m1(X2,Z2). On veut montrer qu’elles commutent
et que T provient de cette action de m1(X1,Z1) X m1(X2,Z2) sur T5,xz,. SiT ety
sont deux points géométriques d’un schéma connexe X on rappelle qu'un chemin de
T vers g est un isomorphisme entre les foncteurs fibres en T et § de la catégorie des
revétements étales de X vers la catégorie des ensembles finis. Soient, pour ¢ = 1,2,
T; et 7, des points géométriques de X; et 7; un chemin de Z; vers g,. On alors un
diagramme

71
Tz xgy —— Tﬂl XTo

le lw
71
Tfl XYy T§1 XYz
ou les fleches sont obtenues en appliquant le lemme B8 & X1 x To, X1 X ¥y, Ty X Xo,
Yy, X Xo. Il reste a montrer que ce diagramme est commutatif. On note XJ le
normalisé de X5. Comme X5 est affine, integre et de type fini, le morphisme de
XY vers X est fini (corollaire 13.13 de [Eis95]) et évidemment surjectif. II suffit de
montrer ’énoncé en supposant de plus que 2 se releve en un chemin sur XJ. En
effet parmi les chemins de Ty vers 7, (avec la topologie profinie) les chemins pouvant
étre coupés en chemins qui se relevent a X4 sont denses. Cela est équivalent au fait
que le morphisme X5 — Xy est de descente pour la catégorie fibrée des schémas
étales sur des Xop-schémas, d’apres le corollaire 3.3 de Pexposé IX de [SGAIL] (en
fait la descente est méme effective d’apres le théoreme 4.7 de loc. cit. mais on n’en
a pas besoin).

Par conséquent il suffit de montrer la commutativité du diagramme ci-dessus
lorsque Xo est integre, normal et de type fini. Dans ce cas, en notant 7x, un
point géométrique au-dessus du point générique 7x,, on sait que 71 (X2, 7x,) est un
quotient du groupe de Galois du corps de fractions 71 (1x,,7x, ). Donc le lemme[RT10
implique que (T, Fy1y, F{2y) provient d’une action de 1 (X1,%1) X 71 (X2, Z2) sur un
ensemble fini (car un revétement étale de X7 x Xo est déterminé par sa restriction
a X7 X nx,). On voit alors que le diagramme ci-dessus est commutatif. g

Fin de la démonstration du lemme B2l On fixe une bijection I = {1,...,k} et on
applique le lemme précédent avec X; = U pour tout i. O

Lemme 8.12 (Drinfeld, proposition 6.1 de [Dri87b|] et Eike Lau, lemme 9.2.1 de
[Cau04]). Soit Q un ouvert dense de X! et € un Op-faisceau lisse (constructible)
sur  muni d’une action des morphismes de Frobenius partiels, c’est-a-dire d’iso-
morphismes F;y Frob’fi}(e)‘nl ~ €|nf commutant entre euz et dont la composée
est lisomorphisme naturel Frob,(€) ~ €. Alors il existe un ouvert dense U de X
tel que & s’étende en un Opg-faisceau lisse sur U'.
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Démonstration. Soit Q le plus grand ouvert de X' tel que € s’étende en un Op-

faisceau lisse sur . Alors le complémentaire de Q est un fermé strict de X I
invariant par l’action des morphismes de Frobenius partiels Frobg;; de X I D apres
le lemme 9.2.1 de [Lau04] ce fermé strict est inclus dans une réunion finie de di-
viseurs verticaux (c’est-a-dire des images inverses d’un point fermé par 1'une des
projections X! — X). Pour la commodité du lecteur on rappelle la preuve de ce
lemme de Eike Lau. Soit Z C X! un fermé irréductible de dimension k¥ < #I. On
considere les degrés de ses projections vers X7 ot1 J parcourt '’ensemble des parties
de I de cardinal k. Les morphismes de Frobenius partiels multiplient ces degrés
par des puissances de g, d’out 'on déduit que si deux au moins sont non nuls alors
lorbite de Z suivant les morphismes de Frobenius partiels est infinie. Mais si un
seul de ces degrés est non nul, correspondant a une partie J C I, alors Z est vertical
relativement a toutes les projections vers les coordonnées dans I \ J. Il existe donc

un ouvert dense U C X tel que Q- Ul O

Corollaire 8.13. L’équivalence de catégories du lemme fournit un foncteur
(dépendant seulement du choizx de 7j)

e de la catégorie des O g-faisceauz constructibles € surn’, munis d’une action
des morphismes de Frobenius partiels, et admettant un prolongement a un
certain ouvert dense ) de X7,

e vers la catégorie des représentation continues de m(n,7)! dans un Op-
module de type fini, se factorisant par w (U,m)! pour un certain ouvert
dense U de X,

et ce foncteur est une équivalence de catégories.

Démonstration. Cela résulte des lemmesR.2let[8I2 Plus précisément le lemme [R12]
implique que & se prolonge en un faisceau lisse ¢ sur un ouvert de la forme U’ et
le lemme fournit une action de w1 (U,7)! sur €| A" O

Remarque 8.14. Dans les notations de la démonstration précédente, le choix de sp
fournit un isomorphisme Q‘S’ AG ) @‘ ’ +, donc Q‘S’n—l est muni d’une action

de 71(n,m)! dépendant du choix de sp.
Le lemme suivant sera utilisé ultérieurement (dans la preuve du lemme [[07]).

Lemme 8.15. Soit v € |X|. Soit I un ensemble fini et v € I un élément. On
fize un plongement F C F,. Soit d € N, et v € Gal(F,/F,) C Gal(F/F) tel que
deg(y) = d. On définit (vi)icr € Gal(F/F)! en posant v, = v et v; = 1 pour
1 # 1. On fixe un point géométrique v au-dessus de v et une fleche de spécialisation
sp, : 7 — T associés au choir du plongement F C F,. Plus précisément T est
le spectre du corps résiduel de Uextension mazimale non ramifiée de F, dans F,
et sp, vient de Uinclusion de U'hensélisé strict de F en © dans F C F,. On note
encore sp,, la fleche de spécialisation de A(7) vers A(v) égale a l’image par A de
cette derniere. Soit € un faisceau comme dans le lemme B2l ¢’est-a-dire lisse sur
un ouvert de la forme U et muni d’actions des morphismes de Frobenius partiels.
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On note j' : UT — X' inclusion. Alors on a la commutativité du diagramme

*
5P'U

(jj)*€|A(6) - €|A(ﬁ)

F?Le}g(v)d (vidier

I spy
(7)€ ar) = €lagm)
ou la fléche verticale de droite est laction de mi(U,n)! sur QE’A(E) donnée par le
lemme B2l

Remarque 8.16. Dans 1’énoncé précédent on ne suppose pas que v appartient a U.

Démonstration. 1l suffit de le montrer avec € de la forme X;c;€; (comme dans
I’énoncé du lemme B2). Alors, en notant j : U — X inclusion, on a (jl)*QE‘A(E) =
Ricr (j* @i‘i)' On est donc ramené a montrer le lemme dans le cas o I est un sin-

gleton, et alors cela résulte de la définition de deg : Gal(F, /F,) — Gal(k(v)/k(v))
par restriction de ’action sur l’extension non ramifiée maximale et sur son corps
résiduel. 0

Remarque 8.17. Le foncteur F +— ’J"n—I induit une équivalence entre la catégorie
des Op-faisceaux (resp. FE-faisceaux) constructibles sur 7! et la catégorie des

représentations continues de 71 (n!,n!) sur des Og-modules de type fini (resp. E-
espaces vectoriels de dimension finie). L’image inverse par Froby;; est une auto-
équivalence de la catégorie des Op-faisceaux (resp. FE-faisceaux) constructibles
sur n’. Si F est muni d’une action des morphismes de Frobenius partiels, et si
M C .’fn—I est une sous-my (n! ,F)—représentation, et G le sous-faisceau de F sur n’
tel que M = 97]7, on dira que M est stable par les morphismes de Frobenius partiels
si c’est le cas de G.

Remarque 8.18. On va définir un groupe FWeil(nI,W) qui

e est une extension de Z! par Ker(m (%, n7) — Z),
e lorsque I est un singleton, s’identifie au groupe de Weil usuel

Weil(n,7) = m1(n,7) x5 Z,

e lorsque #1 = 2, est le groupe noté FGal(K/K) dans le paragraphe 4.1 de
[Dri80], Wa dans le théoreme 7 de [Kaz79] et ZW}, dans le lemme VI.13
de [Laf02al.

On définit
EWeil(y',n7) = {ee Autﬂ(ﬁ)’ A(ni)ier € ZI7€|(FI)Dcrf = H(Fmb{z‘})m}-
i€l
Comme 7 X SpecFy; ~" " XSpecFy muni du morphisme diagonal
Am) =7 XspecF, ~" " XSpecF, 7,

est (& la perfectisation pres) une limite projective de voisinages étales A(7)-ponctués
de A(n) dans X!, sp fournit une inclusion

F@E--@EFcﬁ.



826 VINCENT LAFFORGUE

En effet F®T' . ®FF est un anneau integre: si Y = SpecA est une courbe affine
q q
irréductible sur F; munie d’un morphisme quasi-fini vers Xg—, alors A@z—-- - ®z A
q q q
est integre car c’est 'anneau des fonctions sur la variété irréductible Y xz—- - - x5V,
q q

et F ®F, ®EF est la limite inductive de tels anneaux.
Par restriction des automorphismes, on obtient donc un morphisme surjectif

(8.3) FWeil(n', ) — (Weil(n, 7))’

(dépendant du choix de sp). Il rend plus explicite ’équivalence de catégories du
corollaire RI3t bien que ce morphisme ne soit pas injectif lorsque #1 > 1, les deux
groupes ont le méme complété profini 7y (1,7)! (& strictement parler cette assertion
est équivalente au corollaire 13| pour les faisceaux de torsion ou si on néglige les
conditions avec U et Q).

Soit W une représentation de dimension finie de (@)I . On a une action naturelle
de FWeil(n',nT) sur hﬂu H{?VSI” Vf T qui réunit Daction de m1(n’,nT) et celle des
morphismes de Frobenius partiels. Cependant on ne peut pas appliquer le lemme
de Drinfeld & cet espace vectoriel parce qu’il est de dimension infinie et d’autre part
on ne peut pas appliquer le lemme de Drinfeld a J—C(])\}SI” Vf parce que ’action des
morphismes de Frobenius partiels augmente p. o

Il y a une équivalence entre

~ - - 0,<p1,B "
e les sous-0 g-faisceaux constructibles de hgrlH HNTw |77 ; stables par I'action

des morphismes de Frobenius partiels,
e les sous-Op-modules de type fini de hﬂu IH?VSI“Vf o stabilisés par ’action
de FWeil(n!,n!)
et a de tels objets on peut appliquer le lemme de Drinfeld, c’est-a-dire que 'action
de FWeil(nf,n!) se factorise a travers 71 (n,7)".
Pour pouvoir appliquer le lemme de Drinfeld, on va définir un sous-espace
(lignu }C?VSI” WE n_’> e et montrer qu’il est une limite inductive de sous-O g-modules

de type fini stabilisés par FWeil(n! ,F) Par le lemme de Drinfeld, 'action de

— Hf
FWeil(n,n!) sur (hglu U{?VSI“VELI—,) se factorisera & travers 71 (n,7)".

Définition 8.19. Soit Z un point géométrique de (X . N)!. On dit qu'un élément
de lim J—(?\}SI“ Vf ‘, est Hecke-fini §’il satisfait 'une des conditions équivalentes suiv-
— 5Ly x

antes

e il appartient & un sous-Opg-module Mt de type fini de li%m# J{(I)\}SI“ Vf ’f qui

est stable par T'(f) pour tout f € C.(KN\G(A)/Kn,OF),
e il vérifie la méme condition, et en plus 9 est stable par 71 (x,T).

Hf
On note ( li%m# J{?VSI“ Vf ’f> I’ensemble de tous les éléments Hecke-finis. C’est un

sous- F-espace vectoriel de lig# J—C(])VSI” Vf - qui est stable par m (z,T).

Remarque 8.20. En pratique on appliquera cette définition en des points géomé-
triques T dont I'image sur chaque copie de X ~\ IV est générique, et dans ce cas la
définition ne nécessite pas de connaitre I’extension des opérateurs de Hecke T'(f) &
(X ~ N)! tout entier construite dans le corollaire
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Hf
On remarque que (h_n} j{(l)\/i#vﬂ—) est stable par C.(Kny\G(A)/Kn, E).

Comme les morphismes de création et d’annihilation commutent avec les opéra-
teurs de Hecke, ils preservent les sous-espaces Hecke-finis.

Si 7 et  sont deux point géométriques de (X ~ N)! et sp : T — 7 est une fleche
de spécialisation, ’homomorphisme de spécialisation

* 1 0,<p,E : 0,<p,E
sp” s Um FON Ty | — B FOGTy |
n w

0,<mB] \ o,<we| \H
envoie (hm HNTw ) dans (h_r)nﬂ HNTw T) (parce que les opérateurs de
Hecke sont des morphismes de faisceaux donc commutent avec sp*).

Les sous-espaces Hecke-finis sont également stables sous ’action des morphismes
de Frobenius partiels: on a

F{i}((@H%I#W/E|Frob{i}(f))1{f) (139{0 <#E| )

Ainsi, dans le cas particulier o T = 5f,

Hf

Hf

0,<p, 0 00,<p,E

(E%NIHW *) Ch_H}fHNJW’
w

est une sous-représentation de FWeil(n!, n).
On commence par étudier le cas ou I = @) et W = 1. D’apres la proposition 2.6/ d)

(extraite de la proposition 2.16 de [Var04]) Cht A{,%}l /E est égal au champ constant

Bung n(F,) sur n° = Spec(F,). Donc

lim 54 |- = Ce(Bung v (F,) /. E),
I

ou la restriction a F, dans le membre de gauche a un sens car f]-f?v 0# 1 est un

faisceau (au demeurant trivial) sur n’ = F,.
Le cas out [ est un singleton et W = 1 est essentiellement le méme car on a un
isomorphisme

(8.4) Ot 1 /2 = (O /Z) xe, (X N N)

(qui est & Porigine de I'isomorphisme de coalescence associé a (y : ) — {0}). Par

conséquent

ngﬂf‘}ng}ﬂ _ = C.(Bung n(F,)/Z, E)

et le faisceau J—C(])V {g}El est en fait constant sur X ~ N.

Remarque 8.21. On a une inclusion évidente

(8.5) G(F)\G(A)/KNE C Bung,n(Fy)/E

dont I'image est formée exactement par les G-torseurs localement triviaux pour la
topologie de Zariski. On rappellera dans la section[I2lque si G est un groupe réductif
général (non nécessairement déployé), Bung, n (F,)/Z est une réunion finie, indexée
par ker! (F, @), de tels quotients adéliques pour certaines formes intérieures de G (ce

qui donne un sens a la notion de fonction cuspidale). Quand G est déployé il s’avere
que ([BA) est une bijection car d’apres Kottwitz [Kot84l[Kot86] (et le théoreme



828 VINCENT LAFFORGUE

2.6.1 de Nguyen Quoc Thang [TNQILI] pour l'adaptation en caractéristique p),
ker! (F, @) est le dual de ker'(F, Z(Q¢)), qui est nul par le théoréme de Tcheb-
otarev des lors que Gal(F/F) agit trivialement sur Zg. Nous utilisons ce fait de
fagon extrémement superficielle : cela nous a permis d’écrire G(F)\G(A)/KNE &
la place de Bung n(F;)/= dans le théoreme [l et de rendre ainsi I'introduction
plus accessible.

Notation 8.22. Une fonction f € C.(G(F)\G(A)/KNE,E) est dite cuspidale
si pour tout parabolique P C G, de Levi M et de radical unipotent U,
le terme constant fp : g +— fU(F)\U(A) f(ug) est nul comme fonction sur
UAM(F)\G(A)/KNE. On rappelle que CP(G(F)\G(A)/KNZE,E) est
un F-espace vectoriel de dimension finie (voir les références apres ([[23))
et stable par T(f) pour f € C.(Kny\G(A)/Kn,E). Grace a 1égalité
Bung n(Fy)/2 = G(F)\G(A)/KnZE on note CS"P(Bung n(Fy)/=Z,E) comme
CP(G(F)\G(A)/KNE, E) (plus généralement pour un groupe non déployé, on
fera de méme en utilisant la somme finie indexée par des formes intérieures de G).

Proposition 8.23. L’espace des fonctions cuspidales CS"P(Bung n(Fy)/=, E)

Hf
. 0,<p,E - :
est exactement le sous-espace (hﬂﬂ U{Nﬂl |E> des fonctions Hecke-finies de

CC(BUHGVN(IFQ)/E, E)

Démonstration. On montre d’abord que toute fonction cuspidale est Hecke-finie.
On pose

Cg“Sp(BunGVN(Fq)/E, OE) = Cg“Sp(BunGVN(IFq)/E, E) N CC(BUHG7N(IF(])/E, OE)

Alors C$*P(Bung,n(F,)/Z,0F) est un sous-Opg-module de type fini. Il est stable
par tous les opérateurs T'(f) pour f € C.(Kny\G(A)/Ky,Op) car c’est le cas de
Ce"P(Bung n(Fy)/Z, E) et de C.(Bung,n(F,)/E,Og).

Il reste a montrer que toute fonction Hecke-finie est cuspidale. Cela résulte du
lemme suivant. O

Lemme 8.24. Soit v € |X| \ |N| et H un sous-espace de dimension finie de
C.(Bung n(Fq)/=, E), stable par tous les opérateurs de Hecke en v. Alors H est
inclus dans CS"P(Bung n(Fy)/Z, E).

Dans ce lemme et le suivant, ’hypothese de Hecke-finitude (en v) est au sens
FE-linéaire, ce qui est évidemment plus faible qu’au sens Og-linéaire, mais suffit
pour entrainer la cuspidalité.

Démonstration. D’apres la remarque il suffit de montrer le résultat pour le
quotient adélique G(F)\G(A)/KyE. Le lemme résulte alors du lemme suivant,
qui servira de nouveau lorsqu’on étudiera le cas ou G n’est pas déployé. En fait il
est inutilement compliqué d’invoquer la remarque B.21] car il suffirait de dire que
Bung,n(Fy) est une réunion finie de quotients adéliques pour des formes intérieures
de G et d’appliquer le lemme suivant a chacun d’entre eux. (Il

Lemme 8.25. Soit G un groupe réductif sur F et soit Ky = Hvele Ky, un
sous-groupe ouvert compact de G(A). On note Zg le centre de G. Soit = un réseau
dans Zg(A)/Zg(F). Soit v une place ot G est déployé et Ky, = G(0,). Soit
H C C.(G(F)\G(A)/KNE,E) un sous-espace vectoriel de dimension finie. On
suppose que H est stable par tous les opérateurs de Hecke en v. Alors H est inclus
dans CS*P(G(F)\G(A)/KNE,E).
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Démonstration. On raisonne par l’absurde et on suppose que H n’est pas in-
clus dans CS™P(G(F)\G(A)/KNE,E). 1l existe alors un parabolique P C G,
de radical unipotent U, tel que le terme constant fp : g — fU(F)\U(A) f(ug) ne
s’annule pas identiquement pour f € H. Soit M un sous-groupe de Levi de P.
On rappelle que pour tout f € H, fp est une fonction localement constante sur
UA)M(F)\G(A)/KNE. Soit S le tore déployé maximal de la partie connexe du
centre Zpy de M. D’apres (i) de la proposition 20.6 de [Bor91], M est égal au
centralisateur de S dans G et d’apres la preuve de cette assertion il existe G, C S
agissant sur Lie(U) par des caracteéres strictement positifs. On fixe un élément de
F¥ de norme > 1 et on note a € S(F,) son image par linclusion ci-dessus. Il
en résulte que pour tout caractere xy : S — (G,, apparaissant dans ’action de S
sur Lie(U) la norme de x(a) € F; est > 1. Par conséquent la conjugaison par
a~! contracte U(F,) (au sens ol pour tout compact 2 C U(F,) et tout ouvert
U C U(F,) contenant 1, on a a~"Wa"™ C U pour n assez grand). On en déduit que
pour tout g € G(A) il existe ng € Z tel que pour tout f € H et pour tout n > ng,
fp(a™g) = f(a™g). En effet on fixe un domaine fondamental compact & =[], Ly
pour laction de U(F') sur U(A), tel que, pour tout w # v, &, est un sous-groupe
ouvert compact de U(F,) inclus dans gKp g . Alors pour n assez grand on a

a "Uya™ C gKn, +g~ %, et donc a "Ua™ C gKng~'. En notant du la mesure sur {4
provenant de la mesure de Haar sur U(F)\U(A), on a donc

(a"g) / flua™g dU—/ fla"g(g™ a " ua"g))du = f(a"g)

ou la derniere égalité résulte du fait que f est invariante a droite par Ky.

Comme tout f € H est & support compact (c’est-a-dire & support fini) sur
G(F)\G(A)/KNE et que H est de dimension finie, il existe ng € Z tel que pour
tout f € H et pour tout n > ng, f(a"g) = 0. En effet quand n tend vers l'infini
a™g sort de toute partie finie de G(F)\G(A)/KNE. En effet, quitte & augmenter N
il suffit de le montrer pour ¢ = 1. On fixe un plongement ¢ : G < SL,. Comme
Gy, C S agit non trivialement par conjugaison il n’est pas inclus dans Zg, donc,
a un quotient preés par un f,,, il se plonge dans SL,. Par conséquent le point de
Bungy, (F,) associé a t(a™) sort de toute partie finie quand n tend vers I'infini (car
le polygone de Harder-Narasimhan associé sort de tout ensemble fini de polygones
de Harder-Narasimhan).

On déduit des deux faits précédents que, pour tout g € G(A), il existe ng € Z
tel que pour tout f € H et pour tout n > ng, fp(a™g) = 0.

On a une action naturelle de M (A) sur U(A)\G(A)/ Ky par translation & gauche.
Donc il existe un point g1 € U(A)\G(A)/Ky de stabilisateur K’ (sous-groupe
ouvert compact de M (A)) tel que la restriction fj de fp & la M(A)-orbite passant
par ce point, c’est-a-dire a I'image de ’inclusion

M(F)\M(A)/K'E € UB)M(F)\G(A)/KNE, m > mg,
soit non identiquement nulle pour au moins un f € H. On a

et le facteur en w = v est égal a M(Fv)/M(OU)7 donc quitte a multiplier g; & gauche
par un élément de M(F,) on peut supposer que K’ contient M(O,), ce que 'on
fait désormais. On fixe un tel g1 et on le releve en g1 € G(A).
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On sait que l'algebre de Hecke sphérique pour M en v est un module de type fini
sur l'algebre de Hecke sphérique pour G en v (par exemple parce que anneau des
représentations de M est un module de type fini sur 'anneau des représentations
de @) Donc la Hecke-finitude pour G en v implique la Hecke-finitude pour M en v
et donc lespace des fp pour f € H peut étre inclus dans un sous-espace de dimen-
sion finie de C(M(F)\M(A)/K'E, E) stable par C.(M(0,)\M(F,)/M(0,), E).
Ces opérateurs de Hecke contiennent comme cas particuliers les translations par
Zy(Fy)/Za(0y), et done en particulier par S(F,)/S(0,).

Soit my; € M(A) tel qu'il existe f € H tel que fp(m1) ne soit pas nul. Pour
tout f € H, on note f la fonction n — fp(a"mi) = fp(a™mig1) qui appartient
donc a lespace C~(Z, E) des fonctions k : Z — E telles que k(n) = 0 pour n assez
grand. Sur C~(Z, E) on a opérateur de translation T tel que T'(f) : n — f(n+1).
L’image de H par f — f7 est donc un sous-E-espace non nul de C~(Z, E) et on
sait qu’il peut étre inclus dans un sous-FE-espace de dimension finie stable par T
On aboutit & une contradiction car pour tout élément non nul k¥ € C~(Z, E) on
montre (en considérant le maximum de son support) que les 7" (k) pour n € Z sont
linéairement indépendants et engendrent donc un espace vectoriel de dimension
infinie. O

Remarque 8.26. En fait fp et fp sont supportés sur les composantes indexées
par un translaté d’un coéne dans le dual du réseau des caracteres de M/Z¢, qui
s’identifie (apres tensorisation par Q) au réseau des cocaractéres de S/Z¢g. Ce cone
est engendré par les opposées des projections des coracines associées a U sur le
réseau des cocaractéres de S/Z¢ (tensorisé par Q). Lorsque G est déployé cela est
montré dans le lemme 5.3.1 de [Wanl7].

La proposition suivante jouera un réle crucial dans la construction des opérateurs
d’excursion qui sera I’objet de la prochaine section.

Hf
. . 0,<u,E ;
On a vu que le E-espace vectoriel ( lim FH >/ |— est stable sous 'action
q p M ANTW T

de 1 (nf ,F) et des morphismes de Frobenius partiels. Autrement dit il est stable
sous l'action de FWeil(n,n?).

_ Hf
Proposition 8.27. L’action de FWeil(n!, 1) sur (hgnu J{?VSI”V[? n—,) se factorise
(de fagon unique) a travers (m1(n,m))".
Hf
De plus tout sous-Og-module MM de type fini de (ll_I)n# J{?VSI“M? 77) est in-

clus dans un sous-Op-module M de type fini stable par (w1(n, 1)) (ou de fagon
équivalente stable par w1 (n',n!) et par les morphismes de Frobenius partiels) et

Vaction de (m1(n, 7))L sur M se factorise a travers (w1 (U,M))! pour un ouvert dense
U C X (dépendant a priori de M, donc de M).

Remarque 8.28. On peut exprimer cette action de (71(n,7))! sur M de facon plus
géométrique: il existe
e unobject (&, (F;y)ier) de la catégorie C(U, I, O) définie dans le lemme[8.2]
e un copoids dominant j1, un ouvert dense Q; C U’ sur lequel J'C(J)VSI“ ‘}VE est

; Sieet . 0,<p1,E
lisse, et une injection ¢ : L’E‘Ql = HyTw ‘
Qla

o de Opg-faisceaux lisses sur



G-CHTOUCAS ET PARAMETRISATION DE LANGLANDS 831

tels que

® L ‘n ; est compatible avec ’action des morphismes de Frobenius partiels sur
: 0,<p,E
hgu g{N,I,W e
. : 0,<u,E .. .
° L1|n—1 : @‘n—l — hg“ HNTw ‘n—l est une injection de Op-modules, dont

I'image est I,
e l'action de (m1(U,7))! sur (‘E|n—, (et donc sur M par U'intermédiaire de 11 |n_’)
se déduit de I’équivalence de categories du corollaire R.13]

On ne sait pas si I’'on peut espérer que ci-dessus on puisse avoir ; = U’. Heureuse-
ment on n’en a pas besoin.

Hf
Remarque 8.29. Dans [Xuel7], Cong Xue a montré que (hgnu fH?vgzuvf n—,) est

de dimension finie, mais la preuve est difficile (et écrite seulement pour G déployé)
et on ne 'utilise pas dans cet article.

Démonstration de la proposition B27. 11 suffit de montrer ’énoncé pour W
irréductible. On écrit W = X;c;W;.

On fixe k assez grand (en fonction de W) pour que laction des morphismes de
Frobenius partiels soit donnée par des morphismes

(8.6) Flay : Froby (B557) = 33345

de E-faisceaux constructibles sur (X ~. N), pour tout .

Soit 9 un sous-O g-module de type fini de ligu G{?VSI”WE e stable par 7 (n!, 17_1)

et Co(KN\G(A)/Kn,OF). Comme 9 est de type fini, il existe i tel que 9N est

: - 0,<ji,E|__ : 0,.<pE|__ s ’
inclus dans I'image de :HNJ,W |n’ dans hﬂu J{NJ’W |77" On choisit o > i assez

. . N 0,<ji,E| 0,<po,E|__
grand pour que cette image soit égale & I'image de H 7'y T dans FHy7Ww ’nf'

. 0,<po,E
Alors 9 est canoniquement un sous-Opg-module de Hy7" |n_f' On note & le

sous-O p-faisceau (sur n!) de 9{9\57‘9[;]5“1 tel que (’5‘77—1 = M. Alors, pour tout
(ni)ier € N,
LT 755 (AT Frobfy ()
est un sous-O g-faisceau de J-CJO\})SI?I?VHZ%I ni)mE’nI.
Soit 9 la somme sur (n;);e;r € N! des sous-Op-représentations de my(n!,n7)

ONRE 0,<p,EB|__ 4
dans le E-espace vectoriel hgu HNTw ‘77 + données par les

(T #2s (([T Probis)* (@) )

i€l i€l

Lemme 8.30. Le Op-module M est de type fini et est réalisé comme un sous-
Op-module de J{JOVSI“I?VE‘H—, pour g assez grand. De plus le sous-Og-faisceau & de
J{?\}%?‘E’VE‘WI tel que Q~5|n_f = M est stable par laction des morphismes de Frobenius
partiels dans liﬂM H?&iﬁj‘ﬂn,, et les Figy : Frob?i}(é) — & sont des isomorphismes.
Démonstration du lemme B30 11 Sllﬂ"it de montrer que M est de type fini comme
Og-module. En effet la stabilité de & par les actions des morphismes de Frobenius
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partiels vient de la construction méme de 9 et les Fyy - Frob?i}(é) — ® sont
alors des isomorphismes car leur produit dans n’importe quel ordre est ’action du
morphisme de Frobenius global.

Il reste donc & montrer que I est de type fini. Soit pg comme ci-dessus, c’est-

< 1 L 1 . <po,E .

a-dire tel que & se réalise comme un sous-Opg-faisceau de 5{9\}7“ W |17,. Soit Qg
: 1 0,<po,E :

un ouvert non vide de (X \ N) sur lequel H i7" est lisse. On prolonge & de

N . . <po,E
maniere unique en un sous-O g-faisceau de 9{?\}7“ W |Q , que I’on note encore &, et
L] 0

qui est donc un O pg-faisceau lisse constructible sur g tel que Q§|n—, =M.
Pour toute famille (v;);c; de points fermés de X \ N, on note x ;¢ v; leur produit,
qui est une réunion finie de points fermés de (X ~ N)!. Par récurrence sur #I on
montre que tout ouvert dense de X’ contient un tel produit x;c7v;. On fixe (v;)ier
tel que X;crv; soit inclus dans €.
Soit ¢ € I. D’apres la relation d’Eichler-Shimura en v; (proposition [T]), on a
dim W,
Z (_1)a(F?5g(vi))a 0 S)pdim Wi—a W, v, = 0 dans End (hglj‘f?\}%ﬁ}f
a=0 “w

Xielvi)'

Par conséquent

dim W; —1
d (UL) dim W; de (Uz) o
(1) (FREe ) vie], )c S FE ) S (6], )
a=0

: 0,<up,E
dans %ﬂu J-CN,LW iervi’

inclusion se propage a n’.

On choisit un point géométrique X;c;v; au-dessus d’un des points fermés de
Xierv; et une fleche de spécialisation sp,, ; de nl vers X;erv;. Pour tout n € N,
la lissité de & sur Qo implique la lissité de (Frob{;;)*® sur (Frob;;)~"(Q0) qui
contient aussi le produit x;cjv;, et donc

On va voir que grace a la lissité de & sur {2y cette

(8.8) spy, 1 ¢ (Frobf;)" ’X — (Frob?i})*éi’n—, est bijectif.
En prenant la fibre en X;crv;, il résulte de (87) que
deg(v; im W; dc v;) dim W;
dim W; -1

deg(vl deg(v;)ay x
c Z ((Frob{ ) (S pai Wruwiwi(es))\m)
dans hgl J{(I)\f[“ V[‘,E | . Comme F(;) et Spaimw;—a sont des morphismes de fais-
ceaux, ils commutent avec sp; ;. En appliquant 38) a n = deg(v;) dim(W;) on
obtient

deg(vi)\dim W; deg(v;) dim W;
(F{i}g )m Wi ((Frobyss )®|-)

dim W; -1
D () (b (S i (€)) )

dans @H j{?v?tvf —. Par I’hypothese et la proposition [6.2] 91 et donc Q§| ; sont

stables par les morphlsmes Spdim w; —ayy, 4, > PUisque

h/\di"‘Wr‘*Wi,vi € Ce ( ( vl)\G( vl)/G( )7OE) C CC(KN\G(A)/KJ\UOE)'
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On en déduit immédiatement

(F{dgg(vi))dim w; ((FI‘ bc{lj}g v;) dim W; ) Qs‘n_J)

dim W; —1
X G (el

dans li lﬂ 9{?\,?‘ Wl . Il en résulte que

5 - > [T 7 ([T oby)*(@)7)

(nq‘,)q‘,ezGniel{o,...,dcg(vi)dim(W,',)fl} el el

m . - 0,<p.E :
et donc M est un sous-Og-module de type fini de %nu J{N,Ilfw o -

. < e (deg(v;) dim W; — E
clus dans limage de H{?V_II;JVJF(E‘E’( og(vs) dim D)s |n_’ (et stable par

Co(KN\G(A)/KnN,OF)). U

Fin de la démonstration de la proposition B27. D’apres le lemme [R30] il existe

1o, un ouvert QO C X7 tel que %?Vi”ﬁv’ ’Q soit lisse sur QO, et Qﬁ setend en

un sous-0 g-faisceau lisse sur Qo tel que 6’77—1 — 9M. De plus ® est muni d’une
action des morphismes de Frobenius partiels, plus précisément pour tout ¢ on a un
isomorphisme
. * e e
Fry Fmb{z'}((’5)’§Dmprob{—j}(ﬁo) - ®|§~200Frob{_il}(§0)

compatible avec ’action des morphismes de Frobenius partiels sur hgl J{?\fl’* Vf

Le lemme[R.I2implique qu’il existe un ouvert dense U C X ~\.N tel que ((’5, (F{i})ig)
s’étende & U! et fournisse un objet de la catégorie C(U,I,0f). Le corollaire BRIl
fournit alors I'action de 71 (U,7)! sur M = ®|n_1' O

Proposition 8.31. L’image de I’homomorphisme de spécialisation

£ 1 0,<u,E . 0,<up,E
(8.10) sp” « lim MOy, |A(ﬁ) = Lm 3T o
n K

. 0,< HE
contient (hm f]-CN I”I;V —)

Démonstration de la  proposition [R31 D’aprés la  proposition [R27,

Hf
: 0,<p,E| . — Bl A
(hmu HNTw ’nf) est la réunion de sous-Opg-modules M = Qﬁ’n, ol & est un

. . . 0,<u,E ) :
sous-O g-faisceau constructible de hﬁ% HyTw ” stable sous l’action des mor-

phismes de Frobenius partiels (pour éviter toute confusion on signale que les 9
comme ci-dessus étaient notés 9 dans I’énoncé de la proposition B27). 11 suffit
donc de montrer qu'un tel 9t est inclus dans l’image de [BI0). Soit po assez grand

. . 0,< .
pour que & soit un sous-O g-faisceau de Hy I“‘?V’ ’77' Soit Qg un ouvert dense de X/

tel que J'C(])V<I” ‘j’VE‘QO soit lisse. Alors & se prolonge en un sous-O g-faisceau lisse de
J—C?VSI“ ‘f’vE‘ Q0 D’apres le lemme 9.2.1 de [Lau04] (dont ’argument a été rappelé dans
la preuve du lemme BI2), I'ensemble des ([T;c; Frob?z’} )(A(n)) pour (n;)icr € N
est Zariski dense dans X”. Il existe donc (n;)ier € N’ tel que ([],¢; Frob{z} )(A(n))

appartienne a .
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Alors Q5|( est inclus dans I'image de

ieIFrob i )( T

ST 0,<p,E <u,E
(8'11) sp 1%f]_CN,I,W (1—[ Frob“} )(A(ﬂ)) - 1%ﬂg-(jNI w (H Frob )(nI)

pour toute fleche de Spécialisation

: (] Froby; — ([ Frobfiy )(A@M).

icl el

On prend pour sp l'image de sp par [Lics Frob?i"’}. D’otu le diagramme commutatif

, 0,<u,E . 0,<u,E o .
lim HON rw ‘(HFrob)(A(n)) tin, 55 | 1 pvomy ) =81 oy
lHiEIF{T} lniel F{nii} l/l
. 0,<u,E E10 0,<u,E
D v
lim Fy; T |A(ﬁ) lim Fy 1w | ®|7,I

ott (][] Frob) est un raccourci pour [[,.; FrobT{“} La bijectivité de la fleche verticale
la plus a droite vient du fait que & est stable par l'action des morphismes de
Frobenius partiels. On conclut que 9t = (’5‘"—1 est inclus dans I'image de (8&10). O

Proposition 8.32. L’homomorphisme de spécialisation
. 0,<u,E . 0,<,E
(8.12) sp* hgj'fzv,flfw |A(ﬁ) — lim Fy; IHW
I I
est ingjectif.

Démonstration. Soit a dans le noyau de m On choisit pg et a € J—C(J)\}’Slf”‘;’v’E’A(m

tels que a soit I'image de a dans hm H N 1 e Soit Q4 un ouvert dense de

|A( )"
X ~ N sur lequel A* (J—(?\,i“‘j’[}E) est hsse. Soit v € |Q2|. On pose d = deg(v)
pour raccourcir les formules. Soit ¥ un point géométrique au-dessus de v. Soit
sp, : 7 — U une fleche de spécialisation. On note encore sp, : A7) — A(7) la

fleche de spécialisation qui s’en déduit. Grace a la lissité de A* (J’C(J)\fl" ‘j’VE) sur Qg
on possede un unique élément be J—(?Vi“‘j’[;E’A(m tel que a = 5pv( ). On note b

I'image de b dans lim J'C?Vi“WE‘A @)’ de sorte que a est 'image de b par

0,<p, B
sy, : IEHNIW}A( )_Hﬂg{Nflfwu(m'

L’action des morphismes de Frobenius partiels fournit pour tout p et pour tout
(ni)icr € N' un morphisme de faisceaux sur (X ~ N){

s1) TLAy s [ ronfr o) - s s
i€l iel
avec k assez grand en fonction de W et de d. Comme [ |
dn; . . 0,<u,E
sur A(v), [T;e; Fjy' agit sur hénu HyTw ’A(?)'
Pour tout (n;);er € N? on note
dm ; 0,<p,E

binoier = | [ Fiay (b) € lim HYS A

—
el ©

;e Frob {"}1 agit trivialement

En particulier b(),., = b.
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On pose

* : 0,<p,E
(8'14) A(n;)ier = 5pv(b(ni)i61) € hg}cN,IIfW |A(ﬁ)’
m

de sorte que a(g),., = a.

La suite a(p,),., vérifie les deux propriétés énoncées dans le lemme suivant. La
premiere affirme que cette suite est “multirécurrente”, c’est-a-dire récurrente en
chaque variable n;, et la seconde implique qu’elle est “presque partout” nulle. On
déduira aisément de la conjonction des deux propriétés que cette suite est partout
nulle, et donc en particulier que a = a(q),., est nul.

Pour énoncer la seconde propriété on remarque que sp*(sps(b)) = sp*(a) = 0
dans liﬂu U{?VSI”MJ,EL]—, Donc il existe p1 > g tel que sp* (sp? (b)) € J{?VSI“I?VEL]—, ait

une image nulle dans 9{?\}31” ‘}VE’T]—I Autrement dit en notant b I'image de b dans

J—(?\}ifﬁ;E‘A@, on a sp*(spr(b)) = 0 dans J'C?VSI“‘}VE‘W—, Soit Q; C (X ~ N)! un

0,<p1,E :
ouvert dense sur lequel H N1w  est lisse.

Lemme 8.33. a) Pour tout j € I et pour tout (n;)ier € N!,

dim W;
(8.15) Z (_1)aSAdimWj—aWj,v(a(niJraéivj)iel) =0

a=0
: 0,<u,E
dans h%mll HNTw ’A(ﬁ)'
b) Pour tout (n;)ic;r € N tel que [;¢; Frob (A7) € Q1, on a A(n,

0,<u.E i}
: <u,
dans hmu J{N,LW ’A(ﬁ)'

Yier —

Démonstration de a). Les b satisfont une relation identique & (BI3) (dans

hﬂy U{?VSI” V‘J,E | A(i)), a savoir la relation d’Eichler-Shimura en la patte j (propo-

ni)ier

sition [T1]). Alors (BIH]) s’obtient en appliquant sp & cette relation (ce qui est
légitime puisque les S dim Wi—epy sont des morphismes de faisceaux). O

Démonstration de b). Soit (n;);cs satisfaisant 'hypothese de b). Comme ([BI3]) est
un morphisme de faisceaux sur (X ~ N)!, on peut intervertir les homomorphismes
de spécialisation et les morphismes de Frobenius partiels. Autrement dit on a un
diagramme commutatif

dn;
HieI F{i} 9{07§#7E

hﬂu NI,W |A(F)

\Lﬁpz
Fdnf'

[Lier Fiy

0,<p1,E - dn; 0,<pu1,E
j{N,IfLVlV |A(6) - (Hiel Frob{?} )*(g{N,IfLVlV )’A(i)
lspzs("i)iel

dni * O,S )E
(Hie[ Frob{i}) (HN,IlfVIV )‘A(ﬁ)

. 0,<p,E
h_H}# Hy 1w ’A(ﬁ)
indique que I’homomorphisme de spécialisation associé a

ier Frob{i )= (3 Fw7) (et

ou la notation spy .y

la fleche sp,, : A(7) — A(D) est appliqué au faisceau (]|
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s q,0,<p1,E . L Ly
non pas a Hy5 ). Le diagramme précédent donne lieu a
dng
/l;' [lies F{i} b
! (ni)ier
‘|;5P1),(ni)11€1 15332
dng
~ [lict Firiy

Ssz(ni)iGI(b) a(ni)iel

Donc pour montrer a,,),., = 0 (et terminer ainsi la preuve de b)) il suffit de
montrer que
(8.16)
* N 0,<u1,E _ dng\* 0,<p1,E
5Py (ni)ier (0) € HNTw ‘(H,ieIFrob??}i)(A(ﬁ)) = (H FrobTi) " (Hy 7w )’A(ﬁ)

iel
est nul. Or (BI0) peut aussi étre considéré comme 'image de b par un homo-

. R T . . 0,< E . IR N
morphisme de spécialisation pour le faisceau H 54}~ mais associé & une fleche de
T,

iel Frob??}i)(A(ﬁ)) — A(7). On en déduit que (BI6) est nul car
dn;

o [ic; Frob{i}l (A(7)) appartient a 1 par hypothese,
e pour tout point géométrique T de €2; et toute fleche de spécialisation sp :
T — A(D), spi(b) s’annule dans J—(?VSI“‘}VE%

spécialisation (][]

N . , . 0,<u1,E . .
Cette derniére assertion résulte du fait que H 3" est lisse sur 2y et que I'image

= . JIR T . 0,<p1,E .
de b par tout homomorphisme de spécialisation vers H NIW |7 est nulle (puisque

cest le cas de sp*(sp? (b)) et que 71 (n!,77) agit transitivement sur les fleches de

spécialisation de n! vers A(v)). O

Fin de la démonstration de la proposition 832 Comme [],; Froby;; est le Frobe-
. d . N . 0,<pu,E

nius total, Hiel F{i’]f agit de fagon bijective sur h%m# :}-CN,IfLW |A(ﬁ)

SUT G(n,4n),c,- De ceci et du a) du lemme .33 on déduit facilement que pour mon-

trer que a = a(q),., est nul (et méme que toute la suite a,,),., est nulle) il suffit

et envoie a(y,),;
i€l
de trouver (n;);e; € N! tel que

A(nita;)se; = 0 pour tout (a;)ier € H{O, wey dim W, — 1},
iel

i€l

Or cela est possible d’apres le b) du lemme B33] car on peut trouver (n;);c; € N/
tel que

HFrob?E?Hai)(A(ﬁ)) € Oy pour tout (a;)ier € H{O, ey dim W5 — 13,
i€l iel
En effet la densité de 'ouvert 2; implique la densité de 'ouvert

m (HFrobf{if‘}'i )_1(91)

(a,i)iGIEHiEI{O,A..,dim Wi—l} i€l

et les J[,c; Frob‘f?}"’(A(ﬁ)) sont Zariski-denses lorsque (n;);cr parcourt N. Ceci
termine la preuve de la proposition [8.32] O

Les propositions B.31] et [B.32] entrainent le corollaire suivant.
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Corollaire 8.34. L’homomorphisme de spécialisation
Hf Hf
o (Yo 0, <p,E o g0, <uE|_
(8.17) sp-: (h_r>nJ{N,I,W ’A(ﬁ)) - (h_r>nj{N,I,W ,,1)
Iz I
est une bijection.

Démonstration. L’injectivité résulte de la proposition 8321 Voici la preuve de la

HE
surjectivité. Soit ¢ € (hgu U-C?VSI” WE n_’) D’apres la proposition B.31] il existe

a € h_H)lM J—CR}%’}}VE’A@ tel que sp*(a) = c¢. L’injectivité de sp* montrée dans la

proposition B.32] implique que a est Hecke-fini. ([l

9. OPERATEURS D’EXCURSION

Soit I un ensemble fini et W une représentation de (é)l Soit z € WetéeW:
invariants par I'action diagonale de G. Soit (vi)ier € (m1(n,m)*. On va rappeler
(d’une fagon un peu différente) la construction des opérateurs d’excursion

S1Wa g (vi)ier € Ende, (kp\am)/xx,m) (C"F (Bung, v (Fq) /2, E))
qui a déja été expliquée dans 'introduction.

On rappelle que 'on possede le morphisme de création

W B e <p.B
€ Co(Bung/s” (Fy) /2, E) 8 Ex- v = 5455 | ax)

qui est un morphisme de E-faisceaux constructibles sur X \ N. En le restreignant

a m et en passant a la limite inductive sur p on obtient le morphisme

(9.1) ¢ : C.(Bung n(F,)/Z, E) — lim HNT o
“w

’L\(ﬁ)'
On rappelle que ce morphisme est la composée

C.(ung (Ey) /2. ) = g S5
I

—1
FH(z) . 0,<u,E X¢p o, 0,<u,E
= m H0 e [y~ B M | Ay

7 u

D’apres la  proposition [R23] il envoie CS"P(Bung n(F,)/E,E) dans

Hf
: 0,<p,E
(tim, 975 )
De méme on rappelle que I'on possede le morphisme d’annihilation

e Uf?v’,ngLv’vE\A(X\N) — Ce(BunZ'y (Fy) /=, E) K Ex -y

qui est un morphisme de F-faisceaux constructibles sur X ~. N. En le restreignant
a 7] et en passant a la limite inductive sur p on obtient le morphisme

Cz : im Hy T | 5 ) = Ce(Bung v (Fy)/E, E).
"

On rappelle que ce morphisme est la composée

; 0,<p,E X<, qs 0,<p,E
lim Fn 7w |A(ﬁ) ~ U Ho oy wer |ﬁ
n u

HE) . a0<p _
E— h_I)n%?Vig}?l 7 = CC(BunG,N(Fq)/:W E)
n



838 VINCENT LAFFORGUE
0,<u,E HE
: : S S, cus - 5 N
Il envoie (hgu HNTw }A(ﬁ)) sur CS"P((Bung,n(Fy)/E, E). Enfin, d’apres le
corollaire R34 on a un isomorphisme

Hf ) Hf
02wt (0T g) S (Il
H Iz

On rappelle que la proposition B27 munit le membre de droite de [@.2)) d’une action
de 71 (n,m)! (dépendant du choix de sp). Dans le lemme [1.4] ci-dessous on justifiera
le fait (déja expliqué dans I'introduction) que I'action de 7y (n,7)! sur le membre de
gauche de ([@2)) qui s’en déduit ne dépend du choix de n! et sp. Donc la construction
suivante ne dépend pas du choix de ? et sp.

Définition-Proposition 9.1. On définit l'opérateur d’excursion St w e (vi)ic:
comme la composée

cusp = Ci . 0,<u,E Hf
(9.3) CUP (Bung, v (F,)/Z, E) — (hg}cmw | A(ﬁ))
"
* Hf Hf
p . <u, (74)i . 78
= (97 lr) 2 (i35 )
I3 p

(sp™)~2 . <u, Hf ¢ us _
’ (MH(J)V,SII,LMﬂA(m) —5 O ((Bung,n (Fy) /E, E).
o

Alors Stw,z.e,(vs appartient a

)iEI
(94) Ende, (k\a ) n .2y (CEF (Bung, v (Fy) /E, E)).
De plus il existe un owvert dense U C X \ N (dépendant seulement de I,W et N)
tel que
® SIWae (vi)er A€pend seulement de l'image de (7;)ier dans w1 (U, )7,
o (Vidier = Siwage(vi)ie; €st continu du groupe profini wi (U, m)! vers la
E-algébre de dimension finie [@4]) munie de la topologie E-adique.

Démonstration. L’opérateur Sy w ¢ (v,),c; commute avec les opérateurs de Hecke

T(f) pour f € C.(KNy\G(A)/Kp,E) car c’est le cas de tous les morphismes

apparaissant dans sa définition. Enfin sp*(CL(C<"P(Bung y(F,)/Z, E))) est un
Hf

. . . . . 0,<u,E
sous-E-espace vectoriel de dimension finie de (h&lu Hy T 17_’) , donc par la

proposition [8.27] il existe un ouvert dense U C X tel que la derniere assertion soit
vérifiée. O

On va donner dans la remarque suivante une caractérisation de St w,e. ¢ (v:)ic;
indépendante du fait que sp* est un isomorphisme sur les parties Hecke-finies (par le
corollaire [834]). Dans la version 4 de cet article sur arXiv (ot I'on savait seulement

que l'image sp* contenait la partie Hecke-finie) cela était vraiment utilisé dans la

construction de S7 w2 ¢ (v,),c,» alors que maintenant ce n’est plus qu'une remarque.
Remarque 9.2. Grace a la remarque[5.4lon a pour tout g un morphisme de faisceaux

E,E .0, <up,E 0,<p,E
Naw HNTw @ HyT e = Exan)r-

En particulier il fournit des formes bilinéaires

g0, < B g0, <p,E
(9:5) (s )am) (h_H;iHNJlfW*vs |A(ﬁ)) ® (h_H}j{N,IIfW ’A(ﬁ)) —+E
u "
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et
. 0,<u,E : 0,<p,E
(o (h—H}g{N,I?W*:BLTI) ® (h_I>ng{N,I/fW ‘77) —E
2 2
telles que
(9.6)

<5p*(a),5p*(b)>n—1 = (a,b)a@m) pour a ® b dans le membre de gauche de (0.5).
De la méme fagon que (@), on définit

= : 0,<p,E
Cg : Ce(Bung n(Fy)/E,E) — hgﬂﬂ'CNJ’fW*,g ’A(ﬁ)'
m
D’aprés la remarque [5.4] pour tout
e ligf}{?\}%‘v’fu(m et h e C.(Bung ny(F,)/Z, E),
m

on a

(9.7) (€L(h),0) A = / he (o).

Bung,n(Fq)/E
Soit € W et £ € W* invariants par I'action diagonale de @,
(’)/i)ig[ € (Wl(n,ﬁ))l,h € CCCUSP(BungyN(]Fq)/E,E) et ;L € CC(BungﬁN(IFq)/E,E).
Alors

(9.8) / iLSLvaE»(%)z‘eI (h)
Bung,n(Fq)/E

m i *\ — *
= (€2 ((s") M ((dier - (50" (€5())))) )
Bung,n(Fq)/E
m 7 *\ — *
=" (CE(R), (sp™) "M (i)ier - (sp™ (CE(R)) am)
m * i *
(9.9) =" (sp"(CE(R)), (vo)ier - (50" (€L(R))))r-
L’égalité entre (A.8) et ([Q.9) implique que S;w ¢ (v:):c, €St caractérisé par la
forme bilinéaire (@3) pour h, h € C*P(Bung n(F,)/Z, E). On remarque de plus

que si (v;)icr appartient a (Weil(nﬁ))l, et si on le remplace dans ([@9) par un

relevé arbitraire dans FWeil(n!,n!) par la surjection (83)), la caractérisation ci-
dessus s’exprime sans méme utiliser I'’énoncé de la proposition 827 ni le lemme
On peut résumer la construction de Sy w26 (v,),c; Sous la forme

i€l

*\ — b
et sp* ¥ (sp*) ! Ce
* * * * * *

(avec la notation v = (7;)ier)-
Le reste de cette section est consacré aux propriétés des opérateurs d’excursion,

qui sont les mémes que (044), [045), (0.46]) et ([O47) dans I'introduction.

D’apres le corollaire B34 la restriction de 'homomorphisme sp* aux parties
Hecke-finies est un isomorphisme

Hf _ + Hf
0,<p,E sp : 0,<p,
(9.10) ( j'fN,IIfW ’A(ﬁ)) -~ (h_H}j{N,IIfW LTI) :

g
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Comme dans l'introduction on introduit la notation courte Hyw pour ce E-
espace vectoriel (on omet N dans la notation Hy s pour limiter la taille des dia-
grammes dans la section suivante).

Définition 9.3. On définit H; w comme le membre de gauche de ([Q.10]).

Lemme 9.4. L’action de Gal(F/F)! = m1(n,m)! sur Hrw fournie par la proposi-
tion R27 ne dépend pas du choix de n! et sp.

Démonstration. En effet on peut reformuler ce qui précede en disant que d’apres
la proposition [8.27 on peut trouver

e une réunion croissante (indexée par A € N) de sous-Opg-faisceaux con-

structibles §x C H_I)n# J—(?\,SI“ Vf ; stables par les morphismes de Frobenius

.
partiels,
e une suite décroissante d’ouverts denses Uy C X \ N tels que §» se prolonge

en un faisceau lisse sur (Uy)!

de sorte que

Hf
0.1 U 8alzr = (155581 ™
AEN H

Alors le corollaire B.34] implique que le morphisme naturel
Hf
. 0,<,E
(9.12) Hiw = (h%ﬂ'fzv,lftw ’A(ﬁ)) - )\LJNS)"A(E)
€

(qui vient de la lissité de Fn sur (Ux)! > A(%)) est un isomorphisme. Plus
précisément ([@I2) est défini comme la composée

Hf _, Hf a1
(i35 a ) 2 (oG lr) = U sl U Silag)
I Iz AEN AEN
ot la fleche de gauche est un isomorphisme par le corollaire[834] et celle de droite en
est un par la lissité de Fy sur (Ux)! > A(7). Comme ces deux fleches sont définies
a I’aide du méme choix de sp, la composée n’en dépend pas.

Or l'action de Gal(F/F)! sur le membre de droite de (@.12)), obtenue en appli-
quant le lemme de Drinfeld (le lemme B2]) & F», ne dépend pas du choix de F et
sp*, et donc 'action de Gal(F/F)! sur le membre de gauche n’en dépend pas non
plus. O

Remarque 9.5. Dans cet article nous montrons seulement que Hyw est une limite
inductive de E-espaces vectoriels de dimension finie munis de représentations con-
tinues de Gal(F/F)!. En fait Cong Xue a montré dans [Xuel7] que H;w est de
dimension finie.

Pour toute application ¢ : I — J, I'isomorphisme de coalescence ([0I7) respecte
trivialement les parties Hecke-finies et induit donc un isomorphisme

Hf Hf
ca00,<u,E X¢ (1 qp0,<p,E

(9.13) Hiw = (@g{z\r,ﬁw ‘A(ﬁ)) 7%(11_11}3{1\7,]’,‘1/[/4 A(ﬁ)) = Hywe
w u

oll A désigne le morphisme diagonal X — X' ou X — X”.
La définition ci-dessous reprend celle déja donnée dans ((I.39)) de 'introduction.



G-CHTOUCAS ET PARAMETRISATION DE LANGLANDS 841

Définition 9.6. On définit I'isomorphisme de coalescence
x¢: Hrw = HJ’WC
par (@.13).
L’isomorphisme (@.I3) est Gal(F/F)’-équivariant, ot Gal(F/F)’ agit sur le
membre de gauche par le morphisme diagonal
Gal(F/F)J — Gal(f/F)I, (vi)jer = (ve@))ier-

En effet, soit A¢ : X7 — X' le morphisme diagonal (0.I6). En appliquant le corol-
laire 83414 I et J on voit que, pour toute fleche de spécialisation de n! vers A¢(n”),

0,<u,E HE 0,<u,E Hf
le morphisme image inverse ( lim H5'% — — (lim HN55 |— est
p 8 i ANTw |A<(7r’) lim FHN7w [

un isomorphisme. Donc si la suite (§)ren est comme ci-dessus relativement & I et

W, alors la suite (AZ(S »))aen Vvérifie les mémes propriétés relativement a J et W¢,
donc
X¢: Hrw (1%21) U 3/\’4\.(@) = U AZ(%A)‘A@ (1%22) Hjwe
AeN AEN
est Gal(F/F)”-équivariant (puisque les actions de Gal(F/F)! et Gal(F/F)” sur les
termes de gauche et de droite ont été défines en appliquant le lemme de Drinfeld aux
termes centraux, et que I'égalité centrale est clairement Gal(F'/F)”-équivariante).
La proposition suivante est identique a la proposition

Proposition 9.7. Les H;w vérifient les propriétés suivantes :

a) pour tout ensemble fini I,
W — H[’W, U — J‘f(u)

est un foncteur E-linéaire de la catégorie des représentations E-linéaires de
dimension finie de (G)! vers la catégorie des limites inductives de représen-

tations E-linéaires continues de dimension finie de Gal(F/F)!,
b) pour toute application ¢ : I — J, on posséde un isomorphisme

xe : Hrw = Hywe,

qui est
— fonctoriel en W, ou W est une représentation de (G)! et W¢ désigne

la représentation de (CA?)J sur W obtenue en composant avec le mor-
phisme diagonal

(a)J — (@)17 (9j)jes — (Qq(z‘))ieh
— Gal(F/F)’-équivariant, ou Gal(F/F)” agit sur le membre de gauche
par le morphisme diagonal
Gal(F/F)” — Gal(F/F)!, (vj)jes = (vc())iers
— et compatible avec la composition, c’est-a-dire que pour I i> JLH K

0N G Xno¢ = Xn © X¢5
c) pour I =0 et W =1, on a un isomorphisme

Hyy = CP(G(F)\G(A)/KNE, E).

Par ailleurs les Hy w sont des modules sur C.(Kny\G(A)/Kn, E), de fagon com-
patible avec les propriétés a), b), ¢) ci-dessus.
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Démonstration de la proposition [0 Les propriétés a) et b) ont déja été expliquées.
En appliquant b) & I’application évidente (3 : @ — {0}, on obtient un isomorphisme

(914) XC(Z) : H@ﬁ]_ :> H{O},l

que 'on connaissait déja comme conséquence de ([84]). La propriété c) résulte de
la proposition [8.23] O

10. PROPRIETES DES OPERATEURS D’EXCURSION

Soit I un ensemble fini et W une représentation E-linéaire de (@)I . On note
¢r : I — {0} I'application évidente, si bien que W¢ est simplement W muni de
I’action diagonale de G. Soit x : 1 — W et & : W% — 1 des morphismes de
représentations de G (autrement dit x € W et £ € W* sont invariants sous 'action
diagonale de G). Soit (v:)ics € Gal(F/F)!.

Il résulte immédiatement de la définition-proposition que l'opérateur d’ex-
cursion

Srwae(vi)ier € End(Hyoy1)

est égal a la composée

—1
H(x X i)i X H(E
(10.1) Hygpa 2 Hygy wer s Hraw "2 Hyw s Higy e 2 Higy a

C’était la définition qui avait été donnée dans I'introduction. Le lemme montre
que St wia.e,(vi)ic; D€ dépend pas du choix de F et sp*.

Le lemme suivant (qui reprend le lemme [0.31] de 'introduction) va résulter des
propriétés a) et b) de la proposition

Lemme 10.1. Les opérateurs d’excursion St w.ee (vi)ie; VETifient les propriétés
sutvantes :
(10.2) STWa,tu(e),(vier = SLW u(@).€ (vi)ier

ot u: W — W' est un morphisme (G)! -équivariant et z € W et & € (W')* sont
G-invariants,

(10.3) SIWe e, (v)es = LW (vego)ier
(10.4)
SIIUI27W1®W2)$1®$2a£1®527(’7i1)i611 x(V})ier, :SIlaWha:lagl)("/il)iell °© SI2aW2712)£27(’7i2)i6127
(10.5)

SI,W,CE@(’W("/E)*l%{’)iel = SIUIULW&W*&Wv(;W'ZlmvE&CVWv('Yi)iEIX('Yg)iefx('h/'/)iel
ot la plupart des notations sont évidentes, Iy Uls et IUTUI désignent des réunions
disjointes, et oy : 1 — WRW™* etevyy : W*QW — 1 sont les morphismes naturels.

Démonstration de [I02). On pose 2’ = u(z) € W' et & = 'u(¢) € W*. Le

diagramme

-1
X (vi)i X
H{O},(W/)CI ﬁC[ HLW/ %Y S HLW/ ﬁgl H{O},(W’)CI

H(z' H(E
/ T%(u) T}f(u) f}C(u)T %(U)T Y

H{O},l — H{O},W<I —djw —— 1w TCI H{O}7W<I —_— H{O},l

3(2) 2 (Wier 7€)
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est commutatif. Or la ligne du bas est égale & Stz ¢ (v.):c, €t celle du haut est
égale & S1w o g (vi)ier - .

Démonstration de (I03). Le diagramme

) )
—1
Xes X<y
X¢ X¢

Hoya H(z )H{O}’WCI xg, HI’W(%(i))iEIHI’W Xcr Hyoywer H(E) Hiopa

est commutatif. Or la ligne du bas est égale a SI,W,:m&('yc(i))iez et celle du haut est

égale & S we g (v;)jes- a

Démonstration de ([I0.4). L’application évidente {0} U {0} — {0} donne un iso-
morphisme Hyoyugoy,1 =~ Hyoy,1- En notant ¢ : Iy — {0} et (o : Io — {0} les
applications évidentes, le membre de gauche de ([[0.4) est égal & la composée

H(z1Rzs)

C1 X (2
Hioyotorn —— Hygyupoypwarmwse —~ Hnuon,wimw,

(’Y:)iell X(’Y?)ielg X<1 X Co Xeixéa pr H(€1XeEs)
e,

Hron,wmw, =< Hg gy wamwse = H{opoqora

En regroupant xl,xgll,(’yil)ie[l,xcl,ﬁl d'un coté et xz,xél,(ﬁ)ielz,xg,gg de
I’autre on trouve le membre de droite. On peut le faire car dans le diagramme
suivant (ot 'on note v' = (v} )ier, et v2 = (v2)ic1,) tous les carrés et les triangles
commutent. O

Hioyugor1

f7t(1.|®l)l W)
H(1d Ra,)

H{o}u{o},wflm = Hyoyugoy,wirrws?

1

-1 X¢pxe:

Xglxhll X(lxlll NA
H(Id Rarz) Xid x¢y

Hiupoy,wim ——Hy, oy wamwse — = Hnon,wimw,

12

X

-/'xli l 'y'xll 7
H(1d Rzo angz 1xy?

v
Hr, G0y, wim1 B nutopwaaws: = Hnon,wiew, ——— Hiop,waw,

X
Xg,xmi xk]xnl x<,xml x<,xx(,l N\
-1 ;
3¢(1d Bs) Xidxcs 1x~2 X1d x¢s

= H oo, womw, {0yu{o}, Wi EW;?

ﬂf(&&ml H(&1RE2)
X1d x¢o H(1KE,)

Hioyor, imw, —— Hygy 0y imwsz — > Hopuqora

—

{0}Uf0}, W RWS? = Hioyun, wirw,

Gt(ilgld)l ill‘(&@ld)l

{U}u{u} WK1

5[(§|®l)l nr(ama)l

1 N
H(1Kzs) X1d x ¢y -

1x7’
Hioyugoy1 = Hiopugor1mwe?

Hoyur,amw,

Démonstration de [I05). Pour tout (g;)ies € (G)!

e ¢ Xevy est invariant par (1);er X (9:)ier X (9i)icr,

o Oy Xz est invariant par (g;)ier X (9i)ier X (1)icr-
Donc pour tous (a;)ier et (B;)ier dans Gal(F/F)!, le membre de droite de (0.5
est égal a

(10'6) SIUIULW@W*XW,5W|X%,E|Z|9VW7(’)’¢[3¢%€I X (aiviBi)ier X (@i )ier-

N

Pour le montrer de fagon formelle on factorise le membre de droite de ({05 &

travers
FH(

iH(éW) evW) HI’]_,

Hpy — Hp (wrw+e et Hp (werw)e
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ot ( : TUT — I est I'application évidente, et on utilise le fait que Gal(F/F)! agit
trivialement sur Hy1 ~ Hp,. On prend o; = v (7))~ et 8; = (v)~'4/. Alors
([I0E) est égal a

(10.7)  Sruror,wew-Bw,swRe eRevi (v (v) =/ Jierx (1 () =9 ier X (1 (1)1 Vier
En appliquant (I03]) & Papplication évidente ¢ : U T U I — I, on voit que ([I01)
est égal a

(10.8) S1L.WeW*@W,sw ee.t@evw(v:(v) 17/ )ier

Finalement on montre que (I0.8]) est égal au membre de gauche de (I0.5]) en appli-
quant (I0.2) & linjection (G)!-linéaire

w W =10W 2w, oW oW,

qui vérifie Sy @ z = u(z) et 'u(é @ evyy) = £, puisque la composée
w Sw Idw WeoW*eW Idw ® eviy W
est égale a Idy d’apres le lemme de Zorro (6.IS). O

Le lemme suivant affirme que les opérateurs de Hecke en les places de X ~
N sont des cas particuliers d’opérateurs d’excursion. Il sera utilisé pour montrer
que la décomposition ([(3) (que nous construirons dans la prochaine section) est
compatible avec I'isomorphisme de Satake en les places non ramifiées.

Lemme 10.2. Soit v € | X[\ N. On fize un plongement F C F,. Soitd e N,
et v € Gal(F,/F,) C Gal(F/F) tel que deg(y) = d. Alors S{12y, vRV* 6y vy (1,1)
dépend seulement de d, et si d =1 il est égal a T (hv,).

Démonstration. On fixe un point géométrique T au-dessus de v et une fleche de
spécialisation sp, : 7 — T, associés au plongement F' C F, choisi dans 1’énoncé. On
note encore sp,, la fleche de spécialisation de A(7) vers A(v) égale & 'image par
A de cette derniere. Pour que le diagramme suivant tienne dans la page on pose
I={1,2} et W=V KV* Dans le diagramme

C¢"P(Bung n(Fy) /=, E)

egv
Hf * Hf
. 0,<u,F 5P, . 0,.<u,E
lim HOSH _) bl (h HOSH: _) —H
(ﬂu N,I,W |A(U) AN TW |A(,7) LW

deg(v)d
Foy (v1)

#
(35‘/

Hf * Hf
. 0,<p,E 5P, . 0,<u,E o
(hﬂu K1 |A<v>) — (hﬂu HN L |A<ﬁ>) — Hiw

T b
v %

CeP(Bung n (Fy)/Z, E)

b
eevv

la commutativité des triangles est évidente, et celle du grand rectangle résulte
du lemme suivant appliqué & ¢ = 1 dans I = {1,2}. On en déduit que
S{1,2},VRV*,6v vy, (7,1) (qui par construction est la composée suivant le chemin
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le plus a droite) est égal a la composée donnée par la colonne de gauche. Par
conséquent il dépend seulement de d, et par la proposition il est égal a T'(hy.)
sid=1. (]

Remarque 10.3. Par un calcul formel d’algebre tensorielle, on peut déterminer
les opérateurs S{i 2y vRV* 5y ,evy,(v,1) POur des valeurs arbitraires de deg(v). Ils
s’expriment comme des combinaisons des T'(hw,,) pour W irréductible et ils n’ap-
portent donc aucune information supplémentaire.

Lemme 10.4. Soit v € |X|~ N. Soit I un ensemble fini et v € I un élément.
On five un plongement F C F,. Soit d € N, et v € Gal(F,/F,) C Gal(F/F) tel
que deg(y) = d. On définit (v;)ier € Gal(F/F)! en posant vy, = v et ; = 1 pour
1 # 1. On fize un point géométrique v au-dessus de v et une fleche de spécialisation
sp, : 1 — U associés au choir du plongement F C F,. On note encore sp,, la fléche
de spécialisation de A(7) vers A(T) égale a l'image par A de cette derniére. Alors
on a la commutativité du diagramme

Hf gp* Hf
. 0,<u,E 5P, . 0,<u,E
lim HOGSHE| ) By (h FHOSHE| ) —H
(Eu NI,W |A(v) m AN W |A(n) Lw
\LFFf’}g(v)d (vi)ier

Hf gp* Hf
. 0,<u,E 5Py . 0,<p,E
lim HQSHE| ) Py (hm gOSmBl ) —H
(EH N,I,W ‘A(v) m AN T W ’A(n) INY

Démonstration. On va utiliser les deux faits généraux suivants. Soit 2 un ouvert
dense d’un schéma Y de type fini sur F,. On note ¢ : & — Y linclusion et on
désigne par ¢, I'image directe non dérivée.

1) Si £ est un systéme local f-adique sur Y, le morphisme d’adjonction
L —i,4%(L) = i*(L|Q) est un isomorphisme de faisceaux sur Y.

2) Si L7 C Ly sont deux systeémes locaux f-adiques sur Q et sisp: T — 7
est une fleche de spécialisation dans Y d’un point géométrique T de €2 vers
un point géométrique 7 de Y, alors le morphisme (i.(£1))g — (i+(£L2))7 est
injectif et son image est formée exactement des éléments a € (i.(L2))y tels
que sp*(a) € (L2)7 appartienne & (£1)z.

Ces deux assertions se montrent pour des faisceaux de torsion puis, en passant a la
limite, pour des faisceaux f-adiques.

On commence maintenant la démonstration. On rappelle que 'on peut trouver
une réunion croissante (indexée par A € N) de sous-Opg-faisceaux constructibles

: 0,<p,E : . . .
S\ C h%m# H NIW |t stables par les morphismes de Frobenius partiels et une suite

décroissante d’ouverts denses Uy C X \ N tels que § se prolonge en un faisceau
lisse (encore noté Fy) sur (Uy)?, de sorte que ([@.I1) et ([@.12) soient vrais.

Soit a € (h&lﬂ H?\?%I%ﬂmm) . On fixe X tel que, via I'isomorphisme ([@.12)),

0,<up,E
:HN.,I,W

sur un ouvert 2 ou celui-ci est lisse. Quitte a restreindre Q2 on suppose qu’il est
inclus dans (Uy)?.

On note j7 : U — X7 et jo : Q — X7 les inclusions ouvertes. On fixe une fleche
de spécialisation sp de F vers A(7) et on note sp! la fleche de spécialisation de F

§A|A(ﬁ) contienne sp(a). On fixe y tel que §y soit un sous-faisceau lisse de
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vers A(T) égale & la composée de sp et de sp,. On a le diagramme commutatif

(jI)*(?A)|A(5)

(sv,)"

) (sp7,)"
(JQ)*(EA‘SZ)‘A@)CL) SF)\‘

o

. 0,<u,E (sp3,)” 0,<u,E
(JQ)*(}CN?/,LW Q)’A(ﬁ)% fHN,IIfW 0

La fleche verticale en haut a gauche est bien une égalité : en effet en appliquant 1)
a L = F, et & linclusion 4 : © — (Uyx)! on obtient 1’égalité (de faisceaux sur (Uy)T)
Fx = i*(ff,\’Q) et on remarque que jo = j! oi. L'injectivité des (sp))* découle du

fait que Fy et 9{?\}31” V[J,E sont lisses sur 2. On a un morphisme d’adjonction

0,<u,E . . Nk /ar0,<u,E . 0,<p,E
(10.9) j'fN,IIfW — (Ja)=(jo) (fHN,IfL )= (]Q)*(J{N,I{lw Q)'

HO’S#’E

On note encore a € (jo)«(Hy7'w Iimage de a par la fibre en A(7)

’Q)‘A(E)
du morphisme (I0.9). Par hypothese (sp))*(a) € G{?VSI”VIJ,E o7 est 'image d'un
élément b € F >\| . Comme on I’a rappelé en détails dans la preuve du lemme [0.4]

nl
Y : * !\ % : 0,<,U«,E Hf
Paction de (7v;)ier sur spi(a) € Hrw (ou sur (sp,)*(a) € (hﬂ# HyTw 77_1)

qui est son image par sp*) est donnée par 'application du lemme de Drinfeld a
Fy. Plus précisément c’est Paction de (7;);er sur b € ?A|n—1. En appliquant 2) a

Y = Xla x = ?7 y = A(E)7 Ll = g/\’Q et L2 - H?\},S]fli}f
un unique ¢ € (jo).(Fa|

’Q on voit qu’il existe

Q)|A(W) dont I'image par (sp,)* est b et dont 'image dans

. 0,<u,E deg(v)d 5e deg(v)d N
(Jo)«(FHNTw )|A(E) est a. De plus F{L}g( )(a) est 'image de F{L}g( (¢) (o Fry
est ici le morphisme de Frobenius partiel pour Fy). En appliquant le lemme BT5] &
€ = T et a c on obtient finalement la commutativité du diagramme. |

Notation 10.5. On note B la sous-FE-algebre de
Endc, (ky\c(a)/Kn,5) (Ce™F (Bung,n (Fq) /E, E))

engendrée par tous les opérateurs d’excursion S; .z ¢, (+,),c, (elle dépend bien str de
N, Eet E). D’apres (I04]), B est commutative. Elle est évidemment de dimension
finie. D’apres le lemme [[0.2] elle contient tous les opérateurs de Hecke en les places
de X \ N.

Les fonctions

(10.10) [ (giier = (& (gi)ier - )
que l'on obtient en faisant varier W, x, et £ sont exactement les fonctions régulieres
sur le quotient grossier de (CAT' £)! par les actions par translation & gauche et & droite
de G diagonal, que 'on notera Gp\(Gg)! /G .

Le lemme suivant reprend le lemme de l'introduction.

Lemme 10.6. L’opérateur Spw ¢ (v, dépend seulement de I, f, et (vi)icr, oU

f est donnée par ([I0I0).

Jier
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Démonstration. Soit W, x,& comme précédemment et soit f € O(@E\(aE)I/@E)
donnée par (I0I0). On note Wy le sous-E-espace vectoriel de dimension finie

de O((@E)I/GE) engendré les translatées a gauche de f par (CAJE)I On pose
zy = f € Wy et on note & la forme linéaire sur W; donnée par 1'évaluation

en 1 € (éE)I/CAT'E Alors Wy est un sous-quotient de W: si W, est la sous-
(G ) -représentation de W engendrée par z, W est le quotient de W, par la plus

grande sous—(@ £ ) -représentation E-linéaire sur laquelle ¢ s’annule. On a alors les
diagrammes

[e% B [e4 B ‘o tﬂ
W= Wy = Wy, z4— 22y, f|—>§|W &y
de (é E)I -représentations, de vecteurs G p-invariants et de formes linéaires G E-
invariantes. En appliquant (I0:2) & v = « et u = 8, on obtient

SLW@,&(’H)ieI = Slvww7va‘Wwv(FYi)iEI = Slawfvmfv‘gfv(')/i)iel'

Cela montre que St w,z ¢ (+, dépend seulement de I, f, et (v;)ier- |

)iEI
Notation 10.7. Pour toute fonction f € O(Gg\(Gg)' /GE) on pose
(10.11) SLﬁ(%‘)ieI = SLvava('Yi)ieI €B

ou W, z, £ sont tels que f satisfasse (I0I0).

Grace aux notations [[0.5 et [[0.7], la proposition suivante (qui reprend la proposi-
tion .36l de I'introduction) reformule de fagon plus synthétique toutes les propriétés
des opérateurs d’excursion, et servira de référence dans la section suivante.

Proposition 10.8. Les opérateurs d’excursion Sy vérifient les propriétés
sutvantes:

(i) Pour tout I et (v;)ier € Gal(F/F)!,
f=SnpG0e

Vi)ier

est un morphisme d’algébres commutatives O(@E\(aE)I/ AE) — B,
(ii) Pour toute application ¢ : I — J, tout f € O(GE\(GE T/GE) et tout
(7j)jes € Gal(F/F)”, on a
SJva(’Yj);EJ = SLﬁ(’Yc(i))ieI
ou f¢ € O(Gp\(Gp)’/GEg) est définie par
F((g5)se0) = F((9cqiy)ier),
(iii) Pour tout f € O(@E\(@E)I/@E) et (Vi)ier, (V))ier, (V) )ier dans
Gal(F/F)! on a
S

TUIULF,(v)ierx (v))ier X (v} )ier SI,f&%WD‘“/é’%ez

oi f € O(Gp\(Gp)™ T /Gy est définie par

F((gi)ier x (9ier x (9)ier) = f((9:(9) " 9! Vier).

(iv) Pour tout I et f € O(Gg\(Gg)!/Gg), il existe un owvert dense U C X
tel que St f.(v).e; dépend seulement de l'image de (7;)ier dans w1 (U, )7,
et (Vi)ier = SI,f,(vi)eer €5t continue du groupe profini mi (U, )’ wers la
E-algébre de dimension finie B munie de la topologie E-adique.
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(v) Soit v € | X|\ N. Soit V une représentation E-linéaire irréductible de
G. Soit f € O(Gp\(Gg) 1 /Gg) la fonction (g,9') — xv(gg'™), ot xv
désigne le caractére de V.. On fize un plongement F C F,, qui induit donc
un plongement Gal(F,/F,) < Gal(F/F). Soitd € N. Soity € Gal(F,/F,)
tel que deg(y) = d. Alors S{1,2}.5,(y,1) dépend seulement de d, et est égal a
T(hvﬁv) sid=1.

Démonstration de la proposition 0.8 On déduit (i) de (I03]). Pour montrer (i)
on remarque d’abord que la linéarité de St ¢, (+,),., en f se déduit facilement de la
linéarité de St w,z.¢.(vi)ie; €0 @ et &, et pour la multiplicativité on utilise (I0.4)) et
on applique (ii) & 'application évidente ¢ : I UT — I en remarquant que

(&1 W&, ((9i)ier B (gi)ier) - (w1 W aa)) = (€1, (gi)ier - 1) (€2, (gi)ier - T2).

L’assertion (iii) découle de (I0LH), en remarquant que pour (g;):icr, (95)icr et (97 )ier
dans (Gg)! on a

(ERevw, ((9i)ier B (g))icr B (9 )ier) - (5w B ) = (&, (9:(9)) " 9/ Vier - ).
L’assertion (iv) est incluse dans la définition-proposition Enfin l'assertion (v)
est une reformulation du lemme O

Remarque 10.9. Pour tout v € Gal(F/F), on a Sif(v)ic; = SI.f.(vi7)scr- ON
le vérifie tres facilement a ’'aide de la définition des opérateurs d’excursion, ou
bien on applique (iii) avec v, = 1 et ) = ~, puis on applique (ii) aux applications
TuIul — 1U{0}U{0} et I — TU{0}U{0}. De méme on a Sy ¢,(,)ic; = SI.f.(vyi)ics-

La proposition suivante améliore (iv) de la proposition précédente. Cet énoncé
plus fort (qui donnera une preuve plus limpide que dans les versions antérieures de
la non-ramification sur X \ N des parametres de Langlands que nous construirons) a
été trouvé par Bockle, Harris, Khare et Thorne et sert dans leur preprint [BHKT16].

Proposition 10.10 (Trouvée par Bockle, Harris, Khare et Thorne). Pour tout I
et f € O(Gp\(Gp)!/GE), S1,f.(vi)eer dépend seulement de image de (7i)icr dans
T X NN D), et (vi)ier = St (vi)ies €St continue du groupe profini i (X ~ N,7)!
vers la E-algébre de dimension finie B munie de la topologie E-adique.

Démonstration. La démonstration reprend d’abord celle du lemme de l'intro-
duction. Soit v une place de X ~. N. On fixe un plongement F C F,, d’oii une
inclusion Gal(F,/F,) C Gal(F/F). Soit I, = Ker(Gal(F,/F,) — Gal(k(v)/k(v)))
le groupe d’inertie en v. Alors pour tous I, W, x, £, I'image de la composée

—1

H(=) X
(10.12) Hippa —= Hoy wer S Hpw

est formée d’éléments invariants par (I,)!. En effet les opérateurs de création sont
des morphismes de faisceaux sur A(X \ N) tout entier (et en particulier en A(v)).
Donc on a un triangle commutatif (que I'on avait déja utilisé dans le lemme [[0.2))

CevP(Bung n (Fy)/Z, E)

T

Hf * Hf
. 0,<p,E Py (o 0,<p,E _
(@# Hn 1w }A(ﬁ)) - (@# Hniw |A(ﬁ)> = Hrw

f
eév
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oll sp, est la fleche de spécialisation de 77 vers T = Spec(k(v)) associée & Iinclusion
F C F,. On applique alors le lemme [[0.4] avec d = 0 et on en déduit I'invariance
par (I,)! de I'image de (I0L12).

Donc pour (7;)ier € Gal(F/F)! et (8;)ier € (I,)! on a

(10'13) SI7W7I557('71‘)1'€I = SIsst7E)(’Yi5i)iEI :

Cela est vrai pour tout plongement F' C F, (en fait, grace a la remarque [0.9
(I0I3) pour un plongement implique (I0I3) pour tous les plongements). Or pour
tout ouvert U C X \ N, 71 (X \ N, 7) est le quotient topologique de 71 (U, 7) par le
sous-groupe fermé engendré par les I, pour v € (X N\ N)\U et leurs conjugués. O

11. DECOMPOSITION SUIVANT LES PARAMETRES DE LANGLANDS
L’idée se résume ainsi : grace a ([@Q.I4) et au c) de la proposition [0.28] on a
Hioy1 = C"P(G(F)\G(A)/KNE, E).

Pour obtenir la décomposition (03] il est donc équivalent de construire (quitte &
augmenter E) une décomposition canonique

Hipy 1 = @ﬁa.

Notation 11.1. Pour tout entier n € N* on note O((Gg)"//Gg) la E-algebre des
fonctions régulieres sur (@ )™ qui sont invariantes par conjugaison diagonale, ¢’est-
a-dire telles que f(hgih™,...,hgnh™Y) = f(g1, ..., gn) pour tout h,gi,...,gn € Gp.
Hilbert a montré dans [Hil93] que cette E-algebre est de type fini (voir [MFK94]
1.2). Autrement dit (Gg)")Gp = Spec(O((@E)"//@E)) est le quotient grossier de
(CA? )" par la conjugaison diagonale par Gs.

Remarque 11.2. En caractéristique 0 (ce qui est notre cas) ces quotients ont été
étudiés notamment dans [Pro76,[Ric88lVin96]. L’idée de considérer ces quotients
pour étudier les espaces de modules de représentations de groupes (par exemple de
groupes discrets de type fini) & valeurs dans des groupes réductifs complexes est
ancienne, voir [LM85] et les réferences incluses dans la derniére partie, en particulier
[CM82] T 1.6E qui contient la réference & Poincaré citée dans I'introduction.

On a un isomorphisme
(11.1)  B:(Gp)")Gr = Ge\(Gp) %™ /G, (g1, 0n) = (1,91, s gn)

dont linverse est donné par (go, ..., gn) + (g *g1, -y gg "gn)- On va reformuler les
propriétés des opérateurs d’excursion récapitulées dans la proposition a laide
de ces quotients (é )"/ GE et de nouvelles notations. Le passage de l'indexation
des quotients G E\(é g)! /é g par des ensembles finis abstraits & l’indexation des
quotients (@ g)" //CATY g par des entiers est motivé par les deux raisons suivantes:
cela évite toute confusion entre les deux sortes de quotients, et la nouvelle fagon
d’indexer sera plus commode pour la construction des parametres de Langlands.
L’identification (II.J]) induit l'isomorphisme d’algebres

(11.2) O((Gp)"/Gr) = 0(Gp\(Gr) " [Gr), | fop.

Pour tout groupe profini I', on note C(I", B) l'algebre des fonctions continues de
I" vers B muni de la topologie E-adique.



850 VINCENT LAFFORGUE

Définition-Proposition 11.3. Pour tout n € N* on définit
O, : O((Gg)")Gg) — C(Gal(F/F)",B)
par

(113) @n(f) : (FYla ---a'Yn) — S{O ceonb foBT (1,1, sYn) € B.
Ces applications ont les propriétés suivantes:

a) pour tout n, ©,, est un morphisme d’algébres,

b) pour tout n, ©, prend ses valeurs dans C(m (X ~ N,m)",B), et son
image est formée de fonctions invariantes par conjugaison diagonale par
1 (X N, ﬁ)7

c) la suite (O,)nen- est fonctorielle par rapport a toutes les applications en-
tre les ensembles {1,...,n}, c’est-a-dire que pour m,n € N*, ( : {1,...,m} —
{1,...,n} arbitraire, f € O(Gg)™Gg) et (11,....1m) € Gal(F/F)", on a

O (f)()je(1,ny) = Om(F)((ve(i))ieqt....my)
oi f$ € O(Gp)")Gg) est définie par
FUG )it my) = F(9ei)ietr....my);
d) pour n > 1, f € O((Gp)" | G) et (Y1, nt1) € Gal(F/F)"* on a

~

®n+1(f)(717 "-7’7n+1) = Gﬂ(f)(’YM -~-7’Yn7n+1)
ou f € O((Gp)"*! JGg) est définie par

o~

f(gl, -~-,gn+1) = f(gla ~~~;gngn+1)7

e) pour toute représentation E-linéaire irréductible V de é, de caractere
xv € O(Gg//GEg), pour toute place v € |X| \ N, et pour tout élément de
Frobenius Frob, € m1(X \ N,7), on a ©1(xv)(Frob,) = T'(hy,).

Remarque 11.4. La propriété e) ne dépend pas du choix de 1’élément Frob,, car, par
b), pour f € O(Gg//GE), ©1(f) est une fonction centrale sur Gal(F/F).

Remarque 11.5. La remarque [I0.9] implique que tous les opérateurs d’excursion
apparaissent dans (IT3) et donc en considérant la suite (©,,),cn+ on ne perd pas
d’information.

Démonstration de la définition-proposition I1.3l. La propriété a) est simplement (i)
de la proposition [[0.8 et b) résulte de la proposition [0.10] et de la remarque [[0.9
Pour démontrer c¢) on applique (ii) de la proposition al=1{0,..m} J=
{0,....,n} et ¢ : I — J égal & lextension de ¢ : {1,...,m} — {1,...,n} par ¢(0) = 0.
Pour justifier d), on applique la propriété (iii) de la proposition [0.8 &

I= {Oa ...,TL}, (Pyi)iGI = (13’71, -“,’yn)a (7;)161 = (1)i€la (’71{/)1'61 = (L ) 1,7n+1)

et on utilise (ii) de la proposition [I0.8 pour supprimer tous les 1 sauf le premier
dans (v:)ier X (V))ier X (7))ics. Enfin €) est une simple reformulation de (v) de la
proposition dans le cas out d = 1 (on ne retient que ce cas car c’est le seul qui
sera utilisé). O
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On rappelle que B est de dimension finie. On remplace E' par une extension
finie telle que tous les caracteres B — Q, prennent leurs valeurs dans E. Pour tout
caractere v : B — E on pose

0y =100, :0((Gr)"|Gr) = C(m(X ~ N,j)", E).
Evidemment la donnée des O}, est équivalente & celle de
el 0((Gp)")Gr) — C(m (X ~ N,j)", B*).

Remarque 11.6. On ne sait pas si B est réduite. La sous-algebre B' de B en-
gendrée par les fonctions ©4(f) pour f € O(GE)/GE) est en fait engendrée par les
opérateurs de Hecke en les places non ramifiées (par la propriété e) et le théoreme
de Tchebotarev). Par conséquent B! est définie sur Q, et aprés changement des
scalaires & C c’est une C*-algebre commutative (parce que 'adjoint d’un opérateur
de Hecke pour la structure hermitienne usuelle sur CS"P(G(F)\G(A)/KnZ,C) est
un opérateur de Hecke). Donc B! est réduite (en termes plus élémentaires les
éléments de B! sont normaux, donc diagonalisables). Par le méme argument, la
conjecture ci-dessous impliquerait que B est réduite.

On appliquera la proposition suivante a chacun des ©% avec
F=m(X~N,7), et H=H"=GqGp.

Dans la proposition suivante on ne suppose pas H connexe car on l'utilisera de
nouveau dans la section [2] avec H égal au L-groupe d’un groupe réductif non
nécessairement déployé.

Proposition 11.7. Soit I' un groupe profini et H un groupe réductif sur E non
nécessairement connexe tel que HC est déployé. On se donne pour tout n € N* un
morphisme d’algebres

En: O((H)"JH®) — C(I"™, E)
de telle sorte que
a) la suite (E,)nen+ est fonctorielle relativement aux applications entre
les ensembles {1,...,n}, c’est-a-dire que pour m,n € N*, ¢ : {1,...,m} —
{1,...,n} arbitraire, f € O((H)™JH®) et (y1,..., ) €T, on a
En(F)()jettmy) = Em(H((e@)ietnmy)s
ot f¢ € O((H)"JJH®) est définie par

fq((gj)je{l,.‘.,n}) = f((gg(i))ie{h..,m})’
b) pour tout n > 1, f € O((H)"JH®) et (71, ...,Yns1) €™ on a

~

Ent1(f) (71 - Ynt1) = En(F) (015 - TnYnt1)
ou f € O((H)" JHO) est définie par

o~

F(g1s - gng1) = F(91, s Gngnt1)-

Alors il existe un morphisme continu o : I’ — H(E'), ot E' est une extension
finie de E, tel que U'adhérence de Zariski de son image soit un sous-groupe réductif
de Hp: et tel que pour tout n € N*, f € O((H)"JH®) et (y1,...,vn) €™, on ait

(11.4) o), 0(7n)) = (En(f)) (15 - Tm)-
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De plus les morphismes o ayant ces propriétés forment une unique classe de con-
jugaison par HO(Qy).

Remarque 11.8. Dans le cas ou H = G L, la proposition précédente est bien connue
grace aux résultats de [Tay91] sur les pseudo-caractéres. Plus précisément on note
St la représentation standard de GL,. Alors il résulte de [Pro76] que dans la propo-
sition précédente, 7 = O1(xs¢) détermine ©,, pour tout n. Comme la représentation
standard engendre (avec 'inverse du déterminant) toutes les représentations (de di-
mension finie) de GL,., il suffit de connaitre ©,(f) pour f de la forme (g1, ..., gn) —
Te(T - (g1, .., 9n)) avec T € End(St®™)%Er.  Or End(St®")Lr est I'image de
I’algebre du groupe &,,, et on peut donc supposer que T est I'action d’une per-
mutation . On calcule

Tr(o - (g1, 9n)) = 1T Xst(Gi -+ 9ir)

(i1,...,ix) cycle de o

et donc

(i1,...,ik) cycle de o

Le fait que A" St = 0 implique I’annulation de la fonction

(915 gr41) > Trgoe+n) (( > s(o)o)<91®---®gr+1))
€S, 11

dans O((a )" G g). En décomposant o en un produit de cycles, on obtient que
T = O1(xst), qui est une fonction centrale sur Gal(F/F), vérifie la relation de
pseudo-caractére suivante:

(11.5) s I rOam) =0

€S, 11 (i1,...,ix) cycle de o

comme fonction de (y1,...,%-4+1) € Gal(F/F) !, La relation (ILH) est due a
Frobenius [Frol896] et elle a été étudiée et généralisée dans de nombreux travaux,
notamment [Wil88|[Tay91,[Rou96,BC09,[Cheld]. En utilisant des résultats de Pro-
cesi [Pro76l[Pro87], Taylor a montré dans [Tay91] que tout pseudo-caractére & co-
efficients dans un corps algébriquement clos de caractéristique 0 est le caractere
d’une représentation semi-simple de dimension r (on renvoie & la proposition 2.3 de
[Cheld| et & la discussion qui la précede pour un énoncé plus schématique).

Démonstration de la proposition [I7l Pour tout n-uplet (71, ...,v,) € I'™, on note
£n(71, -, Yn) le point de (H)"JH® sur E correspondant au caractere

O((H)"JH®) = B, [+ (Zalf)) (71, s Tn)-

Suivant [Ric88] on dit qu'un n-uplet (g1, ..., g,) de points de H(Qy) est semi-simple
si adhérence de Zariski (g1, ..., gn) du sous-groupe (g1, ..., gn) de H engendré par
g1, ..., gn est réductive.

Lemme 11.9 (Richardson). Soit (g1, ...,gn) € H(Qq)". Alors les assertions suiv-
antes sont équivalentes

(1) (g1, .-, gn) est un n-uplet semi-simple,
(ii) la classe de conjugaison de (g1, ..., gn) par H& est fermée dans (Hg;)".
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De plus les H&—orbitcs fermées dans (H@)” correspondent aux points sur Qp du
quotient grossier (H)" JH°, c’est-a-dire aux caractéres O((H)" JH®) — Q.

Démonstration. La derniere assertion résulte des propriétés générales des quotients
grossiers (cf. 1.3.2 de [Ric88]). Il reste a montrer I’équivalence de (i) et (ii). C’est
le théoréme 3.6 de [Ric88], a ceci pres que l'on quotiente ici par conjugaison par
HY et non par H. Cependant la preuve du théoréme 3.6 de [Ric88] s’adapte sans
difficultés:
e dans (ii) = (i) il n’y a rien & changer puisque la contradiction est amenée
par un cocaractere, qui prend donc ses valeurs dans H?,
e dans (i) = (ii) on applique le théoréme de Hilbert-Mumford (théoréme 2.1
de [Ric88]) a I'action de H® (au lieu de H) sur (H)™.
|

Suite de la démonstration de la proposition[I1.7l D’apres le lemme précédent
on a une bijection entre

e les points sur Q, du quotient grossier (H)"/H°,

e les classes de conjugaison par H°(Qy) de n-uplets semi-simples de points

de H(Q).

On note £2°(71, ..., Tn) la classe de conjugaison par H°(Qy) de n-uplets semi-simples
dans H(Qg) qui est associée & & (y1,..,1m) € ((H)"JH)(Qg). Autrement dit
E55(Y1y ey Yn) €St, au choix

e l'ensemble des points sur Qy de l'unique orbite fermée au-dessus de

571(715 "'a’Yn)a -
e l'ensemble des n-uplets semi-simples (g1, ..., gn) de H(Qg)™ satisfaisant
(11.6) Vf € O(H)"JH®), f(g1s-s9n) = Enlf) (01, s T)-

Soit (g1,..s9n) € &5(71,..,Yn)- On note C(gi,...,9n) le centralisateur de
(915 .-y gn) dans Hgﬁ (c’est-a-dire le centralisateur dans Hgﬁ du sous-groupe

réductif (g1,...,9,) de Hg). On note D(gi,...,9n) le centralisateur de
C(g1,...,gn) dans Hg,;. Comme le centralisateur d’un sous-groupe réductif dans
un groupe réductif est réductif, C(g1,...,g9n) et D(g1, ..., gn) sont réductifs. On
note M lensemble de (n, (y1,...,7n)) avec n € N* et (y1,...,7n) € I'™. Pour
(n, (Y1, svn)) € N, on choisit (g1,...,9n) € &£5°(71,...,7m) (on rappelle que
(g1, 9n), et donc C(g1,...,gn), sont déterminés de fagon unique & conjugaison
pres par H&) On note

e D! le sous-ensemble de 91 formé des (n, (71, ..., 7)) tels que dim({g1, ..., gn))
soit maximal,

e M? le sous-ensemble de M! formé des (n,(y1,...,7,)) tels que
dim(C(g1, ..., gn)) soit minimal,

e 913 le sous-ensemble de 912 formé des (n, (Y1, ..., 7)) tels que le nombre de
composantes connexes de C(g1, ..., gn) soit minimal.

Il est clair que pour (n, (y1,..., 7)) € N3, C(g1,-..,gn) est minimal (A conjugai-
son pres) parmi tous les sous-groupes de H& construits de cette facon lorsque
(n, (Y15 -y Yn)) parcourt N

On choisit (n, (71, ..., 7n)) € N et on fixe (g1, ..., gn) € E5(V1y oy Vn)-
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Lemme 11.10. Pour tout v € T', il existe un unique g € G tel que (g1,...,9n,9)

appartienne & %1 (Y1, .-, Yn, ). De plus C(g1, ..., gn>9) = C(g1, ..., gn) et g appar-
tiennent & D(g1, ..., Gn)-

Démonstration. Soit (hi,...,hn,h) € &% (71, ., Vn,7y). On ne sait pas a priori
que (hy, ..., hy,) est semi-simple mais, grace & la condition a) appliquée & I'inclusion
¢:A{Ll,..on} = {1,...,n+1}, (hy, ..., hy) est au-dessus de &, (71, ..., Tn). Le théoréme
5.2 de |Ric88] implique donc que (g, ..., gn) est conjugué & un sous-groupe de Levi
de (hq, ..., hy) et donc que

(11.7) dim({g1, ..., gn)) < dim((h1, ..., hn)).

Par définition de !, et comme dim((hy, ..., hy)) < dim((hy, ..., hy, h)), égalité a
lieu dans (IT7) et donc (A1, ..., hy,) est semi-simple et conjugué a (gi, ..., gn) (de plus
on en déduit que (n + 1, (Y1, .y Yn,¥)) € N). Quitte & conjuguer (hy, ..., hn, h),
on suppose que (hi,...,h,) = (g1,..,9n). On pose alors g = h, si bien que
(915290, 9) €5 1(015 o, Yn, 7). On a évidemment C(g1, ..., gn, 9) € C(g1, -5 9n),
et comme (n, (71, .., 7n)) € M et (n+ 1, (Y1, ., Y, 7)) € N, cette inclusion est
une égalité, donc g appartient & D(gy, ..., gn) et il est déterminé de maniére unique
(en effet il était déterminé a conjugaison pres par C(gi,...,g,) mais on vient de
montrer qu’il appartient au centralisateur de C(g1, ..., gn))- |

Fin de la preuve de la proposition [I.7. On note o : I' — H(Q,) I'application v + g
que 'on a construite dans le lemme précédent. Il reste & montrer que

e o prend ses valeurs dans H(E') ou E’ est une extension finie de F,
e o est un morphisme de groupes,
e o est continue.

Le premier point est clair: si E’ est une extension finie de E telle que g1, ..., gn
appartiennent & H(FE’) alors pour tout <, g appartient & H(E’) (en effet g €
D(g1, ..., gn) est déterminé de maniére unique par 'image de (g1, ..., gn,g) dans
(H)"*1JH°, qui est définie sur E C E').

Pour montrer le deuxieéme point soit 7,7 € I'. Une variante immédiate du
lemme [IT.10 montre qu’il existe g,¢’ € H uniques tels que (g1,...,9n,9,9’) ap-
partienne a &% (71, .-, Yn,7,7’). Par les mémes arguments que dans la preuve

n

du lemme ITT0] les (n + 1)-uplets (g1, gn, 9), (g1, 9n,9") €t (g1,---s Gn, 99")
sont semi-simples. La condition a) implique que les deux premiers appartien-
nent & &% (71, ., 7)€t &5 (71, Yy Y'). La condition b) implique que le
troisieme appartient a €% 1 (71, ..., Yn, 7Y’). Par conséquent o(v) =g, o(v') = ¢’ et
o(vy') = g¢’. Finalement on a montré que o(vy') = o(y)o(v').

Pour le troisitme point on commence par rappeler que C(gi,...,gn) et
D(g1,---,gn) sont des groupes réductifs définis sur £’. Comme o prend ses valeurs
dans D(g1,...,gn), on doit montrer que pour toute fonction f € O(D(g1,...,gn)),
f oo appartient a Palgebre C(T', E’) des fonctions continues de I' dans E’. Or

q: O((Hg)""' JHg) = O(D(g1, -, gn))
fe=lge f91, 5 9n,9)]



G-CHTOUCAS ET PARAMETRISATION DE LANGLANDS 855

est un morphisme surjectif puisqu’il est la composée de deux morphismes surjectifs:

e le morphisme évident

O((Hp)" " JHE)) — O(Hp C g1, .., gn)) = O(Hpr)C01-97)
felge f91, 5 9n,9)]

(ot C(g1,..-,9n) agit par conjugaison sur Hp/) est surjectif car lorbite
de (g1,...,gn) par conjugaison par HY, est une sous-variété affine fermée
de (Hp/)™ qui s’identifie au quotient HY, /C(g1, ..., gn) (on rappelle que le
quotient d’un groupe réductif par un sous-groupe réductif est affine),

e la restriction O(Hp/)CWt9n) — O(D(gy,...,gn)) est surjective parce
que la restriction O(Hg:) — O(D(g1, .., gn)) est évidemment surjective,
C(g1,-.., gn) agit trivialement sur O(D(gy, ..., gn)) et toute représentation du
groupe réductif C(g1, ..., g ) est completement réductible (voir la discussion
au sujet de lopérateur de Reynolds dans le paragraphe 1.1 de [MEFK94]).

Le morphisme

O((Hg)"*'JHg,) = C(T, E')
Fe = (), 7))

se factorise par ¢ car, dans les notations précédentes, =, 11(f)(V1, oy Ynsy) =
f(g1s.-ss9n,9) et on a vu que g € D(g1,...,gn) pour tout v € I'. Comme ¢ est
surjectif, f — f oo est un morphisme d’algebres O(D(gy,...,gn)) = C(T', E’) bien
défini. Le troisieme point est démontré.

On montre maintenant que pour tout m € N*, f € O((H)™ JH°) et (61, ...,0) €
I' on a

(11.8) F(0(81), s 0(0m)) = (Em(f)) (01, .., Om)-

Par les mémes arguments que dans la preuve du lemme il existe hq,..., hy €
D(g1,.-.y9n) tels que (g1, ...s gns P1y ooy hm) € €35, (V15 -3 Yy 015 -5 On) et de plus
on a hj = o(d;) pour tout j € {1,...,m}. En appliquant la condition a) & I'injection
{n+1,.,n+m} C{l,..,n+m} on voit que (¢(d1),...,0(6m)) = (h1,..., hp) €st
au-dessus de &,,(d1, ..., 0 ) et égalité (II.])) en résulte.

Le fait que pour m, 4y, ..., §,, comme ci-dessus, le (n+m)-uplet (o(y1), ..., 0(Vn),
c(61),...,0(0,,)) soit semi-simple implique que 'adhérence de 'image de o est un
sous-groupe réductif de H. La construction précédente de o(7y) était entierement
nécessaire, et dépendait seulement du choix de (g1, ..., g») dans la classe de conju-
gaison semi-simple associée & £3%(71, ...,7,). Donc o est unique & conjugaison pres
par H°(Qy). O

L’action de B sur CS*P(Bung n(F,)/Z, Q) induit évidemment une action de
Bred d’oll une décomposition

(11.9) C"P(Bung,n (Fy)/Z, Qv) = 6,9,

ol v parcourt les caracteres de B¢ (c’est-a-dire aussi de B). C’est ce que nous ap-
pelons “décomposition spectrale” dans le théoreme[0.1l Par la définition-proposition
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T3l et la proposition M7 (appliquée & H = H® = @E) on associe & chaque car-
actére v un morphisme o : Gal(F/F) — G(Qy) tel que

(C1) o prend ses valeurs dans @(E’ ), ou E’ est une extension finie de F
(donc de Qy), et il est continu,

(C2) 'adhérence de Zariski de son image est réductive,

(C3) pour tout n € N* on a

(11.10) Fla(n)s o (1)) = (O4(F)) (15 s 1),

(C4) o se factorise a travers 71 (X ~ N, 7).

De plus v et la classe de conjugaison de o par G (Q¢) se déterminent mutuellement
de fagon unique grace a la condition (C3). Le théoréme suivant est le théoreme [0.1]
de I'introduction (avec un énoncé plus précis du lien avec les opérateurs d’excursion,
qui sont maintenant construits).

Théoréme 11.11. On a une décomposition de C.(Kx\G(A)/ Ky, Qe)-modules

(11.11) CS"P(Bung n(Fy) /2, Q) = ©oHs

ot la somme est indexée par les classes de conjugaison par @(@) de morphismes
o:m(X NN, — @(@)

vérifiant les conditions (C1) et (C2). Cette décomposition est déterminée de maniére
unique par la décomposition ([II9) grace a la condition (C3). Elle est compatible
avec lisomorphisme de Satake en les places non ramifiées: pour tout o tel que
9o # 0, pour toute représentation irréductible V de G et toute place v € | X |\ |N]|,
T(hv,) agit sur ), par le scalaire xv (o(Frob,)), ot Frob, € m (X \ N,7) est un
élément de Frobenius en v.

Démonstration. 1l reste seulement a montrer la compatibilité avec Satake. Soit V'
une représentation irréductible de G. On sait que T'(hy,,) respecte 9, et d’apres
le e) de la définition-proposition et la condition (C3), T'(hyv,,) agit sur 9,
avec l'unique valeur propre généralisée xy (o(Frob,)). Mais, comme on I'a déja
dit dans la remarque I1.6] les opérateurs de Hecke en les places non ramifiées
sont diagonalisables (car ils sont normaux pour la structure hermitienne standard
sur C2"P(Bung n(F,)/=,C)). Donc T'(hy,,) agit sur §, par multiplication par le
scalaire v (o(Frob,)) et on a montré que o est compatible en v avec I'isomorphisme
de Satake. |

12. CAS DES GROUPES NON NECESSAIREMENT DEPLOYES

12.1. Enoncé du théoréme principal. Soit G un groupe réductif lisse et géomé-
triquement connexe sur F'. On note U 'ouvert maximal de X tel que G se prolonge
en un schéma en groupes lisse et réductif sur U. D’apres les paragraphes 5.1.9 et
4.6 de [BT84] (qui m’ont été indiqués par Jochen Heinloth), on peut choisir un
modele entier parahorique de G en tous les points de X ~\ U. En recollant ces
modeles entiers sur U et sur les voisinages formels des points de X \ U, on obtient
un schéma en groupes lisse sur X que 'on note encore G. Ainsi G est un schéma
en groupes lisse sur X, réductif sur U, de type parahorique en les points de X \ U,
et dont toutes les fibres sont géométriquement connexes.
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D’apres la proposition 1 de [Heil0], le champ Bung, dont les points sur un schéma
S classifient les G-torseurs sur X x S, est un champ algébrique lisse, localement
de type fini. Une autre preuve de ce résultat apparait dans [ARH]|. On rappelle les
énoncés dans le lemme suivant.

Lemme 12.1 (|[Beh91], [Heil0] exemple (1) page 504, et [ARH], proposition 2.2 et
théoréme 2.5). Soit G comme ci-dessus. Il existe un fibré vectoriel V de rang r sur
X muni d’une trivialisation de det(V) et une représentation fidéle p : G — SL(V)
telle que les quotients SL(V)/G (et donc GL(V)/G) soient quasi-affines. Alors le
morphisme p, : Bung — BunOGLT est représentable, quasi-affine et de présentation
finie (on a noté Bun%Lr la composante connexe de Bungyr, classifiant les fibrés de
degré 0).

Pour tout copoids dominant p pour GL,., Bun0 <“ est de type fini (voir [Wanll]

pour une prewve et les références) et donc py (Bun ’<”) est un ouvert de type fini
de Bung. Pour deux choix différents de 'V et p les systémes inductifs d’ouverts de
Bung sont comparables.

Seule la derniere phrase n’apparait pas dans les références, mais elle résulte
immédiatement du fait que ces ouverts sont de type fini.

Pour définir des troncatures Buné“ il serait inutilement compliqué de chercher a
comprendre les troncatures de Harder-Narasimhan dans un cadre non déployé et on
prefere utiliser un plongement dans SL, comme dans le lemme précédent. De plus
on va définir ces troncatures a I'aide de G®4 au lieu de G pour que les troncatures
qui s’en déduisent dans les champs de chtoucas soient invariantes par ’action de =.

On applique le lemme précédent & G4, et on choisit donc un fibré vectoriel V de
rang 7 sur X muni d’une trivialisation de det(V) et un plongement p : G3¢ — S L( ).
Pour tout copoids dominant p pour GL, on définit I'ouvert de type fini Bunai‘d
comme (p,)~ (Buno(;;”). On définit Bun(—; comme l'image inverse de Buna{;‘d
C’est un ouvert de Bung qui n’est de type fini que si G est semi-simple. Des choix
différents de V et p conduiraient a des systemes inductifs comparables.

De plus, en anticipant sur les notations du paragraphe [2.3.1] pour toute re-

présentation W de LG il existe x tel que pour tout u et tout point (9 — G1) de
Hecke%}}l)/v, si Go appartient & Buné” alors G; appartient & Buné“ -

Soit N C X un sous-schéma fini. On note Ky le noyau de G(0) — G(Oy). On
note Bung, n le champ dont les points sur un schéma S classifient la donnée d’un
G-torseur G sur X x S et d’une trivialisation de 9’N><S' Comme les fibres de G
sont géométriquement connexes, la restriction a la Weil Gy de G de N a SpecF,
est connexe. On peut donc appliquer le théoreme de Lang & G . Par conséquent
Bung n(Fy) est un G(Oy)-torseur sur le groupoide Bung (Fy).

On note N = [N|U (X ~ U), de sorte que X ~. N est Iouvert non ramifié.

Le L-groupe G est un produit semi-direct G % Gal(ﬁ /F) ou F est 'extension
finie galoisienne de F telle que Gal(F/F) soit I'image de Gal(F/F) dans le groupe
des automorphismes du diagramme de Dynkin de G. Le produit semi-direct est
pris pour 'action de Gal(ﬁ /F) sur G qui préserve un épinglage, voir [Bor79].

Pour tout v € |U|, G(O,) est hyperspécial, donc G(F,) est quasi-déployé et
déployé sur une extension non ramifiée de F,,. Donc ﬁ/F est non ramifié sur
U. On note U le revétement galoisien de U, dont le corps des fonctions est F.
On considere “G comme un groupe algébrique sur Q; et pour toute extension
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E D Q on note “G g le groupe obtenu par extension des scalaires & E et on note
LG(E) = G(E) x Gal(F/F) le groupe de ses points a valeurs dans E.

Pour toute place v € |X]|, on note F, DPextension galoisienne finie de F;, telle
que Gal(F,/F,) soit 'image de Gal(F,/F,) dans le groupe des automorphismes du
diagramme de Dynkin de G. On note “G, = G Gal(ﬁv/Fv) le L-groupe local.
On a un plongement

Gal(F,/F,) C Gal(F/F) et *G,c'a
bien défini & conjugaison pres et déterminé de fagon unique par le choix d’un plonge-
ment F C F,. Si v € |U|, F,/F, est non ramifié et donc Gal(F,/F,) est cyclique,

avec Frob, comme générateur canonique.

Remarque 12.2. On a une inclusion évidente
(12.1) G(F)\G(A)/Kn C Bung n(F,)

dont I'image est formée des G-torseurs localement triviaux pour la topologie de
Zariski. En général, comme on I’a déja mentionné dans la remarque B.21]

(12.2) Bung,n(Fy) = |  Ga(F)\Ga(A)/Ky
acker! (F,G)

ot la réunion est disjointe, ker (F,QG) est fini et G, est la forme intérieure pure de
G obtenue par torsion par a. On rappelle que

ker' (F,G) = Ker(H'(F,G) - [[ H'(F., G)).

Pour tout o € ker'(F,G) on fixe un G-torseur sur F ayant a comme classe
d’isomorphisme, on ’étend a X ~\ N , et on le munit d’une trivialisation sur chaque
corps local F, (venant en presque toute place v de X ~ N d’une trivialisation sur
0,). On note G, le groupe d’automorphismes de ce G-torseur. On posseéde donc
un isomorphisme G, (A) = G(A), qui donne un sens au quotient par Ky dans le
membre de droite de (I2.2). L’égalité ([I2.2]) résulte facilement du fait que, pour
tout v € |X|, H(0,,G) = 0 (grace au théoreme de Lang, comme on 'a montré
plus haut). Pour plus de détails on renvoie au lemme 1.1 de [NBCO6b).

D’apres Kottwitz [Kot84l[Kot86] et Nguyen Quoc Thang [TNQ11] théoréme 2.6.1
pour Pextension en caractéristique p, ker' (F,G) est le dual de ker! (F, Z5(Qy)).

On fixe un réseau = C Z(A)/Z(F). On définit CZ"P(Bung, n(Fy)/=, E) comme
le sous-espace de C.(Bung n(F,)/E, E) formé des éléments dont limage par la
correspondance

BunG,N(Fq)/E -~ (BUDP’N(FQ) XP(ON) G(ON))/E

|

(Buna,n(Fg) Xpoy) G(ON))/Z

s’annule dans C(Buny n(Fy)/=, E) pour tout sous-groupe parabolique P de G de
Levi M (on renvoie & [Xuel7] pour un cadre général, ou de telles correspondances
sont étudiées). Grace a la remarque précédente on a la définition équivalente

(123)  CP(Bungn(Fy)/EE)= @  COP(Ga(F)\GalA)/KNE, E).
acker! (F,G)
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C’est un E-espace vectoriel muni d’une action de C.(Kn\G(A)/Kn, E). Il est de
dimension finie par [Har74] et la proposition 5.2 de [BJ79]: I'idée est que la cuspi-
dalité implique ’annulation sur les G-torseurs avec niveau N trés instables (c’est-
a~dire possédant, pour un certain sous-groupe parabolique propre une réduction
au sous-groupe de Levi associé admettant un unique relevement au sous-groupe
parabolique), donc il existe p tel que toute fonction cuspidale soit supportée sur
Bunéf‘N (F,)/= qui est fini.

Soit v € |U| (en fait on n’utilisera ce qui va suivre que pour v € | X |~ NcC |U]).
L’isomorphisme de Satake (voir [Sat63l[Car79,Bor79,[BR94]) est un isomorphisme
d’anneaux

(12.4) 7 O(Gg % Frob, |Gg) = Co(G(O\G(F,)/G(0,), E)

ou le membre de gauche est I’ anneau des fonctions régulieres sur la classe a gauche
(ou a droite) par_ GE égale a G g X Frob, C G, g, qui sont invariantes par
conjugaison par G g. Pour toute représentation E-linéaire V de “G,, on note
hve € Co(G(O,)\G(Fy,)/G(O,), E) I'image par lisomorphisme de Satake . de
XV‘CA;ExFrobU' Ces fonctions XV’GExFrobv engendrent O(GE x Frob, //GE) quand
V varie. En effet les xy engendrent le terme de gauche dans

O G5/ "Gy z) — O(GE x Frob, JFGy.5) 5 O(Gg x Frob, |Gg),

ol le premier morphisme est simplement la restriction. Le deuxiéme est un isomor-
phisme car les classes de conjugaison par G £ et par 'G, g d'un élément de la forme
g x Frob, sont égales (puisque g x Frob, commute avec lui-méme), donc LG, g/ Gg

agit trivialement sur G g X Frob, / G g. Par conséquent [V] — hy, est un ho-
momorphisme surjectif d’anneaux Repy(*G,) — C.(G(0,)\G(F,)/G(0,), E). La
fonction hy, appartient & C.(G(90,)\G(F,)/G(0,),0F) lorsque V est défini sur
Op.

Dans le paragraphe [IZ.3.4] nous définirons une famille commutative d’opérateurs
d’excursion

S1Wae,(vi)ier € Ende, (ky\G(a)/Kn,E) (CE“SP(BHHG,N(E;)/E, E))

oi1 I est un ensemble fini, W est une représentation E-linéaire de (*G)!, z € W et
¢ € W* sont invariants sous 'action diagonale de G, et (v;)ier € (Gal(F/F))?.

Théoréme 12.3. On a une décomposition canonique de Co(Kn\G(A)/Kn,Qq)-
modules

(12.5) Ce*P(Bung,n (Fy) /2, Qr) = @ﬁg

indexée par les paramétres de Langlands, c’est-a-dire les classes de conjugaison par
G(Q¢) de morphismes

o:Gal(F/F) — LG (Qy)
tels que

(C'1) o prend ses valeurs dans LG(E'), ot E est une extension finie de F
(donc de Qp), et il est continu et non ramifié en dehors de N (c’est-a-dire
qu’il se factorise a travers m (X \ f\?,ﬁ)),

(C’2) ladhérence de Zariski de son image est réductive,
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(C’5) on a la commutativité du diagramme

(12.6) Gal(F/F) u LG(Qy)

~

Gal(F/F)

Cette décomposition découle de la décomposition spectrale de la famille commuta-
tive des opérateurs d’excursion, au sens suivant: $, est l’espace propre généralisé
correspondant au systeme de valeurs propres (&, (0(7:))ic1-@) pour Spwa.e (vi)ics
quand I, W,z £ et (v;)icr varient. Il est compatible avec l'isomorphisme de Satake:
pour tout o, toute place v € | X| N J/\7, et pour toute représentation irréductible V
de LGy, hy., agit sur $, par multiplication par le scalaire xv (o(Frob,)). Enfin la
décomposition [I2) est compatible avec la limite sur N.

Remarque 12.4. En passant a la limite sur IV, on obtient une décomposition canon-
ique, indexée par les parametres de Langlands, de la représentation de G(A)

lim C"P(Bung,n (Fg) /2,Q0) = €D C™P(Ga(F)\Gal(A)/E, E).
N acker! (F,G)

Autrement dit pour toute représentation lisse irréductible = de G(A), le Qg-espace
vectoriel de dimension finie

Homg ) (77, li_r>nC§“Sp(BunG,N(]Fq)/E,@))
N

admet une décomposition canonique indexée par les parametres de Langlands qui
sont compatibles par l'isomorphisme de Satake avec m en toutes les places ou 7w
est non ramifié. La conjecture ci-dessous affirme que (si 7 est défini sur Q)
cette décomposition est définie sur Q, indexée par des parametres de Langlands

motiviques et ne dépend pas de £ ni du plongement Q — Q.

12.2. Compléments, remarques et conjectures.

12.2.1. Compatibilité avec la fonctorialité. La proposition suivante (dont 1’énoncé
a émergé apres des discussions avec Vladimir Drinfeld et Erez Lapid) affirme que
la décomposition [IZ3]) est compatible avec les cas triviaux de fonctorialité. Bien
siir on espere aussi qu’elle est compatible avec les cas non triviaux, comme la
correspondance theta, et d’ailleurs grace au lien entre notre construction et [BV06]
(expliqué dans la section [[T)) cela devrait résulter de la géométrisation du noyau
theta par Sergey Lysenko [Lys06}[Lys11].

Soit G’ un autre groupe réductif sur F' et T : G — G’ un morphisme de groupes
sur F' dont I'image est un sous-groupe distingué de G'. La fonctorialité “triviale”
pour les L-groupes expliquée dans le paragraphe 2.5 de [Bor79] fournit un mor-
phisme Y : £G’ — LG (en supposant les L-groupes construits & l'aide d’une
méme extension galoisienne finie F déployant a la fois G et G').

Soit = et =’ des réseaux dans Z(F)\Z(A) et Z'(F)\Z'(A) (ou Z’ désigne le centre
de G') tels que T(E) C . Alors T induit

/

[‘3'{ : @BHHG7N(]FQ)/E — l'&nBunG/VN(IFq)/E
N N
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et donc

(127) By : lim CE*P (Bungr v (F,) /=, E) — lim C<"P (Bung, v (Fy) /=, E)
N N

défini par B%(h) = ho By. On considere la décomposition (IZ.]) (apres étre passé
a la limite sur N) et la décomposition analogue

(12.8) lig C¢"P (Bungr, v (F) /', E @5
N

Proposition 12.5. Pour tout paramétre de Langlands o' pour G', on a f3($,) C
$Ho avec o =LY oo’.

La preuve sera donnée juste apres la preuve du théoreme 123

12.2.2. Paramétres d’Arthur. Bien sr on aimerait montrer que les parameétres
de Langlands o qui apparaissent dans la décomposition (IZI) proviennent de
parametres d’Arthur elhpthues On rappelle qu'un parametre d’Arthur est une
classe de conjugaison par G(Qg) de morphisme

Y : Gal(F/F) x SLy(Qy) — “G(Qy) (algébrique sur SLy(Qy)),

dont la restriction & Gal(F/F) est non ramifiée sur un ouvert dense et prend ses
valeurs dans une extension finie de Qy, et qui est continu, fait commuter le dia-
gramme ([Z0) et est tel que

(A1) la restriction de ¢ & Gal(F/F) est pure de poids 0 (c’est-a-dire que son
image par toute représentation de “G est pure de poids 0).

De plus ¢ est dit elliptique si

(A2) le centralisateur de 1 dans G(Qy) est fini modulo (Z (@)( ))Gdl(F/F

Le parametre de Langlands associé & ¢ est oy : Gal(F/F) — LG(Qy) défini par

oy(y) = ¢(% (|7|01/2 V|O1/2) )

ou |7|1/ 2 est bien défini grace au choix d’une racine carrée de gq.
Le parametre d’Arthur, c’est-a-dire la classe de conjugalson par G (Qy) de ¥, est

déterminé de maniere unique par la classe de conjugaison par G (Qp) de oy (Malcev,
cf. le corollaire 4.2 de [Kos59]).

Remarque 12.6. Soit ¢ un parametre d’Arthur tel que oy apparaisse dans (I2.3]).
Par la théorie du corps de classe on sait que pour tout caractere v de “G(Qy),
v ooy est pure de poids 0. Par conséquent la condition (A2) implique la condition
(A1). En effet si on fixe ¢ : Q; = C et si la restriction de 1 & Gal(F/F) n’est pas
t-pure de poids 0, alors le (-poids fournit un cocaractere non trivial a valeurs dans
le centralisateur de v, dont la composée avec tout caractere v de “G(Qy) est trivial,
et cela contredit la condition (A2).

Conjecture 12.7. Tout parametre de Langlands o apparaissant dans la décompo-
sition (IZX) est de la forme oy, avec Y un paramétre d’Arthur elliptique (bien défini

4 conjugaison prés par é(@))
Remarque 12.8. Pour montrer la conjecture précédente on peut espérer utiliser les

actions du SLy de Lefschetz sur la cohomologie de compactifications des champs
de chtoucas (il faudrait évidemment considérer la cohomologie en tous degrés et
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non pas seulement en degré moitié comme dans cet article). Cela était discuté dans
la remarque 10.8 et la section 11 de la version 3 de cet article sur arXiv mais on
signale que le lemme 11.5 était erroné car ’action des morphismes de Frobenius
partiels manquait dans les hypotheéses (et il n’est pas évident de définir une telle
action sur la cohomologie d’une compactification).

Remarque 12.9. On aimerait en fait obtenir une décomposition comme (28] pour
toute la partie discréte (et non pas seulement la partie cuspidale). Cette décomposi-
tion devrait étre indexée par les parametres d’Arthur elliptiques.

12.2.3. Lien avec les formules de multiplicités d’Arthur. Il est tentant de con-
jecturer une formule de multiplicités pour les espaces $), apparaissant dans la
décomposition (IZE). Comme la décomposition (21 n’est construite que pour
la partie cuspidale, et pas encore pour la partie discrete (cf. la remarque [2.9)), il
est préférable pour le moment de ne discuter les formules de multiplicités que pour
les parametres d’Arthur elliptiques pour lesquels I'action de SLs est triviale, car
dans ce cas le paquet global d’Arthur est conjecturalement inclus dans la partie
cuspidale.

La formule de multiplicités que nous conjecturons pour §), est exactement le
terme correspondant & o dans la formule de multiplicités d’Arthur usuelle. La raison
est la “compensation” suivante. On rappelle que dans (IZ)) la somme est indexée
par kerl(F7 G) et comme les formules de multiplicités d’Arthur concernent le quo-
tient adélique G(F)\G(A)/KNE, on a I'impression que l'on doit multiplier toutes
les multiplicités par fker' (F,G). Mais les formules de multiplicités d’Arthur sont
écrites pour une relation d’équivalence R sur 'ensemble des parameétres d’Arthur
elliptiques, qui est plus faible que la conjugaison par é(@), et fait intervenir en
plus la torsion par un cocyle localement trivial a valeurs dans Z5 (Qy), cest-a-dire
un élément de ker' (F, Z5(Qy)). Or ker! (F,G) est le dual de ker! (F, Z5(Qq)) donc

ils ont le méme cardinal.

Remarque 12.10. Pour des groupes autres que GL,., des multiplicités > 1 peuvent
apparaitre dans chaque §),. Cela est indépendant du fait que différents $), peuvent
correspondre au méme systeme de valeurs propres de Hecke (comme on 1’a expliqué
dans le paragraphe [0.7).

Lorsque G est un tore, les sous-espaces $), ont pour dimension 1, et la décom-
position [I2.3)) est simplement la bijection entre caracteres de lim  Bung, v (Fg) et

parametres de Langlands modulo conjugaison par G (Qp).

Remarque 12.11. Tl est clair que la décomposition (I21]) implique une décomposition
plus grossiere de C<"P(Bung y(F,)/Z, Q) indexée par les parametres de Lang-
lands modulo la relation d’équivalence plus faible R mentionnée ci-dessus. Cepen-
dant on ne sait pas si cette relation d’équivalence plus faible est compatible avec
Iinclusion CS%P(G(F)\G(A)/KnZ,Qp) C C%P(Bung n(F,)/Z, Q) qui vient de

On ne sait donc pas construire en général une décomposition canonique
de C<"P(G(F)\G(A)/KnZE,Qp) indexée par les parametres de Langlands pour la
relation d’équivalence plus faible R.

12.2.4. Indépendance par rapport a {. La philosophie des motifs indique qu'il doit
exister une notion de “parametre de Langlands motivique” définie sur Q. Si I'on
admet les conjectures standard, un parametre de Langlands motivique est défini
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comme une classe d’isomorphisme de couples (7', k), ou

e T est un foncteur tensoriel de la catégorie de représentations Q-linéaires de
dimension finie de G vers la catégorie Q-linéaire des motifs purs sur F,

e 5 est un isomorphisme entre la restriction de T aux représentations de
LG/G = Gal(F/F) et le foncteur naturel des représentations de Gal(F/F)
vers les motifs d’Artin sur F.

Dans un article récent [Drilb], Drinfeld a donné un sens inconditionnel a la
notion de parametre de Langlands motivique.

Conjecture 12.12. La décomposition (I2.5) est définie sur Q et indexée par des
paramétres de Langlands motiviques. De plus la décomposition est indépendante de
{ et du plongement Q — Q.

Remarque 12.13. Bien str dans le cas ou G = GL,, il est évident que la décom-
position (I25) est définie sur Q et indépendante de £ et du plongement Q — Qy,
puisque les espaces ), sont obtenus par diagonalisation des opérateurs de Hecke
en les places non ramifiées. En effet, grace au théoreme de Tchebotarev, une
représentation linéaire semi-simple o est déterminée par son caractere. On pourrait
aussi invoquer le théoreme de multiplicité un fort [PS75.[Sha74l[TS81allIS81b]. Grace
aux explications de Erez Lapid, nous savons que pour G = SL, la décomposition
(I23) est aussi définie sur Q et indépendante de ¢ et du plongement Q — Q.
En effet la proposition appliquée a l'inclusion Y : SL, < GL, montre que
la décomposition ([IZ3) pour SL, est déterminée par la décomposition pour GL,.,
puisque (% est surjective [HSI2L[LL7I]. D’apres [Lar94l[Lar96] et des variantes de
I’argument précédent on peut obtenir un résultat analogue pour d’autres groupes.

Remarque 12.14. Si on admet la conjecture de Tate en plus des conjectures stan-
dard, on pourrait espérer démontrer la conjecture précédente en rendant motiviques
toutes les constructions de cet article. Cependant cela serait tres difficile car on
a utilisé la cohomologie & support compact du faisceau d’intersection de champs
de Deligne-Mumford qui ne sont pas propres. La conjecture de Tate permettrait
d’obtenir & laide du lemme de Drinfeld (le corollaire BI3]) des représentations
Q-linéaires de GIV (F)!, ott Gyot(F) est le groupe de Galois motivique de F' (as-
socié au choix d’un foncteur fibre sur Q dont l'existence résulte de [Del90]), et
GV (F) = Guot(F) x5 Z pourrait étre appelé “groupe de Weil motivique”. On
utiliserait alors la variante évidente de la proposition [[1.7] ou ’on remplace I" par

ot (F)-

Remarque 12.15. La conjecture[TZ.I2limpliquerait I’existence d’une algebre By telle
que B ®p Q = CB@ ®@@ pour tout plongement Q < Q,. Grace a la remarque
B4 et & 1’égalité entre (@) et (@A), le transposé d’un opérateur d’excursion est
un opérateur d’excursion, par conséquent B@ Q®g C serait alors une C*-algebre
commutative et 'algébre Bz serait donc réduite.

12.2.5. Digression sur le cas des corps de nombres. 1l parait totalement hors d’at-
teinte d’appliquer les méthodes de cet article aux corps de nombres. Cependant
on peut se demander s’il est raisonnable d’espérer une décomposition analogue a la
décomposition canonique (I2.3]), une formule de multiplicités d’Arthur pour chacun
des espaces £, et une conjecture analogue a la conjecture
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Quand F est un corps de fonctions comme dans cet article, la limite

@N.BunQN(]Fq) est égale a (G(F)\G(A ®@p F))Gal(F/F). Or. cette derniere ex-
pression garde un sens pour les corps de nombres et pour éviter des problemes
. . . - =\ Gal(F/F
topologiques on peut remarquer qu’elle est aussi égale a (G(F)\G(A@F F))Gw (F/F)
ot F' est une extension finie galoisienne de F sur laquelle G est déployé.
On peut donc espérer que si F' est un corps de nombres et si = est un réseau

dans Z(F)\Z(A), la partie discrete de L? (( (F )\G(A(X)FF))Gal F/F) /E, ) admet

une décomposition canonique indexée par les classes de conjugaison par G((C) de
parametres d’Arthur elliptiques. Comme dans le cas des corps de fonctions, on a

(CENGAr )T = | Gu(P)\Gal(A)

acker! (F,G)

ott ker'(F,G) est fini et G, est une forme intérieure de G. Le cas
particulier qui ressemble le plus au cas des corps de fonctions est celui des formes
automorphes cohomologiques. En effet la partie cohomologique de

LZ (( (F )\G(A(X)FF))Ga1 F/F) /E, ) est définie sur Q et on peut se demander si

disc
elle admet une décomposition canonique sur Q indexée par les classes d’équivalence
de parametres d’Arthur elliptiques (pour rendre cela précis il faut utiliser [BG14]).

12.3. Démonstration du théoréme 2.3l On va expliquer les ingrédients nou-
veaux nécessaires pour la preuve du théoreme 2.3 comparée & la preuve du théo-
reme [[T.17] qui a fait ’objet des sections [Il & [I1] de cet article.

Si G = é, les modifications sont tres limitées. Mais pour traiter le cas ou
LG + G on aura besoin dune variante tordue sur la courbe de I’équivalence de
Satake géométrique. On suppose E assez grand pour que toutes les représentations
irréductibles de “G soient définies sur E.

12.3.1. Rappels sur les grassmanniennes affines et [’équivalence de Satake géomé-
trigue. De la méme fagon que dans la section [Il on définit 'ind-schéma Gr(lll"“’l’“)
sur U! (on rappelle que G est réductif sur U). On a X \ ]V C U et en fait
dans la suite on utilisera uniquement la restriction de Grj (howedi) (X ~ N )

que l'on notera de la méme fa(;on Soit U un revétement de U (et méme de U)
tel que 'image inverse de G a U soit déployée. Soit W une représentation FE-
linéaire de (LG)!. Alors Gr(h’“"I") est défini comme le sous-schéma fermé de
(I, 15)

U, ’W|(G)I
La définition des grassmanniennes affines de Beilinson-Drinfeld garde un sens pour
les courbes ouvertes et la notation précédente signifie que I'on a appliqué cette
définition & la courbe U. On a pu restreindre W a (@)I parce que l'image inverse

Gr(lh""’lk ) formé des points dont I'image inverse & (U )! appartient & Gr

de G sur U est déployée. On rappelle que par définition ce schéma est la réunion des
(I, Ik)
o,,v

(111 Ik)

schémas Gr= pour tous les constituants irréductibles V' de W|( Gy On définit

alors Hecke; comme 'image inverse de Gr; Il’ »Ik) /G¥ e, PAr le morphisme

naturel Hecke(lll’ o) Gr(lh’ 1) /G sy Toutes les propriétés restent vraies,
et en particulier on possede I’extension suivante du théoreme[L.ITau cas non déployé
(la structure du L-groupe comme produit semi-direct pour l'action respectant un
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épinglage vient du fait qu’'un épinglage de G apparait naturellement dans la preuve
de I’équivalence de Satake géométrique, voir [BD99]).

Contrairement au cas déployé, les faisceaux pervers que nous allons considérer ne
sont pas forcément des faisceaux intersection complete, mais sont issus du théoreme

Iy d
suivant, ol Gr( w ®)

joue simplement le role de support. C’est pourquoi nous
avons supposé Cl—deSSUS que W est une représentation de (“G)? (et non pas seule-

ment de (C/}\')I ) et n’avons pas cherché a introduire de corps réflex.

Théoréme 12.16 (Variante tordue de 1’équivalence de Satake géométrique [Zhul5l
Ric14]). On a un foncteur canonique

(I, k)
W — SLW’E

de la catégorie des représentations E-linéaires de dimension finie de (*G)! vers
$ o : ad S i Iy 1Ik)
la catégorie des E-faisceaux pervers GZ oz, ~€quivariants sur Grj

S(IIII,Q'E’I’“) est supporté par Gr(lll"”’lk)

. De plus

et on peut donc le considérer comme un fais-

Iy . . ,
ceau, pervers (4 un décalage prés) sur Gr( . k)/Gddn .. (ot les entiers n; sont

assez grands et le décalage est déterminé par la condition que limage inverse sur

Gr(h’ ) st perverse relativement (X ~ N)). Les E-faisceauz pervers (¢ un

o I)

décalage prés) SI w.e  sont universellement localement acycliques relativement au

morphisme vers (X ~\ ﬁ)l Ils vérifient les mémes propriétés b), c), d) que dans
le théoréme LI Si W se factorise & travers (*G/G)! = Gal(F/F)!, Sgl%,[’,Elk)

est supporté sur la section évidente (X ~ N)T — Gr(Il""'I") (dont limage est le

sous-schéma ot tous les ¢; sont des isomorphismes) et elle provient du E-faisceau
lisse sur (X ~ N)I correspondant a W (et dont la fibre en A(7) est canoniquement
égale a W ).

Remarque 12.17. Dans le théoréme précédent on peut remplacer E par O (on a

toujours Gr(h’ Ti)

fonction en W) Il en va de méme dans la discussion qui suit.

de type fini mais on n’en donne plus de description explicite en

En fait nous aurons besoin d’une petite généralisation du théoreme précédent,
ou certains x; restent des points variables sur X ~ N mais les autres sont fixés en
des places dans | X| \ N , et en contrepartie on demande seulement que W soit une
représentation du L-groupe local (au lieu de ©'G) pour ces indices.

Soit I un ensemble fini, et
(12.9) a: T = (|X|~N)U{*k}
une application (I'idée est que, pour i € I, le point z; restera un point variable sur
X ~ N si a(i) = % et sera fixé en la place v si (i) = v). On pose X (k) = X N,
et pour v € |X|~ N on écrit X(v) = v, considéré comme un sous-schéma fermé
de X. Soit W une représentation E-linéaire de dimension finie de [[,.; LGa(i),
ot Gy = FG. Soit (I4,...,I;) une partition de I telle que « soit constant sur
chaque I;. Alors on définit naturellement le sous-schéma fermé Gr; Il’ e qe

Gr(lfl,...,lk) =QCr (Ih, Ik)‘HiEIX(a(i)) sur [[;c; X(a(i)) et le faisceau pervers (a un
décalage pres)

(12.10) 8yl sur Grllypo e “JGY, s
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qui est fonctoriel en W et vérifie les mémes propriétés que dans le théoreme ci-
dessus, donc en particulier les propriétés analogues a b), ¢), d) du théoreme[[.T7l On
peut le vérifier facilement en plongeant W dans une représentation de [, * Gai
qui admet un prolongement a (£G)L.

Le lien avec I'isomorphisme de Satake classique (I24) est le suivant. Soit v une
place dans |X| ~ N. On prend I = {1} un singleton et o défini par a(1) = v.

On écrit Gr, pour Gr({%}) qui est la fibre de la grassmannienne affine sur v.

icl

L’ensemble des F4-points de cet ind-schéma s’identifie & G(F,)/G(0O,). Alors, pour
toute representatlon irréductible V de LG, la trace de Frobgy, /k(v) sur le faisceau
pervers Sf{{l}}‘)/% est égale & (—1)27“) by, olt hy, € Co(G(0,)\G(F,)/G(0,),0r)
a été introduite juste aprés (I24) et w est le plus haut poids de n’importe quel
constituant irréductible de V‘ & (de sorte que (2p,w) est la dimension de la G(0)-
orbite correspondante dans Gr,).

12.3.2. Chtoucas. On construit maintenant le champ classifiant des chtoucas dans
le cas des groupes non nécessairement déployés. Cela est facile et parallele au cas
déployé parce que les pattes restent dans X ~ N C U sur lequel G est réductif.
Une construction sans cette hypothese est proposée dans [ARH|, mais n’est pas
nécessaire ici. Soit I un ensemble fini, k¥ € N et (I3, ..., ) une partition de I. On
note

Cht{y ™ (resp. Chtiyy ™, Chtiyy ™) =)

le champ sur (X ~\ N )! dont les points sur un schéma S classifient un S-point

(1211)  ((zs)ier, (Sosv0) 25 (S1,0h1) 25 -+ 25 (Gh v, v 1) 25 (Gp, )

dans
Hecke%jl’""lk) (resp. Heckegvll’ M’, Hecke(h[’“v'[',j") SHy

plus un isomorphisme o : "Gg = Gy, préservant les structures de niveau, c’est-a-dire
vérifiant ¥, o O"Nxs Tg.

Comme les fibres de G sont géométriquement connexes, on peut appliquer le
théoreme de Lang a la restriction a la Weil de G' de n’importe quel sous-schéma fini

de X a F,. Donc pour tout niveau N’ D N, Cht%} ’j"{,l’“)’g“ est un revétement fini

étale du champ Cht 11’ de groupe de Galois Ky /K.

‘ (X~N)I
Remarque 12.18. On peut montrer que, comme les pattes varient dans X ~ N ,
Cht%ll’;"'/’j’“) ne dépend en fait que de la donnée de G groupe réductif sur X \ N et
du sous-groupe compact ouvert Ker([[, .5 G(0,) = G(On)) de [[,c5 G(Fy).

La lemme suivant a bénéficié de discussions avec Alain Genestier, Urs Hartl et
Jochen Heinloth. On renvoie au théoréme 3.14 et a la remarque 3.18 de [ARH] pour
plus de détails.

Lemme 12.19. Le quotient Cht(h’ o)< /E est un champ de Deligne-Mumford
de type fini.
Démonstration. On rappelle que p est un copoids dominant de G4, 11 suffit de

montrer 1’énoncé pour (I, ..., I) = (I), ce qu’on suppose désormais. Par ailleurs il
suffit de montrer le résultat avec N assez grand (en fonction de p).
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) Cas ol GG est adjoint. On a rappelé au paragraphe M[2.1] que, d’ aprés [ARH],

Bun—“ est un champ d’Artin de type fini, et pour N assez grand BunG N Buné”];m

et Hecke%’)ivﬂ sont des schémas de type fini, donc Cht% I<V“ est un sous-schéma

fermé de Heckeﬁv?j—v (image inverse du graphe de Frobenius de Buné“ ) et il est

donc un schéma de type fini.
b) Cas ot G est un tore T'. Alors il existe un revétement fini ¥ de X \ N tel que
Cht%,)”/ X (X W) Y1 soit une réunion finie de Bunr x (F,)-torseurs (cette réunion

finie a pour cardinal le nombre de caracteres différents de T dans la restriction de
V & T C IT). Or le morphisme naturel = — Bunr n(F,;) a un noyau fini et une
image d’indice fini, donc (en supposant, quitte a diminuer Z, que le noyau soit nul),

Cht%’)l’v /E est un revétement fini de (X \ N )L. Plus précisément on montre qu’il

existe U C Cht%)”/ ouvert fermé de type fini tel que la réunion de ses translatés

= @)
par = recouvre ChtNJy.

c) Cas général. On considere le tore G* = G/G9" abélianisé de G. Alors le
morphisme (324, 32P) : G — G* x G2 est surjectif sur F et a pour noyau un
groupe abélien fini K.

On choisit les modeles parahoriques lisses de G, G*1 et G* pour que le mor-
phisme G — G2 x G2P g’étende & X tout entier.

On note encore V la représentation de LG4 x £GP (et donc de chacun des deux
facteurs) qui se déduit de V' en composant par (24, Lpab) . LGad x LGgad 5 L@,
D’ott un morphisme

(824, B2 : Chtly 1y — cmggd U Chtglb NIy

On applique b) & G et on note U un ouvert fermé de type fini de ChtGdb NIV

tel que la réunion de ses translatés par = recouvre Cht! La réunion des

Gdb N,V
translatés de (52P)~1(U) par = recouvre ChtG’)N’ r.v- 1l suffit donc de montrer que
(B2P)~1(U) est de type fini.

Soit, comme dans le lemme I2.0] un fibré vectoriel V de rang r sur X muni
d’une trivialisation de det(V) et une représentation fidele p : G — SL(V) telle
que les quotients SL(V)/G (et donc GL(V)/G) soient quasi-affines. En prenant
n = #K on voit que la représentation p®" de G sur V" se factorise par (524, 32P)
au point générique de X. On en déduit facilement que (p®")., ((Bab)*l(U)) est

inclus dans BunG . pour v assez grand. Par conséquent p,((52°)~!(U)) est inclus

0,<
dans BunGLV pour v assez grand. Le méme argument que dans a) montre alors

que (82P)~1(U) est de type fini. O

Le champ discret Chtgg?di” est constant sur F, et égal a Bunéf‘ ~(Fq). L’argument
pour le démontrer est le méme que dans la preuve de la proposition 2.16 c): on
applique le lemme 3.3 b) de [Var04] a Bunéf‘ N>, o N” D N est assez grand (en
fonction de p) pour que toute composante connexe de Bunéf‘ v soit un schéma.

Si les entiers n; sont assez grands, le morphisme naturel

E(Ilvn--,Ik’)vE . Cht%’li’m}lk) /_. 5 QGr (117 Ik)/ Z

N,(I),Wﬂ ier iTi

est lisse.
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(I, 1)

Comme dans la définition .5l on définit Fy'; £ 5 comme le faisceau pervers (a
un décalage pres) sur Cht J\?} WI’“) /= égal a
L., I, d),E Iy d
(1212) Tniivels = (N ) (81"
On définit
<p,E (L1yee505),< (L1 1k)
(12.13) I = RN, (5 T <)

qui appartient & D8((X ~ N )1, E) (grace au lemme précédent) et ne dépend pas
du choix de la partition (1, ..., ;). Il dépend bien sir de =, que 'on omet pour

. L . . . <u,E
raccourcir les formules. En particulier on possede le faisceau constructible 9{?\}7“ W

sur (X ~ N)..

12.3.3. Une petite généralisation, et les opérateurs Sy,. Pour construire les opé-
rateurs analogues aux Sy, on a besoin d'une petite généralisation des champs
de chtoucas, associée & la donnée d’une application o comme dans ([I29). Soit
(I, ..., I) une partition de I telle que « soit constant sur chaque I;.

Soit W une représentation E-linéaire de J[,.; LGa(i). On définit Hecke%l’”"l’“)’a

(I1,...,T . . . (I
W )@ introduit ci-dessus. On note ChtNll’V(,")’a

de la méme fagon que Gr
er X(a(i)) classiﬁant un point (I2ZI0) dans Hecke%’ll’7w7]")’a plus

un isomorphisme o : TGy = Gj, préservant les structures de niveau, c’est-a-dire
vérifiant 1, o or} NX S Thg. Si les entiers n; sont assez grands on a un morphisme

naturel Cht%ll’ R Gr(h’ Ar)e /G e, dui est lisse.

le champ sur [],

(I, 0k ) . N £
Comme dans ([12.12) on définit Fy'; 1 2’5 comme le faisceau pervers (& un déca-

(I1,5 0k )5 I1> Ik)ya

lage pres) sur Cht NIW /E égal a I'image inverse du faisceau pervers §;
introduit dans (MID Comme dans (I2ZI3) on pose

<uE Iy Ty) o< I Ii),
(12.14) %lez,mw (ngll W H) (ffgvll W:,Ea|0ht(11 o Ebeose g )

dans D!(T];c; X((i)), E). Le fait que (IZI4) est indépendant du choix de la
partition (I, ..., I;) vient de ce que Sgw;ﬂl[’“)’a défini dans (IZI0) vérifie 'analogue
de b) du théoreme [[17]
Soit de plus v € |X|~ N et V une représentation de “G,. On prolonge « en
o TU{L 2} = (| X~ ]\Af) U {%} en posant o/(1) = &/(2) = v. On définit alors
Sv € Hompy(y,_, x(atin. 5y (HR T HRT00)

comme la composée

ﬁ
<u, <u.E
(1215) j-CNMI o,W X E, j{N“IU{l 2}/ \WRVKV * ‘Hie[ X (a(i))xA(v)

b

c
<p+r,E evy ,v <p+k,E
HNJU{IB},&QWE’VIZ’V* [Ticr X(a(i))xA(v) j{N I,a,W > E

(F{l})deg(v)

ol les morphismes de création et d’annihilation va » et GENV » sont évidents (la

notation (F{l})deg(“) ci-dessus est un peu abusive dans la mesure ou Fyy n’existe
pas dans ce cadre). Plus précisément la composée (IZI5) commute avec Iaction

du morphisme de Frobenius partiel sur E,, et par descente on obtient Sy ,.
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La méme preuve que celle de la proposition donne 1’égalité

(12.16) T(hvw) = SV7U|H o (X(a(i))m(X\v))'

Comme dans le corollaire[6.5], on utilise les morphismes Sy, pour prolonger 'action
de C.(Kny\G(A)/Ky) sur Hﬁffﬂw a [[;c; X(a(i)) tout entier. De la méme fagon
que dans la section [7] on montre les relations d’Eichler-Shimura (elles existent en

toutes les places de X \. IV mais on n’en aura besoin qu’aux places ou G est déployé,
et dans ce cas il n’y a aucune différence avec la section [T).

12.3.4. Opérateurs d’excursion. Pour tout point géométrique T dans (X \ N ), on
définit le F-espace vectoriel des éléments Hecke-finis
. o<wel \H o 0,<u,E
(hﬂg{N,I,W 5) C hﬂj{Nz W e
nw
de la méme facon que dans la définition
Dans le cas ou [ est vide,

hgﬂ{?vﬁgfl _ 139{%*; |- = Ce(Bung,n (F,)/E, E)
w

et la proposition B.23] implique que

Hf Hf
(12.17) (nﬂwgﬁg;ﬁ ]ﬁ) - (nggf?v’%fﬂﬂ) = C°?(Bung, v (F,)/Z, E).
B u

On choisit une flecche de spécialisation sp de n! vers A(7). Les mémes arguments
que dans la proposition R.27 et le corollaire [R.34] montrent que

H
o 1 g0, <pE 0,<u,E
sp: (hﬂf}{N 1w |A(ﬁ)) - ( Hn 1w ’_>

est une bijection et que cet espace est muni d'une action de 7 (n,7)! = Gal(F/F)?.
Pour la partie de Pargument qui utilise les relations d’Eichler-Shimura, on peut
choisir (si on le souhaite) les places v; telles que G y soit déployé.

Pour alléger les notations, nous ne déﬁnirons les morphismes de création et

d’annihilation que sur les faisceaux fHN T Vf (au lieu du cadre plus général des

faisceaux J'C(])V’Sj’f Q{EW qui contiendrait comme cas particulier les morphismes e Sy
et Gg‘,v , de (I2ZI5)). Soit J un ensemble fini et U une représentation de (‘G)7.
On rappelle la notation ¢; : J — {O} de sorte que US’ est la représentation
diagonale de L'G. Le sous- espace (uss )G formé des vecteurs de U qui sont invariants
sous laction diagonale de G, est une représentation de Gal(F /F) (par Paction

diagonale). On note ¢ I'inclusion (UCJ) C U¢’. Onnote (US7) < }X\]V le E-faisceau

lisse sur X \ N qui est associé & la représentation de Gal(F/F) sur (UCJ)CA;, et dont

la fibre en 7] est canoniquement égale & (US/). Le morphisme de création est la
composée

0,<p,E €@ O, <p.B
(12.18) Hytw W (U) ‘X\IV N,IU{0},WR(USs)E
H(Idw Ke) FOSmE ~y 4(0.<nE

N,IU{0},WRUSs NIUJWRU (X N)TxA(X~N)"
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On remarque que le vecteur z, qui apparaissait dans la notation C% dans le cas

déployé, ne peut étre introduit ici puisque le faisceau (U< )é| 5 Dest pas néces-

sairement constant. Il réapparaitra dans (IZ20) quand on restreindra ce faisceau
a.

De la méme facon, en notant v : U — (U) & le quotient maximal sur lequel
I’action diagonale de G est triviale, on définit le morphisme d’annihilation comme
la composée

0,<u,E ~ 0,<u,E
(12.19) :}CN,IUJ,WIEU|(X\JV)IXA(X\]V) - g{N,IU{O},WlZIUCJ

H(Idw ®v) - 0,<p,E ~ a0,<u,E ¢
sy My y by J
— K — Hytw B (U

N,IU{0},WR(UST) 5 )é‘x\ﬁ'

On prend maintenant I = @) et W = 1 et on restreint & 77 les morphismes (I2.18)
et (IZI9). En remplagant les lettres (J,U) par (I, W) (qui ne sont plus utilisées),
on obtient

e pour tout x € W invariant par ’action diagonale de é, le morphisme de
création

0,<up,E 0,<u,E

(12.20) J{N,@’l E%J{N,LW A’

e et pour tout £ € W* qui est invariant par ’action diagonale de G le mor-
phisme d’annihilation

0,<up,E O,SM,E|
Fg*

NI,W |A(ﬁ) — Hyod

Grace a (IZI7), on construit les opérateurs d’excursion exactement comme dans
la définition-proposition Soit I un ensemble fini, W une représentation F-
linéaire de dimension finie de (!G)!, x € W et ¢ € W* invariants sous l’action
diagonale de G, et (yi)ies € m1(n,7)7. Alors

Stwae(vi)ier € Ende, (ky\Ga)/Kx . E) (CS“P(BUHG,N(]Fq)/E E))

est défini comme la composée ([@.3).
Ces opérateurs d’excursion engendrent une sous-algebre commutative

B C Ende, (ky\G(a)/ Ky .E) (CEuSp(BUDG,N(Fq)/Ea E)>~
Pour toute fonction f € O(Gp\(*Gg)!/GE), on pose

SIva('Yi)iEI = SLva&(%)z‘eI

ou W,z,& sont tels que f((gi)icr) = (&, (gi)icr-x). Ces opérateurs vérifient des
propriétés similaires & (i), (ii), (iii) et (iv) de la proposition [[0.8 et & la proposi-
tion [[0.I0l L’analogue de (v) de la proposition [[0.8 sera considéré dans la propriété
e’) ci-dessous.

On a une nouvelle propriété

(vi’) Si f provient d’une fonction sur (Gal(F/F))! (grace a I'égalité LG /G =
Gal(ﬁ/F)), ST1.f.(v)se; €st le scalaire f((7i)ier) (ol les 7; désignent ici par abus
leurs images dans Gal(ﬁ /F)). Plus généralement si J est un sous-ensemble de I et
f provient d’une fonction sur

Ge\(*Gp)’ |Gy x (Gal(F/F))™,
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alors

SLfs('Yi)iEI = SJ,f',(wj)jeJ ou f((gj)jeJ) = f((gj)jeh (vi)ier~)-

12.3.5. Construction des parameétres de Langlands. Pour tout entier n on note
O((*Gg)")GE) la E-algebre de type fini formée par les fonctions régulitres sur
(FGE)™ qui sont invariantes par conjugaison diagonale par G g, c’est-a~dire telles
que f(hgih™Y, ..., hgnh™Y) = f(g1, ..., gn) pour tout h € Gg et gi,...,gn € “Gp.

Comme dans la définition-proposition [[T.3] on obtient pour tout n € N un mor-
phisme d’algebres

O, : 0(("Gp)" ) Cp) = C(m(X \ N, 7)", B)
tel que, si on pose I ={0,...,n},
O (f) (V150 m) = S[)ﬁ(lﬁh,_,ﬂn)

ou fe O(éE\(LGE)I/@E) est définie par f(g()vglv ---7gn) = f(g()_lgla ago_lgn)

Remarque 12.20. A D’aide de (vi’) on peut montrer que les opérateurs 517,?,(1,71,...,7")
ci-dessus engendrent la FE-algebre B quand n, f et (v1,...,7,) varient. En ef-
fet O(LGE\(*Gg) /GE) et O((*Gg/GE)!) engendrent O(Gp\(Y*Gg)! /GE), car
Paction de G /G g par translation & gauche sur (¢Gg /G p) =mo(Gp\(*Gg)! /Gg)
est libre. Donc en considérant la suite ©,, on ne perd aucune information.

La suite ©,, vérifie des propriétés similaires & a), b), ¢) et d) de la définition-
proposition [[T3lainsi qu'une variante e’) de la propriété e) et une nouvelle propriété
£):

e’) pour toute place v € |X| ~\ Z\A], pour tout plongement F C F, (in-
duisant des plongements Gal(F,/F,) — Gal(F/F) et *G,r C tGg),
et pour toute représentation irréductible V de LG, g, de caractere xy €
OrGy g)tGy.E), pour toute fonction f € O(LGg/LG, r) prolongeant
Xv, et pour tout v € Gal(F,/F,) avec deg(y) = 1, ©1(f)(v) = T(hv,»)-
£7) si f est une fonction sur le groupe fini Gal(F/F)™ et que 'on considere
f comme un élément de O((*Gg)" G ) alors O, (f) est la composée

Gal(F/F)" — Gal(F/F)" L E c B.

La propriété f 7) est une reformulation de la premiere partie de (vi’) ci-dessus. La

......

phismes de création et d’ anmhllatlon (‘3ﬁ » et GZVV » de (IZTH) et les restrictions &
v des morphismes (I2ZI8)) et ([219) (assomes a J = {1,2} et & une représentation
U de (¢Gg)? dont la restriction & (G, g)? contient V X V*). En effet, par un
argument similaire au lemme [[0.2] ©(f)(y) dépend seulement de la restriction de
falG, g)FGy E et toute fonction dans O(*Gy g /LG, E) est une combinaison de
caractéres de représentations irréductibles de © Gy.E-

On a une décomposition spectrale (en espaces propres généralisés)

(12.21) Ce*P (Bung, v (Fy)/E, Qr) = @YJV

ou v parcourt les caracteres de B.
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On applique la proposition [T & H = *Gg (et HY = @E) Ainsi pour tout
caractere v de B, on obtient un morphisme o : Gal(F/F) — LG(Q) bien défini &
conjugaison pres par @(@), et tel que

(C'1) o prend ses valeurs dans “G(E’), ot E’ est une extension finie de F
(et donc de Qy), et il est continu,

(C’2) ladhérence de Zariski de son image est réductive,

(C’3) pour n € N*, f € O((*Gg)")GE) et (715 ..., 7n) € Gal(F/F)™ on a

(12.22) Fle(n), - a(m)) = (Vo Oulf)) (1, 7m):

(C’4) o se factorise & travers mp (X ~ N,ﬁ).
La condition {’) ci-dessus implique:

(C’5) le diagramme ([2.6) est commutatif.

De plus v et la classe de conjugaison par @(@) de o se déterminent mutuelle-
ment. La propriété e’) ci-dessus montre la compatibilité & I’isomorphisme de Sa-
take en toutes les places de X ~ N , par le méme argument que dans la preuve du
théoreme [IT.111

Cela termine la preuve du théoreme 12.3 |

Remarque 12.21. Si G est anisotrope, la démonstration du théoreme pourrait
étre simplifiée car il n’y a plus besoin de troncatures par u, la cohomologie Hecke-
finie est égale a la cohomologie totale et le lemme de Drinfeld peut étre appliqué
directement. En effet tous les champs Cht%}ll"’ﬁ,l’“) /E sont de type fini. L’argument
le plus simple pour le démontrer semble étre de choisir un revétement galoisien
U — U tel que I'image inverse de G soit déployée, noter X la courbe projective
hsse contenant U comme ouvert dense, puis appliquer a 1’1mage inverse d’un chtouca
aX (qui aura donc des pattes supplémentaires en les pomts de X \U controlées par
des copoids dominants ne dépendant que de G, X et X ) la théorie de la filtration de
Harder-Narasimhan dans le cas déployé [Beh91l[Var04,[Sch15] et utiliser les mémes
arguments que dans la preuve du théoreme 2.25 de [Var04] pour montrer que des
pentes trop importantes entraineraient l’existence d’'un sous-groupe parabolique
propre dans G (cet argument apparait déja dans [LRSQS Laf97, [Lau04] pour les

N N e . .. . . . <
algebres a division). Donc la limite inductive hﬂ 9{?\, I” w est un E-faisceau con-
“w

structible sur (X ~ N )!, muni d’une action des morphismes de Frobenius partiels
(qui respectent de plus une Opg-structure naturelle). Ce faisceau est donc lisse sur
$II pour un certain ouvert dense Y C X et on peut appliquer directement le lemme
de Drinfeld. Sa fibre en A(7) vérifie les propriétés a), b), ¢) de la proposition 228

Démonstration de la proposition [Z5. Soit W une représentation de (‘G)!, x € W
et £ € W* invariants sous I'action diagonale de é, et (Vi)ier € m1(n,m)’. On note
Wiy la représentation de (YG’)! obtenue en composant W avec LY : £G" — LG.
Alors le morphisme de restriction 85 de (I27) entrelace les opérateurs SWLT,w,&(w)
et Swa.¢,(+,)- En effet, grace a une “fonctorialité triviale” de I'équivalence de Satake
géométrique vis & vis de T (qui est laissée au lecteur), on définit naturellement un
morphisme de faisceaux

<u,E <u,
By : 1L”j'f?\M[WL %g%?\fIHW
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(ol le premier faisceau est relatif & G’ et =’ et le second a G et =). Ces morphismes
entrelacent les opérateurs de création et d’annihilation, ainsi que les actions de
Galois sur les parties Hecke-finies des fibres en A(7). La proposition[I2.5len résulte.

|

13. RESULTATS A COEFFICIENTS DANS F,

Je remercie Jean-Pierre Serre pour un commentaire qui m’a amené a réfléchir au
probléme considéré dans cette section. Dans le cas ou G est déployé, le théoreme
ci-dessous fournit une décomposition canonique de CSUP(G(F)\G(A)/KnZ, Fy) in-
dexée par les classes de conjugaison de représentations completement réductibles
m (XN N,7) — G (F¢). La notion de compléte réductibilité est expliquée par Serre
dans [Ser05].

Soit G un groupe réductif comme dans la section précédente.

Proposition 13.1. Le Og-réseau
Ce"P(Bung, n (Fy) /8, 0p) C CZ"P(Bung,n (Fq)/E, E)

est préservé par tous les opérateurs d’excursion Spw.a e (vi)ie, lorsque I et (vi)ier

sont arbitraires, et W, x, £ sont définis sur Og.

i€l

Démonstration. Cela résulte du fait que ’équivalence de Satake géométrique a
été construite a coefficients dans O par Mirkovic et Vilonen [MVO07] (voir aussi
[Gai07]). On commence par le cas ou G est déployé. Comme on I’a rappelé dans

s : (I, i)
le théoreme [[L17] et la remarque [[L20, on a un foncteur canonique W — 8§ W

de la catégorie des représentations de (CA?)I dans des Og-modules de type fini vers
la catégorie des faisceaux pervers (& un décalage pres) Gad oz, ~€quivariants a co-

efficients dans Og sur Gr(lll"“’I’“). Mirkovic et Vilonen utilisent la t-structure per-

verse standard dans la catégorie dérivée des Og-faisceaux. Le fait qu’elle n’est pas
préservée par la dualité de Verdier ne pose pas de probleme car celle-ci n’est pas
utilisée dans largument. En fait on n’utilisera ce foncteur W — 5(11‘1/[7/.-6]1;) que
lorsque W est sans torsion. Avec les notations de la définition [£5 on obtient le O g-
faisceau pervers 5‘"%IIWI£)OE sur Cht%,ll’;"}[’,l’“)’gu /2 défini comme I'image inverse de

(I, k) e 0,<p,0p : 0,<p,E 5
SI, O - On définit alors H 7'y ” comme le sous-Op-faisceau de Hy 7y égal a

l'tmage de
0 (L1, I),<pt (I1,--, k)
R (PN,I ); ?NJ,W,E,OE‘Chtﬁjll’“‘,;;lk)’s“ JE

dans
0,<u,E __ 0 (Ilv“#lk)vgl‘ (Il,...,Ik)
Hyiw =R (pN,I ), INIWzEE Crt{fL Ik S

. S . <
(autrement dit on tue la torsion éventuelle). Ces sous-O g-faisceaux 9{?\}7‘_‘ M? 7 sont

préservés par les morphismes de création et d’annihilation et, avec augmentation
de p, par 'action des opérateurs de Hecke a coefficients dans Og et des morphismes
de Frobenius partiels.

Pour tout point géométrique Z de (X ~ N)! on définit

Hf Hf
: 0,<u,0g _ (1 0,<p,E : 0,<u,0p
(hﬂf}fz\u,w 5) = (hﬂj{N,I,W 5> n (hﬂf}fz\u,w 5)
123 w m
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On vérifie facilement qu'un élément de lim J—C(])\’,f]“ W? Z|_ est Hecke-fini si et seule-
“w >4y T

ment si il vérifie les conditions équivalentes suivantes:

e il appartient a un sous-Og-module 91 de type fini de lignﬂ J{?VSI“V[?E ’z qui

est stable par T'(f) pour tout f € C.(Kny\G(A)/Ky,Og),
e il vérifie la méme condition, et en plus 9 est stable par m (z, T).

Le méme argument que dans la proposition B3] montre que I'image de I’homomor-
phisme de spécialisation

.1 100, <0 o q00,<,0
(13.1) sp :hE}CN)If‘WE’A(ﬁ)%th}CNJ’fWE o
N 1

Hf
contient (hﬂﬂ 9{?\}%“ M(,g E |n_’> . Gréce a la proposition .32 on en déduit que

Hf Hf
* . 0,<1,0 . 0,<p,0
(13.2) s5p° (h_H;:H:N,Il,LWE|A(ﬁ)> - (h_H}j'fN,IIfWEL,_z)
1 1

est un isomorphisme. Par conséquent on peut remplacer E par O partout dans
la définition ([@3]) des opérateurs d’excursion. Lorsque G n’est pas nécessairement
déployé, les arguments sont les mémes, avec les adaptations de la section précédente.

|

Les fonctions sur (£G)" /G de la forme (g1, ..., gn) — (€, (1,01, gn).x) ot T =
{0,...,n} et W, z, £ sont définis sur O sont exactement les fonctions régulieres sur
(L@)" )G définies sur Op. Le méme énoncé est vrai A coefficients dans Zg et Fy.

On note By, € End(CS"P(Bung n(F,)/Z,F,)) la sous-algebre commutative
engendrée par les réductions modulo l'idéal maximal de Op des opérateurs
S1W,z.,(vi)ie; quand I et (7v;);er sont arbitraires, et W, z, & sont définis sur Op.

Les propriétés de la définition-proposition satisfaites par les opérateurs
d’excursion sont préservées par la réduction modulo I'idéal maximal de Og.

Pour construire les représentations galoisiennes o & coefficients dans F, & partir
des caracteres de Bﬂ, on utilise, lorsque G est déployé, le théoreme 3.1 de Bate,
Martin et Rohrle [BMRO5], qui compléte, en caractéristique £ # 0, les résultats de
Richardson [Ric8§| (la combinaison des deux est récapitulée dans le théoréme 3.7 de
[Ser05]). Pour plus de détails on renvoie & la preuve du théoreme 4.5 de [BHKTI6].

Quand G n’est pas déployé, les propriétés satisfaites par les opérateurs d’excur-
sion (& savoir les analogues de a), b), ¢), d) de la définition-proposition [T.3] ainsi
que ¢e’) et ) du paragraphe [2.30)) sont également préservées par la réduction
modulo 'idéal maximal de Op. Pour construire les morphismes ¢ on a besoin
de l'extension de la notion de complete réductibilité aux groupes réductifs non
nécessairement connexes, qui est donnée dans le paragraphe 6 de [BMRO05]. En
particulier 'image d’un morphisme

o:m(X ~N,7) = “G(F,)

tel que le diagramme

(13.3) Gal(F/F) Z LG(Fy)

~ 7

Gal(F/F)
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est commutatif est completement réductible au sens de [BMRO5] si et seulement si
tout sous-groupe parabolique P de “G(F;) contenant cette image admet un sous-
groupe de Levi la contenant. En effet tous les sous-groupes paraboliques P de
LG se surjectant sur LG/ G sont de type de Richardson dans le sens de [BMRO5]
(dans le paragraphe 1.3 de [Bor79] Borel étudie ces sous-groupes dans le cadre des
L-groupes complexes, mais la descrlptlon qu’il en donne s’étend a notre situation

: leurs classes de conjugaison par G sont en bijection avec les parties Gal(F/ F)-
1nvar1antes de T'ensemble des racines simples et par la preuve du lemme 3.5 de
[Bor79] ils sont de Richardson).

On démontre donc le théoreme suivant.

Théoréme 13.2. On a une décomposition canonique de C.(Kn\G(A)/Kx,Fy)-
modules

(13.4) C<P(Bung n (F,)/Z,Fy) = @5&

indexée par les classes de conjugaison par G(IF_Z) de morphismes
o:m(X ~N,7) = LG(F,)

tels que

e o prend ses valeurs dans “G(F'), ou F' est une extension finie de Fy, et il
est continu,

e le diagramme [I33) est commutatif,

e o est complétement réductible dans le sens précédent.

Cette décomposition est obtenue par la décomposition spectrale de la famille commu-
tative des opérateurs d’excursion au sens suivant: ¢ est l’espace propre généralisé
correspondant au systéme de valeurs propres (&, (o(vi))ier-x) pour les opérateurs
obtenus a partir de Spw e (v;)e; Par réduction modulo l'idéal mazimal de Of,
lorsque I et (v;)icr sont arbitraires et W, z,& sont définis sur Op.

Cette décomposition est compatible avec lisomorphisme de Satake au sens suiv-
ant: pour tout o, toute place v € | X |\ N et toute représentation V. de * G, définie

sur O, 9o, est inclus dans Uespace propre généralisé de hy,, pour la valeur propre

v (o(Froby,)).

Remarque 13.3. Contrairement & la situation du théoréme [[T.1] il n’est sans doute
pas vrai en général que §), soit inclus dans I’espace propre de hy,, car les opérateurs
de Hecke non ramifiés modulo ¢ ne sont sans doute pas toujours diagonalisables.

Le lien entre les décompositions du théoreme précédent et du théoreme [1T.17] est
le suivant. Soit o : w1 (X ~ N,7) — LG(Zy) tel que
o (X NN, 7)) D LG(Ze) — LG(Q)
satisfasse les conditions du théoréme [[T.11l Soit * la semi-simplification de
7:m(X N N,m) 5 "G(Zy) —~ "G(F),

c’est-a-dire que l'on prend un sous-groupe parabolique le plus petit possible de
—=SS

LG contenant I'image de & et alors 7 est la projection de & sur le Levi. Le
théoreme [[3.2] implique alors que I'image de $),rat N CS"P(Bung, v (Fy) /=, Z¢) dans

Cgusp(BunG’N(Fq)/E7F_g) est incluse dans ﬁ?
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14. INDICATIONS SUR LE CAS DES GROUPES METAPLECTIQUES

Cette section indique sommairement comment les résultats de cet article s’éten-
dent au cas des groupes métaplectiques.

Les constructions ci-dessous sont inspirées de [Lys06] et utilisent de fagon essen-
tielle I'extension au cas métaplectique de ’équivalence de Satake géométrique due a
Finkelberg et Lysenko [FL10], généralisée par Reich [Reil2] et étendue par Lysenko
au cas réductif [Lys14], puis traitée dans le cas le plus général possible par Gaitsgory
et Lysenko [GL16]. La littérature sur les groupes métaplectiques est trés vaste et
on renvoie & [GGI14[Weil4l[Weil5] pour des références récentes. Ces références con-
siderent des extensions métaplectiques tres générales, associées a la donnée d’une
extension de G par K sur le corps de fonctions, et d’un entier N divisant ¢g—1. On
va se contenter d’un cadre plus modeste, ot N est comme ci-dessus et ’extension
métaplectique provient des racines N-iemes de fibrés en droites de degré pair avec
de bonnes propriétés de factorisation (ces fibrés sont notés A, B et By) ci-dessous).
Ce cadre contient le cas de I'extension métaplectique usuelle de Sps,,. Pour traiter
le cas le plus général, il faudrait sans doute considérer des gerbes de factorisation
(au sens de [GL16]) définies sur F, (la remarque [[4.1] ci-dessous décrit la gerbe de
factorisation dans le cas traité ici).

Soient G, U, U, F,N et N comme dans la section Les champs Grgh"“’l’“)

et Hecke(lll"“’l’“) sont définis au-dessus de U’. Soit A un fibré en droite sur Bung
et B un fibré G(O)-équivariant sur la grassmannienne affine muni d’une donnée de
factorisation. Autrement dit on se donne, pour tout ensemble fini I un fibré en
droites By) sur Gr(II)/GE ooz » qui soit
e compatible a la fusion, c’est-a-dire que pour toute application ¢ : I — J,
on a un isomorphisme canonique

YoNG: J
Ay () =3
ot A¢ désigne (le quotient par Gy, de) I'inclusion
Grf]J) = GrSI) X1 X7 Gry),

e compatible & la convolution c’est-a-dire que pour toute partition (Iy, ..., I)
de I, on ait un isomorphisme canonique entre

BgIl,...,Ik) = (WEB”M)) (.Bgl))7

et I'image inverse de H§:1 ng) par le morphisme évident

k
ey 1
GI"SIL Ik)/GZ coz; = H Grgjj)/GZite oo 9

Jj=1

et que By) soit égal a B lorsque I est un singleton. On suppose de plus que pour
tout ensemble fini I et toute partition (1, ..., I) de I, on a un isomorphisme entre

e le fibré sur Heckegh’“"l") dont la fibre en ((z;)icr, (So 215G, LN Sk))
est Ag, @ Ag!

Sk’
woodie)

I,.... 1
(11, k) N

e I'image inverse de Bgl’
Gt G

par le morphisme évident Hecke
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De plus on demande que ce dernier isomorphisme soit compatible & la fusion (c’est-
a-dire fonctoriel en I) et & la convolution.

Par exemple si G est déployé de tore maximal T, on obtient un tel couple (A, B)
pour toute représentation W de G (éventuellemement virtuelle) telle que

(14.1) > a®ae2X*(T) & X*(T)

(ot la somme porte sur les poids de W, comptés avec multiplicités). En effet on

pose Ag = det(RI'(X,Wg)) pour § € Bung, et 'B( TN égal au déterminant

relatif des réseaux associés aux restrictions de Wg et Wg: au voisinage formel de x
(gréace a la condition (4.0 ces fibrés sont pairs et donc les regles de Koszul ne font
pas apparaitre de signe négatif, cf. [Reil2] Proposition 11.6.8).

On se donne un entier N divisant ¢ — 1. On note puy le groupe fini des racines
N-iémes de I'unité dans F;. On se donne un caractere primitif ¢ : uy — E*. On

note ]:3;11/116; la pn-gerbe sur Bung associée au fibré en droites A. Autrement dit
les S-points de Bung classifient la donnée d’un morphisme u : S — Bung, d'un

fibré en droites 2 sur S et d’un isomorphisme 2" ~ u*(A). De méme on introduit
—~(I1,...,

I
la py-gerbe Gr(I k)/GZieI coz; SUL Grlll""’l’“)/GZiel coz; associée au fibré en

Ity di)
) J . ) (s Te I
droite fBg veli) gon image inverse Hecke; sur Heckeg Loeeerli)

associée au fibré en droites Ag, ® Ag:

est également

Remarque 14.1. La upy-gerbe ci-dessus est une gerbe de factorisation au sens de
[GL16]. Gréace a ’hypothese que N divise ¢ — 1, elle est définie sur F,,.

Les groupes duaux des groupes métaplectiques ont été introduits par Savin apres
des travaux de Kazhdan et Patterson. On renvoie & [FL10,Reil2lLys14lMcN12|
Weild[Weil5l/GL16] pour la définition de ces groupes (dans le cadre tres général de
[GL16] la notion de donnée de Langlands duale métaplectique est introduite, mais
nous ne la considérons pas ici).

On suppose donc qu’il existe un groupe L@ extension de Gal(ﬁ/F) par LCNT'O, tel
que I’analogue du théoreme soit vraie. Plus précisément on suppose que ’on
a un foncteur canonique

(I1,50k)
W — SLW’E

de la catégorie des représentations E-linéaires de dimension finie de (Lé)I vers la
- . X . R )

catégorie de E-faisceaux pervers (& un décalage pres) sur Gr; b / Gziel cox; SUT

lesquels pnv agit par ¢ (et ou le décalage est déterminé par la condition que l'image

Iy,.01y)

. —~— (11 . N AT :
inverse sur Gr; est perverse relativement a (X ~ N)!). Les E-faisceaux

X . A Iy d . . .
pervers (& un décalage pres) Sg wB *) doivent étre universellement localement acy-

cliques relativement au morphisme vers (X ~ N )I. Tls doivent vérifier les mémes
propriétés b), c¢), d) que dans le théoréme

L’existence d’un tel groupe est justifiée dans [FL10,Reil2l[Lys14[GL16] lorsque
G est déployé.

Soit I un ensemble fini, (11, ..., ;) une partition de I et W une représentation
irréductible de (FG)?.



878 VINCENT LAFFORGUE

Le morphisme évident Cht Il’ o) Gr(Ill"”’I’“)/GZiEI ooz; S€ reléve en un mor-
phisme
Iy, I
(14.2) Cht () o Gy JGs

U

1o Ir)
En effet la restriction de la un-gerbe Hecke; a Cht(Il"”’I ©) st trivialisée par
_ _ _4a-1\N
‘A90 ®A,— = (‘Ago)l 1= ((‘ASO) N ) .

On note Cht%ll’ WI’“) le support de I'image inverse de 8§ IIII,{, E’I ®) par (I42]).

Contrairement au cas non métaplectique, il n’est pas vrai en général que l'action

~— (1,0, 1k)

de GZ o, com; Sur Gr; se factorise par G‘*d c’est-a-dire soit triviale sur

1 00T
252, o; oow;- Em revanche, en faisant comme |Lysl5] 5.2.3 (qui traite le cas des tores)
on montre qu'il existe une isogénie Z* — Z telle que

1yeees ke

. ~( e
e l'action de ZﬁE o, SUr Gry soit trivialisée,

i€l

e Buny: y agisse sur Bung y de facon compatible avec la trivialisation précé-
dente.

On suppose que ’équivalence de Satake géométrique admise plus haut est telle que
Sy coms agit naturellement sur les faisceaux Sgl%,VEI’“)
On choisit alors un réseau = dans Bungy: y(F,) tel quil s’injecte dans
Bungz v (F,), et on note encore E son image.

Alors I'image inverse de Sgl%,{, EI’“) par (IZ2)) est naturellement E—équivariante et

(I1,5d%) . N . N (I1,..- -
on note Fy 1=y le faisceau pervers (& un décalage preés) sur Cht NI W / qui

en résulte.
On pose alors

<u,E (I, 5 ), < Iy,
(14.3) }CNMI w = (lel ) "), (?Evll Wi)E Cht gl 5y K= /”)'
qui ne dépend pas du choix de la partition (I3, ..., I). On a en particulier le faisceau

constructible JT((])\}SI” 22 sur (X N)L.

Dans le cas ou [ est vide, f}{?fw“ 1E est un faisceau constructible (trivial) sur F,
et on a

(14.4) gﬂ?fﬂﬂf |5 = Cc(Bung,v (Fy)/Z, E)

ot Bung, v (F,) est le py-torseur sur Bung, v (F,) dont la fibre en G est I'image par
le morphisme surjectif F; — un,a — a= % du [Fy-torseur des trivialisations de la
F,-droite Ag, et ou le membre de droite de (I4.4]) désigne l'espace des fonctions a
support compact qui sont (-équivariantes.

La notion de cuspidalité s’étend sans modification au gz_x\s_r/nétaplectique et permet,

de définir un sous-espace de dimension finie C"*(Bung,n(Fy)/Z, E). Les mémes
arguments que dans la section fournissent alors une décomposition
de C¢™P (BunG ~N(Fy)/Z, E) suivant des parametres de Langlands, c’est-a-dire des
classes de conjugaison par “G9(Q,) de morphismes o : 7 (X ~ N,7) — LG(Qy)
définis sur une extension finie de Qy, continus et tels que 'adhérence de Zariski
de I'image soit réductive. Cette décomposition est compatible avec I'isomorphisme
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de Satake (dont une définition possible consiste & prendre les traces de Frobenius
dans 1’équivalence de Satake géométrique discutée ci-dessus) et réalise donc la cor-
respondance de Langlands dans le sens “automorphe vers Galois”. On renvoie a
[McN12,|GG14] Weil5] pour 1’énoncé de isomorphisme de Satake classique et le
lien avec [FL10[Lys14,IGLI16] lorsque G est déployé. Avec les notations de ([Z2))
on a

(14.5) Bunon(F) = | Ga(P)\Ga(A)/En
acker! (F,G)

—_~—

ot G, (A) est une extension de G, (A) par py.

Remarque 14.2. On peut espérer que les résultats a coefficients dans F, de la section
[[3ls’étendent au cas métaplectique mais on ne peut pas le montrer pour le moment
parce que [FL10] et [Lys14] ne traitent pas les coefficients dans Op.

15. LIEN AVEC LE PROGRAMME DE LANGLANDS GEOMETRIQUE

Il est évident que la coalescence et la permutation des pattes sont reliées aux
structures de factorisation introduites par Beilinson et Drinfeld [BD04] et en effet
notre article utilise de facon essentielle le produit de fusion sur la grassmanni-
enne affine de Beilinson-Drinfeld dans I’équivalence de Satake géométrique [MV07,
Gai07]. Par ailleurs l'idée de décomposition spectrale est familiere dans le pro-
gramme de Langlands géométrique, cf. [BeiO6] et surtout le corollaire 4.5.5 de
[Gailh] qui affirme, dans le cadre du programme de Langlands géométrique pour
les D-modules (ou la courbe X est définie sur un corps algébriquement clos de
caractéristique 0) que la DG-catégorie des D-modules sur Bung est “au-dessus”
du champ des systemes locaux pour G. On notera curieusement que 'on ne sait
pas formuler d’énoncé analogue avec les faisceaux ¢-adiques lorsque X est sur F,
(méme si la conjecture d’annulation montrée par Gaitsgory [Gai04] va dans ce sens),
et cependant notre article peut étre considéré comme une version “classique” ou
plutét “arithmétique” d’un tel énoncé.

En fait le lien est bien plus direct qu’une simple analogie: nous allons voir que
les conjectures du programme de Langlands géométrique f-adique permettent de
comprendre les opérateurs d’excursion et fournissent une explication tres éclairante
de notre approche grace & une construction de Braverman et Varshavsky [BV0G]
qui généralise le fait qu’un faisceau sur Bung donne par les traces de Frobenius une
fonction sur Bung(F,). On prend ici G déployé et N vide, c’est-a-dire Ky = G(O)
mais les considérations qui suivent resteraient valables pour tout niveau N (et méme
pour les groupes réductifs non déployés).

Les conjectures du programme de Langlands géométrique sont formulées & ’aide
des foncteurs de Hecke: pour toute représentation W de (CAT')I le foncteur de Hecke

orw : DY(Bung, Q) — Di(Bung x X', Q)
est donné par
1w (F) = (a3 (F) @ Frw)
olt Bung <2 Heckey‘),v Ly Bung x X7 est la correspondance de Hecke et
e quand W est irréductible, F;w est égal, & un décalage pres, au faisceau

d’intersection de Heckegﬂ),v,
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e en général il est défini, de fagon fonctorielle en W, comme 1'image inverse
de SEI‘)/V@ par le morphisme lisse naturel Hecke(l{‘),v — Gr(lf‘),v /G5 nya, (OU

les n; sont assez grands).

Soit € un é—systéme local sur X. Alors F € D%(Bung, Q) est dit propre pour &
si 'on possede, pour tout ensemble fini I et toute représentation W de (CAv')I , un
isomorphisme ¢ w(F) = F K We, fonctoriel en W, et compatible aux produits
extérieurs et a la fusion (c’est-a-dire a I'image inverse par le morphisme diagonal
X7 — XT associé & n’importe quelle application I — J). Les conjectures du
programme de Langlands géométrique impliquent l’existence d’un objet F propre
pour & (et vérifiant une condition de normalisation de Whittaker qui ’empéche
en particulier d’étre nul). Dans le programme de Langlands géométrique X et
Bung sont habituellement définis sur un corps algébriquement clos, mais ici nous
les prenons définis sur F,.

Soit F propre pour €. On note f € C(Bung(F,),Q,) la fonction associée &
F par le dictionnaire faisceaux-fonctions, c’est-a-dire que pour x € Bung(F,),
flz) = Tr(Frobz,fﬂx). Soit 2 C Z(F)\Z(A) un réseau. On suppose que F est
S-équivariant, si bien que f € C(Bung(F,)/Z, Q) (quitte & diminuer = cela est
impliqué par une condition sur &, en fait sur son image par le morphisme de G
vers son abélianisé). Il est bien connu que f est un vecteur propre pour tous les
opérateurs de Hecke: pour toute place v et toute représentation irréductible V' de
@, T(hy)(f) = Tr(Frob,, Ve |v)f, ol Frob, est un élément de Frobenius en v.

La proposition suivante (reposant sur un résultat non encore rédigé) exprime la
compatibilité entre le programme de Langlands géométrique et la décomposition

@3).

Proposition 15.1 (Conditionnelle & un résultat non encore rédigé). Etant donné
F propre pour € et Z-équivariant tel que la fonction f associée a F soit cuspidale,
alors f appartient & H, ot o : 7 (X, 7) — G(Qq) est la représentation galoisienne
correspondant au systéme local €.

Démonstration. Dans [BV06], Braverman et Varshavsky utilisent un morphisme de

trace tres général, et le fait que Chtg{‘)/v est 'intersection de la correspondance de

Hecke avec le graphe de ’endomorphisme de Frobenius de Bung, pour construire
un morphisme de faisceaux sur X!

(15.1) T i im TR = We.
o

Ces morphismes sont fonctoriels et Q,-linéaires en W, et compatibles avec la coales-
cence des pattes et avec 'action des morphismes de Frobenius partiels (ce dernier
point n’a pas encore été rédigé). De plus ﬂé{’f : Ce(Bung(F,)/Z, Q) — Qp nest
autre que h — fBunG (Fo)/2 fh. Alors on déduit des propriétés de ces morphismes

W};‘E/ que pour tout I, W, z,&, (vi)ier, on a

Stwag (v)ies (F) = (& (0(7i))ier-x) f-

Ceci termine la preuve de la proposition I5.11 O
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16. Cas DE GL,

La correspondance de Langlands pour GL, sur les corps de fonctions est éta-
blie dans [Laf02a] (apres [Dri88] pour GL2) a laide du principe de récurrence de
Piatetski-Shapiro et Deligne. Dans cette section, qui n’apporte aucun résultat nou-
veau, on montre comment le théoréme [0 Il fournit une nouvelle preuve de 'ingrédient
de récurrence (([I6.4) ci-dessous), et donc une nouvelle preuve de la correspondance
de Langlands pour GL,, si on ajoute aux arguments ci-dessous le paragraphe 6.1
et 'appendice B de [Laf02al, qui expliquent la récurrence.

Remarque 16.1. Certaines parties de la preuve du théoréme [0.1] se simplifient
dans le cas de GL,. D’abord il suffit d’établir la proposition dans le cas ou
V = A*St pour k = 1,...,7 (car ces représentations engendrent tout 'anneau des
représentations de GL,). Dans ce cas V est minuscule, mais comme deg(v) n’est
pas nécessairement égal a 1, la preuve est un petit peu plus compliquée que celle
donnée dans l'introduction mais quand méme beaucoup plus simple que la preuve
de la proposition D’autre part, comme on I’a dit dans la remarque 1.8 dans
le cas particulier ot G = GL,, la proposition [[T.7] (c¢’est-a-dire la proposition
de lintroduction) avait déja été montrée par Taylor [Tay91] grace & la théorie des
pseudo-caracteres.

La suite de cette section fournit les quelques arguments nécessaires pour donner
une nouvelle preuve de lingrédient de récurrence de [Laf02a] & l’aide du théo-
reme [ILJ] en faisant attention & ne pas utiliser les résultats connus comme consé-
quences de [Laf02a] pour éviter toute circularité. C’est pour éviter une telle cir-
cularité que 1'on ajoute la derniére assertion du lemme [[6.2] ci-dessous (qui résulte
a posteriori de [Laf02a] par la remarque [[63) et qu’on montre le lemme [I6.4] ci-
dessous (qui lui aussi résulte a posteriori de [Laf02a]).

Bien que 'on soit intéressé ici par G = GL, on énonce le lemme suivant pour G
quelconque (déployé pour simplifier).

Lemme 16.2. Soit o apparaissant dans la décomposition ([[LII) du théo-
réme LIl Soit V une représentation irréductible de G et V, = D, ™V,
la décomposition de la représentation semi-simple V, indexée par les classes d’iso-
morphisme de représentations irréductibles T de w1 (n, 7). Alors si U, #0, T K 7*
apparait comme un sous-quotient de la représentation

Hf

de (m1(n,m))%. Plus précisément pour tout h € $, non nul, il existe un isomor-
phisme entre T X 7* et un quotient de la sous-représentation de dimension finie de
[@IE1) engendrée par f = sp*(egv (h)), qui envoie Id, € T X 7* sur 'image de f
dans ce quotient.

De plus T est t-pure pour tout isomorphisme 1 : Qp = C.

a0, <pE
(16.1) Hy 0y vy = (h_I>nHN,{lf,2},V|Z|V*
i

Remarque 16.3. Bien stur la derniére assertion n’est pas un résultat nouveau car
d’apres le théoreme VIIL.6 de [Laf02a] toute représentation irréductible (définie sur
une extension finie de Q, et continue) de m1 (X \ N,7) est t-pure pour tout ¢.

Démonstration. Quitte & augmenter FE on suppose o et $), définis sur E. Soit
h # 0 dans $,. On rappelle qu’on ne sait pas si B est réduite, mais comme B est
commutative, le sous-B-module B.h de ), engendré par h admet un quotient de
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dimension 1, sur lequel B agit forcément par le caractére v associé a o par (C3). Il
existe donc une forme linéaire A sur B.h telle que

(16.2) A(bh) = v(b) pour tout b€ B.

Soit h € CP(G(F)\G(A)/KNE,E) tel que la forme linéaire sur
CP(G(F)\G(A)/KNE, E) donnée par

(16.3) k— hk
G(F)\G(A)/KNE
prolonge .
L’élément f = sp*(va (h)) est aussi I’élément de ([IG.I]) image de h par la com-
posée
-1

cusp — FH(Sv) X<{1,2}
CP(G(F)\G(A)/KNE,E) = Hioy 1 — Hioyveov-—<—H{1,2},vRv-

On note f la forme linéaire sur (I6.1]) égale & la composée de

H RN V) g 1 = COUP(G(F\G(A)/KNE, E
{1,2},vRV*—~ {0}, vev: — 7 11{0}1 CP(G(F)\G(A)/KNE, E)

et de la forme linéaire

CovP(G(F)\G(A)/KNE E) = E, g+ / Fg.
G(F)\G(A)/KNE

Alors f et f sont invariants par action diagonale de 7 (n,7) (cf. remarque I0.9).
Pour tout (v,7') € (71(n,7))% on a
<fv7(’}/ar}/) f> =

/ hS{1 2y vEV* 6y vy (vy) (B)
G(F)\G(A)/KNE

= V(S{l,Z},ng*,5V,evv,(77’Y/)) = XV(U(’Y’Y,A)) = XV, (77/71),
ol
e la premiere égalité vient de la définition (I0LT]) des opérateurs d’excursion,
e la deuxiéme égalité résulte de I'hypotheése que ([IG3) prolonge A, et de

(m))

e la troisieme égalité vient du fait que v correspond & o par (C3).

Le quotient de la représentation de (mi(n,7))? engendrée par f par la plus
grande sous-représentation sur laquelle f s’annule est alors isomorphe & la sous-
représentation engendrée par xy, dans C(m1(n,7), E) muni de I'action par transla-
tions & gauche et a droite de (1(n,7))?. D’apres [Boul2] chapitre 20.5 théoréme 1,
cette derniere représentation est isomorphe a GBT,‘BT £0 7K 7* et on peut normaliser
cet isomorphisme de telle sorte qu’il envoie yy, sur ETmT £0 Id,. On a donc montré
que si U, # 0, 77T est un quotient d’une sous-représentation de ([I6.I]) contenant
f, de telle sorte que 'image de f soit Id.

On en déduit maintenant que 7 est (-pure. Comme 7 X 7% est un sous-quotient
de ([I6.T]), il résulte de Weil II [Del80] que 7 X 7* est «-pure de poids < 0 comme
représentation de 71 ((X ~ N)2, A(%)). Donc pour presque toute place v les valeurs
propres de 7(Frob,) ont des t-poids égaux, dont la valeur est déterminée par le
t-poids de det(7). O
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On rappelle que dans [Laf02a] la correspondance de Langlands est obtenue par
récurrence sur r, a ’aide du principe de récurrence de Deligne, qui combine

e les équations fonctionnelles de fonctions L de Grothendieck [SGAS],

e la formule du produit de Laumon [Lau87],

e les théoremes de multiplicité 1 [PS75L[Sha74] et les théoréemes réciproques
de Hecke, Weil, Piatetski-Shapiro et Cogdell [CPS94].

La récurrence est expliquée dans le paragraphe 6.1 et Pappendice B de [Laf02a] et
admet comme ingrédient

(16.4) I’hypothese de la proposition VI.11 (ii) de [Laf02a]

a savoir qu’a toute représentation automorphe cuspidale = pour GL, de niveau N
on peut associer o : (X \ N,7) — GL,.(Q,) défini sur une extension finie de
Q¢, continu, pur de poids 0 et correspondant a 7w au sens de Satake en toutes les
places de X \ N. Le théoréme [0l (plus précisément le théoreéme [T.TT]) fournit une
nouvelle démonstration de (I64]), grace au lemme suivant.

Lemme 16.4. On prend G = GL,. On suppose la correspondance de Langlands
connue pour GL,. pour tout v’ < r. Alors tout o apparaissant dans la décomposition
@3) est irréductible et pur de poids 0.

Démonstration (extraite de [Laf02al). Soit (H,, ) une représentation automorphe
cuspidale pour GL, telle que (H,)%~ soit non nul et apparaisse dans $),. On note

(16.5) c=Preu.

la décomposition de la représentation semi-simple ¢ suivant les classes d’équivalence
de représentations irréductibles 7 de 71 (X ~ N,7). On suppose par ’absurde que
o n’est pas irréductible. Toute représentation 7 telle que U, # 0 est alors de
rang r, < r et, par 'hypothese de récurrence incluse dans I’énoncé, il existe une
représentation automorphe cuspidale 7, pour GL,_ associée & 7 par la correspon-
dance de Langlands pour GL,_. On choisit un ensemble fini de places S en dehors
duquel les représentations m, o, et T, 7, telles que UV # 0 (qui sont en nombre fini)
sont non ramifiées et se correspondent par I'isomorphisme de Satake. D’apres la
méthode de Rankin-Selberg pour GL, x GL,_(due a Jacquet, Piatetski-Shapiro,
Shalika [JS81al[JS81bLITPSS83]), L(# X 7, Z) est un polynéme en Z donc a fortiori
Lg(t x 7, Z) est un polynéme en Z (puisque les facteurs locaux ont des poles mais
jamais de zéros). Donc

Ls(7 x m, Z) = Ls(# x 0,Z) = [ [ Ls (7 x 7, 2)"™ ¥ = [[ Ls(# x m,, )"~

n’a pas de pole. Pourtant d’aprés le théoreme B.10 de [Laf02a] (dt & Jacquet,
Shahidi, Shalika), Lg(7# X 7, Z) a un pole en Z = ¢~ !, ce qui amene une contradic-
tion. Donc on sait maintenant que o est irréductible. Pour tout ¢ on sait d’apres le
lemme que o est (-pur et la connaissance de son déterminant (par la théorie du
corps de classe) implique alors que le t-poids est nul. Donc o est pur de poids 0. O

Remarque 16.5. On mentionne pour le lecteur que les conséquences déja tres impor-
tantes de la correspondance de Langlands pour GL,., expliquées dans le chapitre VII
de [Laf02al, ont été encore étendues dans des travaux récents de Deligne et Drinfeld
[Dell2/[EK12l[Dril2] sur les questions de rationalité des traces des Frobenius et sur
I'indépendance de ¢ pour les faisceaux f-adiques sur les variétés lisses sur F,.
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