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ABSTRACT. Soit X un espace ayant le type d’homotopie rationnelle d’un pro-
duit de spheéres impaires. Si, pour tout nombre premier p, la LS-catégorie de
tous les p-localisés de X est majorée par n, nous montrons que la LS-catégorie
de X est majorée par n + 1. Si Y est un élément dans le genre de Mislin de
X, nous en déduisons: |cat(Y) — cat(X)| < 1. Dans le cas d’un H-espace X
de rang 2, nous avons exactement cat(X) = cat(Y’), pour tout espace Y dans
le genre de X.

Dans ce travail, nous nous intéressons a l’existence de relations entre la LS-
catégorie de X, cat(X), et celle de ses p-localisés, cat(X(,)) pour tout nombre pre-
mier p. G. H. Toomer a établi un premier résultat dans cette direction en montrant
cat(X(p)) < cat(X), pour tout espace simplement connexe X. Cette propriété n’est
pas conservée dans la classe des espaces nilpotents; un contre-exemple est donné par
cat(S1) =1, cat(K(Q, 1)) = 2. Au vu du résultat de Toomer, arrive naturellement
la question suivante, pour un espace simplement connexe X:

(Q1) Si pour tout nombre premier p, on a cat(X(,) < n, peut-on en déduire
cat(X) <n?

J. Roitberg répond négativement & cette question en construisant [Roi00] un
espace infini, X, vérifiant cat(X) = 2 et cat(X(,)) = 1, pour tout nombre premier
p. La question (Q1) est toujours ouverte pour les espaces finis.

Pour éviter la situation de I’exemple de Roitberg et celle du cercle S, nous ne
considérons désormais que des espaces simplement connezes ayant le type d’homo-
topie de CW-complezes finis, que nous désignons simplement par espaces. Pour ces
espaces, Cornea [Cor95| obtient une majoration de cat(X) en fonction des cat(X,)):
si cat(X(p)) est majorée par n, pour tout nombre premier p, alors cat(X) < 2n.

Une deuxiéme question en relation avec (Q;) concerne le genre de Mislin de
X, G(X), défini comme 'ensemble des types d’homotopie d’espaces p-équivalents &
X pour tout nombre premier p. Une propriété homotopique de X est dite générique
si elle est partagée par tous les éléments de G(X). Dans [McG94], C. McGibbon pose
la question de savoir si la catégorie de Lusternik-Schnirelmann est une propriété
générique, i.e.:

(Q2) A-t-on cat(X) = cat(Y) pour tout espace Y dans le genre de X ?
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L’exemple déja cité de J. Roitberg est une réponse négative dans le cadre des
espaces infinis. En se limitant aux espaces, McGibbon donne une réponse affirma-
tive & (Qa) pour les co-H-espaces, i.e. si cat(X) = 1, alors cat(Y) = 1, pour tout
Y € G(X).

Remarquons qu’une réponse affirmative ¢ (Q1) entraine une réponse affirmative
a (Qa).

Dans cet article, apres avoir rappelé les définitions de base, nous étudions la
généricité de plusieurs minorants de la catégorie de Lusternik-Schnirelmann. Nous
montrons que la réponse est positive (Théoreme[I)) pour la catégorie faible [BHG0],
la strict category weight, [Rud99], [Str99] et la oi-catégorie [Van00).

Le point principal du travail est ’étude des questions (Q1) et (Qz) lorsque X
est un Hyp-espace, c’est-a-dire un espace ayant le type d’homotopie rationnelle d’un
produit de spheéres impaires. Dans ce cas, nous obtenons (Théoréme [2)):

— pour (Q1), max {cat(X,)) | p € P} < cat(X) < max {cat(Xy) | p € P}+ 1;

—pour (Q3), Y € G(X) = cat(Y) < cat(X) + 1.

Nous utilisons la caractérisation de la LS-catégorie a I’aide des modeles minimaux
[FHR2). Un exemple (Exemple [) montre qu’il peut y avoir plusieurs sections aux
fibrations de Ganea rationalisées d’un produit de sphéres impaires, justifiant le fait
que la méthode utilisée ne peut donner 1’égalité cat(X) = cat(Y) mais seulement
que la différence entre les deux est d’au plus une unité si ¥ € G(X).

L’on peut également se demander si le résultat obtenu pour un produit de spheres
impaires peut se généraliser & tout espace avec une preuve similaire; 1’'Exemple [6]
montre qu’il n’en est rien.

Pour terminer, nous nous intéressons aux H-espaces de rang 2 et nous observons
que la LS-catégorie y est générique.

1. FIBRATIONS DE GANEA ET LOCALISATION

Désignons par P I’ensemble des nombres premiers. Si X et Y sont des espaces et
f: X — Y une application, nous notons X, le p-localisé¢ de X, X (o) son rationalisé,
et fp) 1 X(p) — Y{p) la p-localisation de f.

Pour tout espace X, Ganea [Gan6(] construit par récurrence une suite de fibra-

gn

tions F, X G, X X:
- FyX GoX X est la fibration des chemins QX —— PX —— X,

In

—sila fibration Fj,_1X Ity Gn 1 X Ity X est donnée, on considere ’appli-

cation ¢,: Gp,—1XU;, ,CF,_1 — X obtenue & partir de g,,—1, en envoyant le
cone C'F,_1 sur le point de base de X. L’application g,: G, X — X est la fi-
bration associée & g¢/,. Nous notons i?_; D'application composée: G,_1(X) —
Gpn-1XUj, ,CF,_1 = G, X.

Nous considérons également le fat wedge de X défini par:

T"X = {(21,... ,@ps1) € X" | il existe i avec ; = .

Définition 1 ([Gan60], [Whi78]). La LS-catégorie de X, cat(X), est le plus petit
entier n € N pour lequel 'une des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée:
1) la fibration g,,: G, X — X admet une section;
2) l'application diagonale A, : X — X"*! se factorise, & homotopie pres, &
travers T"X.
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Explicitons la question (Q2) dans le contexte des fibrations de Ganea:

— La donnée d’une section o : X — G, X de g,, implique celle d’'une famille de
sections {o,y | p € P} de {gn(X(p)): Gn(X(p)) = (GnX)py = X(p) | p € P}

— Réciproquement, la donnée d’une famille de sections {0, | p € P} de la famille
de fibrations {g,(X(;)): Gn(X(p)) =~ (GnX)(p) — X(p) | P € P} ne permet pas de
construire une section de g,. Il faut pour cela avoir une compatibilité rationnelle
des sections:

si (0p)(0) = (0¢)(0) Pour tout couple de nombres premiers (p, q), alors il existe
une section o de g, ayant pour p-localisé o, pour tout p € P, [Cor95].

Remarquons qu'un CW-complexe a deux cellules, non contractile, est de catégorie
1 ou 2. La propriété d’étre de catégorie 1 étant générique [McG94], on en déduit
immeédiatement:

Proposition 2. Dans la catégorie des espaces ayant le type d’homotopie d’un CW-
compleze a deux cellules, la LS-catégorie est générique.

2. GENERICITE DE BORNES INFERIEURES DE LA CATEGORIE

W. J. Gilbert démontre 1’équivalence entre les deux conditions de la Définition
[Men faisant apparaitre G, X comme un produit fibré homotopique de T™(X) —
X"+l — X. Complétons ce produit fibré homotopique en explicitant les cofibres:

Gp X ——T"X

A

X " Xn+1

an/ J(In-u

Co X —y x[n+1]

Cn X (resp. X["t1]) est la cofibre de g, (resp. Jn); Ay i= qui10A, est la diagonale
réduite.

Définition 3. Soit X un espace.
1) La catégorie faible de X, weat(X), est le plus petit entier n € N pour lequel

la diagonale réduite A,, est homotopiquement triviale, [BH60].
2) La o'-catégorie de X, o'cat(X), est le plus petit entier n € N tel que

. i—1 .
I’application L~ 1X ¥ sisle, X soit homotopiquement triviale, [Van00].
3) La strict category weight de X, cat(X), est la borne inférieure des o'catX,
pour i € N, [Rud99], [Str99).

Soit T 'un des trois invariants mentionnés ci-dessus:

Théoréme 1. Soit X un espace tel que Y (X)) < n, pour tout nombre premier p,
alors on a: T(X) <n.

Démonstration. Pour 1) et 2), notons ¥ 'application intervenant dans la définition
de Y. Le résultat découle de [HMRT75] Théoréme 5.6]:

U =~ % ssi W(,) =~ *, pour tout nombre premier p,

et du fait que: (G X)) ~ Gn(X(p)), (T X)) ~ T"(X(p)). La propriété 3) est
une conséquence de 2). O
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On en déduit directement:

Corollaire 4. Les invariants homotopiques T sont génériques, i.e.: si Y € G(X)
alors T(X) =7T(Y).

3. LS-CATEGORIE D’UN H-ESPACE RATIONNEL

Théoréme 2. Si X est un espace ayant le type d’homotopie rationnelle d’un pro-
duit de sphéres impaires, on a:

1) max{cat(X,)) | p € P} < cat(X) < max{cat(X(,)) | p € P} + 1.

2)Y € G(X) = cat(Y) < cat(X) + 1.

Le résultat provient d’'une étude des sections des fibrations de Ganea ratio-
nalisées:

Proposition 5. Soit T = S™ x---x5™ un produit de sphéres rationnelles de degré
impair et soit k > r. Deux sections o et T de la fibration de Ganea gy : Gp,T — T
vérifient i’,j““ 00 ~ i],zH oT, ol i],zH : G T — Gr1T est Uapplication définie dans

la Section [1l

Démonstration. Nous utilisons le modele minimal de Sullivan pour déterminer la
catégorie d’un espace rationnel, renvoyant le lecteur & [FH82], [FIR9], [FHTOT].

Soit (AV,d) le modele minimal de T' et soit Z; un espace rationnel du méme
type d’homotopie que l'adgc (pour algebre différentielle graduée commutative)
(AV/A>IV,d). D’apres Y. Félix [FéI89, Théoreme 4.1.1, Théoreme 4.1.2], on a
un diagramme commutatif a homotopie pres:

g1

G,T d G;T

Uh‘l lwﬁl

Z; v (\/O’EIJ‘ Se) p—j> Ziy1 V (VozEIj.H S9)

;Dgl pj+1l

T T

ot les fleches 1); sont des équivalences faibles et la composée p; o 1; est homotope
a la fibration de Ganea g;. L’application p; est définie par:
— sa restriction a Z; a pour modele la surjection canonique

(AV/A>ITIV d) — (AV/AZIV,d);

— sa restriction au bouquet de spheres est ’application constante sur le point de
base.

L’application p; est définie par:

— sa restriction a Z; a pour modele la surjection canonique

(AV,d) — (AV/AZITV,d);

— sa restriction au bouquet de spheres est "application constante.
Si k > r, on constate que AV/A>*V = AV donc T et Z, ont méme type

, idry
d’homotopie et la composée: G.T LTy (Vaer, 9 XTN T est homotope
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a gr. Le diagramme ci-dessus devient le diagramme homotopiquement commu-
tatif suivant, dans lequel nous considérons l'inclusion canonique tvp : T — TV

(VaEIk-H SO():

int1
GiT G T
N
P Vkt1
S0 9k Ir+1
Do pridr VE
o7 TV (Vaer, 5% TV (Vaer,, 5%
id V*
: PridrV*
T T T

Soit o et 7 deux sections de gi. L’application pj se factorisant a travers py, i.e.
Pk = LT O P, ON &: Y41 OiZH 00 > ip > gy 0 iﬁ“ o7. L’application 141 étant

une équivalence faible, on en déduit: ii“ 00 ~~ z‘ﬁ“ oT. |

Démonstration du Théorémel2 Si o est une section de gi, alors o, est une section
de (gk)(p), d’ont cat(X(,)) < cat(X) pour tout p. La premiere inégalité, due a
Toomer [Too75], est donc redémontrée.

Pour la deuxieme inégalité, notons n, = cat(X(,)) et choisissons une section

arbitraire de (gnp)(p), on, : Xp) — Gn,X(p) pour chaque nombre premier p. La

catégorie de X étant finie, la borne supérieure des nombres cat(X(,)), p premier,
est atteinte pour un nombre [ premier.
Définissons ¢P: G, X — Gy, X par:

n;—

. Np+1 .
i 00y Gy X — G X sing # ny,
idgnlx si g = nyp.

Pour tout nombre premier p, on construit une section de (gn,+1)p) : Gny+1X(p) —
X(p) par o, = (im“'l)(p) o (@P)py © On, + Xy — Gn41X(p). La proposition
précédente implique (75,) () =~ (74)(0) pour tout couple (p,q) de nombres premiers.
La condition de compatibilité rationnelle est vérifie, donc: cat(X) < n; +1 =
maz{cat(Xy) | p € P} + 1.

Comme on I'a déja remarqué, la propriété 2) est une conséquence de 1). O

Nous terminons cette section par deux exemples; chacun d’eux utilise les modeles
de Quillen en algebres de Lie différentielles graduées (1dg); nous renvoyons le lecteur
a [TanK3], [FHTOT] pour leurs définition et principales propriétés. Rappelons que
le modele de Quillen d’un espace X est de la forme (L(V),d), ou:

— L(V) est 'algebre de Lie libre sur I'espace vectoriel gradué V;

— L’espace vectoriel gradué V, est isomorphe & H,41(X;Q);

— La différentielle d est décomposable; c’est-a-dire que d(v) est une combinaison
linéaire de crochets. Une fois fixé un isomorphisme entre éléments de V' et cellules,
la différentielle d(v) est 'application d’attachement de la cellule v;

— H,(IL(V),d) est isomorphe a I’algebre de Lie . (2X) ® Q munie du crochet de
Samelson.

Commengns par un exemple établissant que la méthode utilisée pour les Hp-
espaces ne se généralise pas au cas d’un espace quelconque. En effet, le point clé de
la preuve du Théoreme Pl est le fait suivant: dans le cas d’un produit 7" de spheres
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rationnelles de degré impair, si o et 7 sont deux sections de gi: GxT — T, on a:

e+l o k41 ciis s . PP
1, 00 i OT. Cette propriété n’est pas vraie en général:

Exemple 6. Notons Y la cofibre homotopique de I'application:

33VSGM>SQVS5,
ou n est Papplication de Hopf et [io,t5] le crochet de Whitehead des classes fon-
damentales de S? et S° . Cette cofibre peut aussi se décrire par: ¥ = CP? Uge
(82 X S5). L’espace Y étant un 2-cone, on a: cat(Y) < 2. La fibration de Ganea g2
admet deur sections rationnelles o : Yo — GoYg, T : Yo — Ga2Yy telles que i3 o o
et z% o T ne soient pas homotopes.

Démonstration. Déterminons les modeles de Quillen des applications figurant dans
le diagramme suivant:

7;3

GY —— G5Y

T r

T ngo’/

93
“y

e La décomposition cellulaire donne le modele de Quillen de Y: c’est une
Idg, (L(V),d), ou l'espace vectoriel rationnel V est engendré par les éléments
(x1,23,24,%6), x; de degré i, de différentielle: dx; = dzy = 0, daxs = [z1,21],
dxe = [x1,24].

e Nous utilisons 'existence d’une section o: Y — G2Y de go pour construire le
modele de Quillen de G2Y comme une KQ-extension [Tan83] de (L(V),d), c’est-
a-dire: le modele de o est construit comme un monomorphisme canonique de ldg
(L(V),d) — (L(V & W), ),

Pour connaitre W en bas degré, remarquons que la fibre de g2 a le type d’homo-
topie du joint itéré *3QY; son 7-squelette est donc une sphere S°. En utilisant la
suite spectrale de Serre de la fibration associée & go, on constate:

H5(G2Y;Q) = Hs(Y;Q) ® Hs(+*QY; Q) .

L’espace vectoriel Wy, isomorphe & Hs(x3QY;Q), est donc de dimension 1; on
note by une base de W, correspondant a la sphere S° de #3QY. C’est un élément
sphérique, donc de différentielle nulle: 6(by) = 0.

Remarquons maintenant que ’espace vectoriel des cycles du modele de G2Y en
dimension 5 contient [z1,b4]. Le groupe d’homotopie:

m5(UG2Y)) ® Q= (m5(2(Y)) ® Q) @ (m5(2(+*QY)) ® Q)

étant nul, il existe un élément bg dans W tel que §(bg) = [x1, by].

e Construisons maintenant le modele de Quillen de G3Y comme cofibre homo-
topique de #3QY — G,Y. En dimension inférieure & 7, I’homologie de *3QY est
réduite & celle d’une sphere S° dont la classe fondamentale correspond & by. La
construction classique d’une cofibre en modele de Quillen donne pour modele de
G3Y une ldg (L(U),0) telle que:

en degrés inférieurs & 7, U admet comme base (x1, x3, x4, Tg, bg) avec la différen-
tielle 6(x1) = 6(xq) = 6(bg) = 0, 0(x3) = [z1, 1], 6(x6) = |21, T4].
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e Nous construisons deux sections de g5 en les définissant au niveau des modeles
par:

o est I'injection canonique (L(V),d) — (L(V @& W), 0);

T(x1) = o1, T(x3) = 3, T(T4) = T4 + by, T(26) = T6 + bs.

e Pour conclure, il suffit de remarquer que les applications i3 o o et i3 o 7,
de (IL(V),d) dans (L(U),) ne sont pas homotopes car elles ne coincident pas en
homologie:

(i3 0 o) (w6) = w6 # w6 + bs = (i3 o 7)(w6) -
O

Terminons par un exemple exhibant plusieurs classes d’homotopie de sections aux
fibrations de Ganea d’un espace rationnel T égal a un produit de spheres impaires.
Ceci justifie la composition avec ig“ utilisée dans la preuve du Théoreme

Exemple 7. Il existe au moins deux classes d’homotopie de sections a la fibration
de Ganea g, de I'espace rationnel T égal au rationalisé de S3 x S°.

Démonstration. Comme précédemment, la preuve se situe au niveau des modeles
de Quillen.

e Dans le modele de Quillen de T, (IL(V), d), l'espace vectoriel V' admet pour
base (x2, x4, 7), avec z; de degré i et d(x2) = d(x4) =0, d(x7) = [x2, T4].

e Avec un argument similaire & celui utilisé dans 'Exemple B on construit le
modele de Quillen de G2T & partir d’'un monomorphisme

(L(V),d) — (L(V & W),4).

L’espace vectoriel W n’a pas de générateurs en degrés inférieurs strictement a 7 et
Wr admet pour base un élément b; a différentielle nulle.

e Deux sections de go: GoT — T sont définies par:

o est I'injection canonique (IL(V),d) — (L(V @& W), d);

T(22) = ®2, T(x4) = 24, T(27) = T7 + b7.

Elles ne sont pas homotopes car elles ne coincident pas en homologie. O

4. H-ESPACES DE RANG DEUX
Exemple 8. La LS-catégorie est générique pour les H-espaces de rang deux.

Démonstration. Les résultats sur les H-espaces de rang 2 utilisés dans cette démons-
tration proviennent de [MNTT73].

e Les H-espaces de rang deux ayant un type différent de (3,7) et (3,11) ayant
un genre trivial, il suffit d’étudier ces deux cas.

e Les H-espaces de type (3,7) sont classifiés par {Ey | k = 0,1,3,4,5}, ou Ej,
est le S3- fibré principal de base S7 et d’application classifiante kw € 77(BS?) =
76(S3) = Z/12Z, avec w 1’élément de Blakers-Massey. L’espace Ej, étant un fibré
en sphere de base une sphere, il admet une décomposition cellulaire avec 3 cellules:
Ej = 83 Upy €7 U el 11 vérifie donc cat(Ey) < 3. Décrivons le genre des Ej:

— Le genre de Ej est trivial pour k € {0, 3,4}.

— Les espaces By = Sp(2) et Es ont méme genre. Dans [Sch65], Schweitzer mon-
tre que weat(Sp(2)) = cat(Sp(2)) = 3. Le Définition [l implique: 3 = cat(Sp(2)) =
weat(Sp(2)) = weat(Es) < cat(Es) < 3.

o Les H-espaces de type (3,11) sont classifiés par {Xy | k € Z,—2 < k < 5}.
L’espace X est le groupe de Lie exceptionnel Go, qui peut-étre vu comme ’espace
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total d'un S3-fibré principal, de base la variété de Stiefel V7 5 = S®UeSUell; notons
B € [Vz.2, BS®] son application classifiante.

La variété de Stiefel est la cofibre d’une application S'© — S5 U €5; notons
c: Vig — V7oV SH la co-opération de Puppe de cette cofibration. Les espaces Xj,
sont les S3-fibrés principaux d’application classifiante:

V772 — V7’2 v St &) BS3
ol v est le générateur de w11 (BS3) = m10(S?) = Z/15Z. Décrivons le genre des
espaces Xj:

— Le genre de X}, est trivial pour k = —2 et k = 3;

-g(Xy) ={X1, Xu};

- g(GQ) = {Xfl ) GQv Xo ) X5}

Nous allons maintenant montrer que cat(Xy) = 4 pour tout k, —2 < k < 5,
ce qui terminera la preuve. Nous rappelons que tous les espaces X admettent la
décomposition cellulaire suivante : X, = S3Ue’ UeS Ued Ue Uelt Uel?.

D’une part, la LS-catégorie d’un espace X est majorée par le quotient dim(X)/
(r+1), ou r est la connectivité de X. Dans notre cas, on a: cat(Xy) < 4.

D’autre part, la LS-catégorie est minorée par la longueur maximale du cup-
produit de l'algebre de cohomologie. Ici, cette longueur vaut 4, comme le montre
I’isomorphisme: I;T*(Xk i Za2) =2 Zolx3)/[r3] ® A(ws) [MNTT73, Théoreme 2.1]. On a
donc cat(X}) = 4 comme annoncé. O
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