UBER DIE REDUCIBILITAT
DER GRUPPEN LINEARER HOMOGENER SUBSTITUTIONEN*

VON

ALFRED LOEWY

In dem folgenden Aufsatze beehre ich mich, im § 1 einen neuen Fundamental-
satz aus der Theorie der Gruppen linearer homogener Substitutionen mitzuteilen ;
derselbe bezieht sich auf die Reducibilitdt irgend einer Gruppe linearer homo-
gener Substitutionen und ist wegen seines allgemeinen Charakters sehr anwen-
dungsfihig. In der vorliegenden Arbeit habe ich mich darauf beschrinkt, den
fraglichen Satz im § 2 und § 3 auf endliche Gruppen und auf diejenige Gruppen-
gattung, die ich friiher als Gruppen vom Typus einer endlichen Gruppe bezeich-
nete, anzuwenden. In der Einleitung méchte ich mir nur noch erlauben, kurz
darauf hinzuweisen, dass der Satz ,, Bei allen Zerlegungen eines linearen homo-
genen Differentialausdruckes in irreducible Factoren lassen die Factoren sich
eineindeutig so zuordnen, dass die zugeordneten Factoren, als lineare homogene
Differentialgleichungen aufgefasst, dieselbe Rationalitatsgruppe besitzen” t ein
unmittelbares Corollar des hier im § 1 mitgeteilten Satzes ist; dies ergiebt sich
sofort aus den Bemerkungen, die ich in den Leipziger Berichten dem
eigentlichen Beweise des angefiihrten Satzes vorausschickte.

In § 4 und § 5 setze ich voraus, dass eine Gruppe linearer homogener Substi-
tutionen vorgelegt sei, bei der alle Coefficienten simtlicher Substitutionen Zahlen
aus einem Korper () sind; unter dieser Annahme fiihre ich dann die analogen
Untersuchungen wie im § 1 und § 2 durch.

§1.

Die Gruppen linearer homogener Substitutionen in n Variablen lassen sich in
zwei grosse Klassen, ndmlich in reducible und irreducible, einteilen. Eine
Gruppe linearer homogener Substitutionen in » Variablen heisst reducibel, wenn
man m <7 lineare homogene Functionen der Variablen mit constanten Coeffi-
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cienten finden kann, welche durch eine jede Substitution der vorgelegten Gruppe
nur unter sich transformirt werden. Anders ausgedriickt : Fiir eine jede redu-
cible Gruppe G linearer homogener Substitutionen in n Variablen existirt not-
wendig eine Matrix P nten Grades von nicht verschwindender Determinante, dass
die Matrices simtlicher Substitutionen der shnlichen Gruppe G = P GP~! von
der Form:

Ay Gy,
@y Ay * Aoy 0

(a) a,, a, ceea, 0 0 ...0
%11l P12 " Cton | b1 mt1 Pmtimtz” " Fmtan
am+2 1 am+2 2" am+2m am+2 m+1 am+2m+2 tee am+2n
a, anz ot anm anm+l anm+2 ol ann

werden (m < n).

Eine jede Permutationsgruppe ist, als Gruppe linearer homogener Substi-
tutionen betrachtet, stets reducibel ; denn bei ihr wird die Summe der Variablen
in sich transformirt.

Unterdriickt man in einer jeden Matrix der Gruppe G die letzten n — m
Colonnen und Zeilen, so wird einer jeden Matrix der Gruppe G eine Matrix
zugeordnet, die nach (a) die Form hat:

a, Qy + - Oy
2y gy = ** gy,
aml am2 t amm;

die Gesamtheit von Matrices mten Grades, die so allen Matrices der Gruppe
G entspricht, bildet offenbar eine mit G isomorphe Gruppe, die wir mit @,
bezeichnen wollen.

Unterdriickt man ferner in einer jeden Matrix der Gruppe @ die ersten m
Colonnen und Zeilen, so wird einer jeden Matrix von G eine weitere Matrix
zugeordnet ; diese hat die Form :

Cptimtl Pmtimtz " Fmtin
Cpiomtr Fmtomtz ' Tmizn
anm+l anm+2 e ann'

Die Gesamtheit der auf diese Art gewonnenen Matrices n — mten Grades
bildet auch eine zu G isomorphe Gruppe, die wir mit @,, bezeichnen. Bezeich-
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net man noch die Gesamtheit der Matrices, die aus den Matrices von @ durch
Streichen der ersten m Zeilen und letzten 7 — m Colonnen hergeleitet wird,
mit G, so kann G auch leicht verstindlich in der Form :

G_ll 0

2 Gzz

N

geschrieben werden.

Hat man eine reducible Gruppe G linearer homogener Substitutionen, so
kann man offenbar, wie aus dem Voraufgehenden folgt, durch wiederholte Ein-
filhrung linearer homogener Functionen der Variablen mit constanten Coeffi-
cienten, die Gruppe G durch eine Matrix & von nicht verschwindender Deter-
minante, in eine dhnliche 3 = B G R~ transformiren, dass diese die Form :

a, 0 0 0 ...0 0
ay Oy, 0 0o ...0 0

@) Qa1 L2 A3 o ...0 0

Gt OGpzz Gpogs Opopg Gpogpeg O
A Arz (L} (VR P Qxa

annimt ; dabei bedeutet a,; (£= ) eine Gesamtheit von Matrices mit f, Zeilen
und f; Colonnen. Die Zeilgruppen a, (i=1, 2,---)) sollen nach der vorge-
nommenen Transformation, was stets moglich ist und worauf fiir das Folgende
besonderes Gewicht zu legen ist, ausnahmslos irreducible Gruppen sein.

Hat man eine reducible Gruppe @ derartig in eine dhnliche Gruppe trans-
formirt, dass alle in der Diagonale stehenden Matrices a; (¢ =1, 2,-.-, A)
irreducible Gruppen sind, so sagen wir, die Gruppe G ist unter Hervorhebung
threr irreduciblen Bestandteile oder Teilgruppen in eine dhnliche Gruppe
transgformirt worden. Die in der Diagonale stehenden irreduciblen Gruppen
a;(i=1,2,---, ) nennen wir dle irreduciblen Bestandteile oder Teilgrup-
pen von @, die sich bei der Darstellung von G in der Form U ergeben.

Die Uberfiihrung einer Gruppe G in eine shnliche unter Hervorhebung der
irreduciblen Bestandteile ist durchaus nicht eindeutig. Es gilt nun der fol-
gende Fundamentalsatz, mit dessen Beweis wir uns beschiftigen wollen :

Wie auch immer eine Gruppe G linearer homogener Substitutionen unter
Hervorhebung ihrer irreduciblen Bestandteile in eine dhnliche Gruppe transfor
mirt wird, so kann man die irreduciblen Bestandteile, die sich bei irgend einer
Darstellung ergeben, den irreduciblen Bestandteilen, die sich bei irgend einer
anderen Darstellung ergeben, eineindeutig so zuordnen, dass zwei zugeordnete
irreducible Teilgruppen gleich viele Variablen haben und dhnliche Gruppen
sind.
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Sieht man also dhnliche Gruppen als nicht verschieden an, so sind die irre-
duciblen Teilgruppen einer linearen homogenen Substitutionsgruppe G, die
sich bei allen Transformationen von G in dhnliche Gruppen unter Hervorhe-
bung der irreduciblen Bestandteile ergeben, bis auf die Reihenfolge vollig
eindeutig bestimmt. )

Es sei @ unter Hervorhebung seiner irreduciblen Bestandteile in Form der
ahnlichen Gruppe ¥ dargestellt; ferner moge G unter Hervorhebung seiner
irreduciblen Bestandteile in die dhnliche Gruppe 8 der Form :

b, ¢ 0 -..0 0
b, b, 0 ...0 0
(B) by, by by -0 0
N R SRR SN
bur Bup Bug - buusy by

transformirt werden konnen. Dabei bedeutet b, eine Gesamtheit von Matrices
von g, Zeilen und g, Colonnen; b, (¢ =1, 2, -, p) sind Matrices irreducibler
Gruppen linearer homogener Substitutionen in g, Variablen.

Unser Satz behauptet, dass sich die irreduciblen Gruppen :

LTEIC T IR W

bu’ 622’ ey b

einander eineindeutig so zuordnen lassen, dass jedem b, ein a, entspricht,
J;=g, wird und die zwei zugeordneten Gruppen stets innerhalb der allgemei-
nen linearen homogenen Gruppe von g, = f; Variablen #hnlich sind.

Unser Satz gilt sicher fiir Gruppen in » = 1 Variablen ; denn fiir n =1 ist
eine Gruppe linearer -homogener Substitutionen notwendig irreducibel. Wir
konnen daher das Theorem fiir alle Gruppen in n — 1 oder einer geringeren
Anzahl von Variablen als bewiesen ansehen und brauchen es nur noch fiir solche
in n Variablen zu beweisen.

Die Substitutionen von ¥ seien von der Form :

und

wp

8§=n
=24y, (i=1,2,-,m);
s=1
t habe dabei die Werte 1, 2, 8, .., und charakterisire die einzelnen Substitu-
tionen der Gruppe .
Die Transformationen von 8 mogen :

=n

z.'=z;b(.'t,)z:’ (i=1,2, .-+ n),
=
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lauten ; der obere Index ¢, welcher die Werte 1, 2, 3, ... annehmen mdge, soll
dabei die einzelnen Transformationen der Gruppe B angeben. Da 9 und B
zwei Darstellungen der Gruppe G' unter Hervorhebung der irreduciblen Teil-
gruppen vorstellen und wir @ als reducible Gruppe annehmen, so werden einige
der Coefficienten (/) und ¢ fiir jeden moglichen Wert des ¢, d. h. durchgehend
in allen Substitutionen von % und B den Wert Null haben.

Die Gruppe @ ist dhnlich zu % und B, daher werden die zwei Gruppen % und B
unter einander dhnlich sein, d. h. es werden zwei cogrediente Transformationen :

=%t @Y+t QY

1) 2= qnY + @Y+ + LuYns
zn= inyl + an?/z + - + anyn’
und
a 2= gu¥s + Gu¥s + Gl (i=1,2 ),

mit nicht verschwindender Determinante |g, | existiren, welche alle Transfor-
mationen der Gruppe ¥ in diejenigen von 9B iiberfiihren, also wird die symbo-

lische Relation :
B=QuUe™
statthaben.
Es ist noch nétig, die Substitutionen von q,, und b, herauszugreifen ; die
Substitutionen von a,, mégen die Form :

=4y, + 429, + A2y
2) Y=y, + &)y, + - + R yn,  (6=1,2,3, -5 i<n)

N t) .. ) . . t ’
. . In= a.(fx{yl + a}1;y2 + -+ a}r)ﬁyfx’
die von b, die Form :
® o) ce 1 B
2, =00z + b0z +---+b

21 72 11 01’

3) Do 00z 4+ B 2, (1=1,2,--4; 1 <n)

2 =320 + Bdz, + - + B2

N2 5101 %91

haben. Beim Beweise sind zwei Falle zu unterscheiden :
1. Es sei ! eine der Zahlen 1, 2, ..., g, und es moge

4) L=quh + Y+ QnYn
und infolgedessen fiir die cogrediente Substitution :

#) n=gnyi+quye+ -+ QY
sein, also

Up1 = Qe =" =qmw="0.
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Dann wird nach (4) und (2):

s=h s=h =N
(5) y = ;ql:a(otl)y;-'- ZIQua(:z) ;+ st Z_;Qtaaﬁﬁ?/f'ﬁ
aus (3) und (1’) ergiebt sich:

8=g ,  =n , =g ,
(6) Z = ;b(I?Qslyl + Zlb(z?%zyz + ot Zlb(ltc)q'nyn'

Der Vergleich von (5) und (6) lehrt, es miissen die Coefficienten von
Yrie1s Yrezs = *» Yn in (6) verschwinden, d. h. es miissen die Relationen bestehen:

=g

E b(lts)q.vfl+1 =0,
8=1

=g

(7) Zb(lta)qvx+2=0’ (t=1,2,--7)
8=1

s=q

8; b(lts) 9 = 0.
Betrachten wir die erste derselben und bedenken, dass nach (4) ¢, ,, = 0 ist, so
lautet sie :

(M) B + 82 ¢epin + - B @aprs F 2 Qg + o + 80 01 = 0.

Nach Untersuchungen von Herrn MASCHKE* muss, da b, eine irreducible
Gruppe linearer Substitutionen in g, Variablen ist, ¢ mindestens = g, — 1 sein ;
denn eine jede Gruppe linearer homogener Substitutionen, bei der die Anzahl
der Substitutionen gleich oder kleiner als die um 2 verminderte Zahl der Sub-
stitutionsvariablen ist, muss notwendig reducibel sein. (7)) stellt daher ein Sys-
tem von {=g, — 1 linearen homogenen Gleichungen fiir die g, —1 Grossen
Dipsts Qavr s Gorasns Dersens Qesens 0 Qupn dars st dabei eine
durch (4) ganz bestimmt fixirte Zahl aus der Reihe der Zahlen 1,2, .--,g¢,.
Sollen nun nicht samtliche der angegebenen ¢, — 1 Grossen

Din+1s "0 Qi1 Qi1 * 00 Souner

verschwinden, so muss jede der Determinanten

B P B B B

B P B M oW,

gm0 BGgi—1) « . . g1y Bliget) . . . Bligr—D
bll.gl blZgl ) bllg—ll )bllq{}l. blégll

* H. MASCHKE, Beweis des Satzes, dass diejenigen endlichen linearen Substitutionsgruppen, in wel-
chen einige durchgehends verschwindende Coefficienten auftreten, intransitic sind, Mathematische
Annalen, Band 52, S. 365, 366.

Trans. Am. Math, Soc. 4
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die man erhilt, wenn man 4, 4,, ---, 4, _; irgend welche g, — 1 verschiedene
Zahlen aus der Reihe von Zahlen beilegt, die ¢ annimt, den Wert Null haben.
Anders ausgedruckt Man muss aus der lten Zeile der Substitutionsgruppe b,
die folgenden g, — 1 Coefficienten

b,.,b

119 Y120 °° % bu—l’ bu+1’ ] blm

herausgreifen konnen, dass eine jede der Determinanten, gebildet aus den ent-
sprechenden Coefficienten jeder moglichen Combination von je g,.— 1 Substitu-
tionen der Gruppe b,,, verschwindet. Wenn dies aber der Fall ist, so ist die
Gruppe b, reducibel, wie aus einem Satze von Herrn MASCHKE { hervorgeht.
Infolgedessen bleibt nur iibrig, dass die g, — 1 Grossen:

8 Qin+1s Q21 * 0 Q—1a+1 Qran+rs Qrentis * s Qunsr

samtlich gleichzeitig verschwinden.
Auf genau dieselbe Weise kann mit Hiilfe der weiteren Gleichungen des Sys-
temes (7) der Nachweis gefiihrt werden, dass

Q2= Qp+2= """ "= Qap+2=Q1p42= = pn+z= 0,
®) Qpts=Qepts="""=Qaprs= Q13 ="""=Gorrs= 0,
Qin =%n =""=qQi1n =Qtin =""=qun = 0

lst.Mithin lauten unter Beriicksichtigung von (8) und:
an = Q2= Pprs="""=qn="0
die ersten g, Gleichungen von (1):
=qu¥h+ Yt + s Yn
) %o =u ¥t qu¥at -+ Gy Yn

z.m =%+ ¥t + LunYn-

Wire g, < f,, so wiirde, wie aus den Gleichungen (9) und (8) folgt, a,, eine
reducible Gruppe sein. Wire g, > f], so wiirde man aus den Gleichungen (9)
folgern, dass z,, 2,, -+ -, 2, nicht linear unabhingig sind. Es bleibt daher nur
Jf, =g, iibrig. Die Determinante :

9 9z "
QZl 9 Yot

9raln2:9nn

+ H. MASCHKE, a. a. O., S. 364, 366.
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ist von Null verschieden ; denn sonst wiire die Determinante

9] (i, k=1,2, -+, n)
der rechten Seite von (1) gleich Null, weil fiir

sZfi+1, r=1,2,--,fi=g, ¢,=0

ist (Gleichungen 8). Durch Beachtung von (2), (8) und (9) folgt, dass a,, und
b,, dhnliche Gruppen sind.

Findet also die Relation (4) statt, so sind a,, und b, #hnliche Gruppen.
Transformiren wir jetzt die Gruppe %, indem wir die Gleichungen (9) und die
zu (9) cogrediente Transformation anwenden. Dann gehen die Substitutionen :

a=n

Y, = Za(‘)y,a (i=1,2,3,---, %),
&~ .

der Gruppe % iiber in:
2 = b{2; + 92 + - -« + B0, 27,
zz = bz + 032, + - - + B5) 2,5
= b(?l zi + b,(r?z 2o+ oo+ f,f, z}'l’
(10)
Y= Gz + Pz + -+ 2, + Y+ F Glhay,

— t ’ t ’ t ’
Ytz = Gha 2+ oz + o F Shan 2 + E s Y+ o+ A
’ ’
Y= cs:l)zl + cf“z)zz + -+ c'\/) zfl + aﬂf1+ly/1+l +---+a (‘)

Bei Anwendung von (9) werden ndmlich 3., ¥,.,» - +*» ¥, beibehalten; die
Anwendung von (9) ist daher rechter Hand nur in den Coefficienten der Vari-
ableny;,y;, -, y,,, diedurchz, 2;, - - -, 2, ersetzt werden, wirksam; die Coeffi-
cienten von ¥y ., ¥ 1,5+, ¥, bleiben genau dieselben. a, geht in b, iiber;
die Coefficienten ¢ rechter Hand bei 2, 2;, - - -, #;, in den n — f] letzten Gleich-
ungen sind aus den ¢, (;=]:3::::7)) und den a, gebildet.

A und B sind dhnliche Gruppen; mithin ist die zu 9 #hnliche Gruppe, die

durch (10) dargestellt wird, auch mit B dhnlich. Die Substitutionen von B lauten:
2 =02 + 032 + -+ + b2,
2y = Wz + bRz + - - + bzf, z/,’
° ’
2n= b}:{ 2 + b}tl)z z; + -+ flfl zfl’
—_— t ’ (¢ ’ ’ ’
21 = 02 + bfl)+xzzz + oo+ 82+ Bz o Bz,

— B 6
Zpr = Ozl + B2y + - - + bf1+2/1 2%, + b."1+2/1+1z/1+1 +--+ f1+2n -

., 0, ),
Zo=b21  + 832 +---4 bgf)nzfx + bm+lz./1+1 +-o-+ bﬁ,‘,Zz,’,.
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Dabei kinnen noch einige der &2, , ., ; (=]'3:::-:n=7 ) fiir jeden Wert von ¢ durch-
gehend Null sein.

Da B und die durch (10) dargestellte Gruppe ahnliche Gruppen sind, so
muss es moglich sein, Relationen zu finden :

2. =2, (’i=lb, 2;"':fx)’

1 L3
A1) 2= S + Spae® + .o F Spin® + SnrennYan

+ SprrareYnre + 0+ Sh1knYn

. (k=1,2, -, n—1f1),
und hierzu cogredient:
2, =2%; (i=1,2, 4 fi),

! ’ _ ’ ’ ’ ’
(A1) 2= 8pi0a2 + Sppre? + o0 F Sppan® F SnrrnnYnn

+ SptrnteYnre + 0 F Sppn¥s
(k=1,2, -y n—fy),

so dass durch diese Relationen die durch (10) dargestellte Gruppe in die Gruppe
B iibergeht. Dabei kann die Determinante |s; .. .;| (:=\3:::’2=}) nicht ver-
schwinden ; denn sonst wire die Substitutionsdeterminante von (11) Null. Aus
den Relationen (11) und (11') folgt unmittelbar, dass die zwei Gruppen, deren
Matrices aus denjenigen von (10) und B hervorgehen indem man die ersten f,
Colonnen und Zeilen streicht, dhnlich sind ; denn es bestehen die Relationen :

t=n t=n
> Sulyn= D bpiuSun
t=1+1 t=f1+1

(k=1,2,-yn—fi;1=1,2, .-, n—f;).

Beniitzen wir die Bezeichnungen auf S. 46 und 47, so haben wir die Ahnlich-
keit der zwei durch

a4, 0 0 0 0
a32 a33 0 O O
0

O O Oy
(iA—IZ Ap—13 Or—14 d,\—ls ceygaar 0
Grz Gy Oag Gyg = Guax Gaa

b, 0 0 .0

by by 0 -0

5.42 [)43 bu -0

und

b',L—lz bu—xs bp.—]4 te [),4—1 n—1 0

b bus bﬂ-«t "'bﬂ-n—l b

"2
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dargestellten Gruppen bewiesen. Dieselben sind aber zwei unter Hervorhebung
der irreduciblen Bestandteile dhnliche Gruppen in n — f, Variablen; fiir diese
haben wir aber das Theorem als bewiesen angenommen, denn f;=1. (Vgl. Seite
47.) Man kann daher die Teilgruppen

see

azz’ a33’ , aAA’

und

b5 [)33, ..o, b

e

einander in einer gewissen Reihenfolge eineindeutig zuordnen, so dass die zu-
geordneten stets dhnliche Gruppen sind. Im besonderen ist A= p#. Daq,
und b,, dhnlich sind, so ist unser Satz im Falle I vollig bewiesen.

II. Sollte zwischen y,, ¥, <y ¥s,5 25 %5 + - *y 2, irgend eine lineare homo-

9
gene Relation bestehen :

Y+ + -+ Ay, e ez + o+ ez, =0,

wobei d,, d,, ---,d,, e, e, ---, e, Constante bedeuten, so setze man :
=2+ 65+ - +e,2,

und wible 2,, 2, --., %, als beliebige lineare homogene Functionen von
2,y 2,y  **5 2, Mit constanten Coefficienten :

— D (1) e 1)
zz - el zl + e2 zz + + 9 zyl’
2 2 2
% = e(1>z1 + e(z)zz + -+ egll)zyl’
= ee1—1) (91—1) .. (91—1)
2o =€V e T 2, 4 e 6T 7y,

wobei die e?(;=1:3::::»91,) ganz willkiirliche Constante sind, nur sollen sie so
gewihlt sein, dass || (;Z0:1:5,7.% 5 ) von Null vorschieden ist. z, z,, ---, z,,
bestimmen dann eine zu b, &hnliche Gruppe b,,. B geht, wenn man
Zyy %5y - +5 2, als Variable fiir 2, %+ s 2, einfibrt und 25, 2,5, -+, 2, bei-
behilt in eine dhnliche Gruppe B iiber. Fiir die zwei dhnlichen Gruppen A

und B haben wir dann eine Relation :

§1=_d1?/1_ Yo W Yy

Diese Relation ist vom Typus (4); fiir diesen Fall haben wir den Satz bereits
unter (I) bewiesen. Wir konnen daher fiir y,, y,, - -+, ¥, 2,5 2,5 -+, z,, lineare
Unabhingigkeit annehmen und brauchen unseren Satz nur noch fiir diesen Fall
zu beweisen. Es mogen also y,, 4,5 -+ s Y5 25 2,5 * = *5 2, linear unabhingig
sein ; man bilde sich dann die Gruppe:
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’ ’
Vi =y + ey, + -+ a Y
’
=a(2tl)?/1+a(¢) y2+"'+a2f1 yfl’

: , N o
Y -a()ly1+ ,(/el)zyz+"'+a$'1)f1yf1’
S B B e B,

o= U A B 2
= b(t)l %+ bf;x)? +-+ b(;l)gl zm
Wegen der linearen Unabhingigkeit der f; + g, Variablen

YisYss "9 Yrio %19 %99 2209 %y

haben wir eine Gruppe in f, + g, unabhingigen Variablen vor uns. Bedenken
wir, dass z,, 2,, - -, 2, lineare homogene Functionen vony,, y,, - - -, y, mit con-
stanten Coefficienten sind, und fithren wir zu den vorhandenen f, + g, unabhin-
gigen Variablen y,, 9,, -+, Y/,» %5 %5 - - +» 2, D0ch 7 — f] — g, linear unabhan-
gige Functionen von y,, y,, -, ¥, mit oonstanten Coefficienten ein, damit wir
eine mit der Gruppe % #hnliche Gruppe erhalten. Die Gesamtheit der Ma-
trices dieser zu Y ahnlichen Gruppe lisst sich dann in der Form :

ay 0 0
0 bu 0
031 ’932 ‘ 033

schreiben ; dabei bedeuten @, , &,,, ¥,, einen Inbegriff von Matrices mit
n — f, — ¢, Zeilen und £, g,, bez. n — j; g, Colonnen. Wir transformiren
jetzt die durch J,, dargestellte Gruppe unter Hervorhebung ihrer irreduciblen

Bestandteile in einie dhnliche Gruppe; diese laute :

fg 0 0 ...0 0
f43 f“ 0 ... 0 0
fv—ls v—14 lo—15 " f;—l o—1 0

fos fu f-s "'fw—l v0)

dabei bedeuten fy, f,,, -+, f,_;,_1» f,,» €ine Gesamtheit von Matrices irreducibler
Gruppen.

Beachtet man das soeben Durchgefiihrte, so wird die Gruppe o unter Her-
vorhebung der irreduciblen Bestandteile in die dhnliche Gruppe transformirt,
die durch:
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o, 0 0 0 0 ..0 0
0 b, 0 0
fSI f32 f83 0

12
(42 f.n fo fu fu

S o @

... 0 0
) 0
0 0

f;—u fn—-lz fo—ls fo—u fn—w' : 'f»—lo—l 0

. fnl fvz fvs fu . fvS ot fv —1 fve
dargestellt wird.

Durch Vertauschung der ersten f; und g, Zeilen kann man die letztere
Gruppe auch schreiben :

b, O 0 0 0 0 0
0 a, 0 0 « O
fa o T 0 0 0

0 0 0

(1 3 ) f.il fﬂ f43 f“

(=]

fv—ll fn—xz fo—~1s f.—u fv-—lﬁ e fv—l —1
fvl fuz fva fu fnﬁ toe fv =1 fv o

Mithin sind die durch (12) und (13) dargestellten Gruppen dhnlich.
Es ist vielleicht nur noch zu bemerken, dass die Gesamtheit der Matrices :

fal f32
f.ﬂ .f42
fv—ll f|;—l2
fol foz ’

welche symbolisch die Terme der letzten » — f, — ¢, Zeilen und f; + g, ersten
Colonnen bedeuten, nur eine andere Bezeichnung fiir &,,, &,, sein sollen, indem
?,,, ¥y, in Matrices von so vielen Zeilen wie fy,, f,,---f,, angeben, gespalten
werden.

Die Gruppe % ist dhnlich zu der durch (12) dargestellten Gruppe, und beide
ahnliche Gruppen beginnen mit derselben irreduciblen Teilgruppe a,,. Mithin
kann man nach (I) eine eineindeutige Zuordnung in gewisser Reihenfolge
zwischen den irreduciblen Teilgruppen :

(14)und au’ bu, f”, f“,...fw

Oy Oggs  Oggy  Oyyyecs Oxy

bewerkstelligen, dass immer zwei zugeordnete Gruppen Zihnlica sind.
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B und U, sowie ferner A und die durch (18) dargestellte Gruppe sind dhnlich,
mithin sind 8 und die durch (13) dargestellte Gruppe, die beide mit derselben
irreduciblen Teilgruppe b, beginnen, dhnlich. Hieraus aber folgt nach (I),
dass man die irreduciblen Teilgruppen :

bu’ G faa’ f44""fw

(15) und
bu’ 522’ b.’.3’ 544’ o Buu

einander eineindeutig so zuordnen kann, dass zwei zugeordnete Gruppen stets
dhnlich sind. _

In (14) und (15) stehen in der ersten Reihe ja genau dieselben Gruppen nur
in anderer Reihenfolge, ferner sind zwei Gruppen, die einer dritten dhnlich sind,
auch unter einander #dhnlich. Hieraus folgt, dass man die irreduciblen Teil-
gruppen

Gy Ogps  Oggs - Qyy

bu’ bzz’ [’33’ ot 'bu'u

und

in gewisser Reihenfolge einander eineindeutig zuordnen kann, so dass zwei
zugeordnete Gruppen stets dhnlich sind. Im besonderen ist A = s und zwei
zugeordnete Gruppen haben gleich viele Variablen. Hiermit ist unser Satz
vollig bewiesen.

§ 2.

Der eben bewiesene Satz soll jetzt fiir die Theorie der endlichen Gruppen
verwertet werden.

Herr MascHKE* hat bewiesen, wenn man eine endlicke Gruppe linearer
homogener Substitutionen in eine dhnliche transformirt hat, dass sich in der
neuen Gruppe eine geringere Anzahl von Substitutionsvariablen absondern lisst,
welche nur unter sich transformirt werden, so kann man sie noch weiter in eine
zerfallende oder zerlegbare Gruppe transformiren.

Durch mehrfache Anwendung des Maschke’schen Satzes folgt:

Jede endliche Gruppe G linearer homogener Substitutionen ist einer zerleg-
baren Gruppe :

a, 0 0 0...0
0 0...0

0 0 aq, 0...0

0 0 0 0...a,;,,0
0 0 0 0...0 (yx

ahnlich, wobei a,,,a,,,a,, - - - a,, irreducible endliche Gruppen darstellen. Aus

* MASCHKE, a. a. O.. § 3.
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dem im vorigen § bewiesenen Satze folgt, dass, wie man auch immer eme endliche
Gruppe linearer homogener Substitutionen in eine dhnliche Gruppe transformirt,
die in lauter irreducible Gruppen zerfillt, die irreduciblen Teilgruppen bis auf
die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind; dabei sehen wir dhnliche Gruppen
nicht als verschieden an.

Wir haben also das Theorem:

Jede endliche Gruppe G linearer homogener Substitutionen kann in eine
zerlegbare Gruppe:

a, 0 0 0 0
Oy 0 0
0 ay 0 0
0 0 aq 0 0

0 0 0 0-...0_,,0
0 0 0 0... 0 aq,

transformirt werden ; dabei sind a,;,0a,,, - - - a,, irreducible Gruppen, und zwar
sind diese bei einer jeden Transformation von G in eine dhnliche Gruppe, die
in lauter irreducible Gruppen zerfillt, falls dhnlicke Gruppen nicht als ver-
schieden gelten, bis auf die Reihenfolge eindeutiq bestimmt. Zuw jeder redu-
ciblen endlichen G'ruppe linearer homogener Substitutionen gehoren also eindeu-
tig N irreducible endliche Gruppen linearer homogener Substitutionen, wobei
aber auch einige der N Gruppen mehrfach. auftreten konnen.

Dieser Satz ist auch von Herrn FROBENIUS * im Verlauf seiner weitgehenden
Untersuchungen iiber die Darstellung der endlichen Gruppen durch lineare
Substitutionen auf ganz anderem Wege gefunden worden.

§ 3.

Man kann den Satz des § 1 noch weitergehend als im § 2 auf diejenigen
Gruppen linearer homogener Substitutionen, die ich in den Mathematischen
Annalen, Band 53, untersucht habe  und dort als Gruppen vom Typus einer
endlichen G'ruppe bezeichnete, anwenden. Wie ich a. a. O. im § 8 gezeigt habe,
ist jede Gruppe linearer homogener Substitutionen vom Typus einer endlichen
Gruppe (unter der Voraussetzung, dass, wenn die Gruppe nicht eine endliche
Gruppe ist, die charakteristische Gleichung wenigstens einer Substitution der
Gruppe lauter ven einander verschiedene Wurzeln hat) zu einer Gruppe der
Form:

* G. FROBENIUS, Uber die Darstellung der endlichen Gruppen durch lineare Substitutionen. I und
II. Sitzungsberichte der Berliner Akademie der Wissenschaften, 1897 u. 1899.
Vgl. Jahrgang 1899, S. 483.

1t A. LOEWY, Zur Theorie der Gruppen linearer Substitutionen. Mathematische Annalen.
Bd. 53, S. 225.
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a, 0 0 O ...0 0
a a, 0 0 ...0
@y 0 0y 0 -..0 0

Qp_11Oy_120x_(30x_14* - Gy_12_1 0
Qg G G Oy o Quag Gy

dhnlich; dabei bedeuten q,,, a,,, - -, a,, endliche irreducible Gruppen. Eine
Gruppe linearer homogener Substitutionen bezeichne ich dabei als Gruppe vom
Typus einer endlichen Gruppe, wenn die Gesamtheit der charakteristischen
Gleichungen, die zu allen Substitutionen der Gruppe gehoren, nur eine endliche
Anzahl von unter einander verschiedenen Wurzeln besitzt. Aus den Resultaten
des § 1 folgt nun, wenn man auch die Ergebnisse des § 2 beachtet :

Wie man auch immer eine Gruppe G linearer homogener Substitutionen
vom Typus einer endlichen Gruppe unter Hervorhebung ihrer irreduciblen
Bestandteile in eine dhnliche iberfihrt, so werden auf diese Art, wenn man
dhnliche Gruppen nicht als verschieden ansieht (und voraussetzt, dass die
vorgelegte Gruppe, falls sie nicht endlich ist, wenigstens eine Substitution
besitzt, deren charakteristische Gleichung lauter ‘unter einander vorschiedene
Wourzeln hat), A irreducible ENDLICHE Teilgruppen a,,, a,,, - - -, Gy, die jedoch
nicht alle verschieden zu sein brauchen, eindeutig bestimmt. Notwendig und
hinreichend, damit G eine endliche Gruppe ist, erweist sich die Aehnlichkeit
von G 2u der zerlegbaren Gruppe :

a, 0 0 ... 0 0
0 a,0 ... 0 0
0 0 q,--- 0 0
0 0 0 ... a,,,,0
0 0 0 ... 0 Q-

Die in dem obigen Satze in Klammern beigefiigte Voraussetzung, dass, wenn
die vorgelegte Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe nicht endlich ist, sie
wenigstens eine Substitution, deren charakteristische Gleichung lauter unter
einander verschiedene Wurzeln hat, besitzen soll, ist hochstwahrscheinlich iiber-
fliissig.  Doch ist es mir bisher nicht gelungen, diese in der friiheren Arbeit
ausdriicklich gemachte Annahme zu beseitigen.

§ 4.

In den voraufgehenden Paragraphen haben wir beziiglich der Coefficienten,
die in den Substitutionen der Gruppe auftreten, gar keine Voraussetzung
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gemacht, es war uns ganz gleichgiiltig, ob sie reell oder imaginir waren und
demgemiss haben wir auch den Begriff der Irreducibilitat einer Gruppe linearer
homogener Substitutionen definirt, ohne den Coefficienten irgend welche
Beschrinkungen aufzuerlegen. Man kann aber auch einen anderen Stand-
punkt einnehmen. Wir nehmen jetzt an: Es sei irgend ein Zahlkérper oder
Rationalitatsbereich £ vorgelegt. Unter einem Zahlkérper oder Rationalitits-
bereiche verstehen wir dabei ein System von unendlich vielen Zahlen, welches von
der Vollstandigkeit ist, dass die Addition, Subtraction, Multiplication und Divi-
sion (mit Ausnahme der Division durch Null) irgend welcher Zahlen des Sys-
temes nur zu Zahlen desselben Systemes fiihrt. Ist G irgend eine lineare
homogene Substitutionsgruppe, bei welcher die Coefficienten simtlicher Substi-
tutionen dem vorgelegten Korper  angehdren, * so kann man eine Reducibilitit
der Gruppe @ beziiglich des Korpers ) definiren. Wir sagen:

Die lineare homogene Substitutionsgruppe G in n Variablen, deren Sub-
stitutionscoefficienten ausnahmslos dem K orper Q angehiren, ist beziglich
des Korper Q reducibel, wenn man m < n lineare homogene Functionen der
Variablen mit constanten Coeficienten finden kann, welche durch eine jede Sub-
stitution der G'ruppe nur unter sich transformirt werden und dabei ausschliess-
lich Transformationen mit Coefficienten aus Q erleiden. Anders ausgedriickt:
Fiir eine jede Gruppe G linearer homogener Substitutionen in n Variablen mit
Coefficienten aus einen Korper (2, die beziiglich des Korpers  reducibel ist,
existirt notwendig eine Matrix P von nicht verschwindender Determinante, dass
die Matrices simtlicher Substitutionen der Gruppe G = P G'P~* von der Form :

LN a, ---a, |0 0 -0

a‘Zl gy Ay m 0 0 -0

a,, a,, ca, |0 0 ...0
%l Zmt1z" " Pt | Dntimtl Pmtimtz 0 Pmtin
Crint U2 Utam | ngomtr Fmtzmiz” * Cmt2n
anl anz o 'anm anm-l'l anm+2 '“ann

werden und ausschliesslich nur Coefficienten aus Q haben (m < n).

* Besondere lineare homogene Gruppen mit Coefficienten aus einem Zahlkorper 2 oder, wie
die amerikanischen Mathematiker sagen, ‘‘ linear groups in an arbitrary field ”” sind in diesen
Transactions, vol. 2, p. 363 in einer inhaltsreichen Arbeit von Herrn L. E. DICKSON unter-
sucht worden. Zwischen der vorliegenden Arbeit und Herrn DICKsON’s Untersuchung besteht
jedoch kein Zusammenhang. Das von Herrn DICKSON in seinem trefflichen Buche ( Linear Groups
with an Ezxposition of the Galois Field Theory, Leipzig, 1901) behandelte ‘‘ finite field ’’ habe ich
aunsgeschlossen ; wir baben im Obigen ein unendliches Feld. Ich darf mir erlauben, bei dieser
Gelegenheit auch an dieser Stelle auf den innigen Zusammenhang des finite field mit der Ideal-
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Zunichst bemerke ich: Sind @ und G ihnliche Gruppen linearer homogener
Substitutionen, so hat man, wie aus der Relation PG = GP folgt, wobei P
eine Matrix von nicht verschwindender Determinante ist, zur Bestimmung der
Coefficienten von P ein System linearer homogener Gleichungen, die vertrig-
lich sind; man kann daher die Coefficienten von P stets durch rationale
Operationen aus denjenigen der Substitutionen von G und G finden. Gehiren
daher die Substitutionscoefficienten bei den zwei dhnlichen Gruppen G und G
dem Korper Q an, so lassen sich die zwei Gruppen auch stets durch eine Substi-
tution von nicht verschwindender Determinante, deren Coefficienten ebenfalls
£ angehoren, in einander iiberfiihren.*

Dass die im §1 gegebene Definition der Irreducibilitit einer linearen homo-
genen Substitutionsgruppe mit derjenigen beziiglich eines Korpers Q nicht
stets zusammenfillt, ersicht man aus dem Beispiel der Gruppe aller reellen
eigentlichen orthogonalen Substitutionen :

x, = cos px; — sin pu;,

x, =sin¢px, + cosdx,,

in zwei Variablen. Die angegebene Gruppe ist beziiglich des Korpers aller
reellen Zahlen irreducibel ; hingegen ist sie, wenn man die Irreducibilitat einer
Gruppe nach §1 definirt, reducibel ; denn sie ist @hnlich zur Gruppe:

£ =6, E=e"E.

Will man den im § 1 bewiesenen Fundamentalsatz auch ausdehnen, indem man
den Begriff der Irreducibilitit einer Gruppe beziiglich eines Korpers { zu
Grunde legt, so muss man zunichst die Untersuchungen von Herrn MASCHKE, die
wir im §1 beniitzten, in diesem Sinne erweitern. Herr MASCHKE verwendet in
seiner Arbeit in den Mathematischen Annalen, Band 52, in den § 1 und
§2 nur Operationen, bei denen ausschliesslich rationale Verbindungen der Substi-
tutionscoefficienten der vorgelegten Gruppe beniitzt werden. Mithin sind die
Siitze von Herrn MASCHKE auf folgende Art erweiterungsfahig :

I. Ist eine lineare homogene Substitutionsgruppe (von endlicher oder un-
endlicher Ordnung) mit Coefficienten aus einem Korper Q so beschaffen, dass
es moglich ist, aus einer Zeile, etwa der iten, eine Anzahl, etwa m Coeffi-
cienten :

theorie hinzuweisen ; durch die Beniitzung von Primidealen lassen sich fiir die Theorie des end-
lichen Feldes die Galoisschen Imaginiiren véllig entbehren. (Vgl. meine demniichstim Archiv
der Mathematik und Physik erscheinende Besprechung des DicKsoNschen Werkes.)

* G, FROBENIUS, Theorie der linearen Formen mit ganzen Coefficienten. Crelle’s Journ.f. d.
r. u.ang. Math., Bd. 86, S. 147 u. 8. 202.

G. LANDSBERG, Uber Fundamentalsysteme und bilineare Formen. Crelle’s Journ.f. d. r. u,
ang. Math., Bd. 116, S. 331.
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(ik,), (iky)s - -+, (ik,) (ki by ooy Bnokd),
so herauszugreifen, dass jede der Determinanten
l a’ a' e a/
k1 iks ikm
4 ’” ’”
B Ciny " Vit |5

|
P

e

gebildet aus den entsprechenden Coefficienten jeder moglichen Combination von
je m Substitutionen A4’, 47, ..., A™ der Gruppe, verschwindet, so ldsst sich
die Gruppe in eine neue Gruppe, die auch nur Coefficienten aus  hat, trans-
formiren, dass mindestens einer der Coefficienten (ik,), (ik,), ---, (ik, ) in der
transformirten Gruppe durchgehend Null ist. Corollar: Ist die Ordnung einer
Gruppe linearer Substitutionen mit Coefficienten aus () mindestens um zwei
kleiner als die Anzahl der Substitutionsvariablen, so kann man die Gruppe in
eine ahnliche, die auch nur Coefficienten aus  hat, transformiren, so dass diese
wenigstens einen nicht in der Hauptdiagonale stehenden Coefficienten durch-
gehend Null hat.

IL. Ist in einer endlichen oder unendlichen linearen Substitutionsgruppe mit
Coefficienten aus einem Korper Q mindestens ein nicht in der Hauptdiagonale
befindlicher Coefficient durchgehend Null, so ldsst sich die Gruppe in eine
andere Gruppe, die auch nur Coefficienten aus Q hat, transformiren, dass sich
eine geringere Anzahl Substitutionsvariablen absondern lasst, welche nur unter
sich substituirt werden.

Auch im § 1 der vorliegenden Arbeit wurden keine irrationalen Operationen
verwandt. Beachtet man noch, wenn man die Untersuchungen des § 1 durch-
geht, dass zwei dhnliche Gruppen & und G mit Coefficienten aus Q stets durch
eine lineare homogene Substitution, die auch nur Coefficienten aus Q hat und
deren Determinante nicht verschwindet, in einander iibergefiihrt werden konnen,
so ergiebt sich, dass der Fundamentalsatz des § 1 auch fiir die Irreducibilitédt
beziiglich eines Korpers Q giltig ist.

Wie auch immer eine lineare homogene Substitutionsgruppe G (endlicher
oder unendlicher Ordnung) mit Coefficienten aus einem K orper Q unter Her-
vorhebung ihrer beziglich des K orpers Q irreduciblen Bestandteile in eine
dhnlicke Gruppe, die auch nur Coefficienten aus Q hat, transformirt wird, so
kann man die irreduciblen Bestandteile, die sich bei irgend einer solchen
Darstellung ergeben, den irreduciblen Bestandteilen, die sich bet irgend einer
anderen solchen Darstellung ergeben, eineindeutiq zuordnen, dass zwei zuge-
ordnete, beziiglich Q irreducible Teilgruppen gleichviele Variablen haben und
dhnliche Gruppen sind.

Nimmt man fiir Q den Koérper aller reellen und imagindren Zahlen, so hat
man den Satz des § 1.
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§ 5.

Wir wollen jetzt den im vorigen § gewonnenen Fundamentalsatz fiir die Theorie
der endlichen Gruppen linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus
einem Korper Q verwerten und folgendes Theorem, welches die Erweiterung des
im § 2 bewiesenen darstellt, ableiten :

Jede endliche Gruppe linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten
aus einem Korper Q kann in eine zerlegbare Gruppe :

a, 0 0 0...0 0
0 a,0 0...0 0
0 0 q50-.-0 0

0 00 0...q,,,,0
000 0...0 q,

transformirt werden ; dabei sind a,, a,, -+, a,, beziglich des K orpers Q
irreducible Gruppen. Diese irreduciblen Gruppen, die nur Coefficienten aus
Q haben, sind bei einer jeden Transformation von G in eine dhnliche Gruppe, -
die in lauter beziiglich Q) irreducible Gruppen zerfillt, falls dhnliche Gruppen
nicht als verschieden gelten, bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Sei @ irgend eine Gruppe linearer homogener Substitutionen mit Coefficien-
ten aus (2, die beziiglich Q reducibel ist, so kann man G stets in eine dhnliche
Gruppe:

a, 0O 0 O ...0
Gy Oy 0 0 -0
ay @, ag 0 --.0

@11 Gr12 @13 0r_14* -+ Ap_121 0

A G Gag Oy = Gyag Gy

transformiren, so dass alle Matrices, welche durch a, reprisentirt werden, nur
Coefficienten aus ) haben und ay,, ay, - - -, a,, beziiglich Q irreducible Gruppen
sind. Sei G eine endliche Gruppe, so sind auch die Gruppen a (i =1,2,---,))
samtlich endliche Gruppen. Es ist moglich, dass einige der Gruppeh a ;, welche
fiir den Korper () irreducible Gruppen sind, beziiglich des Korpers aller reellen
und imaginiren Zahlen reducible Gruppen sind. Man kann nun nach § 2 fiir
eine jede endliche Gruppe a, eine Matrix P, finden, die als Matrix mit sovielen
Zeilen und Colonnen, wie sie a, aufweist, nicht verschwindende Determinante
hat und bewirkt, dass die zu a, ihnliche Gruppe P,aP;' eine Gruppe von der
Form:
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a0 0 0...0 0
0 a20 0...0 0
0 0 a®0...0 0

0 0 0 0...q5 0

0 0 0 0...0 %
wird; dabei sind a{}, a®,.--af? beziiglich des Korpers aller reellen und
imagindren Zahlen irreducible Gruppen, die Coefficienten dieser Gruppen a(},
@, ---a? sind natiirlich nicht mehr auf Q beschrinkt. Ist 7,= 1, so ist
im besonderen a nicht nur beziiglich 2, sondern auch fiir den Korper aller reellen
und imaginéren Zahlen irreducibel. Infolge der im §1 und §2 bewiesenen Satze

wird die endliche Gruppe G jetzt dhnlich mit einer Gruppe, die wir mit @
bezeichnen, und welche die Form :

@G, 0 0 0 0
0 3,0 0 0 0
0 0 Gy0..-0

0 0 0 0...5,,, 0
00 0 0...0 s

hat; dabei bedeutet d; die Gruppe der Form:
a? 0 0 0...0 O
0 a0 0...0 0
00 a0...0 0

0 0 0 0...a0+ 90

0 0 0 0...0 afd.
Bilden wir uns aus den Matrices P, P,,-.- P, eine Matrix, die wir mit P
bezeichnen, und welche das Aussehen :

P 0 0

1

(=T ]
o O

0 P, 0
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hat, und suchen die zu @ #hnliche Gruppe P—'GP. Wir beachten dabei,
dass P,a,P;' = q,ist. Mithin wird P-'G'P von der Form:

a, 0 0 ... 0 0
0 qa, 0 .- 0 0
6 0 0 - a0
o o0 o0 ... 0 [

Unsere urspriingliche endliche Gruppe ist also mit der soeben hingeschriebenen,
bei der die a;,(¢ =1, 2, ---, A) Gruppen mit Coefficienten aus Q, die beziiglich
Q irreducibel sind, bedeuten, dhnlich. Dass aber die Teilgruppen

Gy Qs o0ty Gansy

falls man #hnliche Gruppen als nicht verschieden ansieht, bis auf die Reihen-
folge eindeutig bestimmt sind, wenn man die endliche Gruppe G mit Coeffi-
cienten aus Q auf irgend welche Weise in eine zerlegbare Gruppe mit Coeffi-
cienten aus (2, deren Teilgruppen irreducibel beziiglich Q sind, iiberfiihrt, folgt
aus §4. Hiermit ist der im Anfang des Paragraphen aufgestellte Satz er-
wiesen.

FREIBURG I. B., Juli, 1902.




