
SUR LA CORRESPONDANCE PAR PARALLELISME
DE DEUX SURFACES

p. drAgila

Introduction

1. II est bien connu que Peterson fut le premier qui a etudie la

correspondance de deux surfaces, par parallelisme de leurs normales,

aux points homologues. II croyait avoir demontre qu'on peur choisir

le meme systeme de coordonnees curvilignes u, v sur les deux surfaces

5, S, de maniere que les tangentes aux lignes u, v de la premiere sur-

face 5 soient parallele avec les tangentes correspondantes aux lignes

u, v de la deuxieme surface S, ce que signifie que les parametres

directeurs de ces tangentes verifient les relations

"'u ju &u *w Jrv &v

^U JU %U % V JrU 2 y

X et u etant fonctions de deux variables u, v. II a enonce ensuite dans

son memoire [2, pp. 5-6] le theoreme IV:

Si deux surfaces x, y, z et X, Y, Z se trouvait dans une relation telle

que les normales aux points correspondantes soient par alleles, alors par

chaque point d'une surface passent deux directions qui sont paralleles

(ou deux courbes dont les tangentes sont paralleles) aux directions cor-

respondantes sur Vautre surface. Ces deux directions, sur chaque sur-

face, sont conjuguees et par consequent, constituent sur les deux surfaces

les reseaux auxquels nous avons donni le nom de base de la relation.

II a repete l'enonce de ce theoreme encore une fois [2, p. 26]:

Si deux surfaces x, y, z et X, Y, Z se trouvent dans la relation de

parallelisme, par chaque point de Vune des surfaces passent deux courbes

qui sont parallele (c'est-a-dire qui ont des tangentes paralleles) aux

courbes correspondantes sur la surface X, Y, Z. Sur les deux surfaces

ces courbes sont conjuguees et constituent, par consequent, la base de la

relation. Nous les appellerons courbes de base.

L'enonce du theoreme de Peterson est fausse a. deux points de vue.

D'abord c'est inexact que si deux surfaces se trouvent dans la relation

de parallelisme, par chaque point de Vune des surfaces passent deux

courbes qui sont paralleles aux courbes correspondantes sur Vautre sur-

face. Nous montrerons ainsi qu'y a-t-il des couples de deux surfaces,

en relation de parallelisme, sur lesquelles il n'y a pas de systemes

de courbes paralleles. En second lieu, c'est inexact que les deux direc-
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tions sur la premiere surface, qui sont paralleles aux directions cor-

respondantes sur l'autre surface, sont toujours conjuguees sur les

deux surfaces. Nous montrerons, dans ce qui suit, que, en dehors du

cas des couples de deux surfaces etudiees par Peterson, qui sont

caracterisees par les equations (1), il y a encore des couples de sur-

faces dont les plans tangents aux points homologues sont paralleles

et qui sont definies par un autre systeme d'equations, dans quel cas,

au moins sur l'une de deux surfaces, les deux directions ne sont plus

conjuguees.

2. C'est une chose curieuse que la meme faute se repete encore chez

d'autres geometres, meme chez les uns des plus grands, par exemple

Guichard. II est tres probable qu'il n'a pas ete influence directement

par les recherches anterieures de Peterson, qui furent d'abord publiees

en langue russe. En etudiant les reseaux conjugues dans I'espace Sn,

il croit avoir aussi demontre que les reseaux sont les seuls systemes

paralleles. Nous citons d'apres [3, pp. 5-6]:

Soientxi,x2, • ■ • ,xn, x{,xi, ■ ■ • , Xn , 2n fonctions de deux variables

definissant les coordonnees de deux points M, M'. On dit que ces deux

points decrivent des systemes paralleles si Von a les relations

dx'i dxi dx[ dxi
-= a->       -= fi- •
du du dv dv

La condition de compatibility montre que les quantites x sont solutions

de Vequation de Laplace

da d8

d2X dv     dx du     dx
- =-+-
dudv a — fi du      a — fi dv

II resulte de la que les reseaux sont les seuls systemes qui admettent

des paralleles.

Les recherches de Peterson sur le parallelisme des surfaces et sur

quelques problemes de nature projective furent continuees par plu-

sieurs geometres, parmi lesquels les roumains et les russes sont les

plus nombreux. Malheureusement une partie de leurs conclusions sont

aussi fausse. Nous nous bornerons actuellement de mentionner seule-

ment ceux qui se sont occupes de la correspondance par parallelisme

de deux surfaces. Dans les memoires [4] de M. Haimovici et I. Popa

et puis dans [S] de A. Myller se repete le raisonemment et la demon-

stration fausse de Peterson. Nous citons d'apres [5, p. 12]:

12. Considerind perechile de puncte depe doua suprafe}e Si si S2.
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unde planele tangenle sint paralele, se stabileste o corespondenfd intre

punctele celor dou& suprafepe, care a fost numitd corespondenfii prin

plane paralele.

JJnei curbe Ci pe Si ii corespunde o curbd C2 pe S2. Ne punem intre-

barea cind aceste curbe strimbe sint paralele. . . .

Ele formeazd o re}ea.

Refelele de curbe paralele sint conjugate.

SYSTEMES DE SURFACES PARALLELES SANS RESEAUX PARALLELES

3. Un des plus curieux cas, peut-etre, c'est celui des couples de

deux surfaces paralleles, sur lesquelles il n'y a pas des courbes cor-

respondantes paralleles.

(Nous designons dans nos calculs, comme d'abitude, les derivees

dr/du, dr/dv, d2r/du2, d2r/dudv ■ ■ - par ru, rv, r2, ruv, ■ ■ ■ .)

Nous pouvons chercher les surfaces S, S de ce genre, en ecrivant

les relations de condition

ru rv

-= X,        -= /i,
rv + ayu rv + bru

c'est-a-dire

Xu yu zu

= = = \t
xv + axu      yv + ayu       zv + azu

•v-w y^o "u

xv + bxu      yv + byu       xv + bzu

Nous nous bornerons actuellement a traiter seulement le cas le

plus simple:

xu     xv -p xu,       yu     yv -\~ yu,       Zu = zv -\- zu,

xv     xv     Xu,      yv     yv    yu,      zv ^ zv     zu,

quand les expressions des coordonnees x, y, z, x, y, z sont des fonctions

harmoniques de deux variables u, v. Cherchons maintenant a faire

un changement de variables

u = qi(s, t), v = t(s, t)

de maniere que les directions nouvelles des tangentes rs, rt, respective-

ments f„ ft, sur les deux surfaces S, S, soient paralleles, ce que signifie

qu'elles doivent satisfaire les relations

xs _ y, _ z„ xt _ yt _ zt

xs      ys      zs xt      yt      zt
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Considerons ensuite le couple de deux surfaces

x = 3u + v,

x = u + 2v, r
. y =   I (yv + yu)du + (yv — yu)dv,

■ y = y(u, v) J

z = z(u, v) r
z =   \  (zv + zu)du + (z„ — zu)dv

y(u, v), z(u, v) etant deux fonctions harmoniques, pour lesquelles

sont satisfaites les relations (2). Calculons les nouvelles derivees

xs, xt, ■ ■ • , xs, xt, • • • et en faisant les substitutions dans les rela-

tions (3) nous obtenons

3us + vs      (yv + yu)u3 + (yv — yu)v,      (zv + zu)us + (zv — zu)vs
-=-■-■ =-= X1,

us + 2v, yuu> + yvv, zuua + zvvs

3ut + vt     (y„ + yu)ut + (yv — yu)vt     (zv + zu)ut + (zv — zu)vt
-=-=-= p.x,

ut + 2vt yuut + yvvt zuut + zevt

et, apres avoir effectue les calculs et les reductions necessaires, on

constate que les deux egalites qui en resultent

2 2

(2yu — yv)(us + v.) = 0,
2 2

(2yu - yv)(ut + vt) = 0

sont impossibles. Nous avons ainsi demontre qu'il y en a des couples

de surfaces, dans la relation de parallelisme, sur lesquelles il n'y a

pas de reseaux reelles paralleles.

NOUVEAUX RESEAUX DE PARALLELISME

4. En dehors du cas de parallelisme des systemes de deux directions

conjuguees sur les deux surfaces S, S etudie par Peterson, Guichard

et ses continuateurs, il y a encore un autre cas, quand les tangentes

aux lignes u de la premiere surface sont paralleles avec les tangentes

aux lignes v de la deuxieme surface, et les tangentes aux lignes v de

la premiere surface sont paralleles avec les tangentes aux lignes u de

la deuxieme surface. Nous supposons, bien entendu, que nous avons

choisi le meme systeme de coordonnees curvilignes u, v sur les deux

surfaces. Les parametres directeurs des tangentes verifient alors le

systeme d'equations

Xu     yu     &u •*»     yv     &v

%v     yv     %v %u    yu     %u
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c'est-a-dire
, „ rw rv

(4') - = X,        - = u,

X et fx etant deux fonctions arbitraires mais continues et derivables

de u, v. Nous pouvons maintenant calculer les parametres directeurs

de la normale a la surface S

xu     yu yu     zu zu     xu

j t j
Xy yv y~D Zy Zy Xy

et puis a la surface S

Xu    yu %u   yu

= \p        , • ■ ■

Xy yy Xy y^j

ce qu'on peut ecrire encore

fu ru
= Xp.

rv rv

II est aise de voir que les plans tangents, aux points homologues des

deux surfaces 5 et S, sont paralleles.

5. Entre ces deux cas de relation de parallelisme des surfaces il y

a des differences profondes de nature geometrique intrinseque,

lesquelles ne sont pas suffisamment visibles dans les equations de con-

ditions (4), (4'). Pour cette consideration il est necessaire de donner

l'interpretation geometrique correspondante.

Dans le premier cas les tangentes menees a, une courbe de la

premiere surface S, dans les points Mi, M2, M$ sont paralleles avec

les tangentes, menees aux points homologues M[, Ml, Mi, a. la

courbe correspondante de la deuxieme surface.

C'est le cas de correspondance par parallelisme de Peterson-Gui-

chard, que nous l'appellerons correspondance par parallelisme line-

aire; les courbes correspondantes sur les deux surfaces constituent un

systeme de reseaux paralleles.

Dans le second cas, au contraire, les tangentes menees a une courbe

de la premiere surface S, dans les points Mi, M2, M3 sont paralleles

avec les tangentes, menees aux points homologues M[, Ml, Ml, sur

la deuxieme surface S, aux courbes differentes.

Ce nouveau cas de correspondance nous l'appellerons correspond-

ance par parallelisme ponctuel; les courbes sur les deux surfaces

constituent alors un nouveau systeme de reseaux que nous les appelle-

rons reseaux quasi-paralleles.
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6. Maintenant il suit de montrer qu'il y en a des couples de deux

surfaces, qui satisfassent nos conditions de parallelisme et qui veri-

fient alors les relations (4), (4'). A cet effet supposons que la premiere

surface 5 est rapportee aux lignes asymptotiques, ce que signifie que

les expressions de ses coordonnees satisfont au systeme d'equations

rUu = a'ru + b'r„,

(5) ruv = aru + brv + cr,

r„ = a"ru + b"rv

(pour lesquelles sont remplies les conditions d'integrabilite).

Du systeme (4') on obtient

ru     Ar,,,        rv     pru,

et, en posant ensuite la condition d'integrabilite

(Xr„)„ = (firu)u,

il resulte

(6) \(a"ru + b"r„) + \vr„ - n(a'ru + b'rv) - nuru = 0.

Pour que cette relation (6) soit satisfaite par les expressions des

trois coordonnees, il faut et il suffit que les coefficients de deux

derivees ru, rv soient nuls, c'est-a-dire:

(7) Xa" - pa' - fiu = 0,        Xb" + X„ - nb' = 0.

II est manifeste que, quelque soient les coefficients a', b', a", b", il

est toujours possible de trouver deux fonctions X(m, v), p(u, v), qui

satisfont les relations (7).

Supposant que ces relations de conditions (7) soient satisfaites,

nous etudierons actuellement le reseau de la deuxieme surface S,

dont les directions des tangentes aux lignes u etv sont paralleles aux

directions asymptotiques de la premiere surface 5. Pour cela ecrivons

les deux derivees

ru rv
rv = — >        ru = — >

X p

puis calculons les derivees du second ordes

'WW Ay/U

* VV '

X X2

'UD P>U'V

ruu =- ,
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et, en les substituant ensuite dans la premiere et la troisieme equation

du systeme (5), nous obtenons

- ^   -      L. (   >M   M -
rUv = -ru + I a  H-1 rv,<»> x      V     "'

/ XA a"\
fUv = I b" -\-)f„ H-fv.

\ X/ n

Ces deux equations (8) sont equivalentes en cas que les relations

(7) sont satisfaites. II est aise de voir que les lignes u, v sur la deuxieme

surface S forment alors un reseau conjugue, que nous l'appellerons

reseau conjoint du premiere reseau, forme par les lignes asymp-

totiques de la premiere surface 5. Nous avons etabli ainsi une nou-

velle correspondance entre deux surfaces, que nous designerons cor-

respondance Po. Nous pouvons enoncer ensuite le theoreme suivant:

Si les courbes u, v sont des asymptotiques sur une surface S, alors

les deux families des courbes conjointes u, v, sur la deuxieme surface

S, dont les directions des tangentes sont respectivement paralleles

aux directions asymptotiques de la premiere surface S, forment un

reseau conjugue.

7. Nous pouvons maintenant aller un peu plus loin. Considerons

une surface S, dont les expressions des coordonees soient trois solu-

tions lineairement independantes du systeme

rUu = a'ru + b'rv + c'r,

rUv = aru + brv + cr,

rvv = a"ru + b"rv,

ce que signifie que les lignes v sont des asymptotiques pour cette

surface. En substituant l'expression de la derivee rvv dans l'equation

Xr,,,, + \vrv — nruu — /*ur„ = 0

il vient

Xa" - pu \b" + X„
r*«M ru -\ r„,

n p

ce que signifie que les lignes u constituent le deuxieme systeme des

asymptotiques sur la surface 5. Nous savons deja. que dans ce cas le

reseau conjoint de l'autre surface S est conjugue.

Maintenant il suit de considerer le cas le plus general, quand les

expressions des coordonnees d'une surface S sont trois solutions
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lineairement independantes d'un systeme

ruv = aru + brv + cr,

(10) ruu = a'ru + b'rv + c'r,

r„„ = a"r„ + b"rv + c"r.

Calculons les derivees

ruv       Mu^v
rUu = — >

u p.1

'UV fJ>V'V

rUv =- >

M P

'UV "V'U

*vv '

X        X2

et, en faisant ensuite les substitutions dans ces equations des derivees

tUu, ruv, rvv, nous voyons que les expressions des coordonnees de la

seconde surface 5 verifient un systeme d'equations de la meme forme

que (10), ce que signifie que les lignes u, v, sur la surface S, ne sont

plus conjuguees, ni asymptotiques.

Nous avons ainsi etablit une correspondance par parallelisme plus

general, que nous appellerons correspondance P0 Dans un cas par-

ticulier quand les courbes u, v sont asymptotiques, respectivement

lignes conjuguees, nous parlerons des reseaux P0 asymptotiques,

respectivement des reseaux Po conjugues.

QUELQUES FAMILLES DES SURFACES AUX RESEAUX P0 ASYMPTOTIQUES

8. Nous allons etudier, dans ce qui suit, quelques families des sur-

faces rapportees aux lignes asymptotiques, et chercher ensuite les

families des reseaux, dont les directions de deux tangentes soient

paralleles aux directions correspondantes des asymptotiques de la

premiere famille des surfaces.

Considerons d'abord les surfaces simplement reglees, qui sont

definies par le systeme d'equations

rUu = a'ru + b'rv,

(11) ruv = aru + brv + cr,

rvv = b"rv.

Calculons les deux derivees ruu, rvv des relations (4') et en les sub-

stituant ensuite dans (11) nous obtenons
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V>1 -   _l_ ( ' -l_  Mu\ -
rUv =-ru + [a  -\-1 rv,

,    , \ \ u /

(12)

ru„ = (6" + Y)f«-

En considerant que dans ce cas de meme sont satisfaites les rela-

tions (7) il est aise de voir que les deux equations (12) sont equi-

valentes, ayant le coefficient de la derivee fv nul; dans ce cas Pin-

variant k est aussi nul. On peut demontrer aussi, que les directions

des tangentes aux lignes conjuguees, definies par une equation de

Laplace dont l'un de deux coefficients des derivees fu, fv est nul, sont

paralleles avec les directions asymptotiques d'une surface simple-

ment reglees.

Exemple. Les directions asymptotiques de la surface reglee 5

x = eu+v,       y = e2u+v,       z = e3u

sont paralleles aux directions conjuguees de la surface S

x = e~2u,       y = 2e"-",       z = 3v,

qui n'est pas reglee.

9. Considerons les surfaces doublement reglees, qui sont definies

par les equations

ruu = a ru,

(13) ruv = aru + brv + cr,

r     = h"r

En continuant le meme raisonnement et en effectuant le meme

calcul que dans le cas precedent, nous obtenons deux equations

fuv = I a' + — j fv,

fuv = (b" + j\fu

qui sont simultanement satisfaites pour

(7') a' + - = 0,        b" + - = 0.
p, X

Nous sommes arrives ainsi au resultat suivant: Les directions

asymptotiques d'une surface doublement reglee sont respectivement
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paralleles aux directions conjuguees d'un reseau defini par l'equation

de Laplace

(14) f„ = 0.

On peut demontrer aisement aussi le theoreme reciproque que les

directions des tangentes d'un reseau (14) sont paralleles avec les

directions asymptotiques d'une surface doublement reglee.

Exemples. Les directions asymptotiques du parabolo'ide S

x = u,       y = v,       z = uv

sont paralleles respectivement aux directions conjuguees de la surface

S

vm yn un+l j,m+l

* = — i       y = — >       z =-1->
m n n + 1      m + 1

(m et n etant deux constantes reelles arbitraires), qui en general

n'est plus reglee.

Les directions asymptotiques du hiperbolo'ide 5

u + v v — u uv — 1
x = ->       y =->        z = -

1 + uv 1 + uv I + uv

sont paralleles aux directions conjuguees de la surface S

u3 v3 u3 v3

x = m-h v-■ >       y = u-\-v-j       z = u2 + v2.
3 3 3 3

Nous avons ainsi prouve que les surfaces reglees peuvent etre en

relation de parallelisme avec des surfaces non-reglees, contrairement

a Paffirmation de Peterson [2, pp. 27-28].

10. Considerons ensuite les surfaces Tzitzeica, caracterisees par

la propriete que l'invariant K/d4, ou K est la courbure en un point

M de la surface, et d la distance de l'origine au plan tangent au point

M a la surface, soit constant. Ces surfaces sont definies par le systeme

d'equations

K 1
r«u = — ru + — r0,

h h

ruv = hr,

h h
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h etant une solution particuliere de l'equation

1
(Lh)M = h-■ •

h2

En suivant le meme procede que dans les cas anterieurs, nous

obtenons les deux equations

<u        ,   (hu   ,   Pu\
fuv  =  — fu + I-1-1 tv,

\h \h       p /

(hu       XA X
fvu  =   I-1-)fu-\- fv,

\h       X / ph

qui sont aussi equivalentes.

Exemple. En prenant

h = 1

nous trouvons la surface S

~  __   gmi(u+m\v) y  __   ^m2(u+m2v) g  —-   ^mz(u+m3v)

(mt etant les trois racines cubiques de l'unite), dont les directions

asymptotiques sont paralleles aux directions conjuguees de la surface

S
X = yiealu+l)lv, y = y2ea*u+fcv, z = y3eazu+h",

<*i, Pi, 7i etant les constantes

«i =   1 + Wi,

2
Pi = 1 + nii,

mi

1 + m\

avec X=/x = e"+1'. Les coordonnees de cette derniere surface verifient

l'equation de Laplace a. coefficients constants

1
rUv tu  \  nrv,

n

dont les deux invariants sont egaux a l'unite.

11. Considerons enfin les surfaces Mayer-Gheorghiu, caracterisees

par la propriete que l'invariant K/d* est constant seuelement le long

d'une famille d'asymptotiques. Ces surfaces sont definies par le sys-

teme
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r„u = ll + ~)ru + h[h— (Lh)u^]rv,

rUv = rv + hr,

1 hv
rvv ru -\   — rv.

h h

En effectuant les memes calculs nous trouvons les deux equations

de Laplace

ph r -, ( M«\
fm = — [h — (Lh)uv]fu + [I -\-) fv,

X \ ix /

(hv       AA X

h       \J iih

qui sont aussi equivalentes. Pour les valeurs constantes de h on peut

determiner encore des couples de deux surfaces paralleles, mais les

calculs seraient plus longs.
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