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CORRESPONDANCES SINGULIERES PAR PARALLELISME
DES PLANS TANGENTS DES DEUX SURFACES

PAVEL DRAGILA

1. En etudiant la correspondance par parallelisme des plans tan-

gents, dans les points homologues des deux surfaces, Peterson et ses

continuateurs ont etabli qu'en cas de cette correspondance, sur

chaque surface il y a deux directions qui sont paralleles aux directions

correspond antes sur l'autre surface. lis croyaient avoir demontre

aussi que ces directions determinent toujours sur les deux surfaces

des reseaux conjugues. Nous savons deja que cette derniere assertion

n'est pas exacte.

Nous nous sommes propose un nouveau probleme, qui semble

presenter d'importance: chercher s'il y en a des couples de deux sur-

faces en correspondance de parallelisme, de maniere qu'elle existe

sur une surface une seule direction, tangente a. une courbe de co-

ordonnees, qui soit parallele a, la direction correspondante sur

l'autre surface, et, s'il est possible, de determiner effectivement des

telles surfaces.

Nous designons la premiere surface par S(x, y, z), la seconde par

S(x, y, z) et les derivees partielles dr/du, dr/dv, d2r/dudv ■ ■ •   par

'w, rv, rUv '    '•

Dans ce cas les coordonnees des deux surfaces doivent satisfaire

1'un des deux systemes:
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(fu = aru + brv, jfu = aru + brv,

\'v   —   (s'Vy \'v   —   C'U*

Nous avons etudie ces deux systemes et nous avons prouve qu'il y

a des couples des surfaces pour chaqu'un de ces deux systemes, sur

lesquelles elle existe seulement une direction parallele.

2. Considerons en premier lieu le systeme

ru = ru      rv,

II est bien visible que sur la premiere surface S il y a un vecteur

rv, qui est parallele au vecteur correspondant fv sur la seconde

surface S. Cherchons maintenant a faire un changement des para-

metres curvilignes

u = <p(s, t),        v = $(s, t),

de maniere que nous trouvons une paire des vecteurs rs, rt, sur la

premiere surface, qui soient respectivement paralleles aux vecteurs

f„ ft de la deuxieme surface. Pour que les lignes s, t ne soient nulpart

tangentes, il faut etre satisfaite encore la condition

us   v,
j* 0.

ut    vt

En posant les conditions

f, ft
— = A, — = ix,
rs rt

c'est-a-dire

XuU3 + xvvs       yuus + yvvs      zuu, + zvvs

xuus -j- xvvs      yuU3 "t" yvVs      zuus -\- zvv3

XuUt + xvvt      yuut + y~vVt      zuut + zvvt
-T-=-j-=-.-= M,

xuut + xvvt      yuut + yvvt      zuut + zvvt

et en effectuant les substitutions

(xu — xv)u„ + xvvs      (yu — yv)us + yvvs      (zu — zv)us + zvva

xuus + x»vs yuus + yvvs zuus + zvvs

(xu — xv)ut + xvvt     (yu — yv)ut + yvvt     (zu — zv)ut + zvvt
-_-=-    -_ = ,    -= M,

xuut + xvvt yuut + yvvt zuut + zvvt
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et les calculs necessaires, nous trouvons les deux equations

2

\Xy,y^      yuXvjUg —^ u,

2

(xuy, — yuXv)ut = 0,

qui sont manifestement impossibles.

En posant

f' -v        ft -  '
- - A , — - /I ,
rt rs

c'est-a-dire

XUUg   ~y~   XyVB yuUg   "T"    Vtl^« zuu3  -|—  ZVVg

xuut + xvvt      yuut + y,vt      zuut + zvvt

xuut + xvvt      yuut + y,vt      zuut + zvvt
-=-=-= ^

xuu, + xvv,      yuu8 + yvv.      zuu, + zvv.

et en effectuant les memes calculs nous obtenons les deux equations

uBut + usvt — Utv, = 0,

utus + vsut — u3vt = 0.

En les retranchant nous obtenons la relation

2(uevt — v.ut) = 0,

qui est aussi impossible.

Considerons en second lieu le systeme

(2) *.= %- r„

rv      fzru,

k etant une constante qui satisfait la condition

k > 1/4.

En posant

f, ft
— = A, — = H,

rs rt

et en effectuant les memes calculs, nous trouvons les relations

2 2

(xuyv — yuxv)(us + usvs + kvs) = 0,

2 2

(ayy. — ?«*»)(«« + utvt + *»») = 0,

qui aussi sont impossibles.
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En posant enfin les conditions

f, ft
_ —  \x _ —   ,,x- — A  , — IX  ,

rt r,

par le meme procede, nous trouvons les deux equations

«««( + u,vt + kvsvt = 0,

u,ut + utv, + kvevt = 0.

En les retranchant, nous trouvons la relation

uBvt — v,ut = 0

qui est impossible.

3. On peut determiner effectivement des couples de deux surfaces

qui satisfont ces conditions. Nous avons ainsi trouve pour le systeme

(1) les surfaces

•X/   —   W, Jv   —    "'y

■ y = v, ■ y = v — u,

. z = 2uv, {z = 2uv — u2

et pour le systeme (2) les surfaces

x = u, \x = u + v,

y = v, y = - u, (k = 1)

. z = u2 + luv, [ z = luv + v2.
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