SUR UN SYSTEME DE COUPLES DE
RESEAUX PARALLELES

PAVEL DRAGILA

1. Dans la note précédente [2] nous avons étudié les couples de
deux surfaces S(x, ¥, 2), S(%, J, %), rapportées au méme systéme de
coordonnées curvilignes #, v, qui sont définies par les équations de
parallélisme linéaire

Fu = Ay,
1) .
Ty = pry,
de maniére qu'il existe des systémes de lignes s, ¢, dont les tangentes
7sy 71, 74, 7 soient liées par les relations de parallélisme ponctuel
7‘ = )\’r,,
(2 i
e = U1,

Effectuant les calculs nous avons établi que ces surfaces sont

caractérisées par la relation

At p=0,

et encore que, sur chacune des deux surfaces, il existe une infinité de
systémes de courbes s, ¢, pour lesquelles sont satisfaites les rela-
tions (2), ce qui signifie que dans ce cas il y a correspondance par des
faisceaux de tangentes paralléles.
Posant la condition d’intégrabilité pour le systéme
Fu = N1y,
©))
Fo = — Ny,
respectivement pour le systéme invers
1

Ty = — Tu,

A
1 -
Ty = — N Ty
nous obtenons les deux équations de Laplace
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w2 o

Tuv — Ty —y =

2\ n
An Au

Pup = —Fy — — 7 = 0.
2 N

Il s’ensuit que les courbes %, v forment sur les deux surfaces .S, S
des réseaux a invariants égaux.

2. Les réseaux (3) jouissent encore d’autres propriétés remarqu-
ables, qui leur sont caractéristiques. Ils peuvent étre définis aussi
d’une autre maniére, posant la condition que les foyers Fi, F, du
rayon MM de la congruence rectiligne, déterminée par les points
courants homologues des deux surfaces (1), separent harmoniquement
le couple de points M, M.

Si nous désignons les foyers du rayon MM par

7+ kr
14k

on aura
A+ B+ k) =0,
c’est-a-dire
ki=—2X k= —op.

Posant ensuite la condition d’harmonicité

Ff— A\ B 7 — ur B
1—x 1—u

: # = — 1.
F—Nr 7 — ur

-7 —r
1—2A 1—pn
il en résulte
A= —pu.

D’ici on voit que les réseaux 3 invariants égaux paralléles (3) sont
en méme temps en relation de correspondance de Koenigs.

3. Recemment nous avons observé que les couples de réseaux (3)
furent rencontrés déja et étudiés & un point de vue différent par M.
Vincensini [1].

Il s’est proposé d’étudier les relations existant entre les congruences
de Ribaucour et les réseaux conjugués & invariants égaux. On sait que
les congruences de Ribaucour sont celles dont les développables
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déterminent sur la surface moyenne .S (lieu des milieux des segments
focaux F1F;) un réseau conjugué, lequel est necessairement i in-
variants égaux.

M. Vincensini cherche en premier lieu d’établir comment, & partir
des réseaux & invariants égaux de S, on pourra construire les con-
gruences de Ribaucour de surface moyenne S. A cet effet il considére sur
S un réseau a invariants égaux (R), auquel il associe un réseau
paralléle convenablement choisi (R’) et un point fix arbitraire I de
I'espace. 11 désigne les points courants homologues des deux réseaux
par m et m'. La droite D menée parallélement & Im’ engendre une
congruence de Ribaucour, admettant (R) pour réseaux moyen, si

Fzm = — Flm.

Effectuant les calculs nécessaires il trouve que les coordonnées
(%', ', 2') du réseau (R') sont liées aux coordonnées (x, v, z) de (R) par
les formules

ox' ox
= ==
) u ou
ox' ox
—_—=—h—,
v dv

et deux analogues en (y,y') et (2, 2'), h étant un certaine fonction de u et v,
représentant d’ailleurs le rapport (algébrique) des segments paraliéles

Im' et Fim
(=)
h= .
F1m

Il observe encore qu'il résulte des relations (3') que x', y', 2’ verifient
"équation de Laplace & invariants égaux

820+1 61 (1)60+1 61 (1)80 0
udv 2 dv o8 h/ou 2 9ou & h/ dv

qui se déduit d’ailleurs, comme le montrent les relations (3'), de I'équation
de Laplace du réseau (R)

% 1 d(log k) 80+ 1 d(log k) 96 0
dudv 2 v n 2 ou o

)

en y remplagant b par 1/h. ,

Aprés cela, il conclut, que le réseau (R') paralléle & (R), qu'il con-
vient d'associer & (R) pour que la construction envisagée fournisse une
congruence de Ribaucour, admettant (R) pour réseau moyen, est néces-
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satrement & invariants égaux, comme (R).

Il est visible maintenant que les couples de réseaux a invariants
égaux (3’), que nous appellerons couples de Ribaucour-Vincensini,
coincident avec les couples (3) étudiés par nous, par conséquent ils
peuvent étre caractérisés par leurs propriétés remarquables men-
tionnées plus haut.

Il y a lieu de souligner encore que la relation établie par M. Vin-
censini entre les deux réseaux (R) et (R’) est symetrique. Ceci sig-
nifie que, partant de (R’), on peut obtenir, par la méme construction,
3 I'aide du réseau (R), la congruence de Ribaucour admettant (R’)
pour réseau moyen,.

4. M. Vincensini considére ensuite le cas des congruences de
Ribaucour & surface moyenne isothermique, dont les développables
découpent sur cette surface moyenne le réseau de ses lignes de courbure.
St S’ est la surface support du réseau (R') paralléle & (R), associée d
(R) dans la construction de la congruence envisagée, les relations (3')
montrent que la correspondance (par plans tangents paralléles), que les
points homologues m et m' des réseaux (R) et (R') déterminent sur S et
S’ une correspondance conforme inverse. 11 observe que dans ce cas
les deux surfaces sont transformées de Christoffel 'une de l'autre.
Nous pouvons ajouter encore que toutes les surfaces transformables
au sens de Christoffel sont comprises dans les couples de surfaces de
Ribaucour-Vincensini.

5. Nous nous proposons actuellement de signaler encore quelques
propriétés intéressantes de ces couples de surfaces et finalement
d’étudier les couples de congruences paralléles, engendrées par les
tangentes aux réseaux (R) et (R’), dans le cas spécial quand les con-
gruences d’'un réseau sont des réseaux W.

Les asymptotiques des deux surfaces S et S sont données par
I’équations

| Tuy 7o, ruul du? + I Tuy Toy r,,,,] dv? =0,
—)\3] Tusy To, r,ml du* + )\3| Tuy 7o, r,,,,l dv? =0,
c’est-a-dire
du® — wdv? = 0,
du?® 4+ wdv? = 0.

Il est aisé de voir que, si les asymptotiques sur la premiére surface

sont réelles, sur la deuxiéme elles sont nécessairement imaginaires,

et reciproquement. Il s’ensuit alors que les deux surfaces associées ont
leurs courbures de signe contraire.
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Dans le cas spécial quand les lignes asymptotiques sur une surface
sont définies par I'équation

du® — dv? = 0,

ce qui signifie que le réseau (%, v) est isotherme-conjugué, sur 'autre
surface elles seront donneés par 1'équation

du® + dv? = 0.

Nous dirons que dans le premier cas le réseau correspondant est
isotherme-conjugué de premiére espéce, et dans le second cas il est
isotherme-conjugué de deuxiéme espéce.

Nous pouvons tirer encore quelques conséquences intéressantes
dans le cas des couples de surfaces isothermiques. Ces surfaces se
partagent aussi en deux catégories, d’aprés le signe de leur courbure
totale, & chaque surface de la premiére catégorie étant associée par
parallélisme une surface de I'autre catégorie (2 une homothétie prés).

6. Considérons actuellement le cas ol les congruences, engendrées
par les tangentes aux lignes du réseau (R), sont des congruences W,
c’est-d-dire ou le réseau envisagé est un réseau R (de Tzitzeica-
Demoulin). Ces réseaux sont étudiés systematiquement, au point de
vue projectif, dans le manuel de Tzitzeica [3]. Nous adoptons dans
la suite ses notations et sa méthode avec des légéres modifications.
Dans les calculs Tzitzeica utilise, pour représenter les invariants de
I'équation de Laplace et de ses transformées, les notations #, k, ki, ki,

by, ko, + - -, et il désigne les transformées ponctuelles par
X = %y, + ax, X1 = %, + bx,
X2 = Xw + 1%, X = X1, + b_1x_1.

D’aprés Tzitzeica un réseau R peut étre défini projectivement par
un systéme de la forme

Xuo + ax, + bx, + cx = 0,

4
Xuu + MEyy + qu + qxy + rx =0

Dans notre cas plus particulier I'équation de Laplace (4) doit avoir
évidemment les invariants égaux. En second lieu, le probléme que
nous nous proposons d’examiner étant de nature affine, nous allons
introduire encore quelques modifications. Considérons pour cela une
solution particuliére

20 = 0(u, v)

du systéme (4) et faisons ensuite la transformation



260 PAVEL DRAGILX [April

x = 0%.

Aprés calculs et réductions nous obtenons un nouveau systéme
- 0” - 0“ -
xuv+ a+'0_ xu+ b+'; xv=0;

260, 2mb,
ﬁuu+”1i’w+(?+7>xu+<q+ 0 >5Ev=0

©)

qui nous définit actuellement, au point de vue affine, le méme réseau
R.

Le systéme (5) peut étre interprété encore d’'une autre fagon,
définissant d'une maniére particuliére le réseau R dans l'espace
projectif, 'une des quatres coordonnées homogénes étant une con-
stante. Ce qui est important pour nous, c’est le fait que la méthode
de Tzitzeica est applicable aussi dans ce cas.

La seconde équation (5) peut s’écrire sous la forme de Tzitzeica

(6) %_g + mxy + ax_y + Bx1 + yx = 0.

Nous pouvons maintenant déterminer les lignes asymptotiques
de la surface (x), définie par le systéme (5). Le long d’une courbe
quelconque de la surface u et v sont des fonctions d’'un nouveau
parameétre ¢, et alors

¥ = x,u + xp0, 2 = xu u'? + 20,00 + 200’2 + xu-u’ + 2, 0"

ou
2= (V"2 — mu N+ - - -

Posant ensuite la condition que le plan osculateur de la courbe,
déterminée par x, x’, x”’ soit confondu avec le plan tangent a la sur-
face, on aura

2 — mu'? = 0,
ou
@) dv? — mdu? = 0,

qui est I’équation différentielle des lignes asymptotiques.

Il s’agit maintenant d’écrire qu’il y a correspondance des lignes
asymptotiques sur les trois surfaces x, x; et x_;. A cette fin posons
d’abord

E=mx

pour le premier transformé de Laplace de (x) dans le sens des courbes
2.0na

&1 = 12 & = 23, £ = bz, £o2= hx_,.
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A.prfas cela dérivons I'équation (6) par rapport & ». Nous obtenons
ainsi
—ax_s + k_1%_1 + mxs + m(xs — as%s) +

+ a(—aa_y + kx) + B(x2 — aix1) + Boxs + v(21 — ax) + vz = 0,
ou, en tenant compte de (6)

(o + k)1 +mas+ (x4 (a2 + ()21 =0,

et enfin

k_
"'J;—‘s.ﬁmsw( Yei 4 (a4 (e =0,

Les asymptotiques de la surface (x1) seront données par
(a0 + k_1)dv? — kmdu® = 0,

et elles correspondent 3 celles de la premiére surface (x) si cette
équation est identique a (7), donc si nous avons

(8) Ay = h— k—l°
Posons ensuite
n = %

pour le premier transformé de Laplace dans le sens des lignes #. On
a alors

9 n=%-2, M= 2, -1 =kx,  n-2 = kxy

Dérivant maintenant I'équation (6) par rapport & # nous obtenons
la relation

Z_gu + mu%2 + mr2y + aut_1 + X1 + Buxs + Bx1 + vu¥ + y¥, =0
que nous pouvons écrire encore

x—2 + ax_1 + B2 + 'Yx> + mxsy, + @ut_y
m

+ ax_1u + Bu®1 + Bx1 + Yur + vx. = 0,

(2-3 — b_sx_3) +m, (—

et ensuite

By,
%3+ ( + Bu) %1+ mroy + ¥y + ar_gu+ - - - = 0.

m

Tenant compte maintenant des relations (9) et encore des formules
de transformations de Laplace nous trouvons finalement
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6m“),,_2+...=0.

m

k’lz + (Mhl + 8. —

Les asymptotiques sur la surface x_; sont déterminées par 1’équa-
tion

kdv? — (mhl + M) du? = 0,
m

et elles correspondent 2 celles de la premiére surface x s'il est satisfaite
la condition

(109 k=h+ (f-)“

m

Nous allons considérer actuellement avec Tzitzeica les conditions
d’intégrabilité du systéme formé par les équations (3) et (6). Dérivons
pour cela I’équation (6) par rapport & v et puis éliminons x_,. Nous
obtenons ainsi

mxs + (my + B+ am — am)xs + (@ + k)2
+ (@B — aB + v)x1 + (v2 + ak)x = 0.

Si nous dérivons ensuite cette derniére relation par rapport & u et
nous éliminons x3 nous devons retrouver 'équation (6). Effectuant
les calculs il vient

(Olv+k—1)x—2+[m}lz+ (mo + B+ am — aym),
—%‘(mv+ﬁ+am—am):|xz+()x-1+()x1+()x=0.

I1 faut donc avoir

a.,+k_1=h2+(m"+'3+am—m)“—%;(m.,+ﬁ+am—am),
m

ou

(11 ay + k1 = hs + (log m)u, + (—I-g—) + (e — a2)u-

Or, de (8) et (10) on a
a+ koy = h’

(ﬁ) .
m/u
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D’autre part nous avons encore les relations
b= 2k — k — (log k), k1= h,
ho 2k — k1 — (lOg hl)uw
a1 = a — (log k), a: = a1 — (log k).

En tenant compte de tous ces résultats, la relation (11) devient
(log m)u = 0,
d’olt
m= UV,

U étant une fonction de » et V une fonction de v.

Tzitzeica affirme ensuite qu'on peut toujours choisir les variables
indépendantes, sans changer les courbes du réseau (x), de maniére que
Von ait m=1. Nous verrons plus loin que cela n’est pas exact.

Les lignes asymptotiques de (x) et de toutes les surfaces sur les-
quelles sont tracés les réseaux de la suite (x) sont

% + v = const., % — v = const.
Si nous faisons la transformation
zl

Ty = A&y,

”
Tp = — Ay,

nous obtiendrons un nouveau systéme de la méme forme que (5)

2w + () 4 ( )ae = 0,
o — MEy + (Vw4 ()2 = 0,

le signe du coefficient m (le seul d’ailleurs qui présent de l'intérét)
étant enchangé. Il est visible alors que la méthode de Tzitzeica est
applicable aussi dans ce cas. Mais les conclusions, auxquelles nous
sommes arrivés, différent un peu ce celles tirées par Tzitzeica. En
effet, les réseaux définis par un systéme de la forme (5), (12) se
partagent en deux catégories distinctes: les uns pour lesquels on peut
prendre, aprés un changement convenable des variables,

(12)

m=1,
et les autres, pour lesquels on a
m= — 1.

Les réseaux de la premiére catégorie sont les réseaux R, dont les
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surfaces support (nommées surfaces R) sont & courbure totale néga-
tive; les réseaux de la deuxiéme catégorie, que nous les appellerons
réseaux R, sont situés sur les surfaces R 3 courbure positive. Les con-
gruences, engendrées par les tangentes aux lignes d’un réseau R, sont
les congruences W. Les congruences correspondantes, engendrées par
les tangentes aux lignes d’un réseau R, nous les désignerons congru-
ence W.

11 y a lieu de souligner le parallélisme remarquable qui existe entre
les propriétés des réseaux R et des réseaux R. Ainsi que dans le cas
des réseaux R les lignes asymptotiques de la surface support (%)
d’un réseau R et de toutes les surfaces sur lesquelles sont situés les
réseaux de la suite (%) sont

% + iv = const., % — iy = const.,
ce qui signifie que le réseau initial, ainsi que tous les réseaux trans-
formés, sont isothermes conjugués de la seconde espéce.

7. Pour mieux illustrer les résultats, auxquels nous sommes arrivés,
nous allons donner un exemple simple de couple de réseaux de
Ribaucour-Vincensini. Le réseau périodique, & période 4

x = 82(""’"),
y = e*t? cos (u — v),
z = e*Psin (4 — v),
qui est un réseau R particulier, étudié pour la premiére fois, au point

de vue projectif, par Tzitzeica [3, p. 181], correspond par paral-
lélisme au réseau

%= 2(u—v),
§ = e *?sin (4 — v),
zZ= —e¢"cos (u— ),

qui est aussi un réseau périodique, & période 4. Il est intéressant de
mentionner que les transformées successives homologues se cor-
respondent aussi par parallélisme.
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