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UBER ENDLICHE GRUPPEN MIT EINER ZU L,(2")
ISOMORPHEN FAKTORGRUPPE

BERND BAUMANN

ABSTRACT. In dieser Arbeit wird die Struktur einer 2-Sylogruppe S einer
endlichen Gruppe G beschrieben, fur die G/ 0,(G) isomorph zu L,(2") ist
und in der keine nichttriviale charakteristische Untergruppe von S normal
ist.

In dieser Arbeit wird die folgende, meines Wissens auf Aschbacher
zuriickgehende Vermutung bewiesen:

SATZ. Sei G eine endliche Gruppe, fiir die G/ O,(G) isomorph zu L,(2") ist,
und S eine 2-Sylowgruppe von G mit Z(S) < O,(G).

(*) Der einzige Normalteiler von G, der charakteristisch in S ist, sei die
Einheitsgruppe.

Dann gilt:

(a) Es gibt einen Automorphismus o von S mit S = Z (0,(G))*0LG).

(b) Es gibt genau einen nichtzentralen Hauptfaktor von G von Zweierpotenz-
ordnung (in einer vorgegebenen Hauptreihe).

(c) Die Nilpotenzklasse von S ist 2.

Die Bezeichnungen sind aus [2] iibernommen. Insbesondere ist L,(2")
isomorph zur 2-dimensionalen, speziellen linearen Gruppe iiber einem Korper
mit 2" Elementen, O,(G) der grosste Normalteiler von Zweierpotenzordnung
und Z (G) das Zentrum einer Gruppe G.

Ein entsprechender Satz wurde in [1] unter Verwendung von Methoden aus
[3] fiir Gruppen mit einer zu SL,(gq) isomorphen Faktorgruppe bewiesen,
wobei g eine beliebige Primzahl ist. Wie mir Professor Glauberman mitteilte,
haben inzwischen er und R. Niles diesen Beweis fiir beliebige Primzahlpoten-
zen q verallgemeinert. Dieser Beweis unterscheidet sich jedoch von dem hier
wiedergegebenen.

Mein besonderer Dank gilt Professor M. Aschbacher und Professor G.
Glauberman, die mich auf zahlreiche Fehler und Unverstandlichkeiten im
urspriinglichen Manuskript hingewiesen haben.

Folgender wohlbekannte Hilfssatz wird benotigt.

HILFSSATZ. Sei V eine elementar-abelsche 2-Gruppe und G eine zu L,(2")
isomorphe Gruppe von Automorphismen von V. Dann ist |V| > 22"
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BEWEIs. Wegen O,(G) = 1 ist G eine Gruppe von Automorphismen von
V/C,(G). Daher ist 0.B.d.A. C,,(G) = 1. Angenommen, |V| < 2". Nach
Dickson’s Liste der Untergruppen von G enthélt G zu L,(2") (fiir Teiler r von
n) isomorphe Untergruppen H. Ist H = C;(v) fiir v € V¥, s0 ist

n/r
|UGI = IG . Hl = 2n(22n _ 1)/2r(22r _ l) == 2 22n—2ri> 23n—3r'
i=1
Fiir r < n/2 folgt |v¢| > 2°"=3 > 22" > | V|, was nicht sein kann. Deshalb
ist dann r = n/2 und |H| = 2"/422" — 1). Gilt nun (|Cz(w)|, 2" + 1) # 1 fiir
w € V*, so erhilt man mit Dickson’s Liste also C;(w) < D, wobei D eine
Diedergruppe der Ordnung 2(2" + 1) ist. Insbesondere ist |[w®| > |G : D| =
2"71(2" — 1). Nun gibt es aber ein z € V¥, das von einer 2-Sylowgruppe von
G zentralisiert wird. Da eine 2-Sylowgruppe von G lediglich in einer maxima-
len Untergruppe (der Ordnung 2"(2" — 1)) enthalten ist, ist |z¢| > 2" + 1.
Aus [wé| + (26| > 2271 — 2" 1 4+ 2" + 1 > 27! folgt dann | V| > 2%, Ist
(G : Cs(w), 2" + 1) = 1 fiirallew € V* soist |F| — 1 durch 2" + 1 teilbar
und damit erneut |V| > 22",

Ist V eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung 2" und G eine zu
L,(2") isomorphe Gruppe von Automorphismen von V, so dass eine 2-
Sylowgruppe S von G in V eine Gruppe der Ordnung 2" zentralisiert, so wird
im folgenden von einer natiirlichen Darstellung von G auf V gesprochen. Man
verifiziert dann leicht die folgenden Eigenschaften:

() Co(Cy(8)) = Cg(v) = S fiirv € Cy(S),

(i) V = U,ecCr(S9).

BEWEIS VON (a). Sei G ein Gegenbeispiel zu (a), ¢ = 2", M = 04(G),
Z =Z(M)und Q =[G, Z]. Ferner seien a und 8 Automorphismen von S,
so dass Z® # Z gilt und ZZ* kein Normalteiler von G ist. Die Existenz von a
und B folgt aus ().

(1) Z/Z(G) ist eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung q*, auf der
G/M eine natiirliche Darstellung induziert, und es gilt |Z : Z(S)| =
|Z(S) : Z(G)| = q. Ferner ist A(M) C A(S), und es gilt |A:A N M|=gq
fiir A € A(S) + A(M).

BEWEIS. Aus Z(S) < M und (*) folgt Z(G)< Z(S)< Z und M =
Cs(Z). Ferner folgt aus () Q(Z) ¢ Z(G), weshalb G/M treu auf Q,(Z)
operiert, und J(S) £ M, also die Existenz von A € A(S) + A(M). Ist
|4 :4 N M| =2,s0 erhilt man |2,(Z): 4 N ©,(Z)| =2 aus |(4 N M)Z| <
|A|, was wegen (4 N M)ZY =1 und 4 € A(S) gilt. Fiir g € G ist dann
|<4, A8)M /M| < 6 und G/M isomorph zu L,(2). Ist [A : A N M| > 2, so
ist daher {4, A*)M = G fir g € G und a € 4 mit o(aaM /M) = q + 1,
und es gilt A N A5 N Z = Z(G). Wegen [(A N M)Z| < |A| und |AM : M|
< ¢ bekommt man nun |42 N Z: Z(G)| < |Z: AN Z|<|A4: AN M|<gq
und damit |Z: Z(G)| < ¢*. Da G/M treu auf Q(Z/Z(G)) operiert,
impliziert der Hilfssatz |Z : Z(G)| = ¢*. Nun erhilt man |4 N Z: Z(G)| =
|Z:ANZ|=|A:ANM|=q und (AN M)Z € A(M) N A(S) sowie
AN Z = Z(S)und damit (1).
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(2) Z ist elementar-abelsch.
BEweis. Da G/M wegen (1) auf Z/Z(G) eine natiirliche Darstellung
induziert, gilt

Z/Z(G)=U Zz(88/Z(G))n Z/Z(G).
gEG
Wegen (1) ist ausserdem Z(S)/Z(G) = Z(S/Z(G)) N Z/Z(G), also Z =
UgecZ(S%). Nun ist Z/Z(G) elementar-abelsch, also §,(Z(S)) < Z(G)
womit dann §,(Z (S)) = 8,(Z) = 1 aus () folgt.

Q) Firz € Z+ Z(S)gilt Cg(z) = Cg(Z) = M. Ferner gilt Z* < M.

Bewers. Offensichtlich ist M = Cg(Z) < Cg(z). Aus (1) folgt die Existenz
von g € G mit z € Z(S?). Gibt es ein x € Cg(z) mit x & M, so wird z von
{x, S8) = G zentralisiert, was nicht sein kann. Daher ist C¢(z) = M. Gilt
Z ¢ M, soist Z 4 Cy(Z%) = M~ = Cy(y) firy € Z* + Z(S). Dann folgt
|Z*: Z(S)| =12*: Z* N M| =gq sowie S=Z°M, und G ist kein
Gegenbeispiel.

@) Firx e S+ Mgilt Z(S) =[x, Z] X Z(G).

BEwEIs. Da x einen involutorischen Automorphismus auf der wegen (2)
elementar-abelschen Gruppe Z induziert, ist |Z: C;(x)| = |[x, Z]|. Wegen (3)
und (1) ist aber |Z: C,(x)| = ¢. Mit (1) erhdlt man ¢ = |[x, Z] >
[xZ(G)/Z(G), Z/Z(G)]| = ¢, also [x, Z] N Z(G) = 1, woraus mit [x, Z]
< Z(S) dann (4) folgt.

O[S, Z] = @ n Z(S).

BeEwEIs. Sei x ein 2-Element aus G + Ng(S), R=[S,Z] und L = RR".
Aus (4) folgt R < Z(S) N Q. Ausserdem folgt ¢ = |R: R N Z(G)| < |R:
R N R*|,also |L: Cp(x)| = |[L, x]] = qund [x, Z] < L. Wegen G = {x, S)
ist daher L = Q, und es gilt (5).

6) Z(S) = Z(J(S)).

BEWEIS. Sei g € G + N;(S), R=Z(J(S)) und 4 € A(S8) + A(M).
Wegen (A N M)Z € AM) und Z(S) < R< Z(J(M)) ist g =|Z(S): 4
NZS)<|R:ANR|< g also|R: AN R|=qund R=(R N A)Z(S).
Daher ist [R,S]< RN A. Aus G = M{C4(R), A) und (C4(R), A) <
C;(A N R) folgt damit, dass [R, S] eine charakteristische Untergruppe von S
ist, die normal in G ist. Wegen (*) gilt also [R, S] = 1 und R = Z(S).

M JM)* # J(M).

BEWEIS. Sei R = Z(J(M)) und g € G + N;(S). Angenommen, J (M)* =
J(M). Wegen Z < Rist dann Z < R und Z* < R sowie Cy,(R) < M. Aus
(AN M)Z € AM) folgt nun |R: ANBNR|=¢*und R=(4N BN
R)Z fir A € A(S) + A(M), B € A(S8) + A(M). Wegen {4, B)M = G ist
daher 0,({4, B)Cy(R)) = (A, B)Cy(R)N M = C\(R). Fir s € Z* +
Z gilt nun s=rz mit rEAN BN R und z € Z sowie W= Cy(s) =
Cy(r)=Mn M* Da M N M* ein Normalteiler von M und C,,(r) ein
Normalteiler von Cg;(r) ist, folgt mit {4, B) < C;(R) dann, dass W ein
Normalteiler von {4, B, M) = G ist. Aus |M : W| < |S : M| = q und dem
Hilfssatz folgt dann G/ W = (M /W) X L mit L = (4, B, W)/ W, wobei L
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isomorph zu G/ M ist. Gibt es ein C € A(S) mit C 4 AW, so ist CW nicht
zu BW konjugiert, also O,({C, B, W)/ W) # 1, was Cp,(R) < W und
0,({C, B, Cyy(R))) = Cyp(R) widerspricht. Daher ist J(S) < AW
Widerspruch zu (6).

®)|Z*:Zn Z°| =q,d.h. Z n Z° = Z(S).

BEWEIs. Wegen Z(S) = Z(S)*< Z und (1) ist |Z*: Z N Z°%| < q. Ist
|Z*: Z N Z%| < q,s0 gibt esein z € Z N Z* + Z(S). Nun ist wegen (3)
M = C¢(z) = C4(Z), und aus Z* # Z und Z = Z (M) folgt auch M* # M,
und man bekommt den Widerspruch M = Cg(z) > MM* > M.

©) [M: C,\(Z%)] = q.

BEWEIS. Aus (7) folgt die Existenz von 4 € A(M®) mit Z* < A £ M. Mit
(1) erhilt man A € A(S) und |4: A N M| = q. Daher ist |AC\,(Z%)| =
|[4] |4 0 M| 7Y Cy(Z*)] = q|Cp(Z%)|. Wegen |S : M*| = q ist nun |M:
Cy(Z%)| < g, woraus mit AC,(Z*) < C4(Z*) = M* die Behauptung folgt.

(10)Z n Q% < Z(G).

BEWEIs. Angenommen, Q®* N Z £ Z(G).Seid € A(S) + A(MM)und g €
G + Ng(S). Wegen (9) ist |[M: C, (Z%)| = |S: Cs(Z*)| und wegen (5) und
(®)also [M, ZZ*] = [M, Z*]= Q%N Z(S) = Q° N Z £ Z(G). Wire ZZ*
ein Normalteiler von G, so wire auch [M, ZZ“] ein Normalteiler von G, was
nicht sein kann.

Daher ist ZZ“ kein Normalteiler von G. Aus [4, B] < Z fir B=(4 N
M)Z folgt dann mit (8) und (3) |Q*¢: Q*¢ N B| = g, wegen B € A(S), (1)
und (5) also auch [B, Q%] =[S Q%] = Q% N Z(S%). Angenommen,
[Q° Q%] # 1. Aus (3) folgt dann |Q*: Cp.(Q¥)| = g und mit (5) daher

Q% N Z(S8) =S5 Q%] =[Q% Q%] =[S, Q%]
=Q0°NZ(S)<Z(S)Nn Z(S%)=Z(G).
Wegen Z = QZ(S) und (8) ist aber Q“ N Z(S) = Q* N Z, und man
bekommt einen Widerspruch zur Annahme. Deshalb ist [Q%, Q®¢] = | und
entsprechend [Q¢, Q"] = [Q°, Q] = 1 fiir x € 4. Nun ist Cx(Q*) =
C(Q™®)Z, woraus A < Ng(Cp(Q*)) folgt. Wegen Cx(Q%)Q% € A(S) ist
daher C = Cp(Q**)Q = Cp(Q*®)Q°®* und damit [B, C]=[B, C*] =
[B, Q%] = [B, Q*¢*] < Z(S®%) N Z(S**). Aus [B, Q*¢] £ Z(G) und Z(S?)
N Z(S%) = Z(G) fir x € A + M erhilt man nun einen Widerspruch.

() IstQNZG)F1lundx,y €S+ Mmity & (x)M, so ist [x, Z] N
r.Z]=1

BEWEIS. Angenommen, (11) ist falsch. Dann ist ¢ > 2, und es gibt eine
Untergruppe K der Ordnung ¢ — 1> 1 von Ng(S), die transitiv auf
[K, Z(S)]J} operiert. Sei @, = Q N Z(G). Wegen (5) und S = (x¥, M) ist
dann Q N Z(S) = [K, Z(S)][x, Z]). Istu € [x, Z] + [K, Z(S)), so ist wegen
@) u & Qy, also u® = u[K, Z] + Q,. Daher ist

0 nz(s)=[K z(5)]u gu U [xZ].

xXES
Aus Q, # 1 folgt nun mit (+) die Existenz von y € Aut(S) mit QJ € Z(G).
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Wegen (10) ist dann ZY = Z, weshalb wegen (4) Q) N [x, Z] =1 also

J < [K, Z(S)]U Q, und Qf N[K, Z(S)]# 1 gilt. Da K transitiv auf
[K, Z(S)}* operiert, erhélt man [K, Z(S)] N [x, Z] = 1 sowie Q N Z(S) =
[K, Z(S)] X [x, Z] und (11).

(12) Ng(S) < Ny(Z*).

BEWEIS. Angenommen, (12) ist falsch. Dann gibt es einen Automorphismus
¢ von S mit Z*¢ 5= Z*, der von einem Element aus N(S) induziert wird, und
wegen (10) ist Q° N Z = QN Z(S) < Z(G) invariant bei § also Q N
Z(S) invariant bei afa~". Nun folgt Z¢="' # Z aus Z*€ # Z°. Dies ist aber
wegen Q N Z(S) = 0%' N Z(S) ¢ Z(G) ein Widerspruch zu (10).

(13) {Z*“ ist elementar-abelsch.

BEWEIS. Angenommen, (13) ist falsch. Wegen (12) gilt N;(S) < Ng(Z9).
Daher gibt es ein t € G mit 1> € M und [Q% Q] # 1. Wegen (10) ist
0°NZ=0"nZ(G)= Q%N Zund wegen (3) 2° N Z(G) = Cp-(Q*).
Angenommen, Z(G) N Q # 1. Dann ist ¢ > 2, und es gibt x € Q* + Z(G)
undy € Q% + Z(G) mit {x)Q* # (y'>Q*. Dannist 1 # [x, y] € [x, Q%]
N[y, 0°1 Aus [y, 0°]1 < Z(G) folgt nun [x,y] =[x",y] €[x, Q¥]N
[y, Q%] Wegen (11) ist jedoch [x, Q%] N [y, Q%] =1, was einen
Widerspruch liefert. Daher ist Q N Z(G) =1 und |Q| = ¢%. Seinun s € §
mit [Qd’ Q(XlS] = [Qal, Qafs] - [Qa’ Qa’] und Qo = Qan’Qa'S sowie R =
Z(Qo). Fir Q,, 0, € {Q% 0%, 0**} mit Q, # Q, sind dann alle Invo-
lutionen von Q,Q, in Q, U Q, enthalten. Ferner ist |Qy| = ¢* und |Q,:
Col@))| = g, weshalb es x, € 0* + R, x, € 0% + R und x; € 0** + R
mit x,x, € Cp (x3) und x,x3 € Cp (x,) gibt. Dann ist (x,x))*™ = x{*x, =
XXy = X3X)X3X; = X3XpX;X3 = X,x; und wegen {x;, xp» = {x;X,, x>
daher x,x; € Ny ({x), x,)) sowie x; € Ny (x5 xp»). Dann ist aber
(X}, Xy, x3) eine Gruppe der Ordnung 16 mit einem zyklischen Zentrum
{x)xx3) der Ordung 4. Wegen (3) ist nun Cj (x;) = Cp (Q), und es folgt
{xXx,x3) < R, also R 4 Z(G). Angenommen, es gibt eine Involution z € R
+ Z(G).Dannist z = abc mita € Q* + R,b € Q@ + Rund c € Q** +
R. Dann ist aber auch zc = ab eine Involution, was nicht sein kann. Daher
gilt Q,(R) = R N Z(G). Wegen s> € M ist nun s € Ng(Q,) also |S: Ng(R)|

<gq und [M: N,(R“")| <gq sowie |M: N, (R*"| <gq und |Q* "
NQ.,--(R"_")I <g. Aus Q(R) < Z(G) folgt 2,(R*") < Q, woraus man
([N (R*™™), R*")<Q N Q%' =1 bekommt. Mit (3) erhilt man
damit [Q*™', R* "] = 1 sowie [Q, R* "] = 1 und [Q, R* "®] = 1, weswegen
R " < M gilt. Nun ist aber €,(R* ")* < 0 + Z(G), und [Q®, 0%] # 1
impliziert R® "'\ M =1. Dann ist jedoch S/M nicht elementar-
abelsch, was ein Widerspruch ist, der (13) beweist.

(14) Ist T = (Z"®, 50 sind M/Cy(T) und T/ Z elementar-abelsche Grup-
pen der Ordnung q* auf denen G/M eine natiirliche Darstellung induziert.
Ausserdem gilt [M, T] =[S, ZPlund T = Z(C,,(T)).

BEWEIS. Wegen (7) gibt es ein 4 € A(S) mit Z#P < A ¢ M. Sei B =
(AN M)Z und g € G + Ng(S). Da ZP¢ kein Normalteiler von G ist, gilt
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ZP2 ¢ B € A(M), also |ZP: B n ZP%| = q sowie wegen ZPC (Z"%) =
(ZPeAyC,(ZP8) = TC,(ZP8) € A(M) auch |T: TN B|=qund |T/Z: (A4
NT)Z/Z|=gq. Sei X=A N A% N T. Dann ist T = ZPZFEX. Wegen
[M, X] < Z(G) < X und 4, A% < Cgz(X) ist dann X ein Normalteiler von G,
und T/XZ sowie C,(X)/Cp(T) sind elementar-abelsche Gruppen, auf
denen G/M natiirliche Darstellungen induziert. Angenommen, X € Z(G).
Dann ist H = Cgz(X) ein echter Normalteiler von G mit G = HM.

Fir ¢ = 2 wird T/Z von 3 Involutionen erzeugt, und es gilt |7/Z| = 8.
Fir ¢ > 2 gibt es K< N(SN H) mit |[K|=gq—1>1.Seia€d+M
und Y =[K, Zf)la, T|Z/Z. Dann ist [4,T/Z] < Y und |Y| < ¢~
Ausserdem ist YY® ein Normalteiler von G/Z, der ZPZ/Z enthilt, also
T/Z =YY% und es gilt |X: X N Z| < q. Wegen G = {4, A%, M 0 M?)
folgt aus X ¢ Z(G) die Existenz von x € M# N M mit x € H, und es
gibt ein R € ZP° mit x & Cy(R), wegen (3) also |R: Cg(x)| =g > |T:
Cr(x)|. Aus T = ZPZPeX erhilt man |X: Cy(x)| > g sowie |[X: X N Z(G)|
> g. Daher ist |X: X N Z(G)| = q. Sei nun L < H mit |L| = ¢ + 1 und
N = Co(LCy(T)/ Cpy(T)). Dann ist G = NH sowie S = NC(X). Da H/M
sowolh auf Z/Z N Z(G) als auch auf T/XZ eine natiirliche Darstel-
lung induziert, ist [T, L]] = ¢° und es gibt L-invariante Untergruppen ¥ und
W von [T, L] = E mit VW = E und V < Q. Ist W nicht N-invariant, so
folgt 1 # [N, E] < V, da E von N normalisiert wird und L irreduzibel auf W
operiert sowie ¥ < Z(N) gilt. Es ist aber [N, T]| < [M,T]1< Q?NnZ<
Z(G) und ¥V N Z(G) =1, was einen Widerspruch liefert, aus dem E <
Z(N) folgt. Hieraus erhilt man fiir x € N + Cy(X) oder x € § + Cg(X)
dann |[X: Cy(x)] = ¢, da T = EX und |T: C(x)| > g sowie S = Cg(X) gilt.
Insgesamt folgt | X: D N X| = |D: Cp(X)| = q fir D € A(S) + A(Cs(X)).

Sei P = Cp(KCp(X)/Cpy(X)) (fir K < H mit (S N H)K = Ny(S N
H)) und F = [K, T]. Dann folgt dhnlich wie oben [P, F] = 1. Da man K mit
ZFZP = FZ wihlen kann, gibt es ein J € Z#% mit |P: C,(J)| = ¢ und
wegen T = ZPZPs] = ZPZFeX folgt [S, X] = [M, X] = Q¥ n Z.

Sei nun U= X#"" und C = (4% N M)Z)?"". Dann ist C € A(S) +
A(M) und U < C. Ist U ein Normalteiler von G, so auch [U, M]= Q N
Z(S), was nicht sein kann. Ist U ¢ C,,(U?), so folgt |U: C, (U?®)| = ¢ im
Widerspruch zu [U, U#] < Z(G). Daher ist (U€) abelsch. Aus (U®)>C(U?)
= UBC.(U?) € A(M) folgt C < Ns((C N M)U?) und mit [C N M, U8] =
Z(S%) N Q der Widerspruch C < Ng(Z(S%) N @), aus dem X < Z(G) und
T = ZPZF folgt.

Wegen Cy(T)T = Cx(T)Z(Cp(T)) € A(M) ist Z(C,(T)) = (B N B5 N
Z(Cy(T))T. Wegen M = (B, B8)C,(T) erhdlt man aber B N B% N
Z(Cy(T)) < Zund T = Z(Cy,(T)) sowie (14).

a1590nZzZG)=1.

BEWEIS. Angenommen, (15) ist falsch. Aus (1) folgt dann ¢ > 2, und es gibt
eine Untergruppe K von N;(S) mit |K| = ¢ — 1 > 1, die wegen (13) Z# und
damit M# = C4(Z#) normalisiert. Ist [N;(S), S]¢ MP, so lassen sich
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k€ K und s € S + MP mit s*M# = sMP finden. Aus (11) folgt dann
[s, ZPJ +# [s, Z#), was jedoch [s, ZP] < Z(G) (s. (10)) widerspricht. Daher
ist [Ng(S), S] < M# und [K, Z#] ein Normalteiler von S. Nun induziert
G/ M auf (ZP%)/Z wegen (13) eine natiirliche Darstellung, was |[K, Z#]| =
LK, Z(S)]| K, Z8/ Z(S)]| = ¢* und damit [S, Z®) < [K, Z#] impliziert.
Dies ist jedoch ein Widerspruch zu [S, Z#] < Z(G).

(16) {Z#CB ~ " ist kein Normalteiler von G.

BEwELs. Sei T = (Z#%»#™" und R = [M#"', T). Angenommen, T ist ein
Normalteiler von G. Ist Z#~' kein Normalteiler von G, so erhidlt man
(ZP™'¢y = T sowie [M, T] =[S, Z*'] < Z(G) aus (14) und (10). Nun ist
aber [M N M*": C,(T)|=gq, also 1% [M N MP',TI<R<Q, was
wegen O N Z(G) = 1 (s. (15)) nicht sein kann. Daher sind Z# ™' und M N
M*”' Normalteiler von G, womit aus |[M: M n MP'|=|M n ME™"
Cy(T)| = q und dem Hilfssatz [0*(G), M] < C,,(T) folgt. Insbesondere ist
dann 1% [M N M?™, T < R < Q N Z(S) ein Normalteiler von G, was
nicht sein kann.

(17) Fiir g € G + Ng(S) ist (ZPCYP™'(ZPCYP™'8 elementar-abelsch.

BEWEIS. Sei T =<Z"”)"' und R =[M”"', T]. Wegen (13) gilt [Z*",
ZP% =1, also Z®' < MP"% und ZP % < MP"', woraus mit (14)
[ZP™, T¥] < RE < Q N Z(S®) sowie [ZP %, TI< R < Q N Z(S) folgt.
Aus (10) erhilt man aber [M, Z?™'] < Z(G) > [M, Z? %], und wegen Q N
Z(G)=1(s.(15)und T, T® < Co(Z) = M ist[ZB 7', T%) = (2P %, T] = 1,
also T8 < M# ™' und T < M# 2. Dann impliziert (14) [T%, T] < R N R& <
Z(S) N Z(S%) N Q = 1 und die Behauptung.

(18) Sei T = (ZPGHA " und g ein wegen (16) existie rendes Element aus
G + Ny(S) mit T% # T. Ausserdem sei R = [M? ™', T}, X = (ZF '), L €
A(SE) + AM) mit ZP2 < L, A=(Ln M)Z)*"' und B = C,(X)X.
Wegen LN M % C;(ZP) und (L N M)Z € A(M) C A(S) ist A € A(S)
+ A(M). Aus (14) folgt X = Z#'Z8 ' und T = ZZP*"', weshalb wegen
(15 [T, X] = 1sowie T < B € A(M) gilt. Wire T# < B, so wire [4, T#] <
X > [A3, T#), also TX = T4X. Dann folgte mit (14) [Cp,(X), T] = [Cp(X),
T )< RN R&=1, also TT*® < Z(C,(X)) = X im Widerspruch zu T #
T%. Daher ist T¢ £ B, d.h. |B: Cg(T?)| = |T%: T# N B| = q. woraus mit
B < CG(Zﬁ"g) und (14) [B, T%] = R? folgt. Wegen (17) ist nun [T, T¥] =
[T, T#*) = [T5,T&] =1 fiir x € A sowie Cyx(T%)T% = Cx(T®)V € A(S)
fiir ¥ = {T%'). Dann ist aber [B, V'] = [B, T#] = R%, was wegen 4 < N,(V)
N Ng(B) und A & Ng(R#) einen Widerspruch liefert.

BEWEIS VON (b) UND (c). Sei M = O0,(G), Z = Z(0,G)) und « ein wegen
(a) existierender Automorphismus von S mit Z°M = S sowie g € G +
Ng(S) und N = M*n M. Dann wird N von {(Z% Z*) und wegen
G = M{Z*, Z°¢) damit von O%(G) zentralisiert, weshalb aus |M/N| < ¢*
und dem Hilfssatz folgt, dass M/ N der einzige nichtzentrale Hauptfaktor von
Zweierpotenzordnung von G ist, und es gilt (b). Ausserdem gilt [S, S, S]
< N, also [S, S, G] =[S, S, ], woraus mit () auch (c) folgt.
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