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ÜBER ENDLICHE GRUPPEN MIT EINER ZU L2(2")

ISOMORPHEN FAKTORGRUPPE

BERND BAUMANN

Abstract. In dieser Arbeit wird die Struktur einer 2-Sylogruppe S einer

endlichen Gruppe G beschrieben, für die G/02(G) isomorph zu L2(2") ist

und in der keine nichttriviale charakteristische Untergruppe von S normal

ist.

In dieser Arbeit wird die folgende, meines Wissens auf Aschbacher

zurückgehende Vermutung bewiesen:

Satz. Sei G eine endliche Gruppe, für die G/02(G) isomorph zu L2(2") ist,

und S eine 2-Sylowgruppe von G mit Z(S) < 02(G).

(*) Der einzige Normalteiler von G, der charakteristisch in S ist, sei die

Einheitsgruppe.

Dann gilt:

(a) Es gibt einen Automorphismus a von S mit S = Z(02(G))a02(G).

(b) Es gibt genau einen nichtzentralen Hauptfaktor von G von Zweierpotenz-

ordnung (in einer vorgegebenen Hauptreihe).

(c) Die Nilpotenzklasse von S ist 2.

Die Bezeichnungen sind aus [2] übernommen. Insbesondere ist L2(2")

isomorph zur 2-dimensionalen, speziellen linearen Gruppe über einem Körper

mit 2" Elementen, 02(G) der grösste Normalteiler von Zweierpotenzordnung

und Z(G) das Zentrum einer Gruppe G.

Ein entsprechender Satz wurde in [1] unter Verwendung von Methoden aus

[3] für Gruppen mit einer zu SL2(q) isomorphen Faktorgruppe bewiesen,

wobei q eine beliebige Primzahl ist. Wie mir Professor Glauberman mitteilte,

haben inzwischen er und R. Niles diesen Beweis für beliebige Primzahlpoten-

zen q verallgemeinert. Dieser Beweis unterscheidet sich jedoch von dem hier

wiedergegebenen.

Mein besonderer Dank gilt Professor M. Aschbacher und Professor G.

Glauberman, die mich auf zahlreiche Fehler und Unverständlichkeiten im

ursprünglichen Manuskript hingewiesen haben.

Folgender wohlbekannte Hilfssatz wird benötigt.

Hilfssatz. Sei V eine elementar-abelsche 2-Gruppe und G eine zu L2(2n)

isomorphe Gruppe von Automorphismen von V. Dann ist \V\ > 22".
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Beweis. Wegen 02(G) = 1 ist G eine Gruppe von Automorphismen von

V/CV(G). Daher ist o.B.d.A. CV(G) = 1. Angenommen, \V\ < 22n. Nach

Dickson's Liste der Untergruppen von G enthält G zu L2(2r) (für Teiler r von

«) isomorphe Untergruppen H. Ist H = CG(t;) für v E V*, so ist

n/ r

|„G| = |G . #| = 2"(22" - l)/2r(22r - 1) = 2"-" 2 22"-2"> 23""3r.

i = i

Für /• < «/2 folgt |uG| > 23"-3r > 22" > \ V\, was nicht sein kann. Deshalb

ist dann r = n/2 und \H\ = 2"/2(2n - 1). Gilt nun (|Cc(w)|, 2" + 1) *= 1 für

w E V$, so erhält man mit Dickson's Liste also CG(w) < D, wobei D eine

Diedergruppe der Ordnung 2(2" + 1) ist. Insbesondere ist \wG\ > \G : D\ =

2«-1(2" — i). Nun gibt es aber ein z E V1, das von einer 2-Sylowgruppe von

G zentralisiert wird. Da eine 2-Sylowgruppe von G lediglich in einer maxima-

len Untergruppe (der Ordnung 2"(2'! - 1)) enthalten ist, ist \zG\ > 2" + 1.

Aus \wG\ + \zG\ > 22"-1 - 2""1 + 2" + 1 > 22"-' folgt dann |K| > 22n. Ist

(\G : CG(w)\, 2" + 1) = 1 für alle w E Vs, so ist | V\ - 1 durch 2" + 1 teilbar

und damit erneut | V\ > 22n.

Ist V eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung 22" und G eine zu

¿2(2") isomorphe Gruppe von Automorphismen von V, so dass eine 2-

Sylowgruppe S von G in V eine Gruppe der Ordnung 2" zentralisiert, so wird

im folgenden von einer natürlichen Darstellung von G auf V gesprochen. Man

verifiziert dann leicht die folgenden Eigenschaften:

(i) CG(Cy(S)) = CG(v) = S fürt; G Cy(S)\

(ü)K= UgSGCASg).

Beweis von (a). Sei G ein Gegenbeispiel zu (a), q = 2", M = 02(G),

Z = Z(M) und Q = [G, Z\. Ferner seien a und ß Automorphismen von S,

so dass Za ¥= Z gilt und ZZß kein Normalteiler von G ist. Die Existenz von a

und ß folgt aus (*).

(1) Z/Z(G) ist eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung q2, auf der

G/M eine natürliche Darstellung induziert, und es gilt \Z : Z(S)\ =

|Z(S) : Z(G)\ = q. Ferner ist A(M) C A(S), und es gilt \A : A n M\ = q

für A EA(S) + A(M).
Beweis. Aus Z(S) < M und (*) folgt Z(G) < Z(S)< Z und M =

CG(Z). Ferner folgt aus (*) ß,(Z) i Z(G), weshalb G/M treu auf Ö,(Z)

operiert, und J(S) ^ M, also die Existenz von A E A(S) ■+• A(M). Ist

\A : A n M\ = 2, so erhält man \ÜX(Z): A n ß,(Z)| = 2 aus |(/1 n M)Z\ <

\A\, was wegen ((A n A/)Z)' = 1 und A E A(S) gilt. Für g G G ist dann

\(A,AS)M/M\ < 6 und G/M isomorph zu L2(2). Ist \A : A n M\ > 2, so
ist daher <^, ^g>M = G für g G G und a E A mit o(aagM/M) = q + 1,

und es gilt A n Ag n Z = Z(G). Wegen |(^ n M)Z\ < |^| und |^A/ : M\

< ç bekommt man nun \Ag n Z: Z(G)| < \Z: A n Z\ < \A: A n M\ < q

und damit \Z : Z(G)\ < q2. Da G/M treu auf Q^Z/ZiG)) operiert,

impliziert der Hilfssatz \Z : Z(G)\ = q2. Nun erhält man \A n Z: Z(G)| =

\Z : A n Z\ = \A : A n M\ = q und (/In A/)Z G ^(Aí) n A(S) sowie

^ n Z = Z(S) und damit (1).
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(2) Z ist elementar-abelsch.

Beweis. Da G/M wegen (1) auf Z/Z(G) eine natürliche Darstellung

induziert, gilt

Z/Z(G)= U   Z(S*/Z(G))nZ/Z(G).
gec

Wegen (1) ist ausserdem Z(S)/Z(G) = Z(S/Z(G)) n Z/Z(G), also Z =

UgeGZ(Sg). Nun ist Z/Z'G) elementar-abelsch, also Ö,(Z(5)) < Z(G)

womit dann Ü.,(Z(S)) = Ö,(Z) = 1 aus (*) folgt.

(3) Für z E Z + Z(S) gift Çs(z) = Q(Z) = M. Ferner gilt Z" < M.
Beweis. Offensichtlich ist M = CS(Z) < Cs(z). Aus (1) folgt die Existenz

von g E G mit z E Z(S8). Gibt es ein x E Cs(z) mit jc £ M, so wird z von

<x, Sg> = G zentralisiert, was nicht sein kann. Daher ist Cs(z) = M. Gilt

Za 4 M, so ist Z ¿ Q(Za) = Ma = C^^) für>> 6Z" + Z(5). Dann folgt

|Z": Z(S)\ = |Za: Z° n M\ = q sowie S = ZaM, und G ist kein

Gegenbeispiel.

(4) Fürx E S + M gilt Z(S) = [x, Z] X Z(G).

Beweis. Da x einen involutorischen Automorphismus auf der wegen (2)

elementar-abelschen Gruppe Z induziert, ist |Z: Cz(x)| = \[x, Z]\. Wegen (3)

und (1) ist aber \Z: Cz(x)\ = q. Mit (1) erhält man q = \[x, Z]\ >

\[xZ(G)/Z(G), Z/Z(G)]\ = q, also [x, Z] n Z(G) = 1, woraus mit [x, Z]

< Z(S) dann (4) folgt.

(5)[S,Z] = 2nZ(S).
Beweis. Sei x ein 2-Element aus G -*■ A^S), R = [S,Z] und L = RRX.

Aus (4) folgt F < Z(S) n Q. Ausserdem folgt q = \R: R n Z(G)| < |F:

F n Fx|, also \L: CL(x)\ = |[L, x]| = q und [je, Z] < L. Wegen G = (x, S}

ist daher L = Q, und es gilt (5).

(6)Z(S)-Z(/(S)).
Beweis. Sei gEG + NG(S), R = Z(J(S)) und /l E A(Sg) + ^(M).

Wegen (^ n M)Z E /1(M) und Z(S) < R < Z(J(M)) ist q = |Z(5): ^

n Z(S)| < \R: A n R\ < q, also \R: A n F| = q und F = (F n ^)Z(5).
Daher ist [F, S]< R n A. Aus G = M<CS(F), ^> und (CS(R), A) <

Cc(^ n F) folgt damit, dass [R, S] eine charakteristische Untergruppe von S

ist, die normal in G ist. Wegen (*) gilt also [F, 5] = 1 und F = Z(5).

(7)/(M)a^/(A/).

Beweis. Sei F = Z(J(M)) und g E G + NG(S). Angenommen, J(Mf =

7(M). Wegen Z < F ist dann Z < F und Z° < F sowie CM(R) < M. Aus

(A n M)Z E ^(M) folgt min \R: A n B n R\ = q2 und R = (A n B n
R)Z für A SA(S) + A(M), B E A(Sg) + A(M). Wegen (A, B)M = G ist

daher 02((A, B)CM(R)) = (A, B}Cù(R) C\ M = CM(R). Für s E Z" +

Z gilt nun s = rz mit r E /l n B n F und z E Z sowie W = Cm(j) =

CM(r) = Af n A/Q. Da M n M° ein Normalteiler von M und CM(r) ein

Normalteiler von CG(r) ist, folgt mit (A, F> < CG(R) dann, dass H7 ein

Normalteiler von (A, B, M} = G ist. Aus |Aír:W/|<|S':Ai'| = í7 und dem

Hilfssatz folgt dann G/W = (M/ W) x L mit L = <¿, B, W)/ W, wobei L



218 BERND BAUMANN

isomorph zu G/M ist. Gibt es ein C G A(S) mit C «jt AW, so ist C^F nicht

zu 5W konjugiert, also G2«C, 5, W)/W) =£ 1, was CM(Ä) < If und

G2«C, 5, CM(Ä)>) = CW(Ä) widerspricht. Daher ist J(S) < AW

Widerspruch zu (6).

(8) \Za: z nza\ = q, d.h. Z n Z" = Z(S).

Beweis. Wegen Z(S) = Z(Sf < Z und (1) ist \Za: Z n Za\ < ?. Ist

|Z": Z n Za| < q, so gibt es ein z G Z n Za + Z(S). Nun ist wegen (3)

M = Cs(z) = CS(Z), und aus Za *= Z und Z = Z(M) folgt auch Ma =£ M,

und man bekommt den Widerspruch M = Cs(z) > MMa > M.

(9) \M: CM(Z")\ = q.
Beweis. Aus (7) folgt die Existenz von A G A(Ma) mit Za < A i M. Mit

(1) erhält man A E A(S) und \A: A n M\ = q. Daher ist \ACM(Za)\ =

\A\ \A n M\~x\CM(Za)\ = q\CM(Za)\. Wegen |S : Ma\ = q ist nun \M:

CM(Za)\ < <?, woraus mit ACM(Za) < Cs(Za) = M" die Behauptung folgt.

(10) z ng"< Z(G).
Beweis. Angenommen, Qa n Z i Z(G). Sei A G A(S) + /l (M) und g G

G + AfG(S). Wegen (9) ist \M: CM(Za)\ = \S: Cs(Za)\ und wegen (5) und
(8) also [M, ZZa] = [M, Za] = Qa n Z(S) = Qa C\ Z i Z(G). Wäre ZZa

ein Normalteiler von G, so wäre auch [M, ZZa] ein Normalteiler von G, was

nicht sein kann.

Daher ist ZZa kein Normalteiler von G. Aus L4, B] < Z für fi = (A n

M)Z folgt dann mit (8) und (3) \Qag: Qag n £| = ?, wegen 5 G ^(S), (1)

und (5) also auch [B, Qag] = [Sg, Qag] = Q"* n Z(S*). Angenommen,

[ßa, ßag] *= 1. Aus (3) folgt dann |ß": Cß<.(ßair)| = q und mit (5) daher

Qag rxZ(Sg)=[Sg,Qag] =[Qa, ß«*] =[S,Qa]

= Qa n z(S) < z(5) n z(sg) = Z(G).

Wegen Z = gZ(S) und (8) ist aber Q" n Z(S) = Q" n Z, und man
bekommt einen Widerspruch zur Annahme. Deshalb ist [Qa, Qag] = 1 und

entsprechend [ßag, Qagx] = [ßa, ga**] = 1 für x E A. Nun ist CB(Qag) -

C^(ßag)Z, woraus ¿ < NG(CB(Q'^)) folgt. Wegen CÄ(ßa*)ß«s G ¿(S) ist

daher C = CB(ßa*)Öa* = CB(Qag)Qagx und damit [5, C] = [B, Cx] =

[5, g«8] = [5, ßa**] < Z(Sg) n Z(S8*). Aus [5, ß«*] ^ Z(G) und Z(S«)

D Z(Sgx) = Z(G) für x E A ■*• M erhält man nun einen Widerspruch.

(11) Ist Q n Z(G) ¥* 1 und x, y E S + M m/7 v G <jc>A/, ío ist [x, Z] n

[>,Z]-1.
Beweis. Angenommen, (11) ist falsch. Dann ist q > 2, und es gibt eine

Untergruppe K der Ordnung ç — 1 > 1 von NG(S), die transitiv auf

[tf, Z(S)f operiert. Sei ß0 = ß n Z(G). Wegen (5) und S = (xK, M> ist

dann ß n Z(S) = [AT, Z(S)][x, Z\ Ist w G [x, Z] + [K, Z(S)], so ist wegen

(4) u G ß0, also u* = «[#, Z] + ß0. Daher ist

ß n z(S)=[ä-,z(S)] u ß0u U [x,z].
xes

Aus ß0 =*= 1 folgt nun mit (*) die Existenz von y G Aut(S) mit ßj ^ Z(G).
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Wegen (10) ist dann Zy = Z, weshalb wegen (4) ßj H [x, Z] = 1 also

Ql < [K, Z(S)] u ß0 und 6oY n [K, Z(S)\ i= 1 gut. Da K transitiv auf

[K, Z(S)f operiert, erhält man [K, Z(S)] n [#, Z] = 1 sowie ß n Z(S) =

[Jf, Z(S)] x[x, Z] und (11).
(\2)NG(S)< NG(Za).

Beweis. Angenommen, (12) ist falsch. Dann gibt es einen Automorphismus

| von S mit Zai =£ Z°, der von einem Element aus NG(S) induziert wird, und

wegen (10) ist Qa n Z = ß" n Z(S) < Z(G) invariant bei £, also ß n

Z(S) invariant bei a£a~x. Nun folgt Zaia"' ¥• Z aus Za( ^ Z°. Dies ist aber

wegen ß n Z(S) = ßaia~' n Z(S) 4 Z(G) ein Widerspruch zu (10).

(13) <ZaG> irt elementar-abelsch.

Beweis. Angenommen, (13) ist falsch. Wegen (12) gilt NG(S) < NG(Za).

Daher gibt es ein t E G mit t2 E M und [Qa, Qat] ¥= 1. Wegen (10) ist

ß"nZ=ö"n Z(G) = g"' n Z und wegen (3) ß° n Z(G) = CQ.(Qat).

Angenommen, Z(G) n Q ¥= l. Dann ist q > 2, und es gibt x E Q" ■+■ Z(G)

und.y E ß"' + Z(G) mit <;c>ßa' * <,y')Q°". Dann ist 1 ^ [x,y] E [x, Qat]

n [y, Qa]. Aus [.y, ß»] < Z(G) folgt nun [*,>>] = [x',y'\ E [jt, ß"'] n

[y',Qa'l Wegen (11) ist jedoch [x, Qat] n [y', QM] = 1, was einen

Widerspruch liefert. Daher ist ß n Z(G) = 1 und |ß| = ?2. Sei nun îê5

mit [Qa, Qals] = [ß<", Qa,s] - [ß-, ßa'] und ß0 = ßaß<"ßa" sowie F =

Z(Q0). Für ß„ ß2 E {Qa, Q°", Qa,s) mit ß, # ß2 sind dann alle Invo-

lutionen von QXQ2 in ß, U ß2 enthalten. Ferner ist |ß0| = q4 und |ß0:

Cßo(ßi)l = 9. weshalb es xx E Qa + R, x2 E Q°" + R und x3 E QMs + R

mit xxx2 E CQo(x3) und xxx3 E CQ(x2) gibt. Dann ist (xxx2)x'X} = xX]X}x2 =

xx3x2 = x3xxx3x2 = x3x2xxx3 = x2x, und wegen (xx, x2) = <x,jc2, x2>

daher xxx3 E NQo((xx, x2)) sowie x3 E NQo({xx, x2)). Dann ist aber

(xx, x2, x3} eine Gruppe der Ordnung 16 mit einem zyklischen Zentrum

(xxx2x3) der Ordung 4. Wegen (3) ist nun CQo(xx) = CQi[Qa), und es folgt

(xxx2x^) < F, also F ^ Z(G). Angenommen, es gibt eine Involution z E F

+ Z(G). Dann ist z = abc mit a E Qa + R, b E Q°" + R und c E ßa,i +

F. Dann ist aber auch zc = tzè eine Involution, was nicht sein kann. Daher

gilt ß,(F) = F n Z(G). Wegen s2 E M ist nun s E NS(Q0) also IS: NS(R)\
<q und |Af: N„(R"'')\ < q sowie |M: NM(Ra~l')\ < q und |ßa~':

NQ.->(Ra~'')\ < q. Aus ß,(F)<Z(G) folgt ñ,(Fa~'') < ß, woraus man

ß,([Aß0-.(Fa"'), Fa"'']) < ß n ß"~' = 1 bekommt. Mit (3) erhält man

damit [Qa~\ Ra ''] = 1 sowie [ß, Fa"''°] = 1 und [ß, R""""] = 1, weswegen

F""'"" < M gilt. Nun ist aber ñ,(Fa"''a')* < ßa' + Z(G), und [ßa, ß0"] * 1

impliziert Ra l""a ' n M = 1. Dann ist jedoch S/Af nicht elementar-

abelsch, was ein Widerspruch ist, der (1.3) beweist.

(14) Ist T = (ZßG), so sind M/CG(T) und T/Z elementar-abelsche Grup-

pen der Ordnung q2, auf denen G/M eine natürliche Darstellung induziert.

Ausserdem gilt [M, T] = [S, Zß] undT= Z(CM(T)).

Beweis. Wegen (7) gibt es ein A E A(S) mit Zß < A i M. Sei B =

(A n M)Z und g E G + NG(S). Da Zßg kein Normalteiler von G ist, gilt
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Zßg 4 B G A(M), also \Zßg: B n Zßg\ = q sowie wegen ZßgCA(Zßg) =
<Zfe/l>C4(Zfe) = TCA(Zßg) E A(M) auch \T: T n Ä| = q und |7T/Z: (yi

n T)Z/Z\ = q. Sei i = ^n^nL Dann ist 7= ZßZßgX. Wegen

[A/, A"] < Z(G) < A" und A, A g < Cc(*) ist dann A' ein Normalteiler von G,

und T/XZ sowie CM(X)/CM(T) sind elementar-abelsche Gruppen, auf

denen G/M natürliche Darstellungen induziert. Angenommen, X 4 Z(G).

Dann ist H = CG(X) ein echter Normalteiler von G mit G = HM.

Für q = 2 wird T/Z von 3 Involutionen erzeugt, und es gilt \T/Z\ = 8.

Für q > 2 gibt es K < Ng(S n H) mit \K\ = q - l > l. Sei a E A + M

und Y = [K, Zß][a, T]Z/Z. Dann ist [A, T/Z] < Y und \Y\ < q2.

Ausserdem ist YYg ein Normalteiler von G/Z, der ZßZ/Z enthält, also

T/Z = YYg, und es gut \X: X n Z| < q. Wegen G = <v4, Ag, Mß n A/fe>

folgt aus X 4 Z(G) die Existenz von x G A/^ n Mßg mit x & H, und es

gibt ein R E ZßG mit x G C^Ä), wegen (3) also \R: CR(x)\ = q > \T:

CT(x)\. Aus T= ZßZßgX erhält man \X: Cx(x)\ > q sowie \X: X n Z(G)|

> q. Daher ist |*: X n Z(G)| = q. Sei min L < H mit |L| = ç + 1 und

N = CM(LCM(T)/CM(T)). Dann ist G = NH sowie S = iVC^*). Da H/M

sowolh auf Z/Z n Z(G) als auch auf T/XZ eine natürliche Darstel-

lung induziert, ist \[T, L]\ = q4, und es gibt L-invariante Untergruppen V und

W von [T, L] = E mit VW = £ und V < ß. Ist W nicht N-invariant, so

folgt 1 =£ [N, £] < K, da E von N normalisiert wird und L irreduzibel auf W

operiert sowie V < Z(A^) gilt. Es ist aber [N, T] < [M, T] < Qß n Z <

Z(G) und F n Z(G) = 1, was einen Widerspruch liefert, aus dem E <

Z(N) folgt. Hieraus erhält man füx x E N -¡- CN(X) oder x G S -*■ C5(Ar)

dann |Jf: Q-(x)| = 9, da T = EX und |J: CT(x)\ > q sowie S = CS(X) gilt.

Insgesamt folgt \X: D n X\ = \D: CD(X)\ = q füx D E A(S) + A(CS(X)).

Sei P = CM(KCM(X)/CM(X)) (für K < H mit (S n #)* = JV^S n

H)) und F = [ÄT, T]. Dann folgt ähnlich wie oben [P, F] = 1. Da man K mit

Z0Z/te = FZ wählen kann, gibt es ein J E ZßG mit \P: Cp(J)\ = q und

wegen T = Z^Z*/ = ZßZßgX folgt [S, X] = [M, X] = Qß n Z.
Sei nun Í7 = Xß~' und C = ((y4* n M)Z)ß~\ Dann ist C G A(S) +

y4(A/) und U < C. Ist t/ ein Normalteiler von G, so auch [U, M] = Q n

Z(S), was nicht sein kann. Ist U $ CM(Ug), so folgt \U: Cv (Ug)\ = q im

Widerspruch zu [U, Ug] < Z(G). Daher ist <i/G> abelsch. Aus <f7c>Cc(i/*)

= UgCc(Ug) G ^(A/) folgt C < NG((C n M)i/g) und mit [C n A/, C/g] =

Z(Sg) n ß der Widerspruch C < NG(Z(Sg) n ß), aus dem AT < Z(G) und

r = z^z* folgt.
Wegen CB(T)T = CB(T)Z(CM(T)) G A(M) ist Z(CM(r)) = (B n 5* n

Z(CM(T)))T. Wegen M = <5, Bg)CM(T) erhält man aber 5 n Bg n

Z(CM(7)) < Z und T = Z(CM(T)) sowie (14).

(15) ß n Z(G)= 1.
Beweis. Angenommen, (15) ist falsch. Aus (1) folgt dann q > 2, und es gibt

eine Untergruppe K von NG(S) mit |K\ = q - 1 > 1, die wegen (13) Zß und

damit Mß = Cs(Zß) normalisiert.  Ist [NG(S), S] 4 Mß, so lassen sich
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k E K und j E S ■*■ Mß mit skMß =£ sMß finden. Aus (11) folgt dann

[s, Zßf t¿= [s, Zß], was jedoch [s, Zß] < Z(G) (s. (10)) widerspricht. Daher

ist [NG(S), S] < Mß und [AT, Zß] ein Normalteiler von S. Nun induziert

G/M auf {ZßG;/Z wegen (13) eine natürliche Darstellung, was \[K, Z^]| =

|[F, Z(S)]\ \[K, Zß/Z(S)]\ = ?2 und damit [S, Zß] < [K, Zß] impliziert.

Dies ist jedoch ein Widerspruch zu [S, Zß] < Z(G).

(16) (ZßG)ß - ' ist kein Normalteiler von G.

Beweis. Sei T= (ZßG}ß~* und F = [A/^', F]. Angenommen, F ist ein

Normalteiler von G. Ist Z^ kein Normalteiler von G, so erhält man

(Zß"G) = F sowie [M, T] = [S, Zß~'] < Z(G) aus (14) und (10). Nun ist

aber \M n Mß": CM(T)\ = q, also 1 ̂  [M n A/^', F] < R < Q, was

wegen ß n Z(G) = 1 (s. (15)) nicht sein kann. Daher sind Zß~' und M n

Mß Normalteiler von G, womit aus \M: M n A/'9 | = |A/ n Mß ':

CM(T)\ = 9 und dem Hilfssatz [02(G\ M] < CM(T) folgt. Insbesondere ist

dann 1 ¥= [M n Mß~\ T] < F < ß n Z(5) ein Normalteiler von G, was

nicht sein kann.

(17) FürgEG -*- A^S) «/ (ZßG}ß~\zßG)ß"g elementar-abelsch.

Beweis. Sei F= (ZßG)ß" und F = [A/""', F]. Wegen (13) gilt [Zß'\

Zß"g] = 1, also Zß" < A/""'* und Z""'* < Mß", woraus mit (14)

[Zß'\ Tg] <Rg <Q n Z(Sg) sowie [Z^"'g, T] < R < ß n Z(5) folgt.

Aus (10) erhält man aber [M, Zß~'] < Z(G) > [M, Zß~'g], und wegen ß n

Z(G) = 1 (s. (15)) und T, Tg < CG(Z) = M ist [Zß'\ Tg] = [Zß~>g, T] = l,

also Tg < Mß'' und F < Mß~>g. Dann impliziert (14) [Tg, T] < R n Rg <

Z(S) n Z(S«) n ß = 1 und die Behauptung.

(18) Sei F= (ZßG/ß ' und g ein wegen (16) existie rendes Element aus

G -h AC(S) mit Tg * F. Ausserdem sei F = [A/^"', F], X = (Zß~'G}, L E

A(Sg) - /1(M) mit Zfe < L, A =((Ln M)Z)ß~' und B = C^*)*.

Wegen Lnl/f( CG(Zß) und (L n A/)Z E A(M) £ A(S) ist A E A(S)

- yl(A/). Aus (14) folgt X = Zß~1Zß~lg und F = ZZßgß'\ weshalb wegen

(15) [F, *] = 1 sowie T < B EA(M) gilt. Wäre F* < B, so wäre L4, Tg] <

X >[Ag, Tg], also TX = FSX. Dann folgte mit (14) [CM(X), T] = [CM(X),

Tg] < R n Rg = 1, also FF* < Z(Cm(X)) = X im Widerspruch zu F ^

Fg. Daher ist Tg i B, d.h. |F: CB(F«)| = \Tg: Tg n B\ = q. woraus mit

B < CG(Z^"'*) und (14) [B, Tg] = F* folgt. Wegen (17) ist nun [F, Tg] =

[F, F**] = [Tg, Tgx] = 1 für x E A sowie CB(Tg)Tg = CB(Tg)V E A(S)

für F = <F«^>. Dann ist aber [B, V] = [B, Tg] = Rg, was wegen A < Ng(V)

n NG(B) und .4 ^ NG(Rg) einen Widerspruch liefert.

Beweis von (b) und (c). Sei M = 02(G), Z = Z(02(G)) und a ein wegen

(a) existierender Automorphismus von S mit ZaM = S sowie g E G ■+■

A^S) und A = Ma n A/a*. Dann wird N von <Z<\ Z"*> und wegen

G = A/<Z", Zag) damit von 02(G) zentralisiert, weshalb aus \M/N\ < t?2

und dem Hilfssatz folgt, dass M/N der einzige nichtzentrale Hauptfaktor von

Zweierpotenzordnung von G ist, und es gilt (b). Ausserdem gilt [S, S, S]

< N, also [S, S, G] = [S, S, S], woraus mit (*) auch (c) folgt.



222 BERND BAUMANN

Literatur

1. G. Glauberman, Isomorphic subgroups of finite p-groups. II, Cañad. J. Math.  23 (1971),

1023-1039.
2. D. Gorenstein, Finite groups, Harper & Row, New York, 1968.

3. C. C. Sims, Graphs and finite permutation groups, Math. Z. 95 (1967), 76-86.

Fakultät für Mathematik, Universität Bielefeld, 4800 Bielefeld 1, Federal Republic

of Germany


