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DANS UN ESPACE DE BANACH RETICULE SOLIDE,
LA PROPRIETE DE RADON-NIKODYM
ET CELLE DE KREIN-MILMAN SONT EQUIVALENTES

JEAN BOURGAIN ET MICHEL TALAGRAND

REsUME. Un espace de Banach reticule solide possede la propriéte de Radon-
Nikodym si et seulement si tout convexe ferme borne est enveloppe convexe fermee
de ses points extremaux.

On appelle espace de Banach réticulé solide (e.B.r.s.) un espace de Banach
ordonné E qui est un treillis pour l'ordre et tel que ||x|| < ||y si |x| < |y| pour
x,y € E. Pour les assertions non démontrées concernant les e.B.r.s, on renvoie a
[5].

Soit E un espace de Banach, 4 un ensemble borné de E et a > 0. Posons, pour
fEE’

M(A, f) = Sup{ f(x): x € 4}, T(A,f,a) = {x € A: f(x) > M(A, f) — a}.

Un tel ensemble est appelé une tranche de 4. On dit qu'un espace de Banach E
posséde la propriété de Radon-Nikodym (RNP) si tout ensemble borné de E
posséde une tranche de diamétre < e. On dit qu’un espace de Banach E posséde la
propriété de Krein-Milman si tout ensemble convexe fermé borné de E est
enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux. C’est un probléme ouvert de
savoir si ces deux propriétés sont équivalentes pour un espace de Banach général.
La réponse est positive si I’espace est un dual [2]. On va montrer ici qu’il en est de
méme si E est un e.B.r.s.

Le résultat peut en fait se déduire du corollaire de [1], et du fait qu’un e.B.r.s. qui
ne contient pas ¢, est un idéal d’ordre de son bidual, et que s’il ne posséde pas
RNP, il en est de méme de son cone positif.

Toutefois les techniques de [1], qui sont assez délicates se simplifient notable-
ment si on utilise les techniques d’ordre introduites dans [3], quoique le principe de
la construction soit inchangé. Il nous a donc semblé que cette approche posseéde
son intéret propre.

THEOREME. Un e.B.r.s. E posséde RNP si et seulement s’il posséde la propriété de
Krein- Milman.

Il est connu qu’un espace de Banach possédant RNP posséde la propriété de
Krein-Milman [2]. D’autre part un espace de Banach posséde RNP dés que ses
sous-espaces séparables la possédent; on peut donc se limiter au cas ou E est
séparable.
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Prouvons d’abord quelques lemmes, qui ont d’ailleurs un intéret en soi. Pour
A C E, on note ¢(A) son enveloppe convexe et ¢(A) I'adhérence de c(A). Pour
A,BCE,onnoted + B={a+ b:a€ A,b € B}.

LeMME 1 (N. GHOUSSOUB [3]). Soit u € E . Supposons I’intervalle d’ordre [0, u]
faiblement compact. Alors pour tout € > 0 il existe une tranche de [0, u] contenant 0 et
de diamétre < ¢; c’est a dire que 0 est un point dentable de [0, u].

DEMONSTRATION. On va s’attacher a la donner élémentaire. Montrons d’abord
qu’il existe v € [0, u] avec ||v|| > ||u|| — € et 0 & c([0, v]\B(0, €)).

Sinon on va construire par induction une suite décroissante (v,), avec v, € [0, u],
1ol 2 llull — e(1 — 27") et ||v, — 0,4l > & Pour cela, on pose v, = u, puis v,
étant construit, on voit qu’il existe des x; € [0, v,], des a; > 0 en nombre fini avec
Sa=1 |x]| >e et |Zax] <e27""'. On a donc |v, — = a;x|| > ||v,]| —
€27"~! 1l existe donc i tel que ||v, — x;|| > ||v,|| — €27"!. On pose v,,, = v, —
x;, ce que termine la construction. Mais alors I'existence de la suite v, contredit le
théoréme de Dini.

L’étape précédente permet de construire par induction une suite décroissante v,
telle que ||o,]| > |lull — 2(1 — 27")||u|| et 0 & &([0, v,]NB(0, 27™)). Si v = inf v,
qui existe par compacité, on a ||v|| > 1||u|| et O est dentable dans [0, v].

Remarquons que si O est dentable dans [0, v,] et [0, v,], avec v,, v, < u, alors il
I’est dans [0, v, + v,). En effet si x € [0, v, + v}, 0ona x = x; + x, ou x; € [0, v,]
et x, € [0, v,]; de plus 2 sup(||x,||, || x,ll) > ||x||. Ainsi

[0, v, + v,]NB(0, 2¢) C ([0, v, ]NB(0, &) +[0, v,]) U ([0, v,] +[0, v,]NB(0, €))

C E[(c"([O, v, ]NB(0, ¢)) + 0, vz]) U ([0, o] + ([0, v, ]\B(O, e)))]

Ce dernier ensemble ne contient pas zéro, par hypothése et car zéro est extrémal
dans [0, v; + v,]; il est convexe et fermé. Ainsi 0 & ¢([0, v, + 0v,]\B(0, 2¢)).

L’ensemble A des v € [0, u] tels que 0 soit dentable dans [0, v] est donc filtrant
croissant. Soit w son sup. Montrons que w € A. Soit € > 0. D’aprés le théoréme de
Dini il existe v € 4 avec ||w — v]| <e. Soit x; € [0, w] avec ||x;]| > 2e. Alors
lIx; A v|| e Ainsisia; > 0,Z o, = l,ona ||Z ;x| > ||Z a;x; A v]] >8 > 0car
v € A. Ainsi w € A. Mais w = u, car sinon il existe ¢t € [0, ¥ — x] tel que ¢t € A4.
Mais alors w + t € A4, ce qui est absurde.

LEMME 2. Soit u € E, tel que [0, u] soit faiblement compact. Soit H, = {x € E _;
lx A ull > n~'}. Alors pour tout n il existe m avec ¢(H,) C H,,.

DEMONSTRATION. Pour des ; > 0, 2 a; = 1, et des x; € E, on a: (T a;x;) /\ u
>3 ox; ANu).Six; € H,ona:Z a(x; ANu) €E B=2¢{(y €[0,u), ||yl >n""}.
Or d’aprés le Lemme 1, il existe m avec z € B = ||z|| > m ™. Ainsi
”(2 a,.x,-) A u" >m™,
d’ou c¢(H,) Cc H, et c(H,) C H,.
LEMME 3. Soit E un e.B.r.s. dont les intervalles d’ordre sont faiblement compacts.
Alors pour deux convexes fermés bornés de E , c(A U B) est fermé.
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DEMONSTRATION. Soit x € ¢(4 U B). On a x = lim,(A\,a, + (1 — A))b,) oua, €
A, b, € B, A\, €[0, 1]. On peut supposer que A, converge vers A. Alors x =
lim,(\a, + (1 = N)b,). Soit f, = Ag,, g, = (1 = Mb,.Ona | f, — (f, AD < [Ix V
(f, + 8,) — x|| > 0. Puisque [0, x] est faiblement compact, f, A x, donc f,, a une
valeur d’adhérence faible f, et f € A4 car A4 est faiblement fermé. Donc g, a une
valeur d’adhérence faible g € (1 — A)B, et ¢ = f + g € ¢(4 U B), ce qui termine
la preuve.

Tout e.B.r.s. séparable contient un ¥ € E_ quasi-intérieur, c’est a dire tel que
Vx € E,, ||x — x A\ nu| tends vers zéro. On dit suivant [4] qu’'un ensemble
A C E, est dentable pour l'ordre s’il existe une tranche T de 4 et n > 0 tels que
T Cc H,={x€ E,;|xAu| > 1/n}. Cette notion ne dépends pas de u.

LEMME 4. Supposons les intervalles d’ordre de E faiblement compacts. Soit A C
E . un convexe non dentable pour I’ordre. Alors si B C A est convexe fermé et si
A=c(ANH)UB),onaB=A.

DEMONSTRATION. Sinon d’aprés Hahn-Banach il existe f € E’ et a > 0 avec
0 < 4a < M(A, f) — M(B, f). Soit m tel que &(H,) C H,,. Pour x € T(4, f, a) il
existe y € c((4 N H,) U B) avec |x — y| < Inf(a, (4m)~"). On a y =Aa +
(1-A)b ot A€[0,1], a € c(4 N H,). Ainsi M(A4, f) — 2a < f(y) < AM(4, f)
+ (1 — A)M(B, f), ce qui montre que A > 1/2. Ainsi y > a/2, d’ou ||y A u| >
3lla A ull > 1/2m, &0t ||x A u|| > 1/4m, ce qui contredit le fait que A n’est pas
dentable pour 'ordre.

LEMME 5. Soient A et E comme dans le Lemme 4. Soient x € A, f € E’, avec
f(x) = M(f,A), a, e >0 et n €EN. Soit T = T(A, [, a). 1l existe alors p et des
(Vdicp de A, des (f);< , de E’, des ()¢ p» N » de R tels que

@ fi(y) = M(4, f),

(®) T(4, f &) C T,

©TA, f,a) N H, =&,

@ZA=LA>0et|x—-2,c, Wl <e

DEMONSTRATION. Posons L = H, N A. Soit
S={z€A4;3g € E', g(z) = M(4,8) >M(A~T) N L, g)}.
Le théoréme de Bishop-Phelps montre que

A=Z[(ANT)U LU S].

D’aprés le Lemme 4, on a 4 = ¢[(ANT) U S]. Ainsi par un raisonnement déja fait,
x est adhérent a I’ensemble AC(ANT) + (1 — A)&(S) pour un A € [0, 1]. Puisque
f(x) = M(A, f) et que M(A\T, f) = M(A, f) — a,ona X = 0 et ainsi x € ¢(S), ce
qui est le résultat annoncé.

PREUVE DU THEOREME. Si E contient cy(N), la boule unité de ¢, n’a pas de points
extrémaux. Sinon, si £ ne posséde pas RNP, il existe d’aprés [4] un convexe
A Cc E_ qui n’est pas dentable pour I'ordre, et on sait que les intervalles d’ordres
de E sont faiblement compacts. Le Lemme 5 permet de construire par induction
une famille croissante de sous-algebres finies =, de [0, 1], des fonctions X,,, f,, «,,
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3 ,-mesurables, a valeurs dans 4, E’, R, respectivement et telles que pour ¢ € [0, 1]
etn € N on ait

(@) X,(1) € T(4, f,(1), a, (D),

(®) |X,(1) = E*(X, ()| < 277,

() H, N T(4, £,(), a,()) = B,

(@) T(A4, fo11(D; @, 41(1)) T T(4, f,(0), a, (D).

D’aprés (b) pour k — oo, E>+(X,) converge vers une variable aléatoire Y,
3 ,-mesurable, et d’aprés (a) et (d), on a Y, (¢) € T(4, f,(9), a,(?)) pour tout n et
tout ¢ € [0, 1]. Il est clair d’autre part que Y, = EZ«(Y,, ).

Posons C = ¢({Y,(¢), n €N, t € [0, 1]}). On va prouver que seul zéro peut étre
point extrémal de C. Soit x € C, x # 0. On a x A nu < n(x A u) donc puisque U
est quasi intérieur, on a x A\ u > 0. Soit n tel que x € H,. Soient I,, ..., 1, les
atomes de =,. Pour / < p, soit C;, = ¢({Y,(t), m EN, m > n, t € I,}). D’aprés (a)
et (d) on a C, C T(4, f,(9), a,(¢)) pour t € I; donc C,;N H, =&, et x & C,
Puisque Y, est une martingale, on a C = ¢(U ¢, C;) donc C = ¢(U,¢,C)) ce qui
montre que x n’est pas extrémal.

Ainsi C n’est pas enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux. (Le
théoréme de Bishop-Phelps donne alors f € E’ avec M(c,f) >0 et D= {x €
C, f(x) = M(c, )} # 9. Alors D ne posséde aucun point extrémal.)
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