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SUR LE PLONGEMENT DE X X I"~2 DANS UNE »n-VARIETE
ROBERT CAUTY

ABSTRACT. We prove that if X is a locally connected continuum such that the
product X X /"2 of X and an (n — 2)-cube can be embedded in an n-manifold,
then X is locally planar. An example shows that the converse is false.

Soit I le segment [-1, +1] de la droite réelle, et soit 1”2 le produit de n — 2
copies de I. Nous nous proposons d’étudier ici les continus localement connexes X
tels que le produit X X I"~2 puisse étre plongé dans une variété de dimension n.
Appelant localement plan un espace dont chaque point a un voisinage qui peut étre
plongé dans le plan, notre résultat principal est le suivant:

THEOREME. Soit n > 3. Un continu localement connexe X tel que le produit X X 1"~2
puisse étre plongé dans une variété de dimension n est localement plan.

B. Stubblefield prétendit démontrer ce résultat dans [6], mais, comme le remarqua
Burgess dans son compte-rendu des Math. Reviews [2], toutes les démonstrations de
cet article contiennent la méme erreur. Pour n = 3, ce théoréme compléte les
résultats de W. Rosicki [4] concernant le plongement d’un produit cartésien dans R®.
Nous montrerons, en utilisant un exemple de K. Borsuk [1], que la réciproque de ce
théoréme est fausse.

Tous les espaces considérés dans cet article sont supposés métrisables. La démon-
stration du théoréme repose sur une caractérisation des continus localement con-
nexes localement plans qui est une conséquence immédiate du théoréme de plonge-
ment de Claytor [3]. Avant de 1’énoncer, rappelons la définition des courbes de
Kuratowski K, K,, K; et K,,.

K, est le graphe ayant 6 sommets a;, b, i = 1,2, 3, et, pour chaque couple (a;,, b;)
(i, j = 1,2, 3), une aréte reliant a, & b;.

K, est le 1-squelette d’un simplexe de dimension 4, de sommets v;, v,, v;, U, Us.

Pour construire K5, considérons une suite de graphes Y,, i = 1,2,..., comme dans
la Figure 1, telsque Y, N Y, = @si|i—j|>2,Y,NY,, = {a) pouri=1.2,...,
et que la suite {Y;} converge vers un point a n’appartenant 4 aucun des Y,. Soit
Y = {a} U UR,Y). Alors, K, estlaréunionde Yetd’unarc Ltelque Y N L = {a}.

Pour construire K ,, considérons une suite de graphes Z,, i = 1,2,..., comme dans
la Figure 2, tels que Z,N Z, = @si|i —j|>2,Z, N Z,,, = {a;) pour i =1,2,...
et que la suite { Z;} converge vers un point a n’appartenant a aucun des Z,. Soit
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FIGURE 1 FIGURE 2

Z={a}UUx,Z). Alors, K, est la réunion de Z et d’'un arc L telque Z N L =
{a}.

Le théoréme de Claytor [3] affirme qu’un continu localement connexe X peut étre
plongé dans la sphére si, et seulement si, il ne contient aucune des courbes
K,, K,, K;, et K,. La caractérisation suivante des continus localement plans en est
une conséquence immédiate.

LEMME 1. Un continu localement connexe X est localement plan si, et seulement si, il
vérifie les deux conditions suivantes:

(1) Il existe un nombre 8 > 0 tel que X ne contienne aucun sous-ensemble
homéomorphe a K, ou K, et de diamétre inférieur a 8.

(ii) X ne contient aucun sous-ensemble homéomorphe a K, ou K ;.

Dans toute la suite de cet article, nous noterons 0 le point (0,...,0) de I"2, et
I"7? le bord de I"2 Par une n-boule fermée B, nous entendrons un espace
homéomorphe 2 la boule unité de R”, et nous noterons B son intérieur.

Soit n un entier > 3. Pour i = 1,2, il est chair que K, X 1"~2 peut étre plongé
dans R". Cependant, il y a, comme le montre la proposition suivante, des restrictions
sur la nature des plongements. (Dans cette proposition, comme dans toute la suite,
les boules considérées sont arbitraires, i.e. pas nécessairement rondes).

PROPOSITION 1. Soit n > 3, et soit h: K, X I"~? = R" (i = 1 ou 2), un plongement.
Alors, R" ne contient aucune n-boule fermée B vérifiant

(i) h(K, x {0}) C B,

(i) h(K, X I""?) c R"\ B.

Quant a K, et K,, nous avons la proposition suivante:

PROPOSITION 2. K3 X I""% et K, X I""2 ne peuvent étre plongés dans aucune
variété de dimension n.

Ces deux propositions seront prouvées plus loin, mais nous allons maintenant
montrer que le théoréme en résulte

DEMONSTRATION DU THEOREME. Soit X un continu localement connexe tel qu’il
existe un plongement 4 de X X I"~? dans une n-variété M. D’aprés la Proposition 2,



518 ROBERT CAUTY

X vérifie la condition (i) du Lemme 1. S’il n’en vérifiait pas la condition (i), il
existerait une suite { X,,} de sous-ensembles de X, homéomorphes &4 K, ou K,,
convergeant vers un point x de X. On pourrait alors trouver deux n-boules fermées
B, et B, dans M et un sous-intervalle J = [-¢, €] de I tels que B, C B,, h(x,0) € B,
h({x} xJ" ) C B,,eth({x} X J"~?) c B,\ B, (J"~2 désignant le bord de J"~2).
Pour n assez grand, on aurait alors h(X,, X {0}) C B,, h(X,, X J""2)C B,, et
h(X,, x J"~?) c B,\ B,, contrairement 2 la Proposition 1.

Démonstration des Propositions 1 et 2. Soit X un graphe de la forme X = U, S,,
ou chaque S; est une courbe simple fermée, et ou, pour 1 <k<m—1, §,,, N
(UX_,S,) est un arc. Posons X, = U*_,S,,1 < k < m. Si m > 2, X a une décomposi-
tion cellulaire naturelle dont les sommets sont les points d’ordre > 2. Par récurrence
sur m, on vérifie que chaque aréte de cette décomposition est un arc et que les X,
sont des sous-complexes de X. Nous noterons 7 la fermeture de X \ X,,_;; c’est une
aréte de la décomposition de X. Si o est une aréte (fermée) de cette décomposition,
nous noterons ¢ son intérieur dans X. Si v est un sommet de X, nous noterons St v
I’étoile ouverte de v dans X.

Soient h: X X I"~? - R" un plongement, et B une n-boule fermée contenue dans
R telle que A(X X {0})C B et h(X X [""?)c R"\ B. Pour 1 < k < m, une
composante connexe C de E\h(Xk X I"~?%) sera dite distinguée si sa fermeture
contient un point de A( X, X {0}). Un point x de X, tel que i(x, 0) appartienne a la
fermeture de C sera dit associé a C, et I'ensemble des points de X, associés a C sera
appelé le sous-ensemble de X, associé a C.

Le lemme ci-dessous montre la similitude existant entre les composantes distinguées
et leurs ensembles associés d’une part et, d’autre part, les composantes connexes du
complémentaire et leurs frontiéres pour un plongement de X dans le plan. Une fois
ce lemme prouvé, les Propositions 1 et 2 se démontreront par un argument
combinatoire identique a celui qui permet de montrer que les courbes K, ne sont pas
plongeables dans le plan.

LEMME 2. Soient X et h comme ci-dessus. Alors

@A) B\ h(X X I""*)am + 1 composantes distinguées.

(i1) Pour k < m, chaque composante de h(( X\ X)) X {0}) est contenue dans une
composante distinguée de B\ h( X, X 172,

(iii) Le sous-ensemble de X associé a chaque composante distinguée de

B\h(X x1"?)

est une courbe simple fermée.
(iv) Pour m > 2, soient C,,...,C,, les composantes distinguées de

B\h(X,_, x1""?).

Supposons h(+ X {0}) € C,. Alors, les composantes distinguées D,,...,D,  , de
B\ h(X x I""?) peuvent étre numerotées de facon que

() D,c C,pouri <m — 1,

)b,V D, cC,
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(v) pour i < m — 1, le sous-ensemble de X associé a D, égale le sous-ensemble de
X, _, associé a C,,

(8) les extrémités de v décomposent le sous-ensemble de X,,_, associé a C,, en deux
arcs J et J' tels que les sous-ensembles de X associés a D,, et D, soient J U 7 et
J' U T, resp.

DEMONSTRATION. Chaque composante T de X\ X, a un point d’accumulation ¢
dans X,. Alors, h(g,0) est un point d’accumulation de 4(T X {0}) donc la com-
posante de B\ h(X . X 1"~ ?) contenant h(T X {0}) est distinguée, d’ou (ii).

Nous prouverons (i), (iii), et (iv) par récurrence sur m. Si m = 1, X est un cercle et
B 0 h(X X 1"7?) est une variété (sans bord puisque h(X X ["~2) C R"\ B) de
dimension n — 1, qui est fermée dans B. Mais il est connu que, si M est une variété
de dimension n — 1 contenue comme fermé dans R” (homéomorphe & E), et si C est
une composante de M, il y a exactement deux composantes de R”\ M ayant un
point d’accumulation dans C, et que C est contenue dans la frontiére de chacune
d’elles. Appliquant ceci 4 la composante de B N h( X X I”~2) contenant h(X X {0}),
nous voyons que B\ h(X X I""?) a deux composantes distinguées et que X est
I’ensemble associé a chacune d’elles. Ceci prouve (i) et (iii) pour m = 1.

Soit m > 2, et supposons (i), (iit), et (iv) (si m > 3) vérifiés pour m — 1. Le lemme
est donc vrai pour X, _, et B\ h(X,_, X I""%) a m composantes distinguées
Ci,...,C, d’ensembles associés K,...,K,, resp. Soit U un voisinage ouvert connexe
de 0 dans I" %telque h(X X U) C B.

Soit o une aréte de X, et soit / le plus petit indice tel que S, contienne ¢. La
composante connexe de B N h(S, X I"~?) qui contient h(S, X U) sépare B en deux
composantes dont elle est la frontiére commune. Nous pouvons donc trouver des
voisinages arbitrairement petits ¥, de (6 X U) dans B tels que ¥, N h(S, X 1"7?)
= h(é X U) et que V,\ h(S, X U) soit la réunion de deux ouverts connexes V, *
dont les frontiéres contiennent h(6 X U). Nous prendrons ¥V, suffisamment petit
pour que ¥V, N A(X X I""2) = h(é X U). Alors, si k > I, toute composante dis-
tinguée de B \ A(X, X I"~?) qui contient un point de 4(¢ X {0}) rencontre, donc
contient, un, et un seul, des deux ensembles V,*. Nous en déduisons que

(1) Pour toute aréte o de X et tout k tel que X, contienne o, il y a exactement deux
composantes distinguées de B \A(X, X I""?) ayant un point associé¢ dans d.
L’ensemble associé a chacune d’elles contient o.

En particulier, le sous-ensemble associé a une composante distinguée est un
sous-complexe de K.

(2) Pour tout k et pour toute composante distinguée D de B\ h(X, X 1"2), le
sous-complexe L associ¢ & D n’a pas de sommet isolé.

Si v était un sommet isolé de L, pour toute aréte o incidente a v, la frontiere de v
serait, d’aprés la démonstration (1), disjointe de #(6 X U), et h(v, 0) posséderait un
voisinage O tel que O N FrD C h({v} X U), ce qui est impossible, un sous-ensem-
ble de dimension < »n — 2 ne pouvant disconnecter localement une boule de
dimension n.

(3) Soient k, D, et L comme dans (2). Alors L n’a pas de sommet d’ordre un.
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Soient v un sommet de L, et 6 une aréte incidente 4 v. Soit O une boule ouverte de
centre h(v,0) telle que O N A(X X I"~2) C h(Stv X U). Puisque la variété a bord
O N h(o X U) ne disconnecte pas localement O au point 4(v,0) de son bord, O
contient un arc disjoint de h(o X U) reliant un point de V,” a4 un point de V.
Puisque D contient un et un seul de ces ensembles, cet arc doit contenir un point x
de la frontiere de D. D’apreés le choix de O, il y a une aréte 0’ # o incidente 4 v telle
que h(6 X U) contienne x. Alors ¢’ C L, d’ou (3).

Soit j < m. D’aprés (1), (2), et (3), toute composante distinguée D de

X\h(X,x1"?)

contenue dans C; a pour ensemble associé¢ L un sous-complexe de X,, contenant une
courbe simple fermée; évidemment, ce sous-complexe est contenu dans la courbe
simple fermée K si j < m, dans la courbe ©K, U 7si j = m.

Si j < m, nous avons donc L =K 5 alors, si ¢ est une aréte de K » D doit
nécessairement contenir celui des ensembles V,* qui est contenu dans C,, donc C, ne
contient qu’une seule telle composante.

Sij=m, C contient au moins deux telles composantes distinguées, 'une, D,,,
contenant V', I'autre, D, , , contenant V,”. L’ensemble associé a D,, contient 7 U J’
ou 7 U J, soit 7 U J. Comme précédemment, D, est la seule composante distinguée
contenue dans C,, dont ’ensemble associé contient J, donc I’ensemble associé i
D, ., est TUJ’. Mais D, ,, est la seule composante distinguée contenue dans C,,
dont ’ensemble associé contient J', donc I’ensemble associé & D,, est 7 U J et les
seules composantes distinguées contenues dans C,, sont D, et D,, _ ;.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1. Soit h: K; X I "2 5 R" i=1,2, un
plongement. Supposons qu’il existe B comme dans I’énoncé de la Proposition 1. Pour
i =1, soit X le sous-complexe plein de K, de sommets a;, a,, a;, b, et b,, et soit
A = K, \ X. Le complexe X est du type considéré dans le Lemme 2, et h(A4 X {0})
est un sous-ensemble connexe de ﬁ\h(X X I""%) dont les h(a,;,0), i =1,2,3,
sont des points d’accumulation. La composante L de B\ h(X X I"~?) contenant
h(A X {0}) est donc distinguée, et les points a,, a,, a; lui sont associés. Ceci
contredit le Lemme 2(iii) car aucune courbe simple fermée de X ne contient les trois
points a,, a,, a,.

Pour i = 2, soit X le sous-complexe plein de K, de sommets v,, v,, v3, v, €t soit
A = K, \ X. Les points v,, v,, v3, v, sont associés a la composante (distinguée) L de
B\ h(X x I"~?) contenant h(A4 X {0}). La courbe simple fermée S de X associée a
L par le Lemme 2(iii) contient donc ces quatre points. Pour j = 1,2, soit X le
sous-complexe de X obtenu en enlevant P'aréte reliant v, 4 v;,,. La composante de
B\ h(X;, X 1 "~2) qui contient h(A X {0}) a pour ensemble associé I"'unique courbe
simple fermée S; de X; contenant les quatre points v,, v,, v3, v,. D’aprés le Lemme
2(iv), ou bien S = §;, ou bien S est la réunion de I'aréte reliant v, a v, et delun
des deux arcs de S; en lesquels {v; v,,,} décompose S, Ce dernier cas est
impossible, aucune des deux courbes ainsi obtenues ne contenant tous les points
vy, Uy, U3, Uy. Nous avons donc § = S, pour j = 1,2, ce qui est impossible puisque
S, # S,.
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2. Supposons qu’il existe un plongement
h de K, X I""%, i = 3,4, dans une n-variété M. Puisque tout voisinage de (a,0)
dans K; X I"? contient un sous-ensemble homéomorphe a K, X I"~2 nous
pouvons supposer que M = R". Soit B une boule fermée contenant h(a, 0) telle que
h({a} X I"~2) c R"\ B. Sii = 3 (resp. 4), il existe un entier p tel que

h(Y,x{0})c B  (resp.h(Z, x{0}) c B)
et que
h(Y,x1""?)cR"\ B  (resp.h(Z,x I""?) c R"\ B)
pour tout i > p. Soit A un arc contenu dans B reliant un point de h(Y, X {0}) (resp.
h(Z, X {0})) a un point de la composante F de h(L X {0}) N B contenant h(a,0)
et disjoint de A({a} X I"~?) (I'existence de 4 résulte de ce que h({a} X I"™?), étant

de dimension n — 2, ne disconnecte pas b). Nous pouvons alors trouver un entier
q > p tel que h(Y, X I"~2) (resp. h(Z, X 1"~?)) soit disjoint de 4. Soit

( U %] e, 1})><{0} VAU plx)\{aq})xm}
resp.,
R=h ( Dlzi \{aq_l})x{O} UAUh( G Z,.)\{aq})x{O} UF.

C’est un sous-ensemble connexe de B\ h(K, x I"?).

Notons xy laréte de K; de sommets x et y Sii =3, soit X le sous-complexe de Y,
qu1 est réunion des aréte a, b a, 1¢4,b,d,,c qd ¢ bse, €t c e, La composante de
B\h(X X I""?) contenant R est dlstlnguee et les points a,_,, d,, et e, lui sont
associés, contrairement au Lemme 2(iii), puisqu’aucune courbe simple fermée de X
ne contient ces trois points.

Pour i = 4, considérons les sous-complexes Xy, X, X,, X; de Z _Z, définis par X,

1d Ubd Ucd qucq, =Xy Va, b, X, XOan_lcq,etX3=X
U X2

Pour j = 1,2, 3, soit C; la composante de B\ h(X, X 1 "~2) qui contient R. C‘est
une composante distinguée, et son sous-ensemble associé S, contient a, b,

d,. D’aprés le Lemme 2(iii), S, est I'unique courbe 51mp1e fermée de X1 contenant

ces quatre points, soit S; =a,_,b, U b c,Ye, d Nd,a D’aprés le Lemme

g-1°
2(iv), ou bien S; = §;, ou bien S3 est la réunion de a,_c, et d’'un des deux arcs en
lesquels a,_; et c, divisent S;. Ce dernier cas est impossible car aucune des deux
courbes ainsi obtenues ne contient les quatres pomts a, 1, b, c, et d,, donc
S3 = §,. Raisonnant de méme avec X; = X, U a, b nous voyons que

S3=8,=a, ,,V cqbquququdqaq_1 # S,

une contradiction.
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Un contre-exemple. K. Borsuk a construit dans [1] un continu localement connexe
localement plan X qui ne peut étre plongé dans une surface. Ce continu contient une
suite { X} de sous-ensembles homéomorphes 4 K, convergeant vers un arc. La
proposition suivante montre que X X 1”2 ne peut étre plongé dans une n-variété,
donc que la réciproque de notre théoréme est fausse.

PROPOSITION 3. Soit n un entier > 3. Si un espace X contient une suite { X,,} de
sous-ensembles homéomorphes a K, ou K, et convergeant vers un arc A dans X, alors
X X 1""2 ne peut étre plongé dans une n-variété.

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe un plongement 4 de X X 1”2 dans une
n-variété M. Soit A’ = h(A X {0}). Supposons d’abord I'arc A’ cellulaire dans M,
i.e. que A’ soit I'intersection d’une suite décroissante de boules fermées dont les
intérieurs le contiennent. Soit B, une telle boule fermée. Quitte & remplacer I par un
petit sous-intervalle contenant 0, nous pouvons supposer que #(A4 X I"~2) c B,. La
cellularité de A’ entraine Iexistence d’une boule fermée B, telle que A’ C B,,
B, c Bl, et que h(A X [""?)c EI\BZ. Pour m assez grand, nous avons alors
h(X,, X I""?)C By, h(X,, X {0}) C B,, et h(X,, x 1"~%) c B, \ B,, en contradic-
tion avec la Proposition 1.

Dans le cas général, identifiant M a4 M X {0} € M X R, nous obtenons
un plongement k de X X I"~! dans M X R, d’image h(X X I""2) X I tel que
k(A X {0}) = A" X {0} = A”. Il résulte d’un lemme de Klee (voir [5, p. 74]), que A”
est localement plat, donc cellulaire (voir [5, Theorem 3.4.1, p. 105]) et nous somme
ramenés au cas particulier.

Ce contre-exemple suggére le probléme suivant:

PROBLEME. Soit X un continu localement connexe tel que X X I"~?% puisse étre
plongé dans une variété de dimension n > 3. X peut-il étre plongé dans une surface?
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