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SUR LA DÉRIVÉE DE FONCTIONS HARMONIQUES
PAR RAPPORT À UN CHAMP VARIABLE

J. DETRAZ

ABSTRACT.  In R2, the derivative of a harmonie function with respect to a

variable field has planar mean property.

On établit dans R2 une propriété de moyenne planaire pour la dérivée d'une

fonction harmonique par rapport à un champ variable.

I. Soit Liz) — (a(z),ß(z)) un champ de vecteurs lipschitzien unitaire sur un

cercle T = {z, \z\ = r}, tel que (a + iß)(z) = e4<^2'. Soit q l'extension harmonique

de q dans le disque D = {z, \z\ < r}. On pose, pour z £ D, Liz) = (&(z),ß(z)), où

ä(z) = Ree*«W, ¡3{z) = Ime¿«z).

PROPOSITION. Pour z £ D, il existe Cz (ne dépendant que de la norme lip-

schitzienne de L sur T) telle que

dU,

dLK '
<

C|2)/r

âU
dL

pour toute fonction U harmonique au voisinage de D.

Soit p la fonction conjuguée de q (telle que p + iq ait une extension holomorphe

p + iq dans D, et p(0) = 0); alors [2], ||p||oo < ^IMlLip(r) où A est indépendant de

q et ||Q||i,ip(r) est la norme lipschitzienne de la fonction q sur le cercle T.

Soit U une fonction harmonique dans un voisinage de D. Posons dU/dx = u,

dU/ây = -v. Alors

Re(u + iv)ep+iqiz) = ^r{z)ep(z)   pour z£T
o L

et u 4- iv donc (u -I- iv)ep+iq est holomorphe dans D. On a donc

Re[(« + iv)iz)eP+l^} = Í |^(elt) x ep^ x Pn{6 - t) dt,

où Pp(9 - t) est le noyau de Poisson associé à z = (p, 9) et au cercle T. Donc

eP^\à(z)u(z) + ß(z)v(z)\ < Cz i \âU/dL\

et la proposition est établie.
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II.  THÉORÈME.    Soit L un champ de vecteurs lipschitzien unitaire dans un

voisinage de zéro; alors, pour R assez petit, il existe une constante Cr telle que

\dU\â>
<CR SJdf dL

ix, y) dx dy

(où Dr désigne le disque de centre 0, de rayon R).

On peut supposer que 7(0) = (1,0). Pour 7? < 7?o, la variation de l'argument

qri9) de a + iß sur le cercle Yr de rayon r est nulle, qri9) —> 0, r —> 0, et la

norme lipschitzienne de çr(0) sur Yr est majorée par une constante indépendante

de r. Appliquons la proposition (en considérant le cercle Yr et le point 2 = 0),

l'extension Lr de 7 dans le disque DT est égale en zéro à iair), b(r)) où

a(r) = Reexp¿/    qr(9)d9 = cos  /    qr(0)t
Jrr Jrr

o(r)=sin /    qr(9)d9.
Jrr

On a air) -* 1,r -> 0, et b(r) -> 0, r -> 0, et (dU/dL)(0) = idU/dx)i0) pour toute
fonction harmonique U. Il suffit de montrer que si idU/âx){0) = 1, JD \dU/dL\

est minoré par une constante C > 0. Or, d'après la proposition,

\âU\i \ dU ,n,     ,, , dU /n,
air)-^i0) + bir)^i0) <C

dL

En intégrant par rapport à r < R < Rq et en posant (dll/dy)(0)

du

k,

IL   M  >¡\<r) + kb{r)\rdr.

Mais o(r) (qui tend vers 1 en zéro) ne peut être proportionnel à 6(r) (qui tend

vers zéro) donc la distance dans 71[0, R] de la fonction air) à l'espace vectoriel reel

engendré par la fonction b{r) est strictement positive.

D'où /0ñ |a(r) + kb{r)\rdr > CR.

III. Remarques, (a) Il n'existe pas de propriété de moyenne sur les cercles: il

suffit de prendre un champ radial non constant 7 = iair), 6(r)) avec a{r) —> 1, r —>

0, et 6(r) / 0 —► 0, r —> 0, et pour tout r on prendra la fonction U = x — a{r)y/b{r);

alors r3[//d7 = 0 sur Tr, et (0/7/07)(0) = 1.
(b) La constante Cr dans le théorème ne peut être prise de la forme C ¡r2 (avec

C indépendant de r): on peut construire une fonction ß(r) et deux suites Rn —* 0

et kn —> oo telle que

1   7ñn
\l - knßir)\r dr fJo

l-knßitRn)\dt

tende vers zéro (on prend ß = J2xían,2an]an ayec an tendant très vite vers zéro

et kn = l/an, Rn = an). Pour le champ radial L(rel6) = (y/l - ß2ir),ßir)) la

constante Cr du théorème ne peut être de la forme C /r2.

(c) Un problème analogue peut être posé dans R". Si U est une fonction har-

monique, on note m = âU/dxi, i < n, et on a dui/dxj = duj/dxi et Y17=i dui/dxx

= 0. Soient n fonctions harmoniques dans la boule unité.
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(a) Contrairement au cas n = 2, les seules fonctions (a¿) telles que Ylaiui s°it

harmonique pour toute fonction harmonique U dans la boule unité sont les fonctions

linéaires telles que

'ai\ ixi

= A\ +C,

où A = XI — B (B antisymétrique) et C est une matrice constante.  (En effet, on

doit avoir âai/dxj = —doj/dxi et dai/dxi = daj/dxj.)

(b) On peut déterminer à quelles conditions on a, S étant la sphère unité,

M j3T,™ = ZJs«js
Ui

s

pour toute fonction U harmonique au voisinage de la boule unité fermée.   Si un

désigne la dérivée normale dU/dn on a [3] pour x € S,

m{x) =Ti(ua){x) = XiUoix)+ / Kiix,y)u0iy)dy,
Js

où

Ki{x, y) = niyi - (y, x)xí) /    r-—-¿-^ dp.
Jo  \y ~ px\

La condition (*) s'écrit alors Js J2i=i Li(cti){x)ua(x) dx = 0 pour toute fonction

uo telle que Js uq = 0 où

Li(ai)(x) =   a,i(x) -ai  xt +     Ki(y,x) io»(j/) - / o¿ dy,

si VJ" LiOiix) = 0. (*) est vérifiée.
(c) Le problème posé est l'existence d'une fonction g définie sur la sphère unité

telle que VJ" 7¿(o¿g)(x) = 0 sur S.
On sait que pour n > 1 il n'y a pas unicité du problème de Neumann oblique:

pour avoir un problème bien posé, il faut se donner la valeur de U aux points où le

champ 7 est tangent à la sphère [1].

La validité de la proposition dans R" (n > 1) signifierait que l'espace des gra-

dients en un point de la boule unité de fonctions harmoniques U telles que dU/dL

soit nul sur S, forme un espace propre de R™.
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