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THEOREME DE L’APPLICATION SPECTRALE
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(Communicated by Palle E. T. Jorgensen)

ABSTRACT. In 1958, T. Kato proved that a closed semi-Fredholm operator
A in a Banach space can be written A = A; @ Ag where Ag is a nilpotent
operator and A; is a regular one.

J. P. Labrousse studied and characterised this class of operators in the case
of Hilbert spaces. He also defined a new spectrum named “essential quasi-
Fredholm spectrum” and denoted o (A).

In this paper we prove that the essential quasi-Fredholm spectrum de-
fined by J. P. Labrousse satisfies the mapping spectral theorem, i.e.: If A
is a bounded operator in a Hilbert space and f an analytic function in a neigh-
bourhood of the spectrum o(A) of A, then f(ce(A)) = ge(f(A)).

RESUME. En 1958, T. Kato a montré que si A est un opérateur fermé dans un
espace de Banach et semi-Fredholm, alors il existe A1, Ag tels que A = A1 P Ao
ou Ap est nilpotent et Aj est régulier.

J. P. Labrousse a étudié et caractérisé cette classe d’opérateurs dans le cadre
des espaces de Hilbert et a défini un nouveau spectre qu’on appelle “spectre
essentiel quasi-Fredholm” et noté par oe(A).

Dans ce travail nous allons démontrer que le spectre essentiel quasi-Fred-
holm défini par J. P. Labrousse vérifie le théoréeme de ’application spectrale,
c’est a dire: Si A est un opérateur bourné d’un espace de Hilbert dans lui
méme et f une fonction analytique au voisinage du spectre o(A) de A, alors

f(oe(A)) = ge(f(A)).

1. INTRODUCTION

Soit A un opérateur fermé de domaine D(A) et d’image R(A) dans un espace de
Hilbert H. Notons par N(A) le noyau de A.
On a le résultat algébrique suivant:

Lemme 1.1. Soit A un opérateur dans un espace vectoriel, alors les conditions
suivantes sont équivalentes:
(i) vm > 0, N(4) C R(A™),
(il) Vn >0, N(A™) C R(A),
(iii) Yn >0, Vm >0, N(A™) C R(A™),
(iv) Vn >0, Ym >0, N(A") = A™(N(A"T™)).
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764 M. BERKANI AND A. OUAHAB

Définition 1.2 (cf. [4] et [5]). Soit A un opérateur fermé d’une espace de Hilbert
H dans lui méme tel que R(A) soit fermé. Alors A est dit régulier si A vérifie 'une
des conditions équivalentes du lemme 1.1.

Définition 1.3. Soit
A(A)={neN:VYmeNm>n= (R(A")NN(A)) C (R(A™)NN(A))}

alors on appelera degré d’itération stable de A la quantité dis(A) = inf A(A). (Avec
dis(A) = oo si A(A) =2.)

Exemple. Si A est régulier alors dis(A) = 0.

Définition 1.4. Soit A un opérateur fermé d’un espace de Hilbert H dans lui
méme. On dira que A est quasi-Fredholm de degré d € N, ce qui sera noté A €
qo(d), si:

(a) dis(A) =d,

(b) R(AY) N N(A) est fermé dans H,

(c) R(A)+ N(A?) est fermé dans H.

On dira que A est quasi-Fredholm (A € g¢) §'il existe d € N tel que A € g¢(d).

Définition 1.5. Soit A un opérateur fermé dans un espace de Hilbert H. On
dira que A est décomposable au sens de Kato de degré d s’il existe M et N deux
sous-espaces fermés de H tels que:

(a) H=M@®N,

(b) A(M N D(A)) C M et (A)p) est régulier,

(c) NC D(A),A(N) C N et Ay est nilpotent de degré d.

On appelera alors le couple (M, N) une décomposition de Kato associée a A.

Théoréme 1.6 (voir [3, Théoreme 3.2.2]). Les définitions 1.4 et 1.5 sont équiva-
lentes.

Notations. On notera:

Par pge(A) ={A € C: (A—\I) € ¢q¢}, alors d’aprés [3, Proposition 4.3.1] pge(A)
est un ouvert de C et si on note par p(A) = {A € C: (A — AI) est inversible}, on a
PA) C pys(A).

Par o.(A) le spectre essentiel quasi-Fredholm de A, c’est & dire le complémentaire
de pye(A) dans C. o.(A) est alors fermé dans C et si on note par o(A) le spectre
usuel de A, alors 0.(A) C o(A).

2. RESULTATS PRELIMINAIRES

Soit A un opérateur fermé dans un espace de Hilbert H de domaine D(A), on
suppose que p(A) # @ de sorte que, si P est un polynéme en une variable, &
coefficients complexes, de degré p, alors P(A) est un opérateur fermé (voir [1, page
602]). Si on note par N(P(A)) le noyau de P(A), on sait qu’alors N(P(A)) est
fermé dans H.

Nous poserons par la suite P(A) = [, (A — X;)™ ol les ()\;)1<i<n sont les
racines deux & deux distinctes de P, ayant chacune la multiplicité m;. On a alors
P(A) =TI (A= X\I)™ ol I est I'application identique de H vers H.

Nous allons commencer par établir quelques résultats préliminaires.

Lemme 2.1. Soit A un opérateur fermé dans un espace de Hilbert H et soit m €
N*. Alors on a: dis(A) < mdis(A™).
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Preuve. Si dis(A™) = oo, I'inégalité est triviale. Supposons donc que dis(A™) € N,

posons d = dis(A™) et montrons que md € A(A).
On a Vn,

n>d= R(A™) N N(A™) C R(A™) N N(A™).
Alors Vn,
n>d= R(A™)NN(A™)NN(A) C R(A™)NN(A™) N N(A).
Donc Vn,
n>d= R(A™) N N(A) C R(A™)N N(A).

Soitp>md. Onap=mk+7r,0<r<m-—1,

= R(AP) N N(A) = R(A™*") N N(A) D R(A™* 1))y N(A).
Or m(k +1) > md

= R(A™FD)YN N(A) D R(A™) N N(A)

et par suite on a: R(AP) N N(A) = R(A™?) N N(A) si p > md. Ceci implique que
md € A(A) et par suite dis(A) < mdis(A™).

Lemme 2.2. Soit A un opérateur fermé dans un espace de Hilbert H et soit P(\) =
[T (A = X)™, avec n > 2. Posons d = dis(P(A)) et Vi, 1 < i < n, d; =
dis((A — N I)™). Alors d = max?_, d;.

Preuve. Soit d = dis(P(A)). Montrons que si d € N, alors Vi, 1 < i < n, on a
de A((A—NI)™): Sid =0, alors Ym € N N(P(A)) C R(P(A)™), et d’aprés
le lemme 1.1 on a Vm € N N(P(A)™) C R(P(A)) et par suite Vi, 1 <1i < n, et
Vm € NonaN((A=XI)™™) C N(P(A)™) C R(P(A)) C R((A=\;I)™). D’aprés
le lemma 1.1 onaVm € N Vi, 1 <i<mn, N((A—NI)"™) C R((A— X\I)™™).
Dot Vi, 1 <i < n, dis((A — \NI)™) = 0.

Supposons que d > 1, et soit y € R((A—N\I)™ NN ((A—N\;I)™), alors il existe
x € D(A™4) tel que y = (A — N I)™%(x). En particulier Vm € N, y € D(A™),

= JI (A-xDm™4y) = P(A) ()

J=1;2i

= ﬁ (A= NI)™%(y) € R(P(A)T) NN (P(A)).

J

Lz
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Et comme dis(P(A)) = d alors: Vm > d

[T A-xD™y) € REP(A™) NN (P(4))

J=1j2:
= 3z¢€ D(P ]I A= xDmt(y) = P(A)™(2)
J=1;2i

= [I (A=XI+ 0 —x)D™ () = P(A)™(2)
J=1jzi
(P mz)d

= k(A= NIy = P(A)™(2) olt les {cx o<k (p—rmi)d

k=0

sont des constantes et ¢y # 0

(p—mi)d
= coy = P(A)"(2) — Z ce(A— NIy
k=1
n (p—mi)d
= coy = H(A — N\ )™M (z) — Z cu(A— NIy
j=1 k=1

On voit alors que Ym,m > d, y € R(A—XND)™™)NN(A—XI)™) = Vi, 1 <i<
n, d; <d,oud; = dis((A— X\I)™). Donc si d € N, on a Max]; d; < d. Posons
dop = Max]"; d; et montrons que dy € A(P(A)). Soit y € R(P(A)%) N N(P(A))
(en particulier Ym € N, y € D(A™)). Donc

Jz € D(P(A)™): y = H(A — N I)™ b ()

= ﬁ (A= ND)™ (y) = (A= NI)™ @ ﬁ (A= x1)ma et ()

=Lz J=Lizi

= ﬁ A= NI (y) € R((A—ND)™ %) A N((A— NI)™)

= V¥m,m >dy, on a ﬁ (A=XND™i(y) € R((A—=NI)™™)NN((A— X NI)™)

=Lljzi

= Jte D(A™™): ﬁ (A=NID)™(y) = (A= NI)™™(t)

= 3t € D(A™™): H (A= NI+ N = A)D)™ (y) = (A= ND)™™ (1)

T
E

= cp(A— )\iI)ky = (A—XNI)"™™(t), ou les {ckto<k<p—ms

>
Il
o

sont des constantes et ¢y # 0
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= coy = (A= NI)™™(t) — (pz )ck(A — \iD)Fy
k=1
=y e R(A—NI)™™) = 3ty € D(A™™): y = (A— NI)™™(t,).
Et de la méme maniére on montre que Vj, j # i, y € R((A — X\;I)™™). Donc
Jto € D(A™™): y = (A= NI)™™(ts)
= (A= XN1)™™(tg) = (A — NI)™™(t1)
= (A= NI+ A= X)D)™™ () = (A= X\ I)™™ (t2).

En développant le membre de gauche de cette égalité on en déduit que t; €
R((A— X \;I)™™) = 3s1 € D(A™™): y = (A—NI)™™(A—\;I)™"™(s1). Et par
récurrence on voit que Ym, m > dp y € R(P(A)™) = y € R(P(A)™)NN(P(A)) et
par suite dyp € A(P(A)) = d < dp. Et par conséquent on a: d = Max}_, d;.

Si d = oo alors forcément Max;-, d; = oo car sinon on aurait dyp = Max;_, d; €
N et d’aprés ce qui précéde on aurait dy € A(P(A)); ce qui est absurde. Donc
Max , d; = oc.

Lemme 2.3. Soit A un opérateur fermé dans un espace de Hilbert H. Alors A est
quasi-Fredholm si et seulement s’il existe un entier d € A(A) tel que:

(i) R(AY) N N(A) est fermé,

(i) R(A) + N(A?) est fermé.

Preuve. Si: 1 suffit de prendre d = dis(A).

Seulement si: Soit dy = dis(A4) et d € A(A) On a: R(A%)N N(A) = R(A%) N
N(A) (qui est fermé) = R(A%) N N(A) est fermé. D’autre part dy € A(A), donc
d’aprés [3, Proposition 3.1.1] on a: R(A) + N(A9) C R(A) + N(A%) et comme
d > dp on a alors: R(A) + N(A?) = R(A) + N(A%) et par suite A € qo(dy).

Remarque. Soit A un opérateur fermé dans H tel que d = dis(A) est fini, alors Vm,
m € A(A), on a: R(A) + N(A?) = R(A) + N(A™).

En effet: d’une part on a R(A)+ N(A%) C R(A) + N(A™) (car m > d). D’autre
part d € A(A), donc d’aprés [3, Proposition 3.1.1] on a: R(A) + N(A™) C R(A) +
N(A%).

Proposition 2.4. Soit A un opérateur fermé dans H tel que p(A) # &, alors les
propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) A est quasi-Fredholm,

(ii) Ym € N* A™ est quasi-Fredholm,

(iil) Il existe m € N* tel que A™ est quasi-Fredholm.

Preuve. (i)=-(ii): Posons dy = dis(A) et soit (M, N) une décomposition de Kato
associée & A donc on a:

(a) H=M@®N,

(b) A(MND(A)) C M et (Ap) est régulier,

() A(N)C N C D(A) et Ay est nilpotent de degré do.

Or on a A™(M N D(A™)) c A(IMND(A)) C M et A™(N) C A(N) C N.
D’aprés [5, Proposition 3.7 on a (A™|57) = (Ajar)™ est régulier. De méme (A™|y)
est nilpotent de degré 1 si dy < m, de degré k si m < dg ol k est tel que (k—1)m <
dp < km. Par suite (M, N) est une décomposition de Kato associée & A™. Donc
A™ est quasi-Fredholm.
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(ii)=(iii): C’est évident.

(ili)=(i): Soit d = dis(A™) alors d’aprés le lemme 2.1 on a: dis(4) < md =
md € A(A).

Montrons que R(A™) N N(A) est fermé dans H: On a R(A™4) N N(A) =
R(A™)NN(A™)NN(A) (car N(A) C N(A™)), or R(A™?)NN(A™) est fermé dans
H car d = dis(A™), et N(A) est fermé, donc R(A™?) N N(A) est fermé dans H.
Montrons maintenant que R(A) + N(A™4) est fermé dans H. Soit (y, + 7p)pen C
R(A) 4+ N(A™), y, + x, — 2, 2 € H. Donc il existe t, € D(A) tel que y, = A(t,)
et A™4(z,) = 0. Comme p(A) # @, soit 8 € p(A).

Si f=0ona R(A) = H et le résultat est évident.

Si B # 0 alors A1 = (A — BI + BI)™ ' = 7 Fe(A — BI)F, ob les
{ck}0<k<m 1 sont des constantes. Posons S = (A — B3I)~!. Alors Am~18m~1 =
Zk 0 ' ¢, S 1=F est borné. Donc on a A" LS™L(A(t,) 4 x,) — A™LS™1(2).

A™TISMTL(A(t,)) € R(A™) et A™1S™ () € N(A™)
= 3z € N(A™) et 3t € D(A™) tel que A™1S™ 1(2) = A™(t) + x
(car R(A™) + N(A™?) est fermé)
= AMTH ST 2) — A(t)) = & = AMITTTL(GmTL() — A(t) =0
= (S™71(z) — A(t)) € N(A™d+D),

Comme md € A(A), alors d’apres [3, Proposition 3.1.1] on a: (S™~1(2) — A(t)) €
R(A) + N(A™?) = Sm~1(2) € R(A) + N(A™?). Et comme S est inversible, alors
z € R(A) + N(A™). Donc R(A) + N(A™) est fermé et par suite A est quasi-
Fredholm.

Théoréme 2.5. Soit A un opérateur fermé dans H avec p(A) # &, P( ) =
[T, (A = X)™ un polynome de degré p a coefficients complexes avec n > 2 et
d € N*. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(1) R(P(A)) + N(P(A)?) est fermé,
(2) Vi, 1 <i<mn, R(A—XNI)™)+ N((A—NI)™i?) est fermé.

Preuve. Supposons que R(P(A)) + N(P(A)9) est fermé et montrons que Vi, 1 <
i <n, R((A—XNI)™) 4+ N((A— \I)™i?) est fermé. Soit x, € D(A™) et y,, €
N((A = NI)™d) tel que (A — NI)™ (2) + Yo — 2, 2 € H. Posons Q(\) =
H?:l#i (A=X;)™, alors Q(X) est un polynome de degré (p—m;). Comme p(A) # @
soit B € p(A). Posons C' = (A — BI)~ et B = Q(A)CP=™). Alors

(ﬁ (A—\D™ )C(p‘"”)

J=1;2i

( H A ﬁ[ (ﬁ — )\j)I)mj) Clp—mi) — Z akc(p—m,-)—k7

J=1;2i
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ott les {a }o<k<(p—m,) sont des constantes. En particulier B est un opérateur borné
B((A = Ad)™)(zn) + B(yn) — B(z). Or
B((A = NI)™)(xs) € R(P(A)) et B(ya) € N(P(A)?)
B((A = XI)™)(xn) + B(yn) € R(P(A)) + N(P(A)).
Or R(P(A)) + N(P(A)?) est fermé = B(z) € R(P(A)) + N(P(A)%). On a B(z) =
Q(A)CP=mi) (). Posons
v = C(p_"”)(z)
= 3z € D(AP) et Iy € N(P(A)?):

n

I Aa-xnm@ ﬁA MI)™ (z) +y

J=1;2i
= I A-ND™ (- (A-ND)™ () =y.
J=1j%:

Or

ye N(P(AY))=yeD ( ﬁ (A— Ajf)mfd)

J=1jzi

= ﬁ (A= N D)mitmid(y — (A= NI)™ (z ﬁ (A= XD y)
j=1

J J# lejséz

J=15
= [ A-xD™y)
J=12i
(p—m)(d+1) .
= cr(A=NDE(w — (A= ND)™i(z)) = H (A — NIy (y)
k=0 =

ott les {cx }o<k<(p—m,)(d+1) sOnt des constantes et co # 0
(p—m)(d+1)
= cow—(A=ND"(2) == > cld=NDFw— (A= NI)™ ()

k(A — )\Z-I)k(v — (A — Alf)m’ ($))

(A= NI)™(y).
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Par récurrence on montre alors que Vk, 1 < k < m;,
v € R((A—ND)¥) + N((A— \I)™?)
= v e R((A—NI)™) + N((A—NI)™)
= 2€ R((A=XNI)™) 4+ N((A = X\I)™4) (car CP~™ est inversible).
Donc R((A — X\I)™) + N((A — \I)™i?) est fermé.

Supposons maintenant que Vi, 1 <14 < n, R((A—X\1)™ )+ N((A—X\1)™9) est
fermé, et montrons que R(P(A)) + N(P(A)?) est fermé. Soit z,, € D(P(A)), zm €
N(P(A)) tel que yy, = P(A)(zm) + 2m — vy, y € H. De méme que précédement,
on pose Q(A) = [[}_ " (A=X;)™i?, alors Q()) est un polynéme de degré (p—m;)d.
Comme p(A) # @ soit § € p(A). Posons C = (A—BI)~! et B = Q(A)C®=")4 On

B =" 0, 00=m)d=k ot les {ag }o< ke (pmy)(a) Sont des constantes. Done
B est un opérateur borné = B(y,,) — B(y). Or B(y,) = Q(A)CP—mdd(y Y ¢
R((A = X\I)™) + N((A — \I)™?) qui est fermé = B(y) = Q(A)CP~™)d(y) €
R((A = NI)™) + N((A — N\, I)™9). Posons u = CP~™)d(y). Tl existe alors ¢ €
D(A™1) tel que

ﬁ (A= XNI)™%(u) = (A — \I)™ () + 2 avec x € N((A — \I)™%)

Jj=1 JF#i

f[ (A= NI+ (A = A)D™ ) = (A= NI)™(t) +

Jj=1 JF#i
(p ml)d
= Z (A= XND)Pu= (A= NI)™ (t) + 2, oltles {ckto<k<(p—rmi)a SONt
des constantes et cg # 0
(p—mi)d
= cou = — Z cr(A = NDFu4 (A= NI)™ (t) + 2
k=1

=u € R(A—NI)+ N((A—\I)™9).
Donc il existe u; dans D(A) et g dans N((A — \I)™i?) tel que
u=(A—=NI)(u1) + zo
(p—ma)d
Scou=— Y cx(A=NDF(A=NI)(ur) + (A= NI)™ (1)
(pfmli)d

- Z cr(A—=NDF(xo) 4z

k=1
=u € R((A—NI)%) + N((A - \I)™9).
Et par récurrence on voit que
u€ R((A—=NI)™) + N((A—NI)™9)
=y € R((A—NI)™) + N((A—NI)™?).

D’ottil existe s; € D(A™i) et t; € N((A—X1)9™) tel que: y = (A—X\iI)™(51)411.
De méme on montre qu'il existe so dans D(A™) et ta dans N((A — A\;1)9™) tel
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que
g = (A= \D)™ (s2) + (12)
= (A=ND)™(s1) +t1 = (A—NI)™ (s2) + 12 avec i # j
= (A= XND)™ (s1) +t1 = (A= NI) + (N — \)I)™ (s2) + to.

D’ou ZZZO Ck(A — )\i])k(SQ) + ity = (A — )\if)mi (51) + t1, ou les {Ck}ogkgmj sont
des constantes et cg #£ 0

= CpS2 = (A — )\Zf)ml(sl) tl — tQ ch A Y I 52)

= 52 € R((A— \I)™) + N((A - AZ-I)"“ (A — A )™
=y € R((A = NI)™ (A= NI)™) + N((A = M)™(A = X 1)),

Et par récurrence on voit que y € R(P(A)) + N(P(A)¢) = R(P(A)) + N(P(4)%)
est fermé dans H.

Et de la méme maniere, en utilisant les mémes techniques que dans la démon-
stration du théoreme 2.5, on montre le théoreme suivant:

Théoréme 2.6. Soit A un opérateur fermé dans H avec p(A) # @, P( ) =
[T, (A = X)™ un polynome de degré p a coefficients complexes avec n > 2 et
d € N*. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(1) R(P(A)) N N(P(A)) est fermé,

(2) Vi, 1 <i<n, R(UA = ND)™) N N((A—NI)™) est fermé.

3. THEOREME DE L’APPLICATION SPECTRALE

Théoréme 3.1. Soit A un opérateur fermé dans H avec p(A) # @ et P(\) =
[T, (A = X)™ un polynome de degré p a coefficients complexes. Alors:

0e pq¢(P(A)) S A, € pq¢(A).

Preuve. Si n =1, la proposition 2.4 permet de conclure. Dans tout ce qui suit on
supposera donc que n > 2:

Supposons que P(A) est quasi-Fredholm et montrons que Vi, 1 < i < n, (A—\I)
est quasi-Fredholm. Posons d = dis(P(A)). Si d = 0 alors d’aprés [5, Proposition
5.4] Vi, 1 <i<mn, (A—N\I) est quasi-Fredholm de degré 0.

Supposons que d > 1, et posons d; = dis((4 — A;1)™¢). Alors d’aprés le lemme
22o0naVvi,1<i<n,d; <d=Vi,1<i<n,deA(A—-N\I)™). Dautre part
d’aprés les théoremes 2.5 et 2.6 on a: Vi, 1 < i < n, R((A=X\I)™ NN ((A—=\1)™)
et R((A— N\I)™) 4+ N((A — N\ I)™4) sont fermés dans H. Le lemme 2.3 permet
alors de conclure que Vi, 1 < i <n, (A — M\I)™ est quasi-Fredholm, et d’aprés la
proposition 2.4 on a: Vi, 1 <i <mn, (A — \I) est quasi-Fredholm.

Supposons que Vi, 1 < i < n, (A — \I) est quasi-Fredholm donc d’aprés la
proposition 2.4 on a Vi, 1 < i < n, (A — \I)™ est quasi-Fredholm. Soit d; =
dis((A — \I)™i) et d = max?_; d;. D’aprés le lemme 2.2 on a dis(P(4)) = d.
Si d = 0 alors d’aprés [5, Propos1t10n 5.4] P(A) est quasi-Fredholm. Si d > 1,
d’aprés les théorémes 2.5 et 2.6 on a: R(P(A))NN(P(A)) et R(P(A))+N(P ( )4)
sont fermés, en effet on a: Vi, 1 < i < n, R((A — NI)™) + N((A — \I)™9) =
R((A=XNI)™)+ N ((A=X\I)™i%) est fermé. Le lemme 2.3 permet alors de conclure
que P(A) est quasi-Fredholm.
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Théoréme 3.2. Soit A un opérateur fermé tel que p(A) # & et P un polynéme a
coefficients complexes. Alors on a:

P(oe(A)) = ae(P(A)).

Preuve. Montrons que o.(P(A)) C P(0.(A)): Soit o € g.(P(A)). Posons P(\) —
a = (I (A= 8)™), k € N = P(A) —al = ([[_,(A - B:I)™). Comme
a € o.(P(A)) alors P(A) — ol n’est pas quasi-Fredholm. D’aprés le théoreme
précédent il existe i, 1 < i < k: (A — B;1)™ n’est pas quasi-Fredholm, et d’aprés
la proposition 2.4 ( — BiI) n’est pas quasi-Fredholm. Donc 3; € o.(A). Or
a=P(3;) = a € P(a.(A4)).

Montrons que P(o.(A)) C 0.(P(A)): Soit o € P(0e(A)) = 3t € 0.(4): a =
P(t). Posons P(A\) —a = (A — t)mUQ( ) ot mg est Uordre de multiplicité de ¢ en
tant que racine de P(\) —«. On a alors P(A) — P(t)I = (A—tI)"™ Q(A). Comme
t € 0.(A), alors (A — tI)™° n’est pas quasi-Fredholm et par suite P(A) — al n’est
pas quasi-Fredholm. Or o = P(t), donc a € 0.(P(A)) = P(o.(A)) = g.(P(A)).

Corollaire 3.3. Soit A un opérateur fermé tel que p(A) # @ et P un polynéme
a coefficients complexes n’ayant pas de racines dans o.(A). Alors P(A) est quasi-
Fredholm.

Lemme 3.4. Soient A et B deux opérateurs fermés tels que AB = BA. Si A est
quasi-Fredholm et si B est inversible, alors AB est quasi-Fredholm.

Preuve. Soit d = dis(A); Montrons que d = dis(AB). Soit y € R((AB)¢)NN(AB).
On a
AB = BA et B est inversible

=y € N(A) et 3z € D(AB?): (AB)%(z) =y

=y e N(A) et y = AYBY(z)) =y € R(AY) N N(A)

=VYm,m >d,y € RLA™)NN(A) =3I € D(A™): y= A"(t) et y € N(AB).

A™(t) = A™(B™(BT™(t))) = (AB)"(B™™(t)) = y € R((AB)™)
= Vm,m >d, R(AB)¥) N N(AB) C R((AB)™) N N(AB),
d’ott d € A(AB).
Sid=0=d=dis(AB).
Sid>0
Jy € R(A“YH) N N(A) et y ¢ R(AY) N N(A)
= B¥(y) € R((AB)*') N N(AB) et B* 'y ¢ R((AB)?) N N(AB).

Car sinon B1(y) = B4~ (AY(B(t))), t € D((AB)?) = y = A4(B(t)). Absurde.
Dot d = dis(AB).
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Montrons que R((AB)?) N N(AB) est fermé dans H: Soit y, € R((AB)%) N
N(AB) tel que y, — y,y € H. On a

Yn = (AB)!(2n), 20 € D((AB))) et AB(yn) =0
= yp = AYB%(x,)) et A(y,) =0, car B est inversible
= yn € R(AY) N N(A)
=y € R(AY) N N(A) car R(A%) N N(A) est fermé
=y =A%),z € D(AY) et A(y) =0
=y =ABYB %xz)) et AB(y) =0=y < R((AB)Y) N N(AB).
)

Et par suite R((AB)?) N N(AB) est fermé.

Montrons maintenant que R(AB) + N((AB)%) est fermé dans H: Soit z, €
D(AB), yn, € N((AB)?) tel que AB(zy) + yn — y = A(B(xn)) + yn — y avec
Ad(y,) = 0. Comme R(A)+N(A%) est fermé = 3z € D(A), t € N(AY): y = A(2)+
t = AB(B~Y(z))+t. D'otty € R(AB)+ N((AB)?) et par suite R(AB)+ N((AB)?)
est fermé. Donc AB est quasi-Fredholm.

Théoréme 3.5. Soit A un opérateur borné et f un fonction analytique au voisi-
nage du spectre o(A) de A, alors:

f(Ue(A)) = Ue(f(A)>

Démonstration. Soit u € oe(A), et f une fonction analytique au voisinage de o(A).
Alors f(z) — f(p) est analytique au voisinage de o(A). Elle y posséde un nombre
fini de racines (car o(A) est compact), donc:

f2) =) = (=)™ (z = A)™ - (2 = M) "9 (2)

avec g(z) analytique et ne s’annulant pas sur o(A). Par le calcul fonctionnel (cf.
[1]) on a:

FA) = ()T = (A= pl)™ (A=A d)™ - (A= A D)™ g(A),

ot g(A) est inversible car g ne s’annule pas dans o(A). Si f(A4) — f(u)I est quasi-
Fredholm, alors d’aprés le lemme 3.4 (A — pI)™0 (A — M I)™ - (A = N\ I)"™ =
(f(A) — f(u)I)(g(A))~! serait quasi-Fredholm, et d’aprés le théoreme 3.1, A — ul
est quasi-Fredholm, ce qui est absurde. Donc f(u) € o.(f(A)) = f(o.(A)) C

oe(f(A))-

Réciproquement. Supposons que « € o.(f(A)) alors f(A) — al n’est pas quasi-
Fredholm. En particulier f(A) — ol n’est pas inversible, il existe alors u € o(A)
tel que f(u) = a. Ona: f(z) — f(p) = (z = p)"(z — p)™ -+ (2 = pn) " g(2),
ot g ne s’annule pas sur o(A). Donc f(A) — f(u)I = (A — pul)™ (A — py I)™ - -+
(A= pp )™ g(A) = f(A) — al. Comme ce dernier n’est pas quasi-Fredholm, alors
d’aprés le théroeme 3.1 et le lemme 3.4, 38 € {p, p1, ..., n} tel que A — B3I n’est
pas quasi-Fredholm = (8 € o.(A). Comme f(3) = a on a a € f(0.(A4)). Dou
foe(A)) = oe(f(A)).

Corollaire 3.6. Soit A un opérateur borné dans H et f une fonction analytique
au voisinage du spectre o(A) de A n’ayant pas de racines dans o.(A). Alors f(A)
est quasi-Fredholm.
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