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UNE INEGALITE DU TYPE PAYNE-POLYA-WEINBERGER
POUR LE LAPLACIEN BRUT

BRUNO COLBOIS

(Communicated by Jozef Dodziuk)

ABSTRACT. Let us consider a riemannian vector bundle FE with compact basis

(M, g) and the rough laplacian A associated to a connection D on E. We
prove that the eigenvalues of A are bounded above by a function of the first
eigenvalue and of the geometry of (M, g), but independently of the choice of
the connection D.

1. INTRODUCTION

Soit U C R™ un ouvert borné a bord lisse. Notons {u;}5°, le spectre du laplacien
de U avec les conditions au bord de Dirichlet (c’est a dire que le laplacien agit sur
les fonctions s’annulant au bord de U). Alors on a la relation suivante, dite inégalité
de Payne-Polya-Weinberger, entre les valeurs propres de U, dont on trouvera une
preuve simple dans [AB]:

4
Hm41 = fm < %(Hl‘f'---‘f'um)-

En particulier, cela permet de déduire une majoration de toutes les valeurs du
spectre en fonction de la premiére valeur propre pi;.

Cette inégalité contraste avec le cas d’une variété compacte, connexe M de di-
mension n > 3, ol on sait que 'on peut prescrire toute partie finie du spectre du
laplacien agissant sur les fonctions [CV]. Cela signifit que si on se donne une suite
finie

O=X <A< <...< X

il existe une métrique riemannienne g sur M telle que les k 4+ 1 premieres valeurs
propres du spectre du laplacien agissant sur les fonctions de (M, g) soient exacte-
ment les valeurs A; , j = 0,...,k, que 'on s’est données. En dimension 2, on
montre également dans [CV] que 1'on peut prescrire toute partie finie du spectre
des lors qu’il n’y a pas de multiplicité. Enfin, lorsque 'on considere la laplacien
agissant sur les formes différentielles de degré 1 < p < n — 1, on sait que I'on peut
prescrire le spectre sans multiplicité, que I’on considere une variété compacte ou un
domaine euclidien pour les conditions au bord usuelles (voir [Gu] pour un énoncé
détaillé), la question de la multiplicité restant ouverte.
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Dans cet article, on examine le cas du laplacien brut sur un fibré vectoriel rieman-
nien R — E — (M, g) dont la base est fixée et dont on laisse varier la connexion,
et on exibe une relation du type Payne-Polya-Weinberger entre les valeurs propres.

2. NOTATIONS ET RESULTATS

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, connexe, dont 1’élément de vol-
ume est noté vy. On considere un fibré vectoriel riemannien E sur M, c’est & dire
un fibré vectoriel £ muni d’un produit scalaire (, ), dans chaque fibre qui dépend
de z de maniére C*°. On suppose de plus que E est muni d’une connexion

D:C®E)—-C*T"M®E)
compatible avec le produit scalaire, c’est & dire que pour toutes sections s,t €

C>*(E) et X champ de vecteurs sur M on a X (s,t) = (Dxs,t) + (s, Dxt).
On définit la L2-norme d’une section s de E par

e N

et on note L?(E) I'espace de Hilbert associé, le produit scalaire de deux sections s
et t étant donné par

({s,1)) = /M<svt>xvg-

Les connexions et produits scalaires sur F et M s’étendent de maniere usuelle
aux produits tensoriels, et sont notés de la méme fagon.

Enfin, on introduit le laplacien brut (ou de Bochner) sur les sections C*>° de FE
par A = D*D, o1 D* est I'adjoint formel de D relativement au produit scalaire L?.
Le laplacien brut est un opérateur différentiel linéaire et elliptique. Son spectre est
discret, positif, et est noté

AM< <. <\, <...—o00
On a la caractérisation variationelle suivante pour le spectre, en notant R(s) =

2
””Dsi! le quotient de Rayleigh d’une section C*° s de E:

A; = min max R(s)
V. seVv\0
ou V est un sous-espace vectoriel de dimension ¢ de C*°(E).
Si (M, g) est une variété riemannienne, on notera K (M, g) sa courbure section-
nelle, diam (M, g) son diametre et inj(M, g) son rayon d’injectivité.
Dans cet article, on démontre le

Théoréme 2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, conneze, de di-
mension n vériftant

|K(M,g)| < a; diam(M,g) < d; inj(M,g) =10
ou a,d et ro sont des constantes positives. Soit E un fibré vectoriel riemannien
sur (M, g). Alors il existe des constantes positives A = A(n,a,d,r9) > 1 et B =
B(n,a,d,rg) telles que, pour toute connexion D, les valeurs propres du spectre du
laplacien brut A associé a D vérifient la relation

Ak —1
Ao < AFN + 1 1B

pour tout entier positif k.
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Ce théoreme sera une conséquence immédiate du

Théoreme 2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, connexe, de di-
mension n vérifiant

|K(M,g)| < a; diam(M,g) < d; inj(M,g) > o

ou a,d et ryg sont des constantes positives. Soit E un fibré vectoriel riemannien
sur (M, g). Alors il existe des constantes positives A = A(n,a,d,r9) > 1 et B =
B(n,a,d,ro) telles que, pour toute connexion D et toute section lisse s # 0 de E
de quotient de Rayleigh v, il existe deux sections lisses s1 et so de E de supports
disjoints contenus dans le support de s telles que

R(si) < Av+ B, i=1,2.

Preuve du théoréme 2.1 a laide du théoréme 2.2. On part d’une section s de F
propre pour la valeur propre A;. A l’aide du théoreéme 2.2, on construit deux sections
lisses s1 et sy de supports disjoints, de quotients de Rayleigh R(s;) < A\ + B,
i=1,2.

On répete alors lopération en appliquant le théoréme 2.2 aux sections s; et
sa, avec v = AX; + B et on obtient quatre sections de supports disjoints, dont le
quotient de Rayleigh est majoré par A2\, + AB + B.

On iteére a nouveau le procédé en appliquant le théoreme 2.2 aux sections de
Iétape précédente. A ’étape k, on obtient ainsi 2* sections dont le quotient de
Rayleigh est majoré par

k—1 _ 1

A
A’“Al+A’“*1B+...+AB+B:A’“>\1+ﬁB

et on conclut par le min-max. ([l

Remarque 2.3. Un résultat de Gallot et Meyer ([GM], p. 72) permet de minorer le
spectre de A par le spectre du laplacien de la base. Si A;(M,g) désigne la k eéme
valeur propre de la base, kK > 1, on a

~ 1
> -
)\k(l'i‘l) (A) = 8(l + 1)

On sait par ailleurs ([BCC]) que A1(A) peut étre arbitrairement grande.

AF—1

“—1 B > 0 est nécessaire, car pour un fibré

Remarque 2.4. La présence du terme

plat, on peut avoir A;(A) = 0.

3. PREUVE DU THEOREME 2.2

La principale difficulté, pour obtenir un bon contréle en fonction du quotient
de Rayleigh v de s, est que 'essentiel de la norme de la section s peut se localiser
dans une partie de M ayant une mesure tres petite. Cela sera controlé a ’aide des
lemmes 3.1 et 3.3.

On commence par fixer deux fonctions de coupure x1,x2 : Rt — RT qui sont
de classe C'*°, positives, décroissantes.

La fonction x; prend la valeur 1 sur lintervalle [0, 3] et la valeur 0 sur [2, col.

La fonction y2 prend la valeur 1 sur I'intervalle [0, 3/4] et la valeur 0 sur [7/8, co].

On note x; - la composée de x; avec ’homothétie de rapport r, ¢ = 1,2. Il existe
alors une constante positive Cy que P'on fixe telle que [} ,[loc < Goi=1,2.

— r?
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On rappelle également I'inégalité de Kato (cf. [Be], p. 380): si s est une section
lisse de F, la différentielle d|s| de sa norme est dans L*(T*M) et vérifie, au sens
des distributions,

|dls|| < [Ds|.

On consideére une section lisse s de E de quotient de Rayleigh R(s) = v que l'on
normalise de sorte que ||s||2 = 1. Le but du lemme 3.1 est de construire, & partir de
cette section s, deux sections s; et so de supports disjoints contenus dans le support
de s, et dont le quotient de Rayleigh est contr6lé en fonction de v. En considérant
les normes ponctuelles fi et fo de s; et sy, on obtient deux fonctions a supports
disjoints sur la base dont on contréle également le quotient de Rayleigh.

On considere la boule B(z,7/2) C M centrée en x et de rayon r/2 ainsi que le
complémentaire B(xz,r)¢ de la boule de centre x et de rayon r. Pour des raisons
techniques, on choisit r < min(ro,ﬂ/ Vva). On introduit également la fonction
distance au point x sur (M, g), notée p, et qui sera de classe C* sur B(z,r) en
dehors du point x (voir [Sal, prop. 4.8, chap. 3). On rappelle également que le
gradient de p est de norme 1.

Soit s1 la section définie par s; = (x1,» © p)s, s2 la section définie par sy =
(1= Xx2,r0p)s.
On note f1 = |s1] et fo = |s2| les normes ponctuelles respectives. Ce sont des

fonctions positives de H'(M), & support dans B(x,r) et B(x,r/2)¢ respectivement.
Remarquons que par construction, les supports de f et fs (et donc de s1 et s2) sont
disjoints et contenus dans le support de s. En effet, x1, 0 p(y) = 0 si p(y) > 5/8
alors que 1 — x2., 0 p(y) = 0si p(y) < 3/4.

Enfin, notons d; > 0 la norme de la restriction de s & B(x,r/2), d2 > 0 la norme

de la restriction de s & B(x,7)¢, 6 = min(y/1 — §2,1/1 — 62).
Lemme 3.1. Le quotient de Rayleigh de s1 et so vérifie
2(C1/r)%6% + 2v

R(s;) < 72 ci=1,2.
Le quotient de Rayleigh de f1 et fo vérifie
252
R(fy) < 2O+ 2y

62 ’
Proof. On désigne par C(z,7/2,r) la couronne B(z,r) — B(z,7/2). On a
Ds1| = [D((x1.r © p)8)| = [(X4, © p)dp)s + (x1.r © p) Ds]
< (X1, @ plls| + (x1,r © p)|Ds]),

et ainsi

2
1D = [ DsiPuy < [ 266,70 lsP + (0 pIDsP),
B(z,r) B(z,r)

C
< 2/ (—1)2|s|2vg+2/ |Ds|?v, < (C1/r)?6%2 + 2v
C(zr/2,) T B(z,r)

d’ott la conclusion en divisant || Ds;||? par ||s1]|? > §2.

Un raisonnement semblable donne le résultat pour ss.

Pour traiter le cas de f1 et de f5, on se ramene aux cas de s; et so par 'inégalité
de Kato:
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On a

|df1| = 1d((x1.r © p)Is])| = [((X]. © p)dpls| + (x1,r © p)d|s])|
< (IX1r 0 plls| + x1.r 0 pld(|s])])

N

d’ou
2
ldfi|P? = /B AT /B 206" oD+ 0 o sy

C
<o f Py a [ DsPu < @t
C(z,r/2,0) T B(z,r)

d’ott la conclusion en divisant ||df1]|? par || f1]* > 63.
Un raisonnement semblable donne le résultat pour fs. ([l

Avant de poursuivre, rappelons deux résultats standards qui interviendront dans
la preuve du lemme 3.3:

Remarque 3.2. (i) Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n vérifiant
K (M, g)| < a; inj(M, g) =m0

oll a et 7o sont des constantes positives. Soit r < min(%, #) Alors,
si x € M, la boule B(x,r) centrée en x et de rayon r est plongée dans
M. Notons B,(r) la boule de rayon r dans la sphere de dimension n et de
courbure sectionnelle a. Alors, un théoreme de Cheng (voir [Ch|, théoréme

5, p- 70) permet d’affirmer que

w(B(z,r)) 2 p(Ba(r))

ou u désigne la premiere valeur propre du probleme de Dirichlet. De plus, le
choix de 7 fait que Bq(r) est contenue dans une calotte spherique d’angle %,
et est donc quasi-isométrique a la boule euclidienne By(r) de rayon r, avec
un controéle uniforme en r du rapport de quasi-isométrie (la quasi-isométrie
étant par exemple donnée par la projection stéréographique).

Un résultat dit & Dodziuk ([Dol, prop. 3.3, p. 441) permet d’encadrer le
spectre de la boule B,(r) & laide de celui de la boule euclidienne By(r).
En résumé, il existe une constante positive Ca(n) telle que

Cs(n)

w(B(z,r)) =

des lors que 7 < min(%, 5”%)
(ii) Posons ry = min({g, ﬁ\/&) et pour k > 1, 7, = 52 = k.

Dans la suite, on va considérer des recouvrements de M par des boules
B(x;,1m1/2), i = 1,..., N, telles que les boules B(x;,71/4) soient deux a
deux disjointes. Des estimations standards sur le volume des variétés (voir
[Sa], théoreme 3.3, chap. 4) montrent alors que N < C(n,a,d,rg).

De méme, on va considérer des recouvrements de boules B(z;—1,7;-1)
par des boules B(y;,r;/2), i = 1,..., N, telles que les boules B(y;,r;/4)
soient disjointes deux a deux. A nouveau, on déduit de [Sal, théoreme 3.3,
chap. 4, que N < C(n,a).
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Lemme 3.3. Soit s une section lisse de E telle que ||s|| = 1 et ||Ds||?> = v. Soit

v = vy(n,a,d,ro) = min(m, C(TIL a7 411‘/0?, }1) Alors, il existe x € M et

r > min({8, 1o o7 \/ 641/) tels que

1518@,r/2) |l = 7/2 €t |5z rell = /2.

Preuve du théoréme 2.2 a l'aide des lemmes 3.1 et 3.3. On part d’une section s de
norme 1 et de quotient de Rayleigh v. On va appliquer le lemme 3.1 aux sections
s1 et so construites a partir de s avec le rayon r donné par le lemme 3.3. On a donc
01 = 62 = 7/2. Le lemme 3.1 nous dit alors que

2(C 2 2(Cy/r)? 2
Rz < 2GR AGTT L 2y
(v/2) (v/2) (v/2)
On a alors 'alternative suivante:
Soit le rayon 7 obtenu au lemme 3.3 vérifie r > min(33,

s

10\/5) et ne dépend
2
donc que de la géométrie de (M, g) auquel cas on pose A = 8 ot B =4

72 r2y2
conclure.

L pour

02 8 (o 64C?2
2

z(7- +1) et B =0 pour
conclure. 0

Soit r vérifie r > auquel cas on pose A =

Preuve du lemme 3.3. Elle consiste en un processus de plusieurs étapes, dont on
montrera qu’il s’arréte de maniere a pouvoir démontrer le lemme.

Premiére étape: On recouvre M avec des boules de rayon r1/2 avec 1 =
min(%, 15 f> telles que les boules de méme centre et de rayon rq/4 soient deux
a deux disjointes. Comme la section s associée a v est supposée de norme 1, et
d’apres la remarque 3.2(ii), il existe 21 € M tel que ||s|5(z,,r, /2)|l > . Si de plus
151 B(a1,r1)ell = 7 on arréte le processus.

Sinon, comme ||s]| = 1, cela signifit que [[s|5(z, )l > /1 =72, et on passe a
une deuxieme étape.

Deuzxieme étape: on va itérer le procédé de la premiere étape, cette fois pour
recouvrir la boule B(z1,71) au moyen de boules de rayon ro = r1/10, telles que
les boules de rayon r5/4 soient deux & deux disjointes. Comme avant, il existe
T2 € B(xlvrl) tel que HS\B(QUQ,?"Q/Q)“ > 7"8\3(2?1,7"1)” > TV 1 _72' Si de plus
151 B(22,r2)e ]l = ¥/1 =72, on arréte le processus.

Sinon, comme ||s|| = 1, cela signifie que ||s|p(uy,m) || = V1 =72 +71 > /1 —192,
et on poursuit le processus.

On pose 7 = 15t

Etape k: On suppose que [|S|g(z,_,,r_1)ll = /1 —7? et on recouvre cette boule
au moyen de boules de rayon r/2 telles que les boules de rayon 7y /4 soient deux
a deux disjointes.

Comme a P'étape 2, il existe xr € B(zr—1,7%—1) tel que ||8|5(zy,r/2) | =7V 1 = 72
Si de plus ||5|p(z,,re)cll = 7V/1 — 72 on arréte le processus.

Sinon, comme |[s|| = 1, cela signifit que |[8|p(ugm || = V1 =72 +9* > /1 -2
et on poursuit le processus.

Co

Pour conclure, on va montrer que le processus s’arréte, avec ry > \/ g1
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En effet, si le processus ne s’arréte pas a ’étape k, cela signifit que 'on peut
trouver une boule centrée en un point x; telle que

818/l = 7V1 =2
1818 (ap.mye | < YV = A2

L’idée est maintenant la suivante: la section s associée a v est pour l’essentiel
concentrée dans B(zk, 7). En la tronquant entre B(zg, ) et B(xg,2r), on con-
struit, en prenant la norme, une fonction test pour le probleme de Dirichlet sur
B(zg,2r). On va montrer, & l’aide de la remarque 3.2(i), que cela implique que 7y

Ca
64v °

D’apres le lemme 3.1, en notant f = (x1,2r, © p)|s|, ou p désigne la fonction
distance a =g, on a

et

est minoré par

2(C1/2r%)% (v /1 —72)2 + 2v < 2(C1/2rk)% 2% + 2v
(I—=(v1=7%) B (1=7) '
Comme f est a support compact dans la boule de rayon 2ry, on en déduit
Ca(n) < 2(C1/2r)%y? + 2v
(2r)? — (I—7)? '
En notant que v < 1/2, on obtient
Cy(n) < 8C%~?* 4 32ur7.

R(f) <

1VCs
4 Cl

Comme v < ,on a
Co
61v"

On peut alors conclure comme suit la preuve du lemme 3.3: si on s’arréte a
la premiere étape, on obtient que [|s|g(z,r,/2)| = 7 €t [|5|B@y,m)ell = 7 sous la
condition r = min (75, 10’:/5) ce qui permet de conclure.

Si le processus s’arréte a une étape ultérieure I > 1, on obtient que ||s|g(z,,r /2) | >

riz

YV 1 =% et ||s|B,m)ell = v/ 1 — 2 sous la condition r > \/604—?,, ce qui permet
également de conclure en notant que, comme v < 1/4, on a yy/1 —~2 > ~v/2. O
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