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SUR L’EXISTENCE D’UNE SOLUTION RAMIFIÉE
POUR DES ÉQUATIONS DE FUCHS

À CARACTÉRISTIQUE SIMPLE

PATRICE PONGÉRARD

(Communicated by Matthew J. Gursky)

Abstract. The aim of this paper is to construct a holomorphic solution, ra-
mified around a simple characteristic hypersurface, for some linear Fuchsian
equation of order m ≥ 1. We consider an operator L, holomorphic in a neigh-
borhood of the origin in Ct × Cn

x , of the form L = tA + B where A and B are
linear partial differential operators of order m and m − 1, and where A has a
simple characteristic hypersurface transverse to S : t = 0. Under an assump-
tion linking the principal symbols of A and B, the question is reduced to the
study of an integro-differential Fuchsian equation with an additional variable
z that describes the universal covering of a pointed disk. It is an equation

where terms like tlDh
t Dα

x (tDt + 1)−1D−q
z , l, h, q ∈ N, α ∈ Nn with l ≤ 1 and

h + |α| ≤ l + q appear. The problem is solved by the fixed-point theorem with
appropriate estimations in a Banach space.

1. Notations et résultat

Les coordonnées d’un point (t, x) de C × Cn seront notées (t, x1, . . . , xn). L’en-
semble des entiers naturels étant noté N = {0, 1, 2, . . .}, l’opérateur de dérivation
par rapport à la variable t (resp. xj) sera noté Dt (resp. Dj) et nous poserons Dl

t et
Dα = Dα1

1 · · ·Dαn
n pour tout l ∈ N et tout α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn. On considère un

opérateur différentiel linéaire L, à coefficients holomorphes au voisinage de l’origine
de C × C

n, de la forme

(1.1) L(t, x; Dt, D) = tA(t, x; Dt, D) + B(t, x; Dt, D),

où A (resp. B) est un opérateur différentiel linéaire d’ordre m ≥ 1 (resp. m − 1)
dont le symbole principal sera noté gA (resp. gB) et où gA(•; 1, 0) ≡ 1. On vérifie
que L est un opérateur différentiel fuchsien d’ordre m et de poids m−1 ayant pour
partie fuchsienne

(1.2) a(t, x, Dt) ≡ gA(0, x; 1, 0)tDm
t + gB(0, x; 1, 0)Dm−1

t .

On note O0 = D0 × Ω0 un voisinage ouvert de l’origine de C × Cn sur lequel tous
les coefficients de l’opérateur L sont définis et holomorphes.
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Nous supposons que le polynôme τ �→ gA(0; τ, 1, 0, . . . , 0) admet une racine
simple τ̄ . On a donc

(1.3) DτgA(0; τ̄ , 1, 0, . . . , 0) �= 0

ce qui assure que le problème

(1.4)

⎧⎨
⎩

gA(t, x;�k(t, x)) = 0,
�k(0) = (τ , 1, 0, . . . , 0),
k(0, x) = x1

admet une unique solution holomorphe au voisinage de l’origine de C × Cn ; on
peut donc supposer que la fonction k est définie et holomorphe sur O0 et que
D1k(t, x) �= 0 pour tout (t, x) ∈ O0. Ceci permet de définir une hypersurface
K = {(t, x) ∈ O0 | k(t, x) = 0} transverse à S. En notant T l’hyperplan de S
d’équation t = x1 = 0, on a K ∩ S = Ω0 ∩ T : l’ensemble K est une hypersurface
caractéristique simple issue de T et transverse à S.

Pour tout δ > 0, on pose Dδ = {z ∈ C | |z| < δ} et on note Rδ le revêtement
universel du disque pointé Ḋδ = {z ∈ C | 0 < |z| < δ}. Si v est une fonction
holomorphe ramifiée autour de K, on peut trouver un réel δ > 0 et un voisinage
ouvert connexe O ⊂ O0 de l’origine de C × Cn tels que v soit de la forme

(1.5) v(t, x) = ṽ(z, t, x)|z=k(t,x),

où ṽ est une fonction holomorphe sur Rδ × O ; quitte à réduire O, on peut sup-
poser que |k(t, x)| < δ pour tout (t, x) ∈ O. La fonction (1.5) est alors définie et
holomorphe sur le revêtement universel de O − K.

On se propose de construire une solution de l’équation

(1.6) L(t, x; Dt, D)u(t, x) = v(z, t, x)|z=k(t,x).

Cette construction est possible si l’opérateur L satisfait à la condition suivante. On
utilisera la partie fuchsienne d’ordre 1 et de poids 0,

(1.7) b(t, x, Dt) ≡ DτgA(0, x;�k(0, x))tDt + gB(0, x;�k(0, x)),

à coefficients définis et holomorphes sur Ω0. On associe à b son polynôme ca-
ractéristique

P (x, λ) = DτgA(0, x;�k(0, x))λ + gB(0, x;�k(0, x)),

qui vérifie P (x, tDt) = b(t, x, Dt), et on suppose que

(1.8) P (0, λ) �= 0 pour tout λ ∈ N.

On a alors le théorème suivant.

Théorème 1.1. Soit O ⊂ O0 un voisinage ouvert de l’origine de C×C
n, il existe

δ0 > 0 et un voisinage ouvert O′ ⊂ O de l’origine de C × Cn tels que : soit
0 < δ ≤ δ0, pour toute fonction v ∈ H(Rδ ×O), il existe une solution de l’équation
(1.6) de la forme u(k(t, x), t, x), où u ∈ H(Rδ ×O′).

Remarque 1.2. Considérons le problème (2.6)-(2.7) de [6] :

(1.9)
{

A(t, x; Dt, D)
[
u(z, t, x)|z=k(t,x)

]
= w1(k(t, x), t, x),

u(z, t, x) − w0(z, t, x) = 0 pour t = 0,
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avec des fonctions w0, w1 qui sont holomorphes au voisinage de Rδ × {0} pour un
δ > 0. En prenant comme inconnue w0 + tu, le problème s’écrit

(tA + DτA)
[
u(z, t, x)|z=k(t,x)

]
= w1 − A

[
w0(z, t, x)|z=k(t,x)

]
.

Pour cette équation, la condition (1.8) s’écrit simplement

DτgA(0;�k(0))(λ + 1) �= 0 lorsque λ ∈ N,

soit DτgA(0;�k(0)) �= 0 ; autrement dit, la condition (1.8) est vide dans ce cas.
Ceci prouve que le problème (1.9) est un cas particulier du problème (1.6)-(1.8).

Remarque 1.3. Il n’y a en général aucune relation entre (1.2) et (1.7) sauf lorsque
m = 1, auquel cas, on a a(t, x, Dt) = b(t, x, Dt) et l’équation (1.6) est une équation
fuchsienne de poids 0 : le théorème 1.1 donne l’existence d’une solution ; on a
également l’unicité dans ce cas d’après (1.8) et le lemme 1.4 de [11]. Considérons
ensuite le problème de Cauchy

(1.10)
{

L(t, x; Dt, D)u(t, x) = v(t, x),
Dh

t u(0, x) = wh(x) pour 0 ≤ h < m − 1

et notons C(x, λ) le polynôme caractéristique de la partie fuchsienne a(t, x; Dt, D).
Sous la condition C(0, k) �= 0 pour tout entier k ≥ m − 1, nous savons (Baouendi-
Goulaouic, [1]) que pour toutes fonctions (wh)0≤h<m−1 et v holomorphes au voisi-
nage de x = 0 et (t, x) = (0, 0) respectivement, le problème de Cauchy (1.10) admet
une unique solution holomorphe au voisinage de (t, x) = (0, 0).

Supposons que l’opérateur L soit d’ordre 2, qu’il admette deux hypersurfaces
caractéristiques simples K1, K2 transverses à S et issues de T et que l’ensemble
V =

⋃
λ∈N�{x ∈ Ω0 | C(x, λ) = 0} ait pour équation locale, V : x1 = 0. Lorsque w0

et v sont des fonctions holomorphes ramifiées autour de T et de K1 respectivement,
S. Ouchi a montré [7, Théorèmes 1.7 et 1.8] que toute solution de (1.10) (holomorphe
au voisinage d’un point (0, α) ∈ S, α /∈ V ) se prolonge en une fonction holomorphe
ramifiée autour de S ∪ K1 ∪ K2.

Nous étudions ici des opérateurs d’ordre m ≥ 1 et aucune hypothèse n’est
faite sur la partie fuchsienne a(t, x; Dt, D) ; sous la condition (1.8) qui porte sur
l’opérateur b(t, x; Dt, D), nous obtenons le théorème 1.1.

Exemple 1.4. Considérons au voisinage de l’origine de Ct×Cx le cas d’un opérateur
d’ordre 2 de la forme L = tA + B, où

A ≡ D2
t − D2

x et B ≡ a(x)Dt.

La partie fuchsienne de L s’écrit tD2
t + a(x)Dt et a pour polynôme caractéristique

C(x, λ) = λ[λ + a(x) − 1].

La condition C(0, k) �= 0 pour tout entier k ≥ 1 signifie a(0) /∈ −N. Si a(0) ∈
−N, nous avons montré [11] que toute solution du problème de Cauchy (1.10)
(holomorphe au voisinage d’un point (0, α) ∈ S, α �= 0) se prolonge en une fonction
holomorphe sur le revêtement universel d’un ouvert de la forme {(t, x) ∈ C × Ω |
|t| ≤ κ|x|2}. Pour un a particulier tel que a(0) ∈ −N est impair et a

/
≡ 0, S.

Fujiié [2] a montré que le problème de Cauchy (1.10) admet une unique solution
(holomorphe au voisinage d’un point (0, α) ∈ S, α �= 0) qui se prolonge en une
fonction holomorphe ramifiée autour de S ∪ K1 ∪ K2. Revenons à la condition
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(1.8) ; le polynôme gA(τ, 1) = τ2 − 1 admet deux racines distinctes τ1 = 1 = −τ2 et
on a Ki : τit + x = 0, i = 1, 2. La condition (1.8) s’écrit : pour tout λ ∈ N,

DτgA(�ki)λ + a(0)τi �= 0, (i = 1 ou 2);

soit 2λ+a(0) �= 0, autrement dit a(0) ∈ −N est impair. Dans ce cas, si v est ramifiée
autour de Ki, il existe d’après le théorème 1.1 une solution de l’équation Lu = v,
ramifiée autour de Ki.

2. Réduction

On cherche a priori une solution sous la forme u(z, t, x)|z=k(t,x) et, pour expliciter
(1.6), c’est-à-dire

L(t, x; Dt, D)
[
u(z, t, x)|z=k(t,x)

]
= v(z, t, x)|z=k(t,x),

on utilise le lemme suivant [8, Lemme 6.1].

Lemme 2.1. Soient M(t, x; Dt, D) un opérateur différentiel linéaire d’ordre m à
coefficients holomorphes dans un ouvert O de C × Cn et k : O �→ C une fonction
holomorphe. Il existe des opérateurs différentiels linéaires Mq(t, x; Dt, D), 0 ≤ q ≤
m, d’ordre ≤ q à coefficients holomorphes dans O tels que, pour tout a ∈ O et tout
germe u au point (k(a), a) ∈ C ×O, on ait pour (t, x) voisin de a,

M(t, x; Dt, D)u(k(t, x), t, x) =
m∑

q=0

Mq(t, x; Dt, D)Dm−q
z u(z, t, x)|z=k(t,x).

En outre, les coefficients de Mq sont des combinaisons linéaires de ceux de M dont
les coefficients sont des polynômes en les dérivées de k. Si g est le symbole principal
de M , le symbole principal de Mq, en tant qu’opérateur d’orde q, est donné par la
formule

(2.1) σ(Mq)(t, x; τ, ξ) =
∑

h+|α|=q

Dh
τ Dα

ξ g
(
t, x;�k(t, x)

)τhξα

h!α!
.

D’après ce lemme, on a

(2.2)

{
A[u(k(t, x), t, x)] =

∑m
q=0 Aq(t, x; Dt, D)Dm−q

z u(z, t, x)|z=k(t,x),

B[u(k(t, x), t, x)] =
∑m−1

q=0 Bq(t, x; Dt, D)Dm−1−q
z u(z, t, x)|z=k(t,x),

où les opérateurs Aq et Bq sont d’ordre ≤ q ; vu (1.4) et (2.1), on constate que
A0 = σ(A0) = 0 et, par conséquent,

L(t, x; Dt, D)u(k(t, x), t, x) =
m−1∑
q=0

(tAq+1 + Bq)Dm−1−q
z u(z, t, x)|z=k(t,x).

Introduisons maintenant un inverse à droite de l’opérateur de dérivation Dz.
Soient Rδ le revêtement universel du disque pointé Ḋδ et π : Rδ → Ḋδ la surjection
canonique. On choisit un point â1 de Rδ tel que π(â1) = a1 et pour toute fonction
holomorphe u : Rδ ×O → C, on définit la primitive de u qui s’annule au point â1

par

D−1
z u(z, t, x) =

∫ z

â1

u(σ, t, x) dσ,

où l’intégrale s’effectue sur des chemins joignant les points â1 et z ; bien entendu,
la valeur de cette intégrale ne dépend pas du chemin choisi. On obtient ainsi une
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fonction holomorphe D−1
z u : Rδ × O → C et un opérateur D−1

z : H(Rδ × O) →
H(Rδ ×O) vérifiant Dz ◦ D−1

z = Id.

Lemme 2.2. Soient δ > 0 et O un ouvert de C × Cn. L’opérateur D−1
z est un

endomorphisme continu de l’espace H(Rδ ×O).

Démonstration. Considérons le revêtement universel de Ḋδ défini par l’ouvert sim-
plement connexe Zδ = {ζ ∈ C� | eζ ∈ Ḋδ} et par l’application p : Zδ → Ḋδ, où
p(ζ) = eζ . Il existe un homéomorphisme h : Rδ → Zδ tel que π = p ◦ h. Soit K
une partie compacte de Rδ, posons

K ′ =
⋃

z∈K

h−1([h(â1), h(z)]).

Il est clair que K ′ = h−1(L), où L =
⋃

ζ∈h(K)[h(â1), ζ] est une partie compacte de
Zδ. Soit γ : [0, 1] → Zδ le segment joignant h(â1) et h(z), on a

D−1
z u(z, t, x) =

∫ z

â1

u(σ, t, x)dσ =
∫ 1

0

u
(
h−1 ◦ γ(s), t, x

)
(p ◦ γ)′(s)ds

car π ◦ h−1 = p. Si M est une partie compacte de O, on obtien finalement

max
K×M

|D−1
z u| ≤ c max

K′×M
|u|, où c ≡ max

K
|h − h(â1)| × max

L
|p|,

d’où le lemme. �

On peut ensuite écrire

L(t, x; Dt, D)u(k(t, x), t, x) = Dm−1
z

m−1∑
q=0

(tAq+1 + Bq)D−q
z u(z, t, x)|z=k(t,x).

En outre, d’après (2.1), on a

B0(t, x) = gB(t, x;�k(t, x))

et

σ(A1)(t, x; τ, ξ) = DτgA(t, x;�k(t, x))τ +
n∑

j=1

Dξj
gA(t, x;�k(t, x))ξj.

En utilisant la notation (1.7), il en résulte que

{(tA1 + B0)(t, x; Dt, D) = b(t, x; Dt) +
∑

l+|α|≤1

al,α(t, x)tl+1Dl
tD

α,

où les al,α sont des fonctions holomorphes sur O0. En notant, pour 1 ≤ q ≤ m− 1,

Al+q
q =

{
Bq si l = 0,

Aq+1 si l = 1,

on obtient finalement

L(t, x; Dt, D)u(k(t, x), t, x) = Dm−1
z

(
b(t, x; Dt) +

∑
l+|α|≤1

al,α(t, x)t1+lDl
tD

α

+
∑

0≤l≤1
1≤q≤m−1

tlAl+q
q (t, x; Dt, D)D−q

z

)
u(z, t, x)|z=k(t,x),
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où l’ordre des opérateurs Al+q
q est ≤ l + q. Notons que k(0, a) = a1 d’après (1.4) ;

pour que (1.6) soit vérifé, il suffit d’avoir, pour (z, t, x) voisin de (a1, 0, a),(
b(t, x; Dt)+

∑
l+|α|≤1

al,α(t, x)t1+lDl
tD

α+
∑

0≤l≤1
1≤q≤m−1

tlAl+q
q (t, x; Dt, D)D−q

z

)
u=D1−m

z v.

Autrement dit, il suffit d’étudier une équation de la forme

(2.3) P (x, tDt)u =
∑

l+|α|≤1

al,α(t, x)t1+lDl
tD

α

+
∑

0≤l≤1
1≤q≤m−1

tlAl+q
q (t, x; Dt, D)D−q

z u + v,

où P demeure inchangé et, après avoir changé de notations, les al,α sont des fonc-
tions holomorphes sur O0, les Al+q

q sont des opérateurs différentiels linéaires ho-
lomorphes sur O0 d’ordre ≤ l + q et v est une fonction appartenant à l’espace
H(Rδ ×O). Il s’agit d’une équation fuchsienne intégro-différentielle dont l’étude ne
figure pas, semble-t-il, dans les travaux antérieurs.

L’hypothèse (1.8) permet d’établir le lemme suivant. Pour tout R > 0, on pose

DR = {t ∈ C | |t| < R}.

Lemme 2.3. Il existe un voisinage ouvert Ω1 ⊂ Ω0 de l’origine de Cn et une
constante c0 > 0 tels que :
a. |P (x, k)| ≥ c0(k + 1) pour tout x ∈ Ω1 et tout k ∈ N.
b. Soient δ > 0, R > 0 et Ω ⊂ Ω1 un ouvert de Cn. L’opérateur P ≡ P (x, tDt) est
un homéomorphisme linéaire de l’espace H(Rδ × DR × Ω) sur lui même et

(2.4) (P−1u)(z, t, x) =
∑
k∈N

tk

k!
Dk

t u(z, 0, x)
P (x, k)

;

de plus, les opérateurs P−1 et Dq
z commutent quel que soit q ∈ Z.

c. Soient δ > 0, R′ > 0 et U une partie de l’ensemble des ouverts de Ω1. L’assertion
b est encore vraie lorsque l’ouvert DR × Ω est remplacé par un ouvert de la forme

(2.5) O =
⋃

(R,Ω)∈]0,R′[×U
DR × Ω.

Démonstration. a. On a P (x, λ) =
∑1

l=0 al(x)λl, où les al appartiennent à H(Ω0)
et a1(0) �= 0. Pour tout k ∈ N�, on a donc

k−1P (x, k) = f(x, k−1), où f(x, y) =
1∑

l=0

al(x)y1−l ;

la fonction f étant continue au voisinage du compact {(0, k−1) ; k ∈ N�}∪{(0, 0)}
et non nulle sur ce compact par hypothèse, il existe un voisinage ouvert Ω1 ⊂ Ω0

et une constante c > 0 telle que

|f(x, k−1)| ≥ c pour tout x ∈ Ω1 et tout k ∈ N
�.

D’autre part, on peut supposer

|P (x, 0)| ≥ c pour tout x ∈ Ω1.
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Par conséquent, on obtient

|P (x, k)| ≥ c max(1, k) pour tout x ∈ Ω1 et tout k ∈ N,

d’ou le résultat voulu.
b. Il est clair que l’opérateur P : H(Rδ × DR × Ω) → H(Rδ × DR × Ω) est linéaire
continu. Soit u ∈ H

(
Rδ × DR × Ω

)
, vu que (tDt)ltk = kltk pour tout k, l ∈ N, on

a P (x, tDt)u(z, t, x) =
∑

k∈N

tk

k!
P (x, k)Dk

t u(z, 0, x) dans Rδ ×DR ×Ω. L’opérateur

P est donc injectif d’après a ; son inverse est formellement donné par la série (2.4).
Soient 0 < r < s < R et K un compact de Rδ × Ω, il existe c = c(s,K) ≥ 0 tel

que | t
k

k!
Dk

t u(z, 0, x)| ≤ c
(r

s

)k

pour tout (z, t, x) ∈ Rδ × Dr × Ω. Ceci prouve que

la série (2.4) converge dans H
(
Rδ × DR × Ω

)
puisque |1/P (x, k)| ≤ 1/c0 ; (2.4)

étant aussi une série entière de t, son image par P est bien égale à u. La continuité
de P−1 résulte directement des majorations précédentes. Enfin, il est clair que
Dq

z ◦ P (x, tDt) = P (x, tDt) ◦ Dq
z , ce qui prouve b.

c. Ce point se déduit de la démonstration précédente en remarquant que si K est
une partie compacte de O, alors il existe un nombre fini d’ouverts Oi relativement
compacts dans DRi

× Ωi, (Ri, Ωi) ∈ ]0, R′[ × U , tels que O soit contenu dans la
réunion des Oi, d’où le lemme. �

Posons Q = {q ∈ N | 0 ≤ q ≤ m − 1} et pour tout q ∈ Q, notons Sq l’endomor-
phisme continu de l’espace H

(
Rδ × DR × Ω

)
défini par

(2.6) Sq =

{ ∑
l+|α|≤1 al,α(t, x)t1+lDl

tD
α ◦ P−1 si q = 0,∑

0≤l≤1 tlAl+q
q (t, x; Dt, D) ◦ P−1 sinon.

En remplaçant u par P−1u, on en déduit que l’équation (2.3) est équivalente à

(2.7) u = Au + v, où A =
∑
q∈Q

SqD
−q
z

et que le théorème 1.1 résulte de la proposition suivante.

Proposition 2.4. Soit O ⊂ D0 × Ω1 un voisinage ouvert de l’origine de C × Cn,
il existe δ0 > 0 et un voisinage ouvert O′ ⊂ O de l’origine de C×Cn tels que : soit
0 < δ ≤ δ0, pour toute fonction v ∈ H(Rδ ×O), l’équation (2.7) admet une unique
solution u ∈ H(Rδ ×O′).

Nous construisons cette solution par la méthode des approximations successives :

(2.8) u0 = v et uk+1 = Auk + v pour k ∈ N.

Pour étudier la convergence de cette suite (uk), nous allons la lire sur des chemins
tracés sur Rδ. On note Γδ l’ensemble des chemins γ ∈ C1([0, Λ]; Ḋ(0, δ)) d’origine
a1 paramétrés par leur abscisse curviligne ; Λ est par conséquent la longueur de γ.
On note enfin γ̂ : [0, Λ] → Rδ le relèvement d’origine â1 de γ. Pour toute fonction
u ∈ H(Rδ ×O) et tout γ ∈ Γδ, on pose

uγ(s, t, x) = u(γ̂(s), t, x), où s ∈ [0, Λ] ;

la fonction uγ est continue sur [0, Λ] × O et holomorphe sur O, autrement dit, uγ

appartient à l’espace C([0, Λ];H(O)). On observe que

(D−1
z u)γ(s, t, x) =

∫ γ̂(s)

â1

u(σ, t, x)dσ =
∫ s

0

uγ(σ, t, x)γ′(σ) dσ,
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ce qui conduit à poser

D−1
γ U(s, t, x) ≡

∫ s

0

U(σ, t, x)γ′(σ) dσ pour tout U ∈ C([0, Λ];H(O)).

L’opérateur D−1
γ ainsi obtenu est clairement un endomorphisme de l’espace

C([0, Λ];H(O)). En outre, on a

(Dq
zu)γ = Dq

γuγ pour tout entier q < 0.

Enfin, on a
(P−1u)γ(s, t, x) = P−1uγ(s, t, x),

où

(2.9) P−1U(s, t, x) ≡
∑
k∈N

tk

k!
Dk

t U(s, 0, x)
P (x, k)

pour tout U ∈ C([0, Λ];H(O)).

Quitte à reprendre partiellement la démonstration du lemme 2.3, on vérifie aisément
le

Lemme 2.5. Soient Λ > 0 et O un ouvert de la forme (2.5). L’expression (2.9)
définit une fonction appartenant à l’espace C([0, Λ];H(O)) ; de plus, les opérateurs
P−1 et Dq

γ commutent quel que soit q ∈ Z−.

La convergence de la suite (uk) sera déduite de celle de (uk,γ) grâce au lemme
suivant.

Lemme 2.6. Soit (uk) une suite de H(Rδ × O) telle que, pour tout γ ∈ Γδ

de longueur Λ ≤ 2δ, la suite (uk,γ) converge uniformément sur tout compact de
[0, Λ] ×O, alors la suite (uk) converge uniformément sur tout compact de Rδ ×O
et ( lim

k→∞
uk)γ = lim

k→∞
uk,γ .

Démonstration. Étant donné un point t ∈ Rδ, il est possible de trouver un chemin
γ ∈ Γδ de longueur ≤ 2δ tel que le relêvement γ̂ d’origine â1 de γ̂ enlace le point
t ; on obtient ainsi la convergence uniforme locale sur Rδ × O et par conséquent
(uk) converge uniformément sur tout compact vers une fonction u ∈ H(Rδ × O).
On remarque ensuite que sup

[0,Λ]×K

|uk,γ − uγ | = sup
γ̂([0,Λ])×K

|uk − u| pour tout γ ∈ Γδ

de longueur ≤ 2δ et tout compact K de O, d’où le lemme. �
Les équations (2.7) et (2.8) lues sur γ s’écrivent alors

(2.10)
{

uγ = Aγuγ + vγ ,

u0,γ = 0 et uk+1,γ = Aγuk,γ + vγ pour k ∈ N,

où, pour tout U ∈ C
(
[0, Λ];H(O)

)
,

(2.11) AγU =
∑
q∈Q

SqD−q
γ U.

En notant V = vγ ∈ C([0, Λ];H(O)), il s’agit finalement d’étudier l’équation

(2.12) U = AγU + V

par la méthode des approximations successives

(2.13) U0 = 0 et Uk+1 = AγUk + V pour k ∈ N.

Cette étude repose sur le théorème du point fixe dans un espace de Banach que
nous allons préciser.
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3. Cadre fonctionnel et estimation de l’opérateur Aγ

Nous utiliserons les variables ξ =
∑n

j=1 xj , et τ = ρt, où ρ est un paramètre > 1.

Définition 3.1. Soit φ ∈ R+{ξ} une fonction majorante de rayon de convergence
≥ R > 0, soient ρ > 1, ω, Λ > 0 tels que ωΛ < R, on pose

O(R, ρ, ω, Λ) = {(t, x) ∈ C × C
n | ρ|t| +

n∑
j=1

|xj | < R − ωΛ}

et on note Kφ l’espace vectoriel des fonctions U ∈ C
(
[0, Λ];H(O(R, ρ, ω, Λ))

)
pour

lesquelles il existe c ≥ 0 tel que

(3.1) ∀s ∈ [0, Λ], U(s, t, x) � cφ(τ + ξ + ωs).

Il est clair que Kφ est un sous espace vectoriel de C
(
[0, Λ];H(O(R, ρ, ω, Λ))

)
et

que la plus petite constante c ≥ 0 pour laquelle (3.1) ait lieu est une norme sur cet
espace vectoriel, notée ‖ • ‖φ.

Lemme 3.2. L’espace Kφ est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (Un) une suite de Cauchy de l’espace Kφ et soit ε > 0. Il existe
un entier N ∈ N tel que pour tout n, n′ ≥ N et tout s ∈ [0, Λ],

(3.2) (Un − Un′)(s, t, x) � εφ(τ + ξ + ωs).

Si K est une partie compacte de O(R, ρ, ω, Λ), on a donc

max
[0,Λ]×K

|Un − Un′ | ≤ εCK ,

où CK = max
(t,x)∈K

φ(ρ|t| +
n∑

j=1

|xj | + ωΛ) est < +∞ car l’application (t, x) �→

φ(ρt +
∑n

j=1 xj + ωΛ) est holomorphe dans O(R, ρ, ω, Λ). Ceci prouve que la suite
(Un) est de Cauchy dans l’espace C

(
[0, Λ];H(O(R, ρ, ω, Λ))

)
, elle converge donc uni-

formément vers une fonction U ∈ C
(
[0, Λ];H(O(R, ρ, ω, Λ))

)
sur tout compact de

[0, Λ] × O(R, ρ, ω, Λ) ; a fortiori, pour tout s ∈ [0, Λ] et tout (h, α) ∈ N × Nn, la
suite (Dh

t DαUn(s, 0, 0))n converge vers Dh
t DαU(s, 0, 0). On peut alors passer à la

limite sur n′ dans la relation (3.2) et on en déduit que (Un) converge vers U dans
Kφ. �

Lemme 3.3. L’opérateur D−1
γ induit une application D−1

γ : KDφ → Kφ linéaire
continue de norme ≤ ω−1.

Démonstration. Soit U ∈ KDφ ; pour tout s ∈ [0, Λ] et tout (h, α) ∈ N × N
n, on a

|Dh
t DαU(s, 0, 0)| ≤ ‖U‖Dφ ρhDh+|α|+1φ(ωs),

d’où

|Dh
t DαD−1

γ U(s, 0, 0)| ≤ ‖U‖Dφρh

∫ s

0

Dh+|α|+1φ(ωσ)dσ ≤ ‖U‖Dφ
ρh

ω
Dh+|α|φ(ωs);

c’est-à-dire D−1
γ U � ω−1‖U‖Dφ φ(τ + ξ + ωs), ce qui prouve le lemme. �
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Dans tout ce qui suit, φ ∈ R+{ξ} désignera une fonction majorante de rayon de
convergence ≥ R > 0 vérifiant 0 � (R − ξ)φ(ξ).

Rappelons [4, Proposition 6.1] que, si φ ∈ R+[[ξ]] vérifie 0 � (R − ξ)φ(ξ), alors
les dérivées Dpφ de φ vérifient également 0 � (R − ξ)Dpφ(ξ) et

(3.3)
ηR

ηR − ξ
Dpφ(ξ) � η

η − 1
Dpφ(ξ) pour tout η > 1 et tout p ∈ N.

Pour tout R > 0, on pose

∆R = {x ∈ C
n | max

1≤j≤n
|xj | < R}.

On fixe une fois pour toutes η > 1 et R0 > 0 tels que D0 × Ω1 (⊂ D0 × Ω0 = O0)
contienne le polydisque DηR0 × ∆ηR0 . D’après le lemme 2.3-a et les inégalités de
Cauchy, on a

(3.4)
1

P (x, k)
� c−1

0

k + 1
ηR

ηR − ξ
pour tout R ∈ ]0, R0] et tout k ∈ N.

Il est clair que O(R, ρ, ω, Λ) ⊂ DR ×∆R ⊂ D0 ×Ω1. En outre, en posant pour tout
R > 0,

ΩR = {x ∈ C
n |

n∑
j=1

|xj | < R},

on observe que

(3.5) O(R, ρ, ω, Λ) =
⋃

r∈]0,R−ωΛ[

Dr/ρ × ΩR−ωΛ−r;

autrement dit, O(R, ρ, ω, Λ) est un ouvert de la forme (2.5). Voici alors une estima-
tion de P−1.

Lemme 3.4. Il existe une constante c (= c−1
0

η
η−1 ) > 0 telle que : soit R ∈ ]0, R0],

si U ∈ Kφ, alors P−1U ∈ C
(
[0, Λ];H(O(R, ρ, ω, Λ)

)
vérifie

(3.6) P−1U � c‖U‖φ

∞∑
k=0

τk Dkφ(ξ + ωs)
(k + 1)!

.

Démonstration. Soit U ∈ Kφ, alors d’après (3.5) et le lemme 2.5-c, P−1U ∈
C
(
[0, Λ];H(O(R, ρ, ω, Λ))

)
. La relation U(s, t, x) � ‖U‖φφ(τ +ξ +ωs) signifie aussi

Dk
t U(s, 0, x) � ‖U‖φρkDkφ(ξ + ωs) pour tout k ∈ N.

Vu (2.9), on a Dk
t (P−1U)(s, 0, x) =

Dk
t U(s, 0, x)
P (x, k)

et, d’après (3.3) et (3.4), on en

déduit
1
k!

Dk
t (P−1U)(s, 0, x) � c‖U‖φρk Dkφ(ξ + ωs)

k!(k + 1)
pour tout k ∈ N,

c’est-à-dire le résultat voulu. �

Note. L’identité
∞∑

k=0

τk Dkφ(ξ)
(k + 1)!

= (tDt + 1)−1[φ(τ + ξ)]

montre que l’opérateur P−1 se majore comme l’opérateur (tDt + 1)−1.
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Nous allons maintenant contrôler les opérateurs Sq. A cet effet, nous utiliserons
le lemme suivant [10, lemme 1.4].

Lemme 3.5. Soit φ ∈ R+[[ξ]] tel que 0 � (R−ξ)φ(ξ), alors pour tout entier i ≤ j,

Ri D
iφ

i!
� Rj Djφ

j!
.

Dans les majorations qui vont suivre, toute constante qui dépend des paramètres
c0, η, R0 déjà fixés, sera notée c, sauf mention expresse. Étant donné que DηR0 ×
∆ηR0 ⊂ O0, tous les coefficients des opérateurs Sq sont holomorphes et bornés sur
DηR0 ×∆ηR0 . Soit R ∈ ]0, R0], si b désigne l’un de ces coefficients, on a d’après les
inégalités de Cauchy,

(3.7) b(t, x) � c
ηR

ηR − (τ + ξ)
.

Lemme 3.6. Il existe c > 0 tel que, pour tout R ∈ ]0, R0], l’opérateur Sq induise
une application linéaire continue Sq : Kφ → KDqφ de norme

‖Sq‖ ≤
{

cρ−1 si q = 0,

cρq si q > 0.

Démonstration. Soit U ∈ Kφ ; d’après le lemme 2.5, SqU ∈ C
(
[0, Λ];

H(O(R, ρ, ω, Λ))
)
. Si q = 0, Sq est une somme finie de termes de la forme

b(t, x)tl+1Dl
tD

αP−1, où l + |α| ≤ 1.

Grâce à (3.3) et (3.7), nous pouvons faire abstraction du coefficient b(t, x). Vu (3.6),
on a

tl+1Dl
tD

αP−1U � c‖U‖φρ−1
∑
k≥l

τk+1 k!
(k − l)!

Dk+|α|φ(ξ + ωs)
(k + 1)!

.

Étant donné que |α| ≤ 1, on a d’après le lemme 3.5,

Dk+|α|φ

(k + |α|)! � R1−|α| Dk+1φ

(k + 1)!
.

On note que R1−|α| ≤ R
1−|α|
0 ≤ c ; on remarque ensuite que

k!
(k − l)!

(k + |α|)!
(k + 1)!

≤ 1 pour tout k ≥ l

car l + |α| ≤ 1. Il en résulte que

tl+1Dl
tD

αP−1U � c‖U‖φρ−1
∑
k≥l

τk+1 Dk+1φ(ξ + ωs)
(k + 1)!

,

d’où le résultat voulu dans ce cas.
Lorsque q est > 0, rappelons que l’ordre des opérateurs Al+q

q est ≤ l + q ; à
nouveau, on en déduit qu’il s’agit de majorer les opérateurs

tlDh
t DαP−1, où h + |α| ≤ l + q, 0 ≤ l ≤ 1.

Vu (3.6), on a

tlDh
t DαP−1U � c‖U‖φρh−l

∑
k≥h

τk−h+l k!
(k − h)!

Dk+|α|φ(ξ + ωs)
(k + 1)!

.
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Étant donné que h + |α| ≤ l + q, on a ρh−l ≤ ρq et, d’après le lemme 3.5,

Dk+|α|φ � cDk−h+l+qφ, où c = R
l+q−(h+|α|)
0 .

On observe alors que
k!

(k − h)!
(k − h + l)!

(k + 1)!
≤ 1 pour tout k ≥ h

car 0 ≤ l ≤ 1. On obtient donc

tlDh
t DαP−1U � c‖U‖φρq

∑
k≥h

τk−h+l D
k−h+l+qφ(ξ + ωs)

(k − h + l)!
,

d’où le lemme. �
Les lemmes 2.5 et 3.3 permettent d’en déduire aisément le corollaire suivant.

Lemme 3.7. Il existe c > 0 tel que, pour tout R ∈ ]0, R0], l’opérateur Aγ induise
un endomorphisme continu de l’espace Kφ de norme ≤ c[ρ−1 +

∑
q∈Q�(ω−1ρ)q].

4. Preuve de la proposition 2.4

En choisissant ρ ≥ 1 tel que cρ−1 < 1/2 et en prenant ensuite ω > 0 suffisamment
grand pour que c

∑
q∈Q�(ω−1ρ)q < 1/2, on obtient ‖Aγ‖ < 1.

Soit O ⊂ D0×Ω1 un voisinage ouvert de l’origine de C×Cn. On choisit R ∈ ]0, R0]
tel que DR × ∆R ⊂ O puis Λ0 > 0 tel que ωΛ0 < R ; on pose δ0 = Λ0/2 et
O′ = O(R, ρ, ω, Λ0). Soient 0 < δ ≤ δ0 et v ∈ H(Rδ×O). Si γ ∈ Γδ est un chemin de
longueur Λ ≤ 2δ, on pose V = vγ ∈ C([0, Λ];H(O)) ; l’ensemble γ̂([0, Λ])×DR×∆R

étant une partie compacte de Rδ × O, il existe une constante cγ ≥ 0 telle que V
soit bornée par cγ sur [0, Λ]×DR ×∆R. D’après les inégalités de Cauchy, on a donc

∀s ∈ [0, Λ], V (s, t, x) � cγRφ(τ + ξ),

où φ désigne la simple fonction majorante

φ(ξ) =
1

R − ξ

à laquelle on peut appliquer les résultats du paragraphe pécédent. Étant donné que
ωΛ < R, on a

∀s ∈ [0, Λ], φ(τ + ξ) �
+∞∑
k=0

(ωs)k

k!
Dkφ(τ + ξ) = φ(τ + ξ + ωs)

et on en déduit que la fonction V appartient à l’espace Kφ. Il en résulte que
l’équation (2.12) admet une unique solution U appartenant à Kφ et que la rela-
tion (2.13) définit une suite (Uk) de Kφ qui converge vers U dans Kφ. Vu que
Λ ≤ Λ0, on observe que O′ ⊂ O(R, ρ, ω, Λ) et, comme expliqué dans la preuve du
lemme 3.2, il existe pour tout compact K de O′ une constante CK telle que

∀ U ∈ Kφ, max
[0,Λ]×K

|U | ≤ CK‖U‖φ.

Par conséquent, la suite (Uk) converge vers U dans l’espace C
(
[0, Λ];H(O′)

)
. Si (uk)

est la suite de H(Rδ ×O′) définie par (2.8), il est clair d’après le paragraphe 2 que
uk,γ = Uk ; d’après le lemme 2.6, la suite (uk) converge donc uniformément sur tout
compact de Rδ ×O′ vers une fonction u ∈ H(Rδ ×O′). En outre, l’ouvert O′ étant
de la forme (2.5) vu (3.5), l’opérateur A : H(Rδ ×O′) → H(Rδ ×O′) est continu
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par composition d’après les lemmes 2.2 et 2.3. On en déduit que u vérifie (2.7) ;
montrons enfin que cette solution est unique. Si u ∈ H(Rδ × O′) vérifie u = Au,
on choisit R′ ∈ ]0, R0] et Λ′ ∈ ]0, 2δ] tels que DR′ × ∆R′ ⊂ O′ et ωΛ′ < R′ ; on
pose δ′ = Λ′/2 et O′′ = O(R′, ρ, ω, Λ′). Si γ ∈ Γδ′ est un chemin de longueur
Λ ≤ Λ′, il s’en suit comme précédemment que uγ appartient à l’espace Kφ associé
à ces nouveaux paramètres. Vu que uγ = Aγuγ et ‖Aγ‖ < 1, on a uγ = 0 sur
[0, Λ] × O(R′, ρ, ω, Λ) ⊃ [0, Λ] × O′′ ; ce chemin γ étant arbitraire, on a u = 0 sur
Rδ′ ×O′′, d’où u ≡ 0. Ceci termine la preuve de la proposition 2.4. �
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