UBER DIE VOLLSTANDIG REDUCIBLEN GRUPPEN,
DIE ZU EINER GRUPPE LINEARER HOMOGENER
SUBSTITUTIONEN GEHOREN*

VON
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Einleitung.

Unter einer Gruppet & linearer homogener Substitutionen verstehen wir
eine Gesamtheit linearer homogener Substitutionen von der Vollstandigkeit, dass
das Produkt irgend zweier Substitutionen sowie die reciproke Substitution jeder
Substitution von & in (§ enthalten ist. Die Abgeschlossenheit einer Gesamtheit
linearer homogener Substitutionen inbezug auf die Productbildung ist fiir den
Gruppencharakter nicht ausreichend. Die Substitutionen von  sollen keiner
Annahme unterworfen sein, die Gruppe kann also continuirlich oder discontinuir-
lich sein, jedoch soll durch die Voraussetzung, dass ($ stets das wirkliche Produkt
irgend zweier seiner Substitutionen enthilt, ausgeschlossen sein, dass ( eine
Congruenzgruppe ist. Eine Gruppe & linearer homogener Substitutionen in n
Variablen heisst reducibel, wenn man » < n lineare homogene Combinationen
der Variablen mit constanten Coefficienten finden kann, die durch jede Substi-
tution von § nur unter einander transformirt werden. Anders ausgedriickt,
eine Gruppe (3 linearer homogener Substitutionen in n Variablen heisst reducibel,
wenn man eine constante Matrix 7' von nicht verschwindender Determinante
angeben kann, dass alle Matrices der zu & ihnlichen Gruppe & = 7'G 7!
gleichzeitig von der besonderen Form :

6)‘n 0
6521 (\522

werden und (¥, einen Inbegriff von Matrices mit » << n Zeilen und Colonnen
bedeutet. Die angewandte symbolische Bezeichnung sagt aus: man kann die
Gruppe & durch Einfiihrung neuer Variablen in die Gruppe & transformiren, so
dass jede Substitution der transformirten Gruppe (5 von der besonderen Form

* Presented to the Society (Chicago) April 22, 1905. Received for publication December 26,
1904.

1 Fiir Gruppen sowie Gesamtheiten von Matrices beniitze ich deutsche, fiir eine einzelne
Matrix lateinische Buchstaben.
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v n
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wird. = =
Eine jede reducible Gruppe & linearer homogener Substitutionen lasst sich
durch Einfiihrung linearer homogener Functionen der Variablen mit constan-
ten Coefficienten stets derartig in eine dhnliche Gruppe A = RG R~ transfor-
miren, wobei R eine constante Matrix ist, dass gleichzeitig alle Matrices der
Substitutionen der Gruppe %, oder, wie ich statt dessen kurz sage, die Gruppe

9 von der besonderen Form :

o
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wird. Sind die A mit @ isomorphen Gruppen linearer homogener Substitu-
tionen, die durch die Matrices a,;, a,, - -, a,, bestimmt werden, was stets zu
erreichen und worauf fiir das Folgende besonderes Gewicht zu legen ist, irre-
ducible Gruppen, so sagen wir: @ ist unter Hervorhebung seiner irreduciblen
Bestandteile oder Teilgruppen in eine dhnliche Gruppe transformirt. Die
irreduciblen Gruppen a,, a5, -+, Gy, heissen die irreduciblen Bestandteile
oder Teilgruppen von @&, die sich bei der Darstellung von & in der Form
A ergeben.

Fiir die irreduciblen Bestandteile von & habe ich den auch fiir die Theorie
der linearen homogenen Differentialgleichungen wichtigen Satz hergeleitet, dass,
wie auch immer & unter Hervorhebung seiner irreduciblen Bestandteile in eine
shnliche Gruppe transformirt wird, die irreduciblen Bestandteile von &, falls
man shnliche Gruppen als nicht verschieden ansieht, bis auf die Reihenfolge
eindeutig bestimmt sind.*

Unter den Gruppen linearer homogener Substitutionen verdienen diejenigen
besondere Aufmerksamkeit, die ich nach einem brieflichen Vorschlage von Herrn
W. BURNSIDE t als vollstindig reducibel bezeichne. Eine Gruppe & linearer
homogener Substitutionen heisst vollstindig reducibel, wenn man wenigstens eine

* A Loewy, Uber die Reducibilitit der Gruppen linearer homogener Substitutionen, Transactions
of the American Mathematical Society, vol. 4 (1903), p. 44. Eine Anwendung dieses
Satzes auf hohere complexe Zahlen giebt Herr EPSTEEN in seiner Arbeit: Semireducible hyper-
complex number systems, Transactions, vol. 4, p. 444.

1 Inzwischen hat Herr W. BURNSIDE diese Bezeichnung auch in seinen Arbeiten, On the reduc-
tion of a group of homogeneous linear substitutions of finite order, Acta mathematica, vol. 28, 369-
387, und On the representation of a group of finite order as an irreducible group of linear substitutions
and the direct establishment of the relations between the group-characteristics, Proceedings of the
London Mathematical Society (2), vol. 1 (1903), 117-123.
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constante Matrix & von nicht verschwindender Determinante finden kann, dass
die zu & dhnliche Gruppe R@ R~ von der besonderen Form

G, 0 0 0 ... 0
0 a, 0 0 ... 0

{ @10 gy o5 a0} 0 0 g0 --- 0

o 0 0 0 ... g,
wird, also, abgesehen von der Diagonale, die nur irreducible Bestandteile enthalt,
lauter Nullmatrices stehen. Eine vollstindig reducible Gruppe ist also auf fol-
gende Art charakterisirt: Man kann durch Einfiihrung neuer Variablen stets
erreichen, dass nach der Transformation die Variablen in Systeme zerfallen, die
Variablen eines jeden Systemes sich nur unter einander transformiren und die
Gruppen linearer homogener Substitutionen, die jedes Variablensystem fiir sich
allein definirt, irreducibel sind. JIn der Bezeichnung * vollstindig reducibel ”’
sollen auch die irreduciblen Gruppen eingeschlossen sein; bei den irreduci-
blen Gruppen ist in dem zuletzt hingeschriebenen Schema . =1.

Bei einer grossen Klasse von Gruppen folgt aus ihrem Charakter unmittelbar
ihre vollstindige Reducibilitat. Eine derartige Klasse von Gruppen habe ich
in den Transactions* mitgeteilt, und Herr L. E. DicksoN 1 hat hieran
anschliessend das von mir erhaltene Resultat in weitgehendster Weise verallge-
meinert. Auf Grund der Dicksonschen Arbeit kann mit Hiilfe des Begriffes
der vollstindigen Reducibilitiat, wenn wir ihn noch auf Gruppen linearer homo-
gener Substitutionen mit Coefficienten aus einem Korper (vgl. S. 509) erweitern,
der folgende Satz ausgesprochen werden : Ist # irgend ein Rationalititsbereich,
der kein endlicher Korper ist, und #'(p,) der aus #' durch Adjunction einer
Wurzel p, einer Normalgleichung r-ten Grades im Rationalititsbereiche F
hervorgehende Rationalititsbereich, so ist jede Gruppe linearer homogener Sub-
stitutionen mit Coefficienten aus F', die in # irreducibel ist, in dem weiteren
Rationalititsbereiche #'(p,) vollstindig reducibel und zwar kann sie, wenn sie
nicht auch in F{p,) irreducibel ist, in eine Gruppe { &, &, &,,---, 67"} .
linear transformirt werden. ®,, ®&;,, ---, &,V bedeuten in F(p,) irre-
ducible Gruppen linearer homogener Substitutionen, deren Coefficienten nicht
ausnahmslos ¥ angehoren. Die Substitutionen von @, ?(s=1,2,...,r—1)
werden erhalten, indem man in den Coefficienten jeder Matrix der Substitu-
tionen der Gruppe (5,, die Wurzel p, durch p, ersetzt ; hierbei ist angenommen,
dass die Normalgleichung r-ten Grades in ', die p, zur Wurzel hat, ausser p,
noch die Wurzeln p, p,. - - -, p,_, besitat.

* A. LoEwY, Uber die Reducibilitit der reellen Gruppen linearer homogener Substitutionen, Trans-
actions, vol. 4 (1903), 171-177.
t L. E. DICKSON, Oa the reducibility of linear groups, Transactions, vol. 4 (1903), 434-436.
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Auf vollstindig reducible Gruppen linearer homogener Substitutionen ist
auch Herr I. SCHUR* in seiner ausgezeichneten Dissertation gefiihrt worden.
Er hat sich dort das Problem gestellt und auch vollig erledigt, das wir
folgendermassen formuliren: Alle Gruppen 7 (@) linearer homogener Sub-
stitutionen zu finden, die der allgemeinen Gruppe @ linearer homogener Sub-
stitutionen in m Variablen isomorph sind, und bei denen die Substitutions-
coefficienten ganze rationale homogene Functionen n-ter Dimension der m?
Coefficienten der Gruppe & sind. Von Herrn ScHUR’s Resultaten fiihren wir
an: Jede Gruppe 7°(® ) ist vollstindig reducibel (Vgl. S. T1). Die Gesamtheit
aller irreduciblen Bestandteile der Gruppen 7'(®) ist, wenn man &hnliche
Gruppen als nicht verschieden ansieht, endlich und zwar gleich der Anzahl % der
Zerlegungen der ganzen Zahl n in hochstens m gleiche oder verschiedene posi-
tive Summanden. Zwei Gruppen 7'(® ) sind dann und nur dann dhnlich, wenn
stets in zwei entsprechenden Matrices der zwei isomorphen Gruppen die Summen
der Glieder ihrer Hauptdiagonalen einander gleich sind. Die Ergebnisse des
§1 und §2 meiner Arbeit, Zur Gruppentheorie mit Anwendungen auf die
Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen, Transactions, Bd.
5, S. 61, sind nur ganz specielle Fille der Schurschen Theorie. Aus ScHUR's
Untersuchungen ergiebt sich auch, dass man auf S. 65 in Formel (6) meines
Aufsatzes II A noch weiter linear derartig transformiren kann, dass 4, =0
wird ; dies ist mir bisher nicht mit so einfachen Hilfsmitteln, wie ich sie am
angefithrten Orte anwandte, zu beweisen gelungen.

Im § 1 der vorliegenden Arbeit beweise ich iiber vollstindig reducible Grup-
pen das folgende Theorem : Jede Gruppe linearer homogener Substitutionen,
die eine definite Hermitesche Form in sich trangformirt, ist wvollstindig
reducibel.

Nach einen von Herrn MOORE und mir t in der gleichen Woche veroffent-
lichten Satze gehort zu jeder endlichen Gruppe linearer homogener Substitu-
tionen eine invariante definite Hermitesche Form. Aus dem mitgeteilten The-
oreme folgt daher der von Herrn FrROBENIUS § im Verlaufe seiner tiefgehenden
Untersuchungen iiber die endlichen Gruppen linearer homogener Substitutionen
erhaltene und auch hiervon unabhiingig von Herrn MascHKE § gefundene Fun-

*1. ScHUR, Uber eine Klasse von Matrizen, die sich einer gegebenen Matrix zuordnen lassen,
Berlin, 1901.

t+A. LoEwy, Comptes Rendus, vol. 123 (1896), 168-171; E. H. MooRg, Mathe-
matische Annalen, Bd. 50, S. 213-219.

1 G. FROBENIUS, Uber die Darstellutg der endlichen Gruppen durch lineare Substitutionen, I und
II, Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften, 1897 u.
1899. Vgl. Jahrgang 1899, S. 483.

§ H. MASCHKE, Beweis des Satzes, dass diejenigen endlichen linearen Subsfitutionsgruppen, in

welchen einige durchgehends verschwindende Coefficienten aufireten, intransitww sind, Mathe-
matische Annalen, Band 52, S. 363. Einen neuen Beweis hat W. BURNSIDE in der S. 002
zuerst citirten Arbeit gegeben.
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damentalsatz: Jede endliche Gruppe linearer homogenen Substitutionen ist
vollstindig reducibel.

Nicht jede reducible Gruppe linearer homogener Substitutionen ist vollstan-
dig reducibel. Ich leite in der vorliegenden Arbeit im § 2 und den folgenden
Paragraphen —die Lectiire des § 1 ist fiir das Verstindnis der folgenden Para-
graphen entbehrlich—den fiir die Theorie der unendlichen Gruppen linearer
homogener Substitutionen, wie mir scheint, fundamentalen Satz her: Zu jeder
Gruppe O linearer homogener Substitutionen gehoren p vollstindig reducible
Gruppen linearer homogener Substitutionen ; diese sind ebense wie die irre-
duciblen Bestandteile von (5, wenn man dhnliche Gruppen als nicht verschie-
den ansieht, vollig eindeutig bestimmt. Die p vollstindig reduciblen, zu &
gehorigen Gruppen sind, was fir die irreduciblen Bestandteile von ($ nicht
zutrifft, auch ihrer Reihenfolge nach eindeutiq festgelegt. Man kann also
von der ersten, zweiten, u. 8. w. bis p-ten vollstindig reduciblen zu & gehori-
gen Gruppe sprechen. Die Gesamtzahl der Variablen der p Gruppen ist
gleich der Variablenzahl von &. Ist p =1, soist die Gruppe & vollstindig
reductbel. Zu den u vollstindig reduciblen Gruppen, die zu & gehoren, gelangt
man auf folgende Weise: Jede Gruppe & linearer homogener Substitutionen
kann durch eine constante Matrix P von nicht verschwindender Determinante
in eine dhnliche Gruppe A* = PG P! der besonderen Form:

6w, 0 0 0 ... 0

AW AW 0 0 ... 0
(I): AL Wy Ay O . 0
Wy W Ay - . . x,

transformirt werden, so dass die Gesamtheit von Matrices A}, Dez.
A3y, Asgy - -+, AL, vollstiindig reducible Gruppen definiren. 3, %3, ---, AL,
lege ich als gewisse Maximalgruppen ihrer Art fest. (Vgl. §5.) Eine Trans-
formation von @ in eine ihnliche Gruppe, wie sie eben geschildert wurde,
bezeichne ich als eine Transformation von 3 in eine ihnlicke Gruppe unter
Hervorhebung aller auf einander jfolgender grosster vollstindig reducibler
Gruppen.

Eine Darstellung der Gruppe ($ in der Form 9*, also unter Hervorhebung
aller auf einander folgender grosster vollstandig reducibler Gruppen, ist durch-
aus nicht eindeutig. Es gilt nun folgender Satz: Wie auch immer eine Gruppe
® linearer homogener Substitutionen unter Hervorhebung aller auf einander
JSolgender grosster vollstindig reducibler Gruppen in eine dhnliche transfor-
mirt wird, so sind die vollstindig reduciblen Gruppen, die sich bei einer derarti-
gen Darstellung von & ergeben, den vollstindig reduciblen Gruppen, die sich
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bei irgend einer anderen Darstellung von & unter Hervorhebung aller auf
einander jfolgender grosster vollstindig reducibler Gruppen ergeben, DER
REIHE NACH zugeordnet, so dass zwei zugeordnete vollstindig reducible Grup-
pen gleichviele Variablen haben und dhnliche Gruppen sind.

Im §6 setzen wir voraus, dass eine Gruppe & linearer homogener Substi-
tutionen vorgelegt sei, bei der alle Coefficienten samtlicher Substitutionen
Zahlen aus einem unendlichen Zahlkorper oder Rationalititsbereiche Q sind.
Den Begriff der Reducibilitit einer Gruppe linearer homogener Substitutionen
mit Coefficienten aus Q beziiglich des Korpers Q habe ich im § 4 meiner Arbeit,
Uber die Reducibilitit der Gruppen linearer homogener Substitutionen,
Transactions, Bd. 4, S. 68 ff., auseinandergesetzt. Die lineare homogene
Substitutionsgruppe (§ in n Variablen, deren Substitutionscoefficienten aus-
nahmslos dem Korper ) angehoren, ist beziiglich Q reducibel, wenn man m <<n
lineare homogene Functionen der Variablen mit constanten Coefficienten finden
kann, welche durch eine jede Substitution der Gruppe nur unter sich transfor-
mirt werden und dabei ausschliesslich Transformationen mit Coefficienten aus
Q erleiden. Eine Gruppe & linearer homogener Substitutionen mit Coeffi-
cienten aus ) nenne ich beziiglich des Korpers Q wollstindig reducibel, wenn
man wenigstens eine Matrix & von nicht verschwindender Determinante finden
kann, dass die zu ¢ #bnliche Gruppe RGBR-' von der besonderen Form
{a,, Gy, -++y ay } wird, a,, g, - -+, a,, beziiglich des Korpers Q irreducible
Gruppen linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus Q bedeuten
und entsprechend dem beniitzten Symbole rechts wie links von jedem beziiglich
Q irreduciblen Bestandteile a,(i =1, 2, --., ) Nullmatrices stehen. Eine
Gruppe linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus Q, die beziig-
lich Q vollstindig reducibel ist, ist also auf folgende Weise charakterisirt : Man
kann durch Einfiihrung neuer Variablen stets erreichen, dass nach der Trans-
formation die Variablen eines jeden Systems sich nur unter einander transfor-
miren, die Gruppen linearer homogener Substitutionen, die jedes Variablen-
system fiir sich allein definirt, nur Coefficienten aus Q haben und beziiglich Q
irreducible Gruppen sind. In der Bezeichnung ¢beziiglich Q vollstindig redu-
cibel” sollen auch die beziiglich Q irreduciblen Gruppen mit Coefficienten aus
Q) eingeschlossen sein. Im § 6 wird die Erweiterung der im § 2-§5 gegebenen
Untersuchungen auf Gruppen mit Coefficienten aus Q behandelt.

§ 1. Gruppen, die cine definite Hermitesche Form in sich transformiren.

Fiir die in der Uberschrift genannten Gruppen soll der auf Seite 507 der Ein-
leitung angegebene Satz bewiesen werden.* Nach Voraussetzung transformirt

* Inzwischen hat Herr I. SCHUR einen etwas einfacheren Beweis des Herrn FROBENIUS ver-
offentlicht. SCHUR, Sitzungsberichte Preuss. Akad. der Wiss., April 6, 1905, S. 416.
Nachschrift vom August 1905.
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die Gruppe & linearer homogener Substitutionen eine definite Hermitesche
Form H, in sich. Ist die Gruppe & eine irreducible Gruppe, so gehort & zur
Klasse der vollstandig reduciblen Gruppen, und der Satz ist bewiesen. Sei
daher & eine reducible Gruppe. In diesem Falle giebt es eine constante
Matrix 7" von nicht verschwindender Determinante, dass die Matrices aller
Substitutionen der transformirten Gruppe & = 7G 7! gleichzeitig von der
Form:
6,0

(@) - -
@21 @22
werden ; hierbei bedeuten ®,,, ©, , ©,, Matrices mit v Zeilen und » Colonnen,
bez. n — v Zeilen und v Colonnen, bez. n — v Zeilen und n — » Colonnen. Da
die Substitutionen von & nach Voraussetzung eine Hermitesche Form H, inva-
riant lassen, existirt auch fiir die zu & #hnliche Gruppe @ eine invariante Her-
mitesche Form. Sie sei mit H bezeichnet. Man findet sie aus der Her-
miteschen Form X, durch Einfiihrung der neuen Variablen der Gruppe &
in H,. Ist @ die Matrix einer beliebigen Transformation aus & und bedeutet
stets der obere Index 0 das Ersetzen aller Terme durch die conjugirt ima-
gindren, so ist nach der Frobeniusschen* Symbolik :

(G°YHG = H, und es wird: H = (T°)’HT. In den obigen Formeln
bedeuten (7°) bez. (G°)' die zu 7° bez. G® transponirten oder conjugirten
Matrices. Da H, eine definite Hermitesche Form ist, folgt, dass auch die aus
H, durch Transformation hervorgehende Hermitesche Form H, die durch die
Gruppe & in sich transformirt wird, definit sein muss. /A moge lauten :

i=n k=n

H=73% > a,22, (o= ay).

i=1 k=1
‘Wir fithren auf H die Substitution :
=Y (i=1,2, -+, v),

1)

2o =Muali+ Mgt o F N Y F Y (B=1,2,---, 0 —v),
aus. Wir finden dann als Coefficienten von y; 90, (i S v,k =n—v):
LIRS TRRD SR S ST i ATy W

In der verwandten Substitution (1) bestimmen wir die Grossen A, ., , derartig,
dass der soeben hingeschriebene Coefficient von y, %, , Null wird. Die fiir die
(n —v)v Grossen 1, getroffene Wahl ist auch stets moglich; denn bei einer
definiten Hermiteschen Form :

* G. FROBENIUS, Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen, Journal fiir Mathe-
matik, Bd. 84, 8. 1; ferner G. FROBENIUS, Uber die principale Transformation der Thetafunctionen
mehrerer Variablen, ibid., Bd. 95, 8. 264. Vgl. auch A. LoEwy, Uber bilineare Formen mit con-
jugirt imaginiren Variablen, Nova Acta der Ksl-Leopold. Carol. Deutschen Aka-
demie der Naturforscher, Bd. 71 (1898), No. 8.
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i=n_ k=n

0
Z Z Fi%i %y
i=1 k=1
miissen alle Hauptunterdeterminanten von Null verschieden sein, mithin ist auch

die Determinante :
a

v+1, v+1 e v+1,n }
Oysz,vi1 "0 Fyion l
|

A, 11 o Qg I

ungleich Null.
Wihlt man die Substitutionscoefficienten fiir die Substitution (1) , wie ange-
geben, so geht A in die neue Hermitesche Form :

i=v k=p i=n
@ ; 2/3.1.3/ Y+ _Z; L_2+ BaYiYs

iiber. Da die neue Hermitesche Form (2) aus der definiten Hermiteschen Form
H durch Transformation hervorgeht, so ist sie ebenso wie H definit.

Durch Ausfiihrung der Substitution (1) wird die rechts oben bei () stehen-
de Nullmatrix nicht zerstort, und & geht in die ihnliche Gruppe © der Form :

= z%n 0
((\5 ): = =
G, Gy
iiber ; die Gruppe ( transformirt die Hermitesche Form (2) in sich.

Durch lineare homogene Transformation der Variablen y,, y,, - - -, y, fiir sich
und gesonderte lineare homogene Transformation von y,,,, ¥,,s, - - -+ ¥, kann
wegen des definiten Charakters der Hermiteschen Form (2) bewirkt werden,
dass:

ZZ 'Iu/zyk in wnm? +w2wg+ “'+wvw2

14k

und
i=n k=n
Z,B 0 in P RS S S, L WP Ny VR
Y Y v+1 vy v+2Cut2 "nLn
i=v+1 k=p+1

iibergehen, wir also die Hermitesche Form 3 i=! w.w erhalten.

Durch Einfiihrung der neuen Variablen geht (3 in eine neue, zu ® und daher
auch zu  ihnliche in den Variablen = geschriebene Gruppe iiber; sie sei mit
® bezeichnet. Durch Einfiihrung der neuen Variablen wird die Nullmatrix,

die bei (§ rechts oben auftrat, nicht zerstort ; daher wird & von der Form:
¢ 0

(¢): "
Gy Oy,
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Wir behaupten, dass jetzt auch @’21 eine Nullmatrix ist. Die Gruppe @ fiihrt
die Hermitesche Form

i=n
—_— 0
E= 2 x,
1=

in sich iiber. Daher muss, wenn G eine beliebige Substitution aus (% ist, nach
der Frobenius’schen Symbolik :

(@YG@=EFE
oder folglich

@=(&))"
sein. Diese Gleichung aber besagt, dass jeder Coefficient der Substitution G
gleich dem conjugirt imaginiiren Werte der ihm zugeh6rigen Unterdeterminante
n— 1 ten Grades dividirt durch den conjugirt imaginiren Wert der Substitu-
tionsdeterminante ist. Die Unterdeterminanten, die aber zu Coefficienten der
ersten v Colonnen und letzten n — v Zeilen gehoren, sind Null, da jede derselben
die v(n — v) Nullen der rechts oben stehenden Nullmatrix enthilt; folglich
ist G, Null zu setzen.*

Sind &,, und @,, irreducible Gruppen linearer homogener Substitutionen, so

ist unser Satz bewiesen. Sind (,, und (,, oder ist eine dieser Gruppen redu-
cibel, so fiihrt jede von ihnen eine definite Hermitsche Form, nimlich

0 0 0
x ) + 2,2, + -+ 2,3,
bez.

0 0 20
Ty 1% + (NP + -+ T,

in sich iiber. Die Teilgruppen sind folglich von demselben Charakter wie die
urspriinglichen. Eine eventuelle wiederholte Anwendung des gleichen Verfah-
rens wie oben erweist daher sicher dfe Richtigkeit unseres Satzes, indem sie
schliesslich zu irreduciblen Teilgruppen mit sich gesondert transformirenden
Variablen fiihrt.

Im Voraufgehenden habe ich den gleichen Gedankengang beniitzt, der Herrn
MASCHKE in der oben citirten Arbeit dazu fiihrt, die vollstandige Reducibilitat
der endlichen Gruppen linearer homogener Substitutionen zu zeigen. Die von
Herrn MascHKE verwandten Schliisse musste ich jedoch etwas modificiren, da
seine Darstellung ein kleines Versehen enthilt, auf dass ich aufmerksam zu
machen nicht unterlassen kann. Herr MAsCHKE will nachweisen, dass man jede
Hermitesche Form :

*Vgl. hierzu das von Herrn STICKELBERGER im §2 der Programmabhandlung des
Ziiricher Polytechnikums, Ueber reelle orthogonale Substitutionen (1877), bewiesene Lemma :
“ Wenn in einem (nicht notwendig reellen ) orthogonalen System alle Coefficienten verschwinden,
welche m Zeilen mit n—m Colonnen gemeinsam haben, so verschwinden auch alle diejenigen,
welche die iibrigen n —m Zeilen mit den iibrigen m Colonnen gemeinsam hat - :..”’
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i=n k=n
i=1 k=1

durch eine lineare homogene Substitution von nicht verschwindender Determi-

nante :
k

v

z‘.= Xikyk (7«:11 2»"':”)’
k=1
k-
=9y, + 2 MY, (i=v41,v42, -, n),
k=1 ’
in die Form :
i=v k=vp i=n k=n
22 Budiy+ 2 2 Buyly,
i=1 k=1 i=v+1 k=v+1

transformiren kann. Dies trifft nicht zu, wie das einfache Beispiel
2,2y + 2,2 + 2,2] lehrt; durch z, = A\, y,, 2, = y, + A, ¥, kann die Form nie so
transformirt werden, dass der Coefficient von y, 3, der A, lautet, verschwindet.
Thatsichlich liegt in der Festsetzung von Herrn MASCHKE auf Seite 368, Zeile
8: «“Sei dies die Determinante |A, | fiir i, k=1,2,-..,7”* eine Bestim-
mung, die man nicht nach Willkiir machen kann.

§2.

Die Gruppe & linearer homogener Substitutionen in n Variablen sei reducibel
und durch die Matrix S von nicht verschwindender Determinante in die ahnliche
Gruppe A = S&S-! transformirt, so dass diese die Form :

2[ll 0
Ay A,

annimmt ; dabei bedeute 9, einen Inbegriff von Matrices mit » << n Zeilen und
Colonnen, eine weitere Voraussetzung wird iiber §I“ in diesem § nicht gemacht.
A, bez. U, bezeichnen einen Inbegriff von Matrices mit n — » Zeilen und »
bez. n — v Colohnen. ($ moge ferner in die zhnliche Gruppe 8 der Form:

bll 0

by by,
transformirt sein ; hierbei bedeute 0, eine Gesamtheit von Matrices mit g, < n
Zeilen und Colonnen und demnach b, bez. b,, einen Inbegriff von Matrices mit
n — g, Zeilen und g, bez. n — g, Colonnen. Uber b,, sei die fiir das Folgende
wesentliche Voraussetzung gewmacht, dass b,, eine irreducible Gruppe linearer

homogener Substitutionen in g, Variablen definire.
Die Substitutionen von % mogen

(A):

(B):

* Herr MASCKKE hat statt meines v den Buchstaben r.
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a=n

(1) yi=2a(i‘;)y: (i=1)2"")n))
=1

lauten ; ¢ habe hierbei die Werte 1, 2, 3, ... und charakterisire die einzelnen
Substitutionen der Gruppe %.*

Da die Gruppe %A die Form (%) hat, werden sich in (1) die ersten » Vari-
ablen in der Form

(2) yt=za(:l.)y;. (i=1,---,v)
k=1

transformiren ; es wird also fiir ¢ = », & > v stets a{) = 0 sein.
Die Substitutionen von B mogen :
a=n
3) 7= bz (i=1,2, -+, n)
8=1
lauten ; der obere Index ¢, der die Werte 1, 2, 8, -.. annehmen moge, soll
dabei die einzelnen Substitutionen von B angeben.
Die ersten g, Variablen, welche die Substitutionen der nach Voraussetzung
irreduciblen Gruppe b,, bestimmen, werden Substitutionen der Form :

]
) 2= bz (=1, 95t=1,2,-5¢,<n)
k=1
erleiden.
Die Gruppe (5 ist den Gruppen % und B ihnlich; daher werden die zwei

Gruppen % and B unter einander iihnlich sein, d. h. es wird eine Transformation:

(5) =g+ Y+ -+ 9.9, (i=1,2,---,1n),

von nicht verschwindender Determinante |¢, | existiren, die mit der zu ihr
cogredienten Substitution :

®) 5= q.Y, (i=1,2,---,n)
=1

alle Substitutionen der Gruppe ¥ in die entsprechenden von ¥ iiberfiihrt. Es
wird also die symbolische Gleichung B = QA Q' statthaben. Die sich ent-
sprechenden Substitutionen von % und 3 sind durch gleiche Werte des oberen
Index ¢ charakterisirt.

* Eine solche Charakterisirung der einzelnen Substitutionen von % durch einen oberen Index
t ist eigentlich nur zulissig, wenn ¥ eine endliche oder abziihlbare unendliche Menge von Sub-
stitutionen enthélt. Besitzt U eine nicht abziihlbare Menge von Substitutionen, so kann man
die einzeluen Substitutionen von % nicht derartig durch einen oberen Index ¢ charakterisiren.
Unsere Schliisse gelten auch fir unendliche Gruppen linearer homogener Substitutionen mit
einer nicht ahziihlbaren Menge von Substitutionen, denn unsere Betrachtungen hingen gar nicht
von der Charakterisirung der Substitutionen durch den Index t ab. Wir haben nur der Bequemlich-
keit wegen im Texte den oberen Index ¢ beniitzt, um auf die Zuordnung der entsprechenden
Substitutionen von A und B gelegentlich hinweisen zu konnen.
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Wir wollen folgenden Hilfsatz beweisen: Sind U und B dhnlicke Gruppen
linearer homogener Substitutionen der Form (U ) und (B) und werden durch
irgend eine Transformation (5) von nicht verschwindender Determinante und
die zu ihr cogrediente (5) die Substitutionen der einen Gruppe in die der
anderen iibergefiikrt, so miissen, wenn b, eine irreducible Gruppe linearer
homegener Substitutionen ist und z2wischen y,, y,, -+, y, und z,, 2,5 -+, 2,
auch nur eine einzige lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten
besteht, in der tberfiikrenden Transformation (5) die ersten g, Gleichungen

(9. <n): ,
() % =2 qulls (=1, 9)
k=1
lauten, also fir i = g,, k> v miissen die Grossen g, notwendig Null sein.
Den Beweis zerlegen wir in zwei Teile:

(I) Angenommen, es bestehe fiir eine der Zahlen 1,2, ..., g,, die ich mit
I bezeichne, in der Substitution (5) die Relation:

(6) Z=quy + g+ + Q-
Infolgedessen wird fiir die cogrediente Substitution :
(6" n=qu¥i +quy:+ -+ Y-

Nach Voraussetzung ist also ¢, ., = ¢),,o =+ =g, =0.
Nach (6) und (2) wird :

=y =y =y

(7) zl = ‘_El Qh a(tl)yl + O—Zl QIC a(:g + Z qlc a(’)
Aus (4) und (5") ergiebt sich:
=N , =g , &= ,
(8) 3= ‘_Zl b(x‘.)Q.l v+ E b(t‘.)%syz +--+ ﬁ: b(z? 9en¥Yn+

Der Vergleich von (7) und (8) lehrt, dass die Coefficienten von y, ., ¥, 2, -5 ¥
in (8) verschwinden miissen, d. h. es miissen die Relationen bestehen :

(9) ib’l‘.)q” (i=v+4+1,---,n;t=1,2,---).

Wir betrachten die erste dieser Relationen (i =v + 1) und bedenken, dass
infolge von (6) ¢,,,, = 0 sein muss. Daher erhalten wir:

%) %041+ 8200+ - B Gris + B Qs F o D G =0,

Da b,, eine irreducible Gruppe linearer homogener Substitutionen in g, Vari-
ablen ist, muss nach den Untersuchungen von Herrn MASCHKE * ¢ mindestens

*MASCHKE, a. a. O., 8. 365, 366.
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gleich g, — 1 sein; denn jede Gruppe linearer homogener Substitutionen, bei der
die Anzahl der Substitutionen gleich oder kleiner als die um 2 verminderte Zahl
der Substitutionsvariablen ist, ist notwendig reducibel. Daher stellt (9,) ein
System von ¢= g, — 1 linearen homogenen Gleichungen fiir die g, — 1 Grossen
Groi1s Povits " s Qotvs1s Qrrtvirs s Qouiq dars I ist dabei eine durch (6) ganz
bestimmt fixirte Zahl aus der Reihe der Zahlen 1, 2, ..., g,.

Sollen nicht samtliche der g, — 1 Grossen:

Qo1 Qo1 s Q1419 Qirtvt1s *°* s Lot

verschwinden, so muss jede der Determinanten :

BB e B B e b

BB M bR e bR,
in—1 ig1—1 ig1—1 ig1—1 ig—1
b gD . by by . b

die man erhilt, wenn man %, i,, ---, 4,_, irgend welche g, —1 verschiedene
Werte aus der Zahlenreihe, die ¢ durchliuft, beilegt, Null sein. Anders aus-
gedriickt : Man muss aus der I-ten Zeile der Substitutionsgruppe b, die g, — 1
Coefficienten :

bll9 b129 Tty bll—l’ bu+n M b

(7]

herausgreifen konnen, dass jede der Determinanten, gebildet aus den entspre-
chenden Coefficienten jeder moglichen Combination von je g, — 1 Substitutionen
der Gruppe b,,, verschwindet. Tritt dies aber ein, so ist die Gruppe b,,, wie
aus einem Satze von Herrn MasCHKE * folgt, reducibel. Infolgedessen bleibt
nur ibrig, dass die g, — 1 Grossen:

(10) Qvs1s Qa1 * %y Qiverrs Quenvs1s %y Qg

samtlich gleichzeitig verschwinden.
Mit Hiilfe der weiteren Gleichungen des Systems (9) wird auf genau die
gleiche Weise der Nachweis gefiihrt, dass:

(10) Gi=qu=""=Qu=quu="""=¢u=0 (i=v+2,--,n)
ist.
Unter Beriicksichtigung von (10) und

Uit =iz ="""=q,=0

ergiebt sich daher, dass im Falle (I) die ersten g, Gleichungen von (5) notwen-
dig die Form (5,) haben miissen.

(II). Wir setzen jetzt voraus, dass zwischen y,, y», -+, ¥,s 210 %25 * =0y 2
irgend eine lineare homogene Relation :

* H. MASCHKE, a. a. O., S. 364, 366.
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(11) A+ dy+ -+ dy, + ez teznt - +ez, =0

NN
bestehe. Hierbei bedeuten d,, d,, ---, d,, ¢,, ¢,, - -, ¢, Constante, von denen
weder alle d noch alle e Null sind. VVlr fiihren Fall (II) auf (I)zuriick. Zu

dem Zwecke setzen wir:

(12) o;vl = C(ll)zl “+ e(zl)z2 + oo+ ey

N "N

und \.r.erstehen unter €, e, . - -, ¢ dieselben Grossen wie unter e, e,, -+, ¢, .
Die Anderung der Bezeichnung ist nur aus Griinden des Symmetrie vorgenom-
men. Wir filhren g, — 1 neue weltere Variablen %,, z,, ---, 2, durch die
Gleichungen :

{4}
(12) Z Pz, (k=2,3, -, ¢}

ein, hierbei sind die ¢® ganz willkiirliche Constante, die nur so gewihlt sein
sollen, dass die Determinante |é&?| (i=1,2,-.-,¢,5 k=1,2,-..,¢,) von
Null verschieden ist. Durch die Formel :

12" z, =62 + €z + -+ - + €Dz, (i=1,2,--+,0)

definiren wir die sich mit Z, z,, - - -, 7, cogredient transformirenden Variablen
%,y %y +++y %, . Fihrt man in der Gruppe B fiir z,, 2,, - - -, 2,, die Variablen
Zys Zys s 7, €in, ersetzt ferner z;, 2;, - -, 2, nach (12') durch z;, z,, - - ) 2o
behilt hingegen zg1 +13 Zgpze o 2, SOWie z;l +1> Zgp20 <t 0y 2, bei, sO geht die

Gruppe B in eine ahnhcbe Gruppe 9B iiber; die letztere ist dann in

den Variablen z, 2, ---, z,,l, Zp415 Zpsze *°°» % bez. den Variablen
iy Zay c vy Zps Zg1s Zpaae © ¢ s %a geschrieben. Bedeutet.

(13) q:*1.~=e(l.)q1k’i'e2l Qar + "'+e§;.,.).qu (i=1,2,-, g3 k=1,2,--,n),
so ergiebt sich aus (6) und (12):

(14) Ei=q;|yl+quyz+“'+q;n.n (i:_‘l""’yl)’
Z=q.%+ %Y+ -+ %Y. (i=g+1,:--yn).

Die hierzu cogrediente Substitution ist nach (6”) und (12") gegeben durch:
Z=quy + gLy + -+ 9L, (i=1,-, ;),

14 %a Il 2 ,z , L
2, =qa¥% + %Y+ 4. (i=¢+1, -y n).

Die Formeln (14) und (14’) vermitteln den Ubergang von der Gruppe 9 zu der
ihr shnlichen Gruppe 8. In 3 transformiren sich die Variablen z,, 2,, - - -, 2,
nach der irreduciblen Gruppe D,,, die aus der irreduciblen Gruppe b, in-
folge der Transformation (12) hervorgeht. Ersetzt man in (11) die Variablen
Zys 22y =+ +y %, durch ihre Werte nach (5), so erhillt man durch Nullsetzen der
Factoren von y,, y,, - - -, ¥, das Gleichungssystem :
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(11) ditequitequ+ - +e,q, =0 (i=1,2,--,n),
wobei d,,,=d, ,=-.-=d,=0 ist. Beachtet man (13), so wird die Rela-
tion: 2, = — (d,y, + 4y, + --- + d,y,) durch Beniitzung der ersten v Glei-
chungen (11,) iibergehen in:

(14, A=qu¥ + qeY:+ -+ 9.9,

Da b,, eine irreducible Gruppe linearer homogener Substitutionen ist und die
Gleichung (14,) besteht, muss nach dem in (I) dieses § bewiesenen Resultate :

(15) Q;i=q;'="'=q;l.'=0 (i=v+1, -, n)

1

werden. Unter Beachtung von (13) lauten die ersten g, Gleichungen von (15):
Qv+ @t € =0 (i=1,2,.-, q).

Da die Determinante ‘
|8$")| (i=1,2,--, ¢ k=1,2, .-+, 9)

von Null verschieden ist, miissen die Grossen

Qiv+1s Goog1s "0 Ty

samtlich verschwinden. Ebenso schliesst man aus den Gleichungen (15) weiter,
dass:

Gi=qu=""=¢u=0 (i=v+2,:\n)
wird.

Hiermit ist gezeigt, dass bei den iiber die Gruppen % und B gemachten Vor-
aussetzungen, Wenn ¥, ¥,, -+ s ¥, 2,5 2,5 - + -, %, nicht linear unabhiingig sind,
in der Iransformation (5) die ersten g, Variablen sich notwendig nach (5))
transformiren.

§ 3.

Die Gruppe & linearer homogener Substitutionen in n Variablen sei in die
dhnliche Gruppe %" der Form :
el Bt

9
T

transformirt, dabei sollen 9}, , A; , %}, einen Inbegriff von Matrices mit v Zeilen
und » Colonnen, bez. n — v Zeilen und v Colonnen, bez. n — v Zeilen und 7 — »
Colonnen bedeuten.

Definirt Ay, fiir sich betrachtet, eine vollstindig reducible Gruppe linearer
homogener Substitutionen, und existirt keine Matrix L von nicht verschwinden-
der Determinante, welche die Gruppe ® in eine iihnliche Z& L' der Form :

A% 0 0

-

0 ae-H, e+1 0
Ay Ay Uy
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iiberfiihrt, wobei a,,, ., eine irreducible Gruppe linearer homogener Substitu-
tionen in f,,(f,;1> 0) Variablen bedeute und demnach 3, %3, , %A;, Matrices
mit n — v — f,, Zeilen und » bez. £, , bez. n — v — f,,, Colonnen vorstellen,
so sagen wir: die Gruppe & ist unter Hervorhebung ihrer grossten wollstin-
dig reduciblen Gruppe A;, in die Gruppe A° transformirt worden.

Hat man eine Gruppe & linearer homogener Substitutionen, so kann man
offenbar durch wiederholte Einfiihrung linearer homogener Functionen der Vari-
ablen mit constanten Coefficienten die Gruppe (§ mit Hiilfe einer Matrix S von
nicht verschwindender Determinante in eine iihnliche Gruppe % = S®S-! trans-
formiren, so dass diese iihnliche Gruppe die Form :

a, O 0 0 e 0 0 0
0 @, O 0 0 0 0
0 0 @, O e 0 0 0

(16) (A):
0 0 0 0 ot Gepen O 0
0 0 0 0 - 0 0, . 0
‘A‘e-}-l,l Ae+l,2 Ae+1,3 Ae+1,4 Ae+1,e—1 Ae+l,e Ae+1,<+1

annimt. q,,, 0y, - -+, a,, sollen hierbei irreducible Bestandteile sein, deren Vari-
ablen sich ausnahmslos gesondert fiir sich transformiren (rechts und links von
jedem q, stehen lauter Nullmatrices). Unter Umstinden kann e=1 sein.
Ist es wnmoglich, die Gruppe U durch weitere Einfiihrung neuer Variablen
in die Form

o, 0 0 0 0 0
0 G 0 0 0 0
0 0 0 " a. 0 0
0 0 0 e 0 Gt er1 0
Ae+2,l Ae+2,2 'Ae+2,3 e A¢+2,: Ac+2,(+1 Ae+2,e+2

zu bringen, so ist (A ) eine Darstellung der Gruppe (5 unter Hervorhebung der
grossten vollstindig reduciblen Gruppe {ay, Qu, -+ 0. }. Die soeben hinge-
schriebene, vollstiindig reducible Grruppe bezeichnen wir mit 9, und demgemiss
beniitzen wir auch fiir die Darstellung () dieses § die Bezeichnung:

¥, 0

€Ay Uy,

(16, (30):
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Ich suche hierdurch Anlehnung an die Bezeichnung des § 2, nur ist in diesem §
9, eine vollstindig reducible Gruppe, wohingegen im § 2 keine derartige Bedin-
gung statthatte.

Die Transformation einer Gruppe & in eine ahnliche unter Hervorhebung
einer grossten vollstindig reduciblen Gruppe ist durchaus nicht eindeutig. Die
Gruppe & sei unter Hervorhebung der grossten vollstindig reduciblen Gruppe
in analoger Weise wie in die Gruppe % auch in die #hnliche Gruppe B trans-
formirt. B moge die Form

b, O 0 0 e 0 0 0
0 b, O 0 e 0 0 0
0 0 0 0 i buyus O 0
0 0 0 0 0 b 0

e, e
B.'+1,1 B.'+1,z Be’+l,3 B¢'+1,4 Be'+l,¢’—l 'Be'+l,e’ Be’+1.e'+1

haben. b,,, by, ---, b, bedeuten hierbei irreducible Bestandteile von .
Die Darstellung (B ) werde ich auch mit

%ll O
By By

bezeichnen.  Hierbei bedeutet 9B, die vollstindig reducible Gruppe
{b11s0225---3b0}. Um Anschluss an den §2 zu gewinnen, soll die Gruppe
B der Form (B) auch mit:

a7, (B):

bezeichnet werden.

Die Gruppen % und 3, die durch (16,) und (17,) dargestellt werden, sind
dhnliche Gruppen, ferner ist b, eine irreducible Gruppe. Wir konnen daher
die Ergebnisse des §2 anwenden. Wir tun dies und beniitzen hierbei die
gleichen Bezeichnungen wie im §2. Infolge der Ahnlichkeit der zwei Gruppen
% und B giebt es Ubergangsformeln (5) und (5°), welche die Substitutionen der
zwei Gruppen in einander iiberfiihren. Angenommen, es bestehe zwischen
2Ly 22yt s 24y Y1y Y2y * -y Y, Nach Voraussetzung auch nur eine einzige lineare
homogene Relation mit constanten Coefficienten, so miissen die Gleichungen (5,)
bestehen, d. h. jede der Variablen z,, z,, --., z, ist von y,,y,, ---, y, linear
abhiingig. Mithin sind nur zwei Fiille miglich: entweder sind z,, z,, -- -, 2,
von ¥, Y, - - -, y, gleichzeitig linear abhiingig oder gleichzeitig linear unabhiingig.

A7) (3):

by 0
b, by,
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Die Unmoglichkeit des zweiten Falles ergiebt sich daraus, dass in diesem §
die Gruppe ( unter Hervorhebung ihrer grossten vollstindig reduciblen Gruppe
A, in die Form () iibergefithrt sein soll. Angenommen namlich, jede der
Variablen 2, 2., - - -, 2, sei von den Variablen y,. y., - - -, y, linear unabhingig.
In diesem Fall kann man eine zu ¥ und daher auch zu b dhnliche Gruppe auf
folgende Weise bilden: Wir halten y,, y,, - - -, y, bei, nehmen hierzu noch die
nach Annahme: von diesen » Variablen sowie auch unter einander unabhingigen
Variablen z,, 2, - -, z,, die lineare homogene Functionen von y,, y,, -+, ¥,
mit constanten Coefficienten sind, und fiithren zu diesen v 4+ ¢, Variablen noch
n — v — g, linear unabhingige Functionen von y,, y,,---, y, mit constanten
Coefficienten ein. Die Gesamtheit der Matrices der auf diese Weise gewon-
nenen, zu Y und & dhnlichen Gruppe lisst sich dann in der Form:

<lIu 0 0
0 b, O
03! 03‘1 033

schreiben; dabei bedeuten &,, &,, &, einen Inbegriff von Matrices mit
n—v—g, Zeilen und v bez. g, bez. m—v— g Colonnen. Die zuletzt
erhaltene Darstellung steht im Widerspruch damit, dass 9 eine Darstellung der
Gruppe (& unter Hervorhebung der grossten vollstindig reduciblen Gruppe %,
sein soll. Mithin sind die Variablen in 8B, die sich auf 0,, beziehen, nicht von
Yys Ya» - -+ Y, linear unabhiingig, und es gelten die Gleichungen (5)).

In genau der gleichen Weise ergiebt sich, da die Gruppe B ja auch die Form
(17), hat, dass die Variablen von 3, die zu den irreduciblen Bestandteilen
Dysy Dz -+ -5 b, gehoren, nicht von y,, ¥, - -, y, linear unabhéingig sein kon-
nen; denn durch blosse Variablenvertauschung kann jeder der irreduciblen
Bestandteile b.,, by, - -, b, an die Stelle von b, treten.

Nehmen wir an, dass sich 8, auf »" Variablen bezieht, so werden, weil wir
fiir die zu b, gehorigen Variablen die Giiltigkeit der Gleichungen (5,) und fiir
die zu Dy, Dy - - -y 0,/ gehorigen Variablen die Richtigkeit der zu (5,) ana-
logen Gleichungen nachgewiesen haben, die ersten »* Gleichungen der Transfor-
mation (5):

(18) zi=9ny|+q.'2?/z'f‘ o+ Y, (i=1,--+7)

lauten. v’ kann nicht grosser als v sein, denn sonst wiirden die »" unabhiingigen
Variablen 2z, 2,, ---, 2,,, die zur Gruppe B, gehoren, in Dependenz sein.
Hieraus folgt :

(19) v

I\

V.

B und A sind ihnliche Gruppen; dieser Begriff ist aber ein wechselseitiger.
Ferner spielen I, und B,, in A und B genau die gleiche Rolle. Infolge dieser
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=

Gleichberechtigung ist der Schluss: »" = v gestattet. Unter Beriicksichtigung
von (19) ergiebt sich daher: »" = », d. h. in (16) und (17,) haben %, und B,
die gleiche Anzahl Zeilen und Colonnen.

Setzt man in (18) v = v', so sieht man die Richtigkeit des folgenden Resultats
ein: Wird die Gruppe A der Form (16)), wobei U, die grosste vollstindig
reducible Gruppe {a,,, ay,, -+, ..} von © ist, in eine dhnliche Gruppe B der
Form (17)), wobei B,, die grosste vollstindig reducible Gruppe {b,,, b4, - -+, b,.e}
bedeutet, ibergefiihrt, so muss jede Matriz ¢ von nicht verschwindender Deter-
minante, welche die Uberfithrung der einen Gruppe in die andere leistet, not-

wendig die Form :
Qll O

Qn @

haben. Hierbei besitzt die Matrixz Q,, genau ebensoviele Zeilen. und Colonnen
wie die Gruppen A, und B,,.

In (20) ist @), die Matrix von (18). Die Determinante von ) ist von Null
verschieden ; mithin kann infolge der Form (20), die ) hat, auch die Determi-
nante von @), nicht Null sein. Hieraus folgt die Ahnlichkeit der zwei Gruppen
A, und B,,. Es ist B, = @, A, Q7. Nach dem in der Einleitung ange-
gebenen Satze (Transactions, vol. 4, p. 46) wird e =¢'.

(20)

§4.

Die Gruppe & linearer homogener Substitutionen in n Variablen sei unter
Hervorhebung der grissten vollstindig reduciblen Gruppe %}, in die #hnliche
Gruppe A" der Form :

x 0

21 A%):
o R

transformirt. Ferner moge die Gruppe ( unter Hervorhebung der grossten
vollstindig reduciblen Gruppe B}, in die dhnliche Gruppe:

B, 0

22 B"):
(22) . (3) 3 B,
iibergefiihrt sein.

Wir wollen uns in diesem Paragraphen von einer im vorigen gemachten Vor-
aussetzung befreien. Wir hatten im vorigen § die Gruppe & unter Hervor-
hebung der griossten vollstindig reduciblen Gruppen %, und B, in die zwei
dhnlichen Gruppen % und B der Form (16 ) und (17,) transformirt angenommen
und hierbei fiir ¥, und B, die Form {a,,, a,,, ---, a,.} bez. {b,,, b, -+, b0}
vorausgesetzt, man sollte also %, und B, den Charakter der vollstiindigen Reduci-
bilitit auf den ersten Blick ansehen. ] und B}, sollen auch grosste voll-
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stindig reducible Gruppen von & vorstellen, jedoch braucht ihr Charakter der
vollstindigen Reducibilitat nicht unmittelbar evident zu sein.

Die Gruppe %* moge in den Variablen yi, v;, - --, ¥ bez. 47, 43, -+ -, ¥, die
Gruppe B’ in den Variablen 2z}, 2, - -, 2;, bez. 27, 23, - -, 2 geschrieben sein.*
Eine Substitution von nicht verschwindender Determinante, die mit ihrer cogre-
dienten Substitution den Ubergang der dhnlichen Gruppen %* und 8* in einan-
der vermittelt, sei mit )" bezeichnet, und laute :

(23) Zi=qu¥i + qu¥e+ -+ ¢ n (i=1,---,n).

Die sich auf die Gruppe %;; in*U" beziehenden Variablen seien die Variablen
Y1 Ys -+ s Y, bez. Uy vy, - - -,y . Nach Voraussetzung ist 9j, eine vollstindig re-
ducible Gruppe. Daher muss man ein neues Variablensystem y,, y,, - - -, , finden
konnen, das sich durch yi, 43, - - -, ¥, linear homogen mit constanten Coefficienten
ausdriickt, so dass durch Einfithrung von y;, ¥y, - -+, y, fir 37, 93, - - -, ¥, sowie
der zu y,, ¥,, ---, y, cogredienten Variablen yi, v;, ---, ¥, fir 7, v3, .-+, )
die Gruppe %, in eine dhnliche Gruppe ,, der Form {a,,, a5, ---, a,,} iiber-
geht ; hierbei sollen a,,, 0y, - -, a,, irreducible Gruppen sein.

Fiihrt man fiir die zwei Variablensysteme 37, 35, - -+, ¥, und 7, %3, <+, ¥,»
wie wir soeben angaben, die zwei neuen Variablensysteme y,, y,, -+, y, und
Yis Yus +++, y, ein, behilt hingegen die Variablen ¢}, ¥,,, ---, 5 und
Yoets Yoyas - -s Y bei, so geht die Gruppe %* der Form (21) in eine dhnliche
Gruppe U der Form :

% 0

(24)
%[21 9’[22

iiber. In (24) ist o, iibrigens mit ;, identisch; nur der Symmetrie wegen
haben wir 9[,, statt 9}, gesetzt. Die Gruppe 9 erscheint in den Variablen
Yis Yoo s Yoo Yoris Yoszs -0» Yu DEZ. Y, Yoo *+s Yoo Yoits Yoans "0r Yn
geschrieben.

In analoger Weise transformiren wir die Gruppe B* in eine dhnliche Gruppe
8. Die sich auf die Gruppe B}, in 8" (vgl. 22) beziehenden Variablen mogen
2y 2y oy 2, bez. 2V, 2), -+, 2, lauten. B}, ist eine vollstindig reducible
Gruppe. Man muss daher ein neues Variablensystem 2, z,, ---, 2, finden
konnen, das sich linear homogen mit constanten Coefficienten durch 2], 23, - -+, 2,
ausdriickt, so dass durch Einfithrung der Variablenz,, z,, - - -, 2, fiir 27, 23, - - -, 2,
sowie der zu z,, 2,, - - -, 2,, cogredienten Variablen 2}, 2}, - - -, %, fir 2/, 23, - - -, z,,
die Gruppe B}, in eine dhnliche Gruppe B,, der Form {b,;, by, -- -, b} iiber-
geht. b,, by, - -, b, bedeuten irreducible Gruppen.

* Wir beniitzen fiir die Gruppen %* und B* die gleichen Variablen wie fiir die Gruppen % und
B des vorigen 3, nur haben die Variablen der Gruppen %* und B* noch einen Stern beigefiigt
erhalten.
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Die neu eingefiihrten Variablen z,2,,---,2, mogen mit den alten
21y %3y -+ -5 22 durch die Transformation :

(25) 2 =myu2 + M2y + - + My,2,, (i=1,---,v)

zusammenhingen ; die Grossen m,, sind dabei Constante von nicht verschwin-
dender Determinante. Die zu (25) cogrediente Transformation lautet :

(25" 2=muz + mpd + o+ M2, (i=1, -, ¥).

Fihrt man in der Gruppe 3" die durch (25) und (25') definirten Variablen
%y %, + 9%, bez. 2,2,.--,2, ein, behilt hingegen die Variablen

Zyprs Zyrpgy 0y 2 DB 2L 1, 200, - o0, 2, bei, so geht die Gruppe B° der Form
(22) in eine dhnliche Gruppe B der Form :

B, 0
$2[ QS22

iiber ; hierbei ist iibrigens B3, mit B,, identisch.

Die Gruppen U* und B*, ferner A" und U, sowie B* und B sind ihnliche
Gruppen. Mithin ist die Gruppe % dhnlich zu 8. Da %, und 3, grosste
vollstiindig reducible Gruppen von % und 3 der Form {ay,, a5, -+, a, } bez.
{ D415 bygy + -+, b, } sind, so beziehen sich, wie iin §3 bewiesen wurde, die zwei
Gruppen ¥, und B,, auf gleichviele Variablen, folglich ist » = v’

Die Substitution, welche die in den Variablen

(B):

* *
21y B2y "ty By Bpry B2 vy Ry

geschriebene Gruppe B in die in den Variablen

Yis Yoo *0s Yoo Yorrs Yosar *00s Y
geschriebene Gruppe 9 iiberfiihrt, moge lauten :
n=qu¥+qatet  + 0Vt ConVont ot gl (=1,-,),
m=qathtqatet  + Yt Can Vit GuaVet o Fquln (=v+1,--n).
Nach dem Resultat, das wir im § 3 in der Formel (20) erhalten haben, muss
(26) Gi=gu="""=9:=0 (¢=v+1,-,n),

sein. Aus (25) und (23) finden wir, wenn man noch » = v’ beachtet, dass:

s=v
* .
in+l=27nisq.9y+l (i==1,:-+,v)
&=l

wird. Die Determinante |m,, | ist von Null verschieden ; daher schliessen wir
aus dem Verschwinden von ¢, , s, 15 -+ .41, dass:
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« » -
hvin=9n='"""=¢n= 0

wird. In genau analoger Weise ergiebt sich aus den weiteren Gleichungen
(26), dass:
qu=qu="-=¢;=0 (i=v+2,---,n)
wird. Die Gleichungen (23) lauten daher:
@1 zz=9?yi+q:’zy;+ et LY (i=1,--, ),
Z=qu¥i + @it o+ Y G Yot +ql-',..y2 (i=v+1,.--,n).
Die Matrix der durch (27) gegebenen Substitution ist folglich in der Form :
Q. 0
@ @
zu schreiben ; hierbei ist @}, eine Matrix mit ebensovielen Zeilen und Colonnen,
wie sie die Gruppen %j; und Bj, haben, nimlich ». €, ist folglich eine Matrix
mit n — v Zeilen und Colonnen. Da " eine nicht verschwindende Determi-
nante hat, verschwinden auch die Determinanten der zwei Matrices @, und €},
nicht, wie aus der Form (@") der Matrix @' unmittelbar ersichtlich ist.

Die Ahnlichkeit der Gruppen %° und B*, welche durch die Matrix Q" ver-
mittelt wird, kann symbolisch durch die Gleichung :

(28) B = QU(Q)" oder V'Q=QW

ausgedriickt werden. Da 9" und 8" die Form (21) und (22) haben und ',
wie wir eben sahen, analog gebaut ist, folgt aus (28) unmittelbar, dass :

(@):

(29) «‘Bf. Q:l = Q:n QI'1.1
und
(39) B Qr = @nl

wird. Da @}, und :, von Null verschiedene Determinanten haben, so sagen
die Gleichungen (29) und (80) aus, die Gruppe U}, ist mit der Gruppe Bj, und
die Gruppe %;,, die aus %* durch Streichen der ersten » Zeilen und » Colonnen
hervorgeht, ist mit der Gruppe B},, die sich durch Streichen der ersten » Zeilen
und » Colonnen aus B ergiebt, dhnlich.

Wir konnen daher folgenden Satz formuliren: Hat man irgend eine Gruppe
®& linearer homogener Substitutionen in zwei dhnliche Gruppen A* und B*
unter Hervorhebung der grossten vollstindig reduciblen Gruppen transformirt,
so dass A* die Form :

A, 0

A, A

und B" die Form :
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B 0
By B

hat und bedeuten A;, und B}; grosste vollstindig reducible Gruppen, so beziehen
sich A}, und B}, auf die gleiche Anzahl von Variablen und sind dhnliche
Gruppen. Das Gleiche trifft fir die zwei Gruppen A;, und B, zu. Jede
Matriz Q" von nicht verschwindender Determinante, die bewirkt, dass

= Q@)

wird, ist nolwendig von der Form :

Q. 0

Q@ @
Q' ist hierbei eine Matriz mit gleichvielen Zeilen und Colonnen, wie sie U3,
und By, haben. Die Ahnlichkeit der Gruppen B, und %A}, sowie der Grup-
pen By und Wy, wird durch die Matrices Q3 bez. Q3 bewirkt. Es ist
Bl = QA (@)™ Vi = @ As (@)

Obgleich im Voraufgehenden schon enthalten, sprechen wir noch besonders
das Theorem aus: Wie auch immer eine Gruppe (3 linearer homogener Sub-
stitutionen unter Hervorhebung ihrer grissten vollstindig reduciblen Gruppe
in eine dhnliche transformirt wird, so hat die grosste wvollstindig reducible
Gruppe, die sich bei irgend einer derartigen Darstellung der Gruppe ©
ergiebt, gleichviele Variablen wie die grisste vollstindig reducible Gruppe,
die sich bei irgend einer anderen Darstellung von (5 ergiebt, und beide Grup-
pen sind dhnlich.  Sieht man ihnliche Gruppen linearer homogener Substi-

tutionen als nicht verschieden an, so ist die grisste vollstindig reducible Gruppe
von (& eindeutig bestimmdt.

§ 5.

Durch eine Matrix P von nicht verschwindender Determinante sei die
Gruppe @ linearer homogener Substitutionen in n Variablen in eine ihnliche
Gruppe %" = P®P-' der Form:

w0 0 0
€A, A, O
( oA ) : 2[;1 9«[;2 9[;3 0

* * * * *
mul muz A QJM QIIH‘-

u3

transformirt.* 9}, soll die grosste vollstindig reducible Gruppe von 9* sein.
Az, soll die grosste vollstindig reducible Gruppe der Gruppe :

* Die Bezeichnung ist gegen 3 4 geindert.
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v 0 0 ... 0
w, Ay 0 ... 0
.2[;2 QI:a QI:u e 91:“‘
sein. 93, soll die grosste vollstindig reducible Gruppe der Gruppe:
Ay 00 ... 0
A, L 0 . 0
2{;3 QI:u Ay - 2‘:»

vorstellen. Auf diese Art soll die Bildung weitergehen. Man kann die Gruppe
® offenbar stets durch wiederholte Einfijhrung linearer homogener Functionen
der urspriinglichen Variablen mit ‘constanten Coefficienten, also durch eine
Matrix P von nicht verschwindender Determinante, auf die eben beschriebene
Weise in eine shnliche Gruppe %* transformiren. Hat man die Gruppe &
linearer homogener Substitutionen in eine ihnliche Gruppe transformirt, so
dass alle in der Diagonale stehenden Gruppen auf die geschilderte Art fest-
gelegte, grosste vollstindig reducible Gruppen der auf einander folgend durch
Streichung aus %* entstehenden Gruppen sind, so sagen wir: die Gruppe & ist
unter Hervorhebung aller auf einander folgender grosster vollstindig reducibler
Gruppen in eine Ghnliche G'ruppe transformirt worden. Wir nennen auch die
zu @& dhnlicke Gruppe N* der oben beschriebenen Form eine Darstellung der
Gruppe & unter Hervorhebung aller auf einander folgender grosster voll-
stindig reducibler Gruppen. A, bezeichnen wir als die erste, A, als die
zweite, s, als die dritte, u. s. w., A;,, als die p-te zu & gehorige vollstindig
reducible G'ruppe, die sich bei der Darstellung der Gruppe & in der Form
(U°) ergiebt.

® moge ausser in die Form (9*) auch unter Hervorhebung aller auf einander
folgender grosster vollstindig reducibler Gruppen in die dhnliche Gruppe B*

der Form:
D

* 0 0 0 ... 0
B Bp 0 0 ... 0
() @, B, B, 0 ... 0

%:q %;12 %:rs %;q e §B;I“l

transformirt. sein. B3, By, ---, B, bedeuten grosste vollstindig reducible
Gruppen der auf einander folgend aus B* durch Streichung entstehenden
Gruppen.
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Wir wollen jetzt den auf Seite 508 der Einleitung ausgesprochenen Satz
beweisen. Wir haben also den Nachweis zu fiihren, dass die zwei Gruppen j,
und B}, die zwei Gruppen (;, und B3, u. s. w., schliegslich die zwei Gruppen
A, und B}, dhnliche Gruppen sind, also auch y = 4’ wird.

Die Gruppen %* und ¥B* sind mit @ ahnlich, folglich sind sie auch unter ein-
ander ahnlich. Mithin existirt eine Matrix K von nicht verschwindender
Determinante, dass 8* = KA*K ! wird. A} und %, sind grosste vollstindig
reducible Gruppen der shnlichen Gruppen %* und 8°. Daher miissen nach dem
letzten Satze des § 4 die Gruppen %;, und B, shnlich sein, und die Matrix X
muss notwendig die Form :

(31)

K, 0

K, K,

haben. K, bedeutet eine Matrix mit ebensovielen Zeilen und Colonnen, wie
jede der zwei dhnlichen Gruppen 9}, und %B;, Variablen hat. Bezeichnen wir die
Anzahl der Variablen, auf die sich %}, und demnach auch B;, bezieht, mit v, so
sind K, und K,, Matrices mit n — v, Zeilen und », bez. n — », Colonnen.
Nach dem’ schon citirten Satze des §4 fiihrt die Matrix K, die Gruppe %;, in
die Gruppe B}, iiber, es ist B}, = K %}, K;;'. Das Gleiche leistet &, fiir die
zwei Gruppen, die aus %* und 8" durch Fortlassen der ersten v, Zeilen und »,
Colonnen aus allen Matrices der Gruppen %" und B° resultiren, d. h. die Matrix
K,, transformirt die Gruppe :

%@ 0 0 ... 0
(32) €w, AW 0 .- 0
W X AW - Ly

in die dhnliche Gruppe:
B. O 0 e 0

(38) ¥ B 0 . 0

. . . . . . . .
%“rz %“'3 $F'4 s %#'#' .

912, und B, sind nach Voraussetzung grosste vollstindig reducible Gruppen der
zwei hnlichen, durch (32) und (88) dargestellten Gruppen. Daher miissen
nach dem im § 4 bewiesenen Satze die Gruppen 03, und B, ihulich sein, also
im besonderen gleichviele Variablen haben ; ferner muss die Matrix K ,, welche
die Gruppen (32) und (38) in einander transformirt, die Form:
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K, 0
(34) ’ ’
KSZ KSS

haben. Hierbei bedeutet X&,, eine Matrix, die ebensoviele Zeilen und Colonnen
hat, wie jede der zwei dhnlichen Gruppen U3, und B, Variablen besitzt. Hat
jede der Gruppen j, und B;, die Anzahl v, Variablen, so bedeuten & ,, und
K;, Matrices mit n — v, — v, Zeilen und », bez. n — », — v, Colonnen. Die
Matrix K,, filhrt die Gruppen 9;, und B;, in einander iiber; es ist
By = KpUpKy'. Das Gleiche leistet die Matrix K, fiir die zwei dhnlichen
Gruppen :

A, 0 0 ... 0
(35) 2[13 g[:‘ 0 oo 0
wo Ay W e A,
und
B, 0 0 ... 0
(36) By, By 0 .. 0
«‘B:Lf;; %;q %;/5 A %;;“1

Az; und By, sind grosste vollstiindig reducible Gruppen der zwei durch (85) und
(36) dargestellten dhnlichen Gruppen. Daher sind die Gruppen ;, und Bj,
dhnlich; ferner muss die Matrix K;, notwendig von der Form:

K, 0
(37) >
K{S K44

sein. K, bedeutet eine Matrix mit gleichvielen Zeilen und Colonnen, wie jede
der zwei ihnlichen Gruppen 3, und B3 Variablen hat. Die Matrix K, fiihrt
die zwei Gruppen ;; und Bj in einander iiber; es ist: B = K, U K.
Fihrt man so fort, so sieht man, dass u = u’ wird. Ferner ergiebt sich, dass
stets die i-ten (i =1,2, ..., ) zu & gehorigen vollstiindig reduciblen Gruppen
A;; und B, die sich bei den Darstellungen der Gruppe & in den Formen U*
und B ergeben, ihnliche Gruppen sind. Hiermit ist der am Schluss der Ein-
leitung ausgesprochene Satz vollig bewiesen.

An das Voraufgehende kniipfen wir noch eine Bemerkung dber die Form
irgend einer Substitution K von nicht verschwindender Determinante, welche
die Gruppe N in die dhnliche Gruppe B iberfihrt, so dass B*= KA K~
wird. Die Matrix K muss notwendig die Form :
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K, 0 0 0

K, K, 0 0
(38) K;l Ksz 'Kss e 0

Knl I(M Ka:’» tee Kuu-

haben, also analog wie die Gruppen A* und B* gebaut sein. Zur Herleitung von
(38) sind nur die Formeln (31), (34), (37) und die (34), (87) analog gebildeten,
sich weiter ergebenden Formeln beniitzt worden ; ferner sind die Matrices X, ,
K, K, und die sich dann weiter einstellenden Matrices K ;,, K,,---. K,,_,
etwas anders geschrieben worden. Wir spalteten némlich A, in Matrices mit
sovielen Zeilen, wie sie A,,, K,, ---, K, angeben; auf diese Weise erhalten
wir K, , K,,---, K, . Ebenso spalteten wir A, in Matrices mit sovielen
Zeilen, wie sie die Matrices. X;, K,,,-- -, K,, angeben ; auf diese Weise gewin-
nen wir die Matrices X,, K,,,---, K,,. Analog wurden K ,, K,,,---, K, ,_,
behandelt.

Die Matrices K, Ky, - -, K, transformiren die Gruppen oj,, 3%;,, ---, A},
der Reihe nach in die @bnlichen Gruppen B;,, 8B;,, -+, B.,. Es ist symbo-

lisch B}, = K, %, K7}, By = Kp¥pn K3'y -+, B, = K, %, K.

§ 6.

Es sei irgend ein unendlicher Zahlkorper oder Rationalititsbereich ) gegeben.
Unter einem Zahlkirper oder Rationalititsbereich ) verstehen wir im Folgen-
den ein System von unendlich vielen Zahlen, das von der Vollstindigkeit ist,
dass die Addition, Subtraction, Multiplication und Division (ausgenommen die
Division durch Null) irgend welcher Zahlen des Systems nur wieder zu Zahlen
desselben Systems fiihrt. (3 sei in diesem Paragraphen irgend -eine Gruppe
linearer homogener Substitutionen, bei der die Coefficienten simtlicher Substitu-
tionen dem Korper Q0 angehoren. Die in den §§ 2-5 angestellten Untersu-
chungen lassen sich erweitern, wenn man jetzt sein Augenmerk auf die zu G
gehorigen grossten inbezug auf den Korper Q vollstindig reduciblen Gruppen
linearer homogener Substitutionen richtet. Im § 2 wurden zunichst Sitze aus
der Arbeit von Herrn MASCHKE im 52ten Bande der Mathematischen An-
nalen verwandt. Zu ihrer Herleitung beniitzt Herr MASCHKE nur Opera-
tionen, die sich mittelst rationaler Verbindungen der Substitutionscoefficienten
der vorgelegten Gruppe durchfiilhren lassen. Die Maschkeschen Sitze sind
daher auch fiir Gruppen mit Coefficienten aus Q giiltig. Man hat mithin die
Resultate: Jede Gruppe linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten
aus (2, deren Ordnungszahl um wenigstens zwei kleiner als die Anzahl der Sub-
stitutionsvariablen ist, ist eine inbezug auf den Kérper Q reducible Gruppe.
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Kann man aus irgend einer Gruppe b, linearer homogener Substitutionen
mit Coefficienten aus () aus einer Zeile, etwa der l-ten, g, — 1 Coefficienten :

btu bm R ] bu-n bu+1a MR} b

i

herausgreifen, dass jede der Determinanten, gebildet aus den entsprechenden
Coefficienten jeder moglichen Combination von je g, — 1 Substitutionen der
Gruppe b,, verschwindet, so ist die Gruppe b,, eine inbezug auf den Korper Q
reducible Gruppe linearer homogener Substitutionen.

Bei der Erweiterung der Betrachtungen des § 2 ist ferner zu beachten, dass
zwei dhnliche Gruppen linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus
einem Korper () stets durch eine lineare homogene Substitution ¢ von nicht
verschwindender Determinante mit ausschliesslich nur dem Korper Q ange-
hérigen Coefficienten in einander iibergefiihrt werden konnen; denn die Substitu-
tionscoefficienten sind in diesem Falle nur durch Auflésen mit einander vertrig-
licher linearer Gleichungen mit Coefficienten aus Q zu finden. Geht man die
Untersuchungen des § 2 durch, so sieht man, dass falls % und B Gruppen mit
Coefficienten aus {2 sind und die liberfiihrende Substitution ¢) ebenfalls nur Coef-
ficienten aus { hat, alle im § 2 verwandten Operationen auch kein Heraustre-
ten aus  erfordern, z. B. sind auch die Grossen d,, d,, ---, d,, €;, €5, ---5€
der Gleichung (11), da sie im Fall ihrer Existenz durch die linearen Gleichun-
gen (11,) mit Coefficienten aus Q bestimmt sind, innerhalb des Korpers Q
bestimmbar. Wir gewinnen daher als Erweiterung des Seite 515 gegebenen
Satzes das Resultat :

Sind % und B ihnliche Gruppen linearer homogener Substitutionen der Form
(%) und (B) (vgl. S. 513) mit Coefficienten aus £ und werden durch irgend
eine Transformation (5) von nicht verschwindender Determinante mit Co-
efficienten aus Q und die zu ihr cogrediente (5') die Substitutionen der
einen Gruppe in die der anderen iibergefiihrt, so miissen, wenn b,, eine beziig-
lich des Korpers ( irreducible Gruppe linearer homogener Substitutionen ist
und zwischen y,, y,, ---, y, und 2z, 2z, -+, z, auch nur eine einzige lineare
homogene Relation mit constanten Coefficienten besteht, in der iiberfiihrenden
Transformation (5) die ersten g, Gleichungen (g, <n):

6y Zi=quY% + ¥+ -+ .Y, (i=1,-,q)

lauten, also fiir ¢ =g,, £ > v miissen die Grossen ¢,, notwendig Null sein.

Nach Erweiterung des Resultats des § 2 definiren wir, was es heissen soll:
die Grruppe & linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus () ist
unter Hervorhebung ikrer inbezug auf den Korper L grossten vollstindig
reduciblen Gruppe Ay, in die Gruppe N*, deren Substitutionen auch nur aus-
schliesslich Coefficienten aus S} besitzen sollen, transformirt. Wir beniitzen
die angegebene Bezeichnung, wenn die Gruppe & linearer homogener Substi-

Trans, Am, Math. Soc. 36
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tutionen in n Variablen mit Coefficienten aus Q in die ihnliche Gruppe A", die
auch nur ausschliesslich Coefficienten aus  haben soll und die Form :

om0
(): .
Ay An

hat, transformirt ist, dabei sollen 9, %3, %3, einen Inbegriff von Matrices mit
Coefficienten aus Q mit v Zeilen und » Colonnen, bez. n — v Zeilen und »
Colonnen, bez. n — v Zeilen und n — v Colonnen bedeuten, (3, soll ferner eine
inbezug auf den Korper Q vollstindig reducible Gruppe linearer homogener
Substitutionen (vgl. wegen des Begriffes S. 509) definiren, und es soll keine
Matrix L von nicht verschwindender Determinante existiren, welche die
Gruppe @ in eine dhnliche Gruppe L &L iiberfiihrt, die auch nur ausschliess-
lich Coefficienten aus () hat und die Form:

w0 0
0 ae +1, e+1 0
wooow %

besitzt, wobei a,,, .., eine inbezug auf den Korper ) irreducible Gruppe
linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus Q in f,,, (f,.:>0)
Variablen bedeute, und demnach 93, Az,, A3 Matrices mit » — v — £, Zeilen
und » bez. f,,, bez. n — v — £, Colonnen vorstellen.

Geht man die Betrachtungen der § 3 und § 4 durch, so sieht man, dass man
alle dort verwandten Operationen innerhalb des Korpers Q ausfithren kann.
Dabher erhiilt man als Erweiterung der im §4 gegebenen Siitze folgendes Resul-
tat: Hat man irgend eine Gruppe & linearer homogener Substitutionen mit
Coefficienten aus ) in zwei dhnliche Gruppen A’ und B, die auch nur Coeffi-
cienten aus Q haben, unter Hervorhebung ihrer inbezug auf Q grossten voll-
stindig reduciblen Gruppen transformirt, so dass A* die Form :

A, 0

Ay A
und B" die Form : .

B 0

Bu B

hat, und bedeuten Aj, und B;, inbezug auf den K orper Q grosste vollstindig
reducible Gruppen von A* und B, so bezichen sich A3, und B}, auf die gleicke
Anzahl von Variablen und sind dhnliche Gruppen. Das Gleiche trifft fur die
zwei Gruppen U, und B, mit Coefficienten aus O zu. Jede Matrixz Q" von
nicht verschwindender Determinante mit Coefficienten aus Q, die bewirkt, dass
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= Qu(¢)
wird, ist notwendig von der Form :
Q. 0
@ Q-
@, st hierbei eine Matrix mit gleichvielen Zeilen und Colonnen, wie sie U

und B}, haben. Die Ahnlichkeit der Gruppen B}, und U}, wird durch die
Matriz Q,, die von B3, und A3, durch die Matrix Qj, bewirkt. Es ist:
%:1 = Q:l %[;1( er )—l
B = Qa ().

Es gilt also das Resultat: Wie auch immer eine Gruppe & linearer homogener
Substitutionen mit Coefficienten aus ) unter Hervorhebung ikrer inbezug auf
Q) grossten vollstindig reduciblen Gruppe in eine ihnliche Gruppe mit Coef-
Jficienten aus Q transformirt wird, so hat die inbezug auf ) grosste vollstin-
dig reducible Gruppe, die sich bei irgend einer derartigen Darstellung der
Gruppe & ergiebt, gleichviele Variablen wie die inbezug auf Q grisste voll-
stindig reducible Gruppe, die sich bei irgend einer anderen derartigen Dar-
stellung. von & ergiebt, und beide Gruppen sind dhnlich. Sieht man dhnliche
Gruppen linearer homogener Substitutionen als nicht verschieden an, so ist die
inbezug auf Q grosste vollstindig reducible Gruppe von & eindeutig bestimmd.

Eine Gruppe © linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus Q
kann analog wie im § 5 in eine Zhnliche Gruppe mit Coefficienten aus £ trans-
formirt werden, so dass hierbei jetzt alle auf einander folgenden inbezug aunf
Q grossten vollstindig reduciblen Gruppen hervorgehoben werden. Wir bezeich-
nen eine derartige Transformation von ( in eine dihnliche Gruppe mit Coeffici-
enten aus () als eine Darstellung der Gruppe & wunter Hervorhebung aller
auf einander folgender inbezug auf Q grosster, vollstindig reducibler Gruppen.

Da zwei ihnliche Gruppen mit Coefficienten aus () stets durch eine lineare
homogene Substitution von nicht verschwindender Determinante mit Coef-
ficienten aus  in einander transformirbar sind, so bleiben auch alle Resultate
des § 5 fiir Gruppen & mit Coefficienten aus Q, wie wir sie jetzt betrachten,
giiltig.

Zu jeder Gruppe & linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus
Q gehoren p inbezug auf () vollstindig reducible Gruppen linearer homogener
Substitutionen mit Coefficienten aus Q ; diese sind, werin man dhnlicke Grup-
pen als nicht verschieden ansieht, sogar ihrer Reikenfolge nach eindeutiq fest-
gelegt. Man kann also von der ersten, zweiten, u. s. w. bis p-ten inbezug auf
Q vollstindig reduciblen zu & gehorigen Gruppe sprechen. Die Gesamtzahl
der Variablen der u Gruppen ist gleich der Variablenzahl von .




