SUR LA PREMIERE DERIVEE

PAR
Z. ZAHORSKI

1. Introduction. Le probléme de caractériser sans tautologie & V'aide des
conditions topologiques et métriques la classe des fonctions réelles d’une variable
réelle qui admettent une fonction primitive—n’est pas résolu. Dans ce travail
je considére en général les fonctions primitives continues ayant une dérivée
(finie ou infinie) en chaque point. La condition nécessaire connue qu'une
telle dérivée doit étre une fonction de classe 1 de Baire remplissant la condition de
Darboux (f(x) prend dans chaque intervalle (e, b) toutes les valeurs inter-
médiaires entre f(a) et f(b), si f(a)#f(b)), n’est pas suffisante, comme cela
résulte d’un trés simple exemple de Lebesgue. Je vais citer cet exemple puisque
dans la suite je donnerai des exemples pareils qui s’'inspirent de celui de Le-
besgue. Posons

sin (1/x) pour tout x 3 0,

fw) = {

sin (1/x) pour tout x> 0,
g(x) =
1 pour x=0.

0 pour x =0,

Dans ce cas

0 pour
o(x) — f(x) = { pour tout x # 0,

1 pour = 0.
La fonction g(x) —f(x) ne remplit pas la condition de Darboux. Il en résulte
que f(x) ou g(x) n’est pas la dérivée d’une fonction continue. Il est facile de
donner I'exemple d’une seule fonction de ce type qui n’est pas une dérivée.
J’appelle fonctions de classe ¥ les fonctions de 1 classe de Baire remplissant la
condition de Darboux. La classe J peut étre caractérisée par les propriétés
topologiques des ensembles { f(x)>a}, { fx) <a}. Je vais définir la suite
(finie) descendante de 8 classes des fonctions ¥, Ny, Ny, Nz, N5, Dy, N, A
mais il n'y en a que 5 différentes. Je démontrerai notamment que

7=9b’fo=f7ﬂ'1; 9)’(5=c/f, 97(,,3?7)’(,.“ (O§n§4).
La classe <A soit celle des fonctions approximativement continues. 11 est facile

de donner des exemples que méme 'appartenance i la classe la plus étroite
MMs n’est pas condition suffisante pour que la fonction soit une dérivée.
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D’autre part cette classe n’est pas assez étendue puisqu'il existe des dérivées
discontinues approximativement. L’appartenance & cette classe n’est donc
pas aussi la condition nécessaire. Cependant les fonctions de classe Nf;, qui
satisfont 4 la condition supplémentaire d’étre bornées sont, comme on le
sait, des dérivées quoiqu’il soit aisé de donner aussi des exemples des dérivées
non bornées approximativement continues. La classe N, renferme toutes les
dérivées bornées, elle est cependant si vaste que méme la condition d’étre
bornée et d’appartenir & 9y ne suffisent pas pour que la fonction soit une
dérivée (c'était autrement avec Nl;). D’autre part il y a évidemment des
fonctions de classe N, (et méme de Nl;) qui ne sont pas bornées. Puisque pour
les fonctions bornées I'appartenance a N, est la condition nécessaire (mais non
suffisante) et 'appartenance a3 Nz—Ila condition suffisante (mais non néces-
saire) pour que la fonction soit une dérivée, on aura en désignant par B la
classe des fonctions bornées et par BD la classe des dérivées bornées

BN, O BD D BN,

deux quelconques ces classes n’étant pas identiques. Je pose le probléeme
suivant:

I. déterminer (pareillement comme M,) la classe Iy5 de telle fagon que
BD = BNy 5. :

Les dérivées finies sont fonctions de classe N(;, tandis que les dérivées
infinies sont de classe 9, qui est réellement plus étroite que N =3F. Ainsi ce
travail renforce le résultat élémentaire selon lequel les dérivées sont de classe
F (I classe de Baire avec la condition de Darboux) mais ne parvient pas a
caractériser les dérivées, méme bornées.

Je fais reposer la classification des fonctions sur la classification des
ensembles des points de 'axe des x en définissant les classes des ensembles de
points M,, 0<n =<5, M,OM,;1, 0=n=4. Les classes des ensembles M, nous
servirons non seulement & la définition des classes des fonctions N, mais
aussi 3 I’étude des ensembles { f (x)>a} { f(x) =a}, etc. Il est intéressant
que les propositions sur les classes de ces ensembles sont plus fortes que celles
concernant les classes des fonctions N,.P.e. je ne pose pas le probléme sur la
classe My, la classe M, suffit: la condition nécessaire et suffisante pour qu'un
ensemble de points soit un ensemble { f(x) >a} pour une fonction continue f(x)
& dérivée bornée est que cet ensemble appartienne & la classe M, C’est la réponse
4 une question de M. G. Choquet [5, p. 221](*). On voit en méme temps que
la définition de la classe N, 5 dans le probléme I ne peut pas étre tout a fait
analogue A celle de N, (c-i-d. par les ensembles { f(x)>a} seuls). J’ai publié
ces résultats partiellement sans démonstration dans [34, pp. 499-500, 509—
510] et dans [36].

D¥£SIGNATIONS. (a, b)—intervalle ouvert a<x<b; je désigne aussi (¢, b)

(*) Nombres en parenthéses s’adressent & la bibliographie 4 la fin du travail.
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I'intervalle (b, a) si I'inégalite a <b n’est pas établie. [a, b]—intervalle fermé
a<x=b; [a]=[a, a]; { W(x) }—ensemble de tous les x remplissant la condi-
tion W(x); E,{ W(x, y)} ensemble de tous les x remplissant la condition
W(x, y); xEA —x est un élément de 'ensemble 4; x4 —x n’est pas un
élément de A4; ¢(4)—image de 'ensemble 4 (c-a-d. I’ensemble de tous les
y=¢(x) pour chaque x&A4); ACB—A est une partie de '’ensemble B;
{x,,}——une suite x1, X2, - - - ; |A|—-—la mesure de Lebesgue de 'ensemble 4 ;
int A—"’intérieur de '’ensemble 4; A—la fermeture de 'ensemble A ; dist
(x, A)—la borne inférieure de I'ensemble des nombres |x—y| pour tous les
yEA; dist (4, B)—la borne inférieure des nombres ]x—yl pour tous les
xEA, yEB; inf A—1la borne inférieure des nombres x& A4 ; les dérivées de
Dini de la fonction ¢(x): ¢(x)—la dérivée supérieure, ¢+(x)—dérivée de
droite, ¢+(x)—dérivée supérieure de droite.

2. Les conditions nécessaires. L’ensemble E du type F, n'étant pas vide,
je dis qu'il remplit la condition M, (qu'il appartient & la classe My) si tout
point xEE est un point d' accumulation bilatéral de I'ensemble E; la condition
M, si tout x EE est un point bilatéral de condensation de l'ensemble E; la condi-
tion M si chaque voisinage unilatéral de tout x EE renferme une partie de
Vensemble E de mesure positive; la condition M; s'il existe une suite des en-
sembles fermés { F,.} et une suite de nombres { n”}, 0=<n.<1,telsqueE= Y ney Fa
et que pour chaque x © F, et tout ¢> 0 il existe un nombre e(x, ¢) >0 jouissant de
la propriété suivante: pour tous les h et hy tels que hhi >0, h/hi<c, |h+h1|
<e(x,c) on a

| E(x+ b, o+ h+ hy) |
| Il

la condition My si E remplit Ms et 1,>0 pour tous les n; la condition Mg st
tout point x EE est un point de densité de ['ensemble E. En outre je dirat qu’'un
ensemble vide remplit toutes ces conditions. Les conditions M, et M; sont pure-
ment topologiques; il n’en est pas ainsi pour les conditions suivantes.

Il est facile de remarquer que si I’ensemble E remplit M,,,, il remplit
M,; il existe cependant les ensembles remplissant M, mais non M,
(n=0,1, 2, 3, 4). En particulier (contrairement 4 ce qui a lieu pour les classes
des fonctions NM,) Mo~ M.

Je dis que la fonction f(x) appariient & la classe M, si pour tout a I'ensemble
{ f(x) >a} appartient & M,, f(x) appartient & la classe "I, si—f(x) appartient
& M. Enfin je définis M, =N, M,. Il résulte de cette définition que N,
CM,, M on &Ny W1 CN, (0=n=54). Je laisse au lecteur de trouver des
exemples faciles montrant que Nz=N =N =N~ NM;. Par contre je vais
démontrer que les classes M, et M, sont identiques ce qui nécessite quelques
lemmes.

Nns

LEMME 1. Si tous les ensembles Ei remplissent M,, D iu1Ex remplit M,.
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Je laisse au lecteur la démonstration tout a fait facile.

LEMME 2. Le produit de I'ensemble ouvert et de I'ensemble E de classe M,
est de classe M,.

Je laisse la démonstration au lecteur en faisant dans le cas de M3 et M,
un peu plus difficile que les autres la remarque suivante: en désignant par G
'ensemble ouvert, par Ij les segments fermés tels que G= D s, I) et par
8(x) la distance du point x &G au bord de '’ensemble G, nous posons dans la
définition de la condition M; (év. My) &(x, ¢) =min [8(x), e(x, ¢)] au lieu de
€(x, ¢), Far=Fn-It, nu=1. (00 E= Y ., F,) et aprés avoir ordonné les
suites Fy et . (évidemment de la méme maniére) en suites avec les indices
simples, nous obtenons, puisque EG = Z:.,l Z:’,l F,, la conclusion que EG
remplit M; (évent. M,).

Les lemmes suivants concernent la décomposition d’un intervalle en deux
ensembles. La démonstration de ce que la fonction de classe N, jouit de la
propriété de Darboux se fait par la réduction a I'absurde en supposant que
flx) €My, f(a) #f(b), p.ex. f(a) <f(b), pour un ¢E(f(a), f(b)) que I'’ensemble
(a, b) {f(x) =c} est vide; donc (a, b) = (a, b) {f(x)>c}+(a, b) {f(x)<c}. On
peut montrer que les deux termes de la derniére somme ne sont pas vides et
sont de classe M,. Nous avons donc obtenu une division de I'intervalle ouvert
en deux ensembles disjoints non vides de classe M, ce qui est impossible a
cause des lemmes énoncés 'plus bas.

Les désignations usées dans les lemmes 3-7 sont les mémes a cause de la
répétition des mémes suppositions. Je désigne notamment par A et B les
ensembles non vides disjoints tels que (a, b)=A+B; par Ay=A—int 4,
B,=B—int B, Q= [a]+ [b]+41+B:= [a, b]—(int A +int B). L'ensemble Q
est donc fermé.

LeEMME 3. St A+B=(a, b), A0, B¥#0, AB=0, l'ensemble A+ B n’est
pas vide.

Démonstration. Supposons au contraire que A;+ B;=0. Dans ce cas
A=int 4, B=int B, c’est-a-dire les ensembles 4 et B sont ouverts. Mais
(a, b) n’est pas la somme de deux ensembles ouverts disjoints non vides, d’olt
la contradiction, c’est-a-dire que 41+ B;5#0 c.q.f.d.

LEMME 4. Les suppositions étant les mémes que dans le lemme 3, st en ouire
A et B sont du type F,, il existe un tel segment fermé IC (a, b) et un tel ensemble
C=A, (ou év. By) que Q int I#0,

oI = CI.

Démonstration. Je vais faire usage des notions: de catégorie relativisée
(par rapport i I’ensemble), de la non-densité par rapport & ’ensemble et du
segment de I’ensemble. (Je nomme segment de I'ensemble Q le produit PQ,
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ou P est l'intervalle fermé tel que Q int P>0.) Il résulte des formules
A=(a,b)—B, B=(a, b)—A4 que A et B sont aussi du type G;, donc 4, et By
sont en méme temps F, et Gs;. D’aprés le lemme 3, 0#4,+B.CA+B
=(a, b); il existe donc l'intervalle fermé I’ tel que I'C(a, b), (4:+B,) int I’
#0; évidemment I'Q=(4,+Bi1)I’, Q int I'=(4:+B,) int I’, donc Q int I’
#0. Si les deux ensembles 4; et B; étaient non denses sur I’Q, I’ensemble
I'(A,+ B,) serait non dense sur I’Q c’est-a-dire que I’Q serait non dense sur
lui méme ce qui est impossible. Il s’ensuit qu’un des ensembles 4, B; que je
désigne par C est dense sur un certain segment I’’Q de l'ensemble I’Q
(I""CI'); étant G, C est de deuxiéme catégorie sur I’’Q. Puisque 4:,CQ,
B, CQ, nous avons

(1) CcCQo, Cr'Q =r'ccCrn.

Mais I'ensemble I'’C est non seulement G; mais aussi F, et, étant de II
catégorie par rapport i I’’Q renferme un certain segment I’’’Q de I’ensemble
I"Q (I'""CI'). Il s’ensuit que Q int I""'#0; en posant I’’’=1I nous avons
IQCI"C, IQCI'""CI=1IC; mais il résulte de (1) que ICCIQ, donc IQ=1IC,
c.q.f.d.

COROLLAIRE. En désignant par D celui des ensembles A1, By qui est différent
de C nous avons

IQ=1IC+ ID = IC, IC-ID = 0, donc

@ ID = 0.

Pour simplifier les notations nous adopterons dans la suite que C=4;,
D =B, ce qui ne restreint pas la généralité puisque dans le cas contraire il
suffirait de changer les notations.

LEMME 5. En adoptant les suppositions du Lemme 4 on a
int I-int B #£ 0.
Démonstration. Puisque int IC(a, b) = A+ B, on aura
int7] =(4+4+ B)intI = A,int I + int A-int I 4+ B;int I + int B-int I,
mais d'aprés (2) (D=B,) on a
3) B,int I C B:I = 0,

si donc on avait int B-int I=0, on aurait int =4, int I+int 4-int [
=(A,+int 4) int I=4 int I c’est-a-dire que 4Dint I, int ADint I d’ou
Ay=A—int ACA—int I, 4,int ICint I. (A —int I) =0 ce qui donne, 4 cause
de (3), (41+B,) int I=Q int I =0, ce qui est en contradiction avec le Lemme
4. 11 s’ensuit que int I-int B0, c.q.f.d.

LEMME 6. Les suppositions étant celles du lemme 4, il existe I'extrémité p de
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la composante de 'ensemble int I-int B appartenant & A.

Démonstration. L’ensemble ouvert non vide int I-int B (Lemme 5) est
borné. Il en résulte que les extrémités de ses composantes existent. Si ces
extrémités coincidaient avec les extrémités du segment I il y aurait int I
Cint BCB, donc 4 int ICAB=0, d’ou A4, int I=0 & cause de 4,CA4.
Puisque (3) on aurait donc (4:+B;) int I=0Q int =0 ce qui est en contra-
diction avec le Lemme 4. Il existe donc une telle extrémité p de la composante
de I'ensemble int I-int B, que

4 p Eint I.

Mais p&int I-int B, donc p&int B. Si l'on avait pEB, on aurait pEB;
=B —int B. Il résulterait de 1 et de (4) que pEB; int I ce qui est en con-
tradiction avec (3). Il s’ensuit que p&B. Mais int 1C(a, b)) =4 +B. Donc
d’aprés (4) pEA+B et puisque p&EB, on a pE A, c.q.f.d.

LeMME 7(%). Aucun intervalle ouvert (a, b) n'est la somme de deux ensembles
disjoints non vides remplissant la condition M,.

Démonstration. Les ensembles pareils remplissent les conditions du
lemme 4; en les désignant respectivement par A, B et en admettant que
(a, b)=A+B, il existe en vertu du Lemme 6 un point pE A4 qui est I’extrémité
du segment appartenant & B. Il s’ensuit que p n’est pas un point d’accumula-
tion bilatéral de l'ensemble 4 contrairement a la supposition faite que
A E M,. Il résulte de cette contradiction que (a, b) #4 +B, c.q.f.d.

THEOREME 1. Si les ensembles {f(x)>an}, {f(x) <b,,} remplissent la con-
dition My pour les suites {a.}, {b.} dénombrables denses sur ume droite

(Paxe des y), f(x) €F. Si f(x) €T, f(x) €M

Démonstration. Etant donné un nombre arbitraire a il existe une suite
an,>a telle que a=limg.., a,,. Dans ce cas {f(x)>a}= D ie1 {f(x)>a..},
donc en vertu du Lemme 1, 'ensemble {f(x)>a} pour chaque a remplit M.
Il en sera de méme pour I’ensemble { f(x) <b} pour tout &, d’ou f(x) EN,.
Supposons que f(x) 7. Les ensembles { f(x) >a}, { fx) <b} sont du type F,
(cela résulte de la condition M,) donc f(x) est une fonction de I classe de
Baire et par conséquent, car f(x) &, ne remplit pas la condition de Darboux.
Il existe donc un tel intervalle (a, b) que f(a) #f(b), p.ex. f(a) <f(b), et un
tel nombre ¢, f(a) <c <f(d), que f(x) ¢ pour tout xE(a, b), il s’ensuit de 1a
que (a, b) =(a, b) {f(x) >c}+(a, b) {f(x) <c}, ot les deux termes remplissent
M,. (D’aprés le Lemme 2 et de ce que f(x) ENy). Ils sont évidemment dis-
joints. Ils sont non vides. En effet, puisque bE{f(x)>c}, aE{f(x)<c} et

(%) Le probléme de la décomposition (Lemme 7) ft posé par moi & Lwéw au mois de mars
1941 3 la réunion des mathématiciens de Lwéw. Le lendemain il fat résolu indépendamment par
S. Banach et M. Wojdystawski. La démonstration donnée ici (Lemmes 3-7) est celle de Wojdys-
tawski reconstruite et complétée de mémoire.
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puisque les ensembles { f(x)>c} {f(x) <c} remplissent M,, les points a, b
sont des points d’accumulation bilatéraux des ensembles {f(x) <c}, {f(x) >c}
respectivement. On en déduit que les points de ces deux ensembles sont
compris dans (a, b) c'est-a-dire que (a, b) {f(x)>c} et (a, b) {f(x)<c} sont
non vides. De cette maniére nous obtenons la décomposition de !'intervalle
(a, b) ce qui est en contradiction avec le lemme 7. Il s’ensuit que f(x) EF,
c’est-a-dire que

() My C 7.

D’autre part on peut voir aisément que FC;. Remarquons avant tout que
si f(x) EF, les ensembles {f(x) >a}, {f(x) <b} sont du type F, puisque f(x)
est de I classe de Baire. Si {f(x)>a} n’est pas vide, il existe dans les inter-
valles (xo—8, x0), (xo, xo-+0) pour tout x, tel que f(xo) >a et pour chaque
8>0 un ensemble ayant la puissance du continu des nombres x tels que f(x)
>a. Cest évident si pour tout x dans un certain intervalle (xo—e€, %) ou
(x0, xo+€) on a f(x)>a. Si un tel nombre ¢>0 n’existe pas, il y a dans
chaque intervalle (xo—e¢, xo) évent. (xo, xo+¢€) des valeurs x. telles que
f(x.) <a. Puisque la fonction f(x) jouit de la propriété de Darboux, elle prend
dans (x., x¢) un continu de valeurs intermédiaires entre f(x.) et f(x¢) >a, en
particulier le continu de valeurs plus grandesque a. Il y a donc dans
(xo—e€, %p) un ensemble de puissance du continu des valeurs de x telles que
f(x)>a, c'est-a-dire que x, est un point de condensation bilatéral de I'en-
semble {f(x)>a}. La démonstration pour le cas {f(x)<b} se fait d’une
maniére analogue, c'est-3-dire que f(x) ENMM,, c.q.f.d. Nous avons donc en
tenant compte de (5) et de la définition des classes N,.:

%1C%0C?C9¥(1C%0C7,%o=%1=?.

Le théoréme suivante a pour but la généralisation du théoréme élémentaire
qui affirme que la fonction continue dont la dérivée est partout=0 est non
décroissante. Je suppose que presque partout f'(x)=0. On sait que sans autres
suppositions ce théoréme serait faux. Cependant MM. Goldowski [9],
Tonelli [32] ont démontré que ce théoréme est valable si nous supposons que
la dérivée (finie ou infinie) existe partout. Le résultat le plus avancé dans cette
direction fat obtenu par M. Tolstoff [31] qui démontre qu’'une fonction
approximativement continue ayant partout & l'exception d’'un ensemble de points
au plus dénombrable une dérivée approximative (finie ou infinie) presque partout
non négative est une fonction non décroissante et continue. Dans le théoréme que
je démontrerai une supposition est plus forte que dans le théoréme de M.
Tolstoff et une autre supposition plus faible. Je ne suppose pas que f(x) ait la
propriété de Darboux mais je consideére la dérivée ordinaire. 1l est facile de
construire des exemples qui montrent que cette supposition n’entraine pas la
validité du théoréme pour la dérivée approximative. Par contre je pose le
probléme
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I1. si le théoréme de M. Tolstoff peut étre généralisé pour les suppositions
sutvantes:

1. f(x) est de I classe de Baire.

2. f(x) a la propriété de Darboux.

3. fir(x) (évent. infinie) existe & I'exception d'un ensemble au plus dénom-
brable.

4. fi,(x) =0 presque partout.
Il est facile de vérifier sur les exemples construits & ’aide de ’ensemble de
Cantor (et méme quand f(x) est continue ou de classe C; sur complémentaire
de cet ensemble) que la suppression méme d'une seule de ces suppositions en-
traine la fausseté du théoréme. Je ne sais pas d’ailleurs, sz I'on y peut remplacer
San(x) par une définition plus faible de la dérivée.

La méthode employée ici pour la démonstration du Théoréme 2 peut étre
appliquée aussi pour la preuve du théoréme de M. Tolstoff.

_ LEMME 8(%). Pour une fonction arbitraire finie(*) f(x) (méme non mesurable
L ou dans Vautre théorie de mesure) I'ensemble {f+(x)=a} est du type P+K,
ou Ko est une partie de I'ensemble K de tous les points de discontinuité de f(x)
et P un ensemble G5 composé uniquement des points de continuité de la fonction

fx).

Si U'ensemble K est au plus dénombrable et f(x) remplit la condition

lim inf f(x) < lim+sup f(x) ou

(6) lim inf f(x) < f(%o) i Fr(xe) > — o, ou

lim sup f(2) 2 f(x0) si f(%0) > — 0,
20
pour tout xo I'ensemble {f(x)za} est Gs.
En particulier {f(x) 2a} est Gs si f'(x) (finie ou infinie) existe partout d
Pexception d'un ensemble au plus dénombrable (f(x) pouvant étre discontinue)
et f(x) remplit la condition de Darboux.

Démonstration. La premiére partie du lemme est évidemment vraie pour
a= — o car dans ce cas { Frx) ga} =R (ensemble de tous les nombres réels
finis) et R=C+K ou I'ensemble C de tous les points de continuité de la fonc-
tion f(x) est, comme on le sait, G;. Pour a= -+ on a

(3) J’ai demontré le théoréme concernant I’ensemble des points de la non-dérivabilité d’une
fonction arbitraire en 1943; indépendamment de moi ce théoréme a été démontré en 1941 (et
publié en 1943) par M. A. Brudno [4]. Les deux démonstrations sont 4 quelques details prés
identiques, mais le travail de M. Brudno ne contenant pas la deuxiéme partie du théoréme,
j'expose ici toute la démonstration.

(%) En définissant d’une fagon pour ainsi dire “non naturelle” la dérivée de Dini pour les x
tels que f(x) =+ « ou — «, nous pouvons supprimer cette supposition comme je la fais dans
mon travail sur les ensembles des points de non-dérivabilité & publier prochainement.
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0

(Fr 2 a} = {F(@) = + o} = IT {F@ = n} = IT (Px + £

n=1 n=1

L
=1 P. + Ko = P+ K.
n=1
La validité du lemme pour ¢ =+ » résulte donc de sa validité pour e fini.
En considérant au lieu de f(x) la fonction f(x) —ax, je raméne la question au
cas de a=0. D’une maniére analogue on peut ramener au cas de a =0 'autre
partie du lemme. On peut supposer sans restreindre la généralité que la fonc-
tion est bornée. Dans le cas contraire il suffit d’envisager au lieu de f(x) la
fonction
f(=)
(7 (%) = ————
147

pour laquelle I’ensemble de tous les points de discontinuité est le méme que
pour f(x) et pour laquelle comme on le voit sans difficulté

{#t(x) 2 0} = {F*(x) 2 0].

Je suppose donc en plus que lf(x)] < 1. Pour tout x nous avons

(8) fHx) = lim lim ¢m.a(%),
©) Smn() = &) — /)

YEIn,n y— X

ol I'm,n= [x+am,n(x), x+a1,.(x) ], les intervalles I, , pour m— = forment une
suite croissante des ensembles et les intervalles (semi-ouverts) Z,‘;’ﬂlm
pour n— wo—une suite descendante (et la longueur —0). Il suffit pour cela
que l'on ait

(10) 0 < @mp1,(%) S amn(%),  G1n41(%) S a1,0(x),
(11) lim @p,.(x) = 0, lim a;,,(x) = 0.
m— n—w

Les fonctions @m,.(x) ne doivent pas é&tre nécessairement continues. Par un
choix convenable de celles-ci (savoir tel que x+an,.(x) ne prenne qu’un en-
semble dénombrable de valeurs isolées) j'obtiens la démonstration du lemme.
(En admettant que @m,.(x) soit indépendante de x, j'arrive au résultat plus
faible exposé dans mon travail [34]. Le résultat exposé ici fut obtenu par moi
en 1943).

Le Lemme 8 reste évidemment vrai aussi pour f~(x); ainsi donc sa pre-
midre partie le sera aussi pour f(x)=max [f*(x), f~(x)] car {f(x) 2a}
= {f*(x)_Z_a}+{f‘(x)_2.a}. Cependant, & cause de la deuxieéme partie du
lemme, il faut définir directement f(x), comme on l'a fait dans le cas de
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f+(x). On a
(12) f(x) = lim lim Ym..(2),
(13) Yn(2) = 1o = 1@,

YE Imn+Jmn y— %

Ol Jmn= [x—b1,n(%), £ —bm,»(x) ] et les fonctions b .(x) remplissent les mémes
conditions (10), (11) que a@m,.(x). Je pose

%+ @ma(x) = 2-m g (E[2™ e 1x] + 2),

% = bma(x) = 2-mng. (E[2mma-1x] — 1),
ol E(£) est la partie entiére du nombre £ et a est une constante positive. Les
fonctions x+am,a(x), *—bm,.(x) prennent un ensemble dénombrable de
valeurs 2= "k-q, k= ---, -2, —1, 0, 1, 2, .- -. Je désigne par N=N,
I’ensemble de toutes les valeurs de toutes les fonctions x +am,n (%), X — b, (x).
Il est facile de vérifier que les @, .(x) et b, .(x) remplissent les conditions (10),
(11) ainsi que

2-—m—n+la g am,n(x)

2
)—m—ntlgy ; bm.n(x _Z-

2— m—ng > 0'
2

—mTng,

I1 s’ensuit que
(14) dist (%, Inn) = 2~ ™ "a, dist (%, Impn + Jm,n) = 2™ "a.

Quand x varie dans lintervalle (2=M—"k.a, 2~M—"q-(k+1)) les fonctions
%+ @mn(x), x— bmn(x) restent constantes pour les m = M (et en particulier pour
m=1). En particulier pour X & L = (2™ "ka, 2-™"(k+1)a) les intervalles
I'mn, Jmn restent constants. Cela facilite I’étude de la continuité des fonctions
Dm0 (%), Ym,n(x). Soient x, et x; deux valeurs de I'intervalle Lun:. Nous avons
pour YE Iy ou Lnn+Jmn

) = ) f(3) = fxo) oo — 20
y — y — %o FEREAREREY
+ y(f(x0) — f(x1)) + xof(%1) — %1f(x0) |
< 22mhina=(| o — 20| + | ]| f() = f(=0) |

+ |20+ an || fm2) — flao) |

+ | %of(w0) = mf (1) |)
puisque |f(¥)| <1 et |y—ax| =dist (x1, Ima) évent. dist (1, Ima-+JTma); donc
d’aprés (14) |y—x1| =2-m"g, pareillement Iy—xol =2-mng. Puisque Iyl,
|xo+x:1| ont une borne supérieure commune=g-2-""*-2(| k| +2) pour

YE Lt Tmm et [x0]+ [x1]CLnas, donc pour les |x—wxo|, |f(x2) —f(x0)],
lef(xl) —xof(xo)l suffisamment petits nous obtenons
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f(9) — f(x1)  f(y) — f(=0)
- <e

y—x0 Yy — %o

pour tout y & Imn + Jmn-

En particulier il résulte de I'uniformité de cette évaluation et de (9), (13) si
%o est un point de continuité de la fonction f(x) que:

| dmn(20) — Smn(%) | < & | ¥mn(®0) — ¥mn(%) | <€ pour | & — x| < 3,

c’est-a-dire que les fonctions @ms(x), Ymn(x) sont continues aux points de
continuité de la fonction f(x) situés dans Ln.:. Les discontinuités éventuelles
ne peuvent donc paraitre qu’aux points de I'’ensemble K et aux points
2-mrka, k= ..., =2, —1,0,1,2, --- ce qui veut dire que I'’ensemble de
tous les points de discontinuité des fonctions ¢ma(x), Yms(x) est contenu dans
K4 N. Les fonctions ams(x), bma(x) étant ainsi choisies, il résulte de (10) que
les passages & la limite dans (8), (12) sont monotoniques. Il s’ensuit que

{f+(x) > — i} C f[{ lim ¢mn(x) > — —;—a—} C {f*(x) 2z - %} )

k w1 | mose
{im om@ > -} = S{onw > - o
et puisque
(Frw 20} = n {m > %} _ H {m S %} ,

(w20} = I 3 {omntar > - o}
k=1n=1 m=1 k

Si le point x, de I'ensemble {¢n.(x)> — 1/k} est un point de continuité de la
fonction ¢ma(x), un certain voisinage de ce point appartient également 3
cet ensemble, donc x, est un point intérieur de ’ensemble {¢,,.,.(x) >—1/k }
Il en résulte que l'ensemble {¢mn(x)> —l/k} —int {q&,,.,.(x)> —l/k} se
compose des points de discontinuité de la fonction ¢mn»(x). Il se compose donc
de deux parties: Kmut CK et Npun CN. En posant int {¢m,,(x) >— l/k} =Gmnk
on a donc

A © oo o

{f+(x) g 0} = H H Z (Gmnk + Kmnk + Nmnk)

k=1 n=1 m=1

L L]

(15) = ITI1 Gur + Kux + Nuz)

k=1 n=1

o L]

=HHGnk+K0+No=P+K0+NO

k=1 ne=l
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ol les ensembles Gmai, Gni sont ouverts, KoC D tm1 Dome1 Dmm1 Kmu CK,
NoCN, donc I'ensemble P= [[5~; []o=1 Gu: est du type Gs. La formule ainsi
obtenue (15) dépend de la constante a qui détermine l'ensemble N=N,.
Considérons deux pareilles représentations de l’ensemble { f+(x)2.0}; une
pour a=1 et 'autre pour a =22?; pour simplifier I’écriture je désignerai dans
le second cas N. par N, Je distingue les décompositions de I’ensemble
{f+(x) =0} dans les I et II cas d’aprés la formule (15) & I'aide des indices
additionnels. L'ensemble NV, ne renferme que les nombres rationnels et N, ren-
ferme un seul nombre rationnel (=0), donc N;N,= [0]. De (15) j'obtiens:

{f+(x) = 0}. =P+ Ko+ Niwo= P2+ Koo+ Nao
= (P1+ Kio+ N1)(P2 + Koo + N2o) + P1+ P2
= P1 + Py + Kio(K20 + N20) + K20N1o + N1oN2o
= (P1+ P;+ N1N2) + K.,

ol K oCK, et NigpNayC NiN;= [0] est 'ensemble qui ne se compose que d’un
seul point [0] ou est vide, donc est Gs. 1l s’ensuit que P.= P;+ P2+ N1oNao
étant une somme de trois ensembles G; est aussi G;. Puisque

{FH(x) 2 0} = {J*(x) 2 0}R = (P. 4+ K.))(C + K)
' =CP .+ KP. 4+ Ko lC+ K) = P+ K,

ol P=CP.CC est Gs car C qui est 'ensemble de tous les points de con-
tinuité de la fonction f(x) est comme on sait, G;. La premiére partie du lemme
est ainsi prouvée. D’une maniére tout i fait analogue en considérant Ym.(x)
au lieu de ¢ma(x), j'obtiens le méme résultat pour {f(x) go} et en particulier
la formule analogue & (15), (16). Pour simplifier je garde les mémes notations
(G.x etc.) ce qui ne prétera & aucune confusion. Nous avons donc

(16)

0 o0

an {7(®) 2 0} = TTII (Gax + Kui + Naz) = P + Ko,

k=1 n=1
ot G, est un ensemble ouvert, K.+ CK, N..CN, PCC, KoCK, P est du
type Gs. De 12

P+ Ko CGur + K + Nus,
Gnk + Knt + Not = Gur + Knr + Now + P + Ko pour tous les #, &,

P+ Ko=JIII(P+ Ko)(Guk + Kur + Nux + P + Ky)
k=1 n=1

(18)

0

C H(P+K0+Gnk+K0Knk+PNnk+K0Nnk)
k=

1 n=1

L) 0 o«

—TIIL P+ Ko+ Gu) = TTTL (P + K + Gun),

k=1 n=1 k=1 n=1
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ol K}y=Ko— G De (17) résulte par conséquent

(19) f(x) = 0 pour tout x & K:k,

(20) KniGui = 0.

D’autre part

P+ Kni+Gui=P+ Ko+ Guk C P+ Ko+ Gai + Knk + Nk
= Gnx + Kk + Nui,

donc il s’ensuit de (17) que

IIII (P + Kni +Gow) C II I (Gur + Kuk + Nuz) = P + Ko
k=1 n=1 k=1 n=1

De cela et de (18) résulte

(21) {f®) 2z 0} = P+ Ko = TTTL (P + Kux + Gus).
k=1 n=1

Je vais démontrer que I’ensemble K}, au plus dénombrable (car Kjx CK), est
du type G;. P étant G; ,il en est de méme des facteurs du second membre de la
formule (21) qui se composent d’'une somme de deux ensembles G; et d'un
ensemble ouvert, donc {f(x) 20} est Gs, c.q.f.d. Il reste 3 montrer que Kn
est G;. Ky, étant au plus dénombrable, il faut et il suffit de prouver, d’aprés
les propositions connues, que Kj; ne contient pas une partie dense en soi.
Supposons que le contraire soit vrai, c’est-a-dire que K} renferme une partie
Z dense en soi. Dans ce cas 'ensemble parfait Z contiendrait Z et Z serait
dense sur Z (les points de I’ensemble Z sont situés i I'intérieur de chaque
segment de 'ensemble Z). D’autre part de ce que ZC K% et de (20) résulte

(22) Gnkz = O.
De (19) s’ensuit
f(x) =20 pour tout x EZ,

on peut donc faire correspondre & chaque € un segment [a, ] arbitrairement
court renfermant x a son intérieur et tel que

10~ j@

b—a

(23)

€.

C'est évident si lim inf,..-f(f) <lim sup;..,; f@). Dans le cas contraire,
puisque on a p.ex. f+(x) =0, il résulte de (6)

(24) lim inf () < f(x).
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On peut faire correspondre & chaque >0 un nombre 5>, tel que

L] b) — f(= €
25) PR B (Gl (CO N

2 b—x 2

D’aprés (24) il existe un nombre a <x, tel que

(26) s-e<l (= a)|f@) - J0| <6

f@<ﬂ@+§w—w
de 13
u—@mwfm»>—§w—xv>—§m—mw—w

@—@M@—M»>—%@—W>—i@h@@—%

af(b) — =f(b) — af(x) + bf(x) — bf(a) + xf(a) > — % (®—a)b — %),
J@) — fla)  f(b) — f(=) 5 _

b—a b—x 2

et de (25), (26) résulte (23) avec b—a <n. Pour f~(x) =0 la démonstration est
analogue.

Je forme la suite descendante des segments de ’ensemble Z, [a., b.]Z,
ol lim, ., (bn—a,) =0. D’aprés le théoréme de Cantor le produit de ces seg-
ments est le point £#&Z. Je vais choisir les intervalles [a,, b,] de telle manigre
qu'ils remplissent la condition (23) avec e=n"! en évitant les points de
I’ensemble dénombrable K+ N. En désignant par x1, x3, - - - la suite de tous
les points de I’ensemble K+ N (renfermant en particulier tous les points de
I'ensemble ZC K3z CK), je choisis un point xq)EZ, xq#x1 (ce qui est
possible puisque Z renferme une infinité des points) et je forme 'intervalle
[a1, 1] renfermant & son intérieur x(, ne renfermant pas x; et tel que

f) — fla)) > — 1(b1 — a1), by —a < 1.

On aura donc 2 lintérieur de l'intervalle [a;, 8] une infinité des points de
I’ensemble Z (puisque Z est dense en soi donc x, est un point d’accumulation
de ’ensemble Z, a; <xq) <b1). Je définis [ax, bz ] par récurrence. Si ’on a défini
déja les intervalles [ay, b1], - - -, [an, b.] remplissant les conditions:

@ ) = flad) > — % o0, k=12,




1950] SUR LA PREMIERE DERIVEE 15

(28) . Xk GE [ak, bk], k=1,2,---,mn,
(29) [d}.;+1, bk+1] C ((Ik, bh), k= 1’ 2, 3’ R 1'
1
(30) bk'—dk<;7 k=1,2,---,mn,

et renfermant 3 l'intérieur une infinité des points de ’ensemble Z, je définis
lintervalle [@n41, b.31] de la manitre suivante: je choisis le point %1
EZ (@ny bn)y X(ni1) Zxnp1 et je forme Uintervalle [@ny1, bny1], G <Xnp) <bnta
assez petit pour qu'il soit situé & I'intérieur de [an, ba], bor1— @1 <1/(n+1),
ne contienne pas Xn41 €t f(bny1) —f(@ry1) > —(1/(24+1)) (Brs1—a@ny1). L'in-
tervalle (@n41, bay1) contenant x4 &Z renferme une infinité des points de
I'ensemble Z (donc ces points appartient & I'intérieur de [@nt1, bay1]). La
construction de [az, b:] est donc possible pour tout et les conditions (27)-
(30) sont remplies pour chaque % entier, positif, en particulier tous les seg-
ments [ax, bx]Z de ’ensemble Z sont non vides. Il résulte de (28) que
lim @, = £ # x; pour tout k, &€ K + N.

n—o

De la et de (22) en tenant compte de ce que {EZ:

seEfIfIG,.k+N+KDfIﬁ(Gnk+K,.k+Nnk) = {f(x) = 0},

k=1 n=1 k=1 n=1
d’aprés la formule (17), on a donc

J® <o.
D’autre part il résulte de (27) que

f® =o.

I1 s’ensuit de cette contradiction que K}; ne contient pas une partie dense en
soi, c.q.f.d.

En particulier si f(x) a une dérivée sauf aux points d’'un ensemble E au
plus dénombrable, f(x) ne peut étre discontinue qu'aux points de non-dé-
rivabilité, ou aux points ot |f’(x)| =+ . L’ensemble des premiers points
est d’aprés la supposition au plus dénombrable; ’ensemble des seconds—est
au plus dénombrable d’aprés une proposition connue de Young sur la symé-
trie, puisqu’au point de discontinuité en lequel existe la dérivée infinie les
ensembles des limites & droite et & gauche ne peuvent pas étre identiques. La
condition (6) est remplie, car si f(x) a la propriété de Darboux, alors
lim inf, 5 f(x) <f(x0) Slim sup,..; f(x), lim inf,.;¢ f(x) Sf(x0) lim sups..f
f(x). Il en découle d’apres la II partie du lemme déja démontré que {f(x) = 0}
est du type G;, c.q.f.d.

COROLLAIRE. La premiére dérivée f'(x) est de 1 classe de Baire (méme pour
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f(x) discontinue). )

Si f/(x) existe partout, K est au plus dénombrable et f(x) satisfait évidem-
ment la condition (6), donc {f’(x)=a} est G; pour tout a, pareillement
{f’(x) éb} c-a-d. {-—f’(x)g —-b} pour tout b, c.q.f.d. (Ce corollaire résulte
aussi d’un travail de M. Kronrod [16].)

Pour la fonction arbitraire on peut montrer que {f'(x) ;a} =P+ (K—B),
ou PEGs;, B est au plus dénombrable et {f(x) ga} = P14 (K1—B)) ou P,EG;,
K,CK, K,€F,, |K1| =0, B, au plus dénombrable. Si 'ensemble K est
dénombrable mais f(x) ne satisfait pas (6), { fx) ga} n'est pas en général Gs.
Je laisse au lecteur de former des contre-exemples faciles (avec ensemble du
type de Cantor).

LEMME 9. (Théoréme de Rolle sur la valeur moyenne.) St f(a)=f(b) et la
Sfonction f(x) a la propriété de Darboux, il existe un point £E (a, b) tel que

f®zo j®=o.

Démonstration. On peut exclure le cas o il existe un segment (¢, d) C(a, b)
tel que f(c) =f(d) et f(x) est continue dans [¢, d] car dans ce cas le lemme
résulte du théoréme élémentaire de Rolle. En particulier il n’y a pas d’inter-
valle olt la fonction f(x) serait constante. Si [¢, d] renferme un point de dis-
continuité de f(x) par rapport a [c, d], il existe une valeur u telle que I’équa-
tion f(x) =u posséde une infinité de solutions dans (¢, d). En effet, en un cer-
tain point x, il existe une valeur limite § de la fonction f(x) différente de
f(xo), p.ex. f(xo) > 0. 1l existe donc une suite de points x.E (¢, d), x>, tels
que f(x,)—0 et 'on peut de suite supposer que f(x,) < (f(x0)+80)/2 (laissant
éventuellement de c6té un nombre fini des points). On peut choisir x, d’'un
coté de xo. Supposons p.ex. que x,<xp (le second cas est analogue). Dans
chaque intervalle (x,, x¢) la fonction f(x) prend la valeur intermédiaire
u=(f(x0)+8)/2; elle la prend donc une infinité de fois. En me basant sur cela
je vais définir une suite descendante d’intervalles fermés dont le produit sera
le point £, leurs longueurs tendront donc vers zéro. Le premier de ces inter-
valles [ai, b1] sera 'intervalle [a, 8]. D’aprés la supposition complémentaire
[¢, 8] renferme un point de discontinuité de f(x) par rapport a [a, 8]; il
existe donc une valeur u; telle que I’équation f(x) =, posséde une infinité de
solutions dans (@, ). Je choisis trois d’entre elles: x;<x;<x3. Puisque
x3—x1<b—a et min (xg—x1, x3—x2) £27(x3—x;), nous pouvons choisir
I'intervalle [as, b2] = [x1, x2] ou [xz, %3] de maniére que by—a><2-'(b—a). On
a donc f(bs) =f(as) et l'intervalle [as, b;] renferme d’aprés la méme supposi-
tion complémentaire un point de discontinuité de f(x). Supposons que 'on
ait déja défini l'intervalle [@n, b,] C (an_1, ba_y) tel que

(31) f(62) = f(an), b, — a, < 27"*1(b — a).

D’aprés la supposition complémentaire [a., b.] renferme un point de dis-
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continuité de la fonction f(x) par rapport & [a,, b.]; on peut donc comme
dans le cas de (a, b), trouver trois points x{ <xs <x3i dans (a., b.) tels que
flel)=f(xd) =f(x{); je choisis pour [@nt1, bns1] le plus petit de deux inter-
valles [x/, x{ ], [x{, x{ ]. Dans ce cas bp41—@np1 <2740, —a,) <2-"(b—a). Les
conditions (31) sont donc remplies pour #+1 en place de # et les nombres
@a, b, sont déterminés par induction pour chaque n. De (31) résulte
f(E) =0, J® =0 pour ¢ = lim a,, an < £ < by, c.q.fd.
n— o

COROLLAIRE. (Propriété de Darboux de la dérivée.) Si une dérivée inter-

meédiaire unilatérale f}(x) de la fonction f(x) de classe F remplit les inégalités

@ <e  fo®)>c o fia)>e [0 <e

1l existe un point EE(a, b) tel que S =c, fe& =ec.
(J'appelle dérivée intermédiaire chaque fonction f; (x) remplissant partout

Vinégalité f+(x) Zf; (x) Zf*(x)).

En considérant au lieu de f(x) la fonction f(x) —cx je raméne le cas général
au cas de ¢=0. La fonction f(x) —cx est aussi de classe 7. En effet, elle est de
I classe de Baire comme la difference des deux fonctions de I classe, donc les
ensembles {f(x) —cx>a} sont du type F,. Mais

{f(x) — cx > a} = {f(x) > cx + a}
E{f(x)> +1>1n—>cx+a}

m,n n

Z{f(x) > 1} {cx+a<—’f}.

m,n n

Les ensembles {cx+a<m/n} sont ouverts et {f(x) > (m+1)/n} sont de
classe M;, donc, en vertu du Lemme 1 et Lemme 2, {f(x)—cx>a} est de
classe M;. La preuve pour {f(x) —cx<a} est analogue. Il en résulte que
f(x) —cxENM=F d’aprés le Théoréme 1, posséde donc la propriété de Dar-
boux. (La propriété de Darboux, en dehors de la classe ¥, n’est pas conservée
en général aprés I'addition d’une fonction linéaire.)

Je prends en considération le premier couple d’inégalités; pour le second la
démonstration est analogue. Il résulte de celles-ci que f(x) prend dans le
voisinage & droite du point a les valeurs inférieures 2 f(a) et dans le voisinage
a gauche de b—les valeurs <f(b). Si f(a) =f(b) le corollaire résulte immédiate-
ment du Lemme 9. Supposons que p.ex. f(a) >f(b) (dans le cas contraire la
démonstration est pareille). Il existe dans (g, b) un point d tel que f(d) <f(b),
donc il y a dans (a, d) un point e en lequel f(x) prend la valeur intermédiaire
f(®); on a donc (e, ) C(a, b), f(e) =f(b) et d’aprés le Lemme 9 il existe un
point £E (e, b) donc £ (a, b) ayant la propriété désirée.
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LEMME 10. St une fonction finie f(x) n’est pas non décroissante dans [a, B]
et si Uon a presque partout f(x) =0 dans [a, b), il existe dans [a, b] un point &
tel que f(§)=— .

Démonstration. Supposons que tous les quotients des différences dans
[a, 8] soient bornés en bas

flo) = fla)

X1 — X2

M, 0<M<+ w.

La fonction fi(x) =f(x) +2 Mx est croissante dans [a, ], donc presque partout
dérivable. En soustrayant de fi(x) sa fonction de discontinuités, on obtient
une fonction continue non décroissante ¢(x) telle que pour x;<x;o0n a

(32) o(%2) — d(x1) = f(x2) — f(x1) + 2M (22 — 21).

[On appelle fonction de discontinuités d’une fonction monotone F(x) la somme
> n wa(x) olt la fonction w,(x) correspond au point de discontinuité x, de
F(x). (La suite des x, étant au plus dénombrable.) Si:

lim F(x) = a, £ F(x,) £ b, = lim F(x),

X%y "
alors
0 pour tout x < %,
w,(x) = { F(x,) — a, pour X = X,
b, — a, pour tout % > %,

La convergence uniforme de la série )_.w.(x) et les propriétés utilisées ici
sont manifestes. |
Puisque ¢(x) =0, on a pour une fonction continue Y (x) =¢(x) —2Mx:

(33) ¥(x) Z — 2M pour tous les x.
La dérivée de la fonction de discontinuités étant presque partout égale a 0,
ona
d'(x) = f'(x) + 2M presque partout,
V() =¢'(x) —2M =f'(x) = 0 presque partout.

Il s’ensuit & cause de (33), que la fonction continue Y (x) est en vertu des
propositions connues non décroissante dans [a, #]. On a notamment pour
tout €>0 et Pe(x) =y (x) +ex: ¢! (x) >0 presque partout, ¥.(x) > —2M partout,
donc ]Jf(x)l <2M pour tout x& {JF(x) <0}. Il résulte (Saks [27, p.
271, Théoréme (4.5)]) que H/e({ ,'"(x)§0})| §| { ;"(x)§0}| -2M =0, car
| {#F(x)=0}| =0. D’aprés Théoréme (7.1) de M. A. Zygmund [27, p. 203],
Ye(x) est non décroissante. Il résulte de (32) que
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Sf(x2) — f(%1) 2 ¥(x2) — ¥(21).

La fonction f(x) serait donc aussi non décroissante ce qui est en contradiction
avec la supposition.

11 s’ensuit que pour chaque nombre M existent dans [a, b] les points x;, %,
tels que

flo) = fle)

X2 — %

M.

En bassant sur cela, je vais former une suite descendante d’intervalles [an, ba],
bn—a,—0 dont le produit est le point cherché £. Sans restreindre la généralité
je peux supposer que la fonction f(x) soit bornée, | f(x)l <1. (Comme dans
le Lemme 8, (7).) Je choisis [a1, b1] tel que
b)) — f(a
f(b1) — f(a1) <-

b —a

1.

Supposons que l'on ait déja déterminé I'intervalle [@n, ba] C @i, bns] tel
que

f) = fla) _

34
(4 P

La fonction f(x) n’étant pas non décroissante dans [a,, b,], il y a dans [a,, b,]
des points @n41, baysa tels que

Sf(bns1) — f(ans1) < —n

bnp1 — Gna

- 1.
De cette maniére la suite d’intervalles [a,, b,] est déterminée par induction.
I1 résulte de (34) que
ba) — f(@n 2
,.<|f( ) — S( )|<__

n n

b — a

et que

J(§) = — o pour ¢ = lim a,, c.q.fd.
7n—>0
THEOREME 2. Une fonction finie f(x) ayant la propriété de Darboux ad-
mettant une dérivée finie ou infinie d I'exception des points d'un ensemble au plus
dénombrable et telle que f'(x) =0 presque partout est continue non décroissante.

REMARQUE. I est facile de faire voir gu’'aucune de ces suppositions ne peut
étre omise. De méme on ne peut pas remplacer f'(x) par la dérivée approximative.
Démonstration. Soit ¢(x) une fonction remplissant les inégalités
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[(3) = ¢(2) < J(x)

que je détermine arbitrairement (si f(x) <f(x)) en lui imposant la seule re-
striction que si f(x) < —1=f(x), alors ¢(x)=—1. Evidemment partout od
f'(x) existe ¢(x) =f"(x). Les ensembles {¢(x)=a}, {¢>(x)§a} et par suite
aussi {¢(x) =a} sont du type G;. En effet, nous avons

{o(0) 2 a} = {f(m) z e} — 2, {6(x) = a} = {f(») S o} — 2,

ou £y, ( sont des ensembles au plus dénombrables, donc du type F,. Il
résulte du Lemme 8 que {¢(x)ga} est Gs. Prenons en considération 'en-
semble 4 = {¢o(x)<0} et supposons que A#0. Il contient les ensembles
B= {¢>(x) = —1} et C= {¢(x) =— o } lesquels, comme je vais le montrer, ne
sont pas vides. Les ensembles B et C sont du type Gs. Tout point x,& 4 est
un point d’accumulation des ensembles B et C. En effet, 'intervalle (xo—e¢, xo)
(évent. (x¢, xo+¢€)) renferme les points £ tels que f(£) = — « (Lemme 10), car
dans le cas contraire f(x) serait une fonction non décroissante dans (xo—e¢, xo)
et (xo, xo+€) (ces intervalles sont les sommes d’une suite croissante d’inter-
valles fermés). Les limites lim...; f(x), lim,..;# f(x) existeraient et puisque
f(x) a la propriété de Darboux, on aurait f(xo) =lim,..; f(x) =lim...4 f(x),
c’est-a-dire que f(x) serait non décroissante dans (xo—e¢, xo+€) et f(xo) =0,
#(x0) 20, x0&A contrairement 4 la supposition faite. € étant un nombre
positif arbitraire et ¢(§) < —1 (d’aprés la définition de la fonction ¢(x),

car f(¥)= — =), I’ensemble 4 est dense en soi et l'ensemble 4 est parfait.
L’ensemble {f(x)= — =} est dense sur 4; donc il est dense aussi dans 4. Or
I’ensemble {f(x) = — w0 } 4 étant G; (Lemme 8) et étant contenu dans I’en-

semble parfait 4, et dense sur lui a la puissance du continu sur chaque seg-
ment de 4. L’ensemble des points de non-dérivabilité étant tout au plus
dénombrable, I'ensemble {f’(x)=— o} et & fortiori C={¢p(x)=— o }C4
sont denses dans 4 ; en particulier tout point x4 est un point d’accumula-
tion de 'ensemble C (et cela avec la dérivée= — = ). La fonction f(x) est de I
classe de Baire puisqu’elle est différentiable partout & ’exception d’un en-
semble de points au plus dénombrable et comme telle posséde =N, points
de discontinuité (Lemme 8). Il s’ensuit qu’elle est de classe 7. Je vais
montrer que dans chaque voisinage (xo—¢, xo+¢€) du point x¢& A se trouve
un point de 'ensemble B. On sait déja que le point de dérivabilité x,&C
appartient a ce voisinage, on a donc f’(x;) = — «. Supposons p.ex. que x; <xg
(si xo<x; la preuve est semblable). D’aprés la supposition il existe un point
%9E (%1, x0) tel que f/(x2) 20> —1. Il s’ensuit, d’aprés le corollaire du Lemme
9, qu'il v a dans (x,, x2) un point £ tel que

= —-15F0

donc en vertu de la définition de ¢(x) on a ¢(f) = —1, c'est-a-dire que £

EB [(xo—é, xo) +(x0’ x0+€) ]’
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Puisque BCAC4, B est pareillement dense sur 4. On en déduit que B
et C qui sont des ensembles du type Gs denses sur A possédent les complé-
mentaires de I catégorie par rapport & 4. Il existe donc un point & BC, ol

—w =/ =fe<-1 Jf&=-1=5]@

ce qui est impossible. Il résulte de cette contradiction que 4 =0 donc f(x) > —1
pour tout x. De 14 s’ensuit en vertu du Lemme 10 que f(x) est non décrois-
sante; possédant la propriété de Darboux, elle doit étre continue, c.q.f.d.

COROLLAIRE. Les fonctions f(x) singuliéres (c-a-d. continues de classe VB et
telles que f'(x) =0 presque partout) non constantes (en particulier les fonctions
singuliéres élémentaires, c-d-d. celles dont I'ensemble des intervalles de constance
est dense partout et de mesure pleine) ont I'ensemble non-dénombrable (280) des
points de non-dérivabilité (l(x) <f(x)).

Pour les fonctions singuliéres élémentaires de Lebesgue, Cantor, Harnack
c’est connu (Ruziewicz [24]).

THEOREME 3. La dérivée d'une fonction continue et partout dérivable (event.
avec la dérivée infinie) est de classe Ns.

Démonstration. Les ensembles {f'(x) >a},{f'(x) <a} sont du type F, pour
chaque a. Pour la = 4 « est evident que {f’(x)>a} & M,, {f’(x)<a}€Mz.
Si {f(x) >a} #0, a| < 4 =, supposons que f’(x) ne remplit pas la condition
9N, il y aurait un point x, tel que f’(x¢) >a et dans un certain voisinage uni-
latéral p.ex. (xo—8, xo) on aurait presque partout f'(x) <ae. La fonction
f(x) —ax serait donc (d’aprés le Théoréme 2) non croissante dans (xo— 9, xo)
et f~(xo) =f'(x0) @ contrairement a la supposition que f’(xo) >a. Il s’ensuit
de cette contradiction que f’(x) ENM; et pareillement f/(x) E N, c'est-a-dire
que f'(x) ENM, c.q.f.d.

Pour les fonctions continues dérivables partout hormis un ensemble
dénombrable de points et les dérivées intermédiaires arbitraires (c’est-a-
dire des fonctions telles que f(x) <f,(x) =<f(x)) on pourrait démontrer d’une
maniére pareille que dans chaque voisinage de x,& { fi(x) >a} se trouve une
partie de I'ensemble { Jo(x) >a} ayant la mesure extérieure positive mais comme
on le fait voir facilement par des exemples (p.ex. f(x) = Ix|) on ne peut pas
affirmer qu'il en soit de méme dans tout voisinage & droite et & gauche. Pour
les fonctions discontinues dérivables partout le théoréme, méme ainsi affaibli,
serait faux (p.ex. pour f(x) = —x-+sign x).

THEOREME 4. L'ensemble {a <f'(x) <b} pour une fonction continue ayant
partout la dérivée finie ou infinie remplit la condition My pour toutes les valeurs
a, b: —® §a§b§+oo.

Démonstration. Tous les cas, & part le cas banal a =5, se raménent au
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cas a=0, b=1. Si a et b sont finis il suffit de considérer la fonction
(f(x) —ax)/(b—a); si a est fini et b=+ =, je considere au lieu de f(x) la fonc-
tion f(x) —ax et je raméne ce cas au =0, b=+ o ; si b est fini, a=— =,
nous avons { — o <f’(x)<b} ={0<(—f(x)+bx)' <+ } ; enfin si a= — o,
b=+ on a {— o <f'(x)<+w }={—°°<f'(x)<1}+{0<f'(x)<+°°}
donc ce cas se raméne d’aprés le Lemme 1 aux cas précédents. Or le second de
deux cas qui restent en fin de compte se raméne au premier en appliquant
le Lemme 1 puisque {0<f'(x) <+ }= > s, {0<f'(x) <F}.

L’ensemble 4 = {0<f’(x) <1} est du type F, et s'il n'est pas vide il est
une somme des ensembles ¢, fermés non vides. Prenons en considération le

point xoE@a, f'(x0) =& (0, 1). On a
f(xo + k) = f(x0) + ha + hey,
f(xo+ b+ k) = f(x0) + ho + ha + (b + h)e,
J@o+ B+ k) — f(xo+ &)
I

h
= a4+ — (e — €) + e,
h

oll 6—0 et e,—>0 quand % et ,,—0. Je choisis une constante arbitraire positive
¢ et je suppose que k/h<c, hhi>0. Dans ce cas il existe un nombre e(x,, ¢)
>0 tel que pour |h+h1| <e(xo, ¢) On a

1 —
|€2‘61|C+I€2|<min(—a—r a),
2 2

donc

o <f(xo-l- h+ ki) — f(x0 + h) <0t+1<

35 0<— 1
(35) 2 h 2

pour [h+h1| <e(xo, ¢), B/h1<c, hh1>0. Je vais montrer que I'’ensemble 4 a
une mesure positive dans l'intervalle (xo+£%, xo+hk+5h), c’est-d-dire que
I’on peut admettre que 7, =0 puisque
| A(xo + B, %0+ b+ 1) |
| 7]

De cette maniére toutes les exigences de la condition M; serons satisfaites.
Supposons au contraire que I (xo+h, xo+h+h)A | =0 et désignons par B’, C’
les ensembles de tous les points d’accumulation des ensembles

B={f'(x) = 1} (%o + h, 2o+ h + hy),

C={f(x) S0} (xo+ h 2o+ h+ ).

Prenons en considération un point arbitraire x,&Q, ol

(36) Q=DBC(xo+ k xo+ b+ k)
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tel que x1E (xo+45, xo+h-+h1). Je prouverai qu'il appartient avec un certain
voisinage & B ou & C. Puisque x, n’est pas un point de '’ensemble Q, donc
d’aprés (36), x1€EB’'C’ et ne peut pas étre un point d’accumulation de B et de
C. Nous pouvons admettre sans restreindre la généralité que x;&EB’. Ily a
donc un nombre €>0 si petit que (x1—e¢, x1+€) C(xo+5k, xo+k-+11) et que
I'intervalle (x;—e€, x1+¢€) contient au plus 1 point de I’ensemble B (savoir
évent. x,E B puisque tout autre point peut étre supprimé en diminuant €). On
a

(xl_fyxl'l'f)=(xl_€yxl+5)(x0+ h, xo+h+h1)
= (x1—¢ %1+ €(C+ B+ (%0 + k, 20+ kb + h1)A),

car en chaque point soit f/(x) =0, soit 0<f'(x) <1, soit 1=f'(x); donc en
tenant compte de ] (xo+5, xo+h+h1)A] =0,| (xl—e,xl+e)B] =0on parvient

2€=|(x1—€, x1+e)Cl,

ce qui veut dire que f'(x) =0 presque partout dans (x;—¢, x;+¢€). En vertu du
Théoréme 2 on a donc partout dans (x1—e, x1+e€) f'(x) =0 et également
& B, c'est-a-dire

37N (1 — ¢, 21+ € CC (évent. C Bsi x, €& C).
Il s’ensuit de (37) que x;EB+C, donc x,E4 et de 1A

Je prouverai que Q est dense en soi et renferme des ensembles D, E denses
aussi dans lui, o

D= {f'(x) = 1/2} (%0 + h, %0 + h + k1),
E = {f'(x) = 1/3} (a0 + h, % + h + h1).

Si @70, prenons un point arbitraire p & Q. Il est un point d’accumulation des
ensembles B, C, donc dans tout voisinage de ce point se trouve le point £
tel que f/(§)=1 et un point n tel que f'(n) =0. Puisque f’(x) jouit de la
propriété de Darboux, il v a dans les mémes voisinages des points 2, 7 tels
que f'(z) =2"1; f'(r) =371, c’est-a-dire des points des ensembles D, E. Il est
évident que D+ EC (xo+5, xo+h-+h)A, donc d’apres (38),

D+ ECOQ.

L’ensemble Q+ [xo+%]+ [xo+h+h] est évidemment fermé. On peut donc
trouver un ensemble parfait (Q ou sa partie) dans lequel les ensembles D, E
du type G; sont denses; ils ont donc un point commun, -

¢E€DE, f® =27 [ =37

ce qui est impossible. J’ai obtenu donc une contradiction dans le cas Q0.
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Mais dans le cas Q=0 j’obtiens aussi une contradiction car dans ce cas d’aprés
(38), (xo+%, xo+h+k)A =0 ce qui est en contradiction avec (35) puisque
d’apreés la proposition de Lagrange

f(@o+ B+ ) — f(xo + k)
h

(Evidemment, d’aprés (35), nE€4.) De cette contradiction résulte que
l(xo+h, xo+h+h)A| >0, c.q.f.d.

COROLLAIRE. L'ensemble {a<f'(x)<b} pour f(x) continue est vide ou
[{a<f'(x)<b}]|>o0.

(C’est connu: MM. Denjoy [8], Selivanov [30], Clarkson [6].)

Il est facile de construire des exemples des fonctions continues dérivables
partout & Uexception d'un ensemble de points dénombrable, pour lesquelles I'en-
semble envisagé ne remplit pas méme M, (remplit par contre My pour certaines
dérivées intermédiaires—pas toutes—et pour la dérivée ordinaire—ne remplit
méme pas M, puisque I’ensemble {0<f’(x) <1} se compose d’un seul point).
Pareillement, on peut construire une fonction discontinue partout dérivable
pour laquelle cet ensemble ne se compose que d'un point.

=f'm), 1€ &+ h v+ h+ h).

COROLLAIRE. La dérivée partout finie appartient & la classe ;.

En effet, dans le cas considéré on a pour chaque x: — o <f'(x) <+ =
donc {a<f’(x) <+ } = {a<f’(x)} {f’(x) <+ } = {a<f’(x)} remplit Mj;
pareillement {f'(x) <a}.

THEOREME 5. L'ensemble { bl (x)>a} pour une fonction f(x) (méme dis-
continue) ayant partout une dérivée finie ou infinie bornée supérieurement est
de classe My. (C.-3-d. f'(x) ENM).

Démonstration. L’ensemble {f'(x)>a} = {]_‘(x) >a} estdu type F, (Lemme
8, corollaire). Si a= — « il posséde la mesure pleine, remplit donc M, et
méme Ms. 11 reste le cas de a fini et il est loisible d’admettre ¢ =0. Comme
dans le Théoréme 4, (35), on a pareillement si f'(xo) =a>0

b+ ) — h h
feat bt b) = fl=t B > z > 0 pour 7 <eg,
1

(39) i 2

Rhy > 0, | B+ hi| < e(%0, €).

Puisque pour chaque x on a f'(x) <M < + « (on peut admettre que M =1),
donc

(f(xo+ B4 k) — f(xo+ k) signk
S M| {f(x) >0} (xo+ hy %o+ h+ nui.

(40)
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De (39), (40) résulte

@ >0@thnthtm)| o«

[ 7] M

Or a <M, par conséquent a/2M <2-1. Puisque {f'(x)>0}= > oy {f'(x)
> l/n} et puisque les ensembles {f’(x) > l/n} sont du type F,, on déduit de
(41) en y mettant {f'(x)>1/n} = D me1Fam et 1/n<a 2 la place de «, pour
tout x& F,.. que

|{f’(x)>0}(xo+h,xo+h+hl)|> 1
| b 2nM
pour | h+ h1| < e(x, c).

On peut poser N.m=1/2nM =<2-1. En ordonnant les suites doubles F,n et les
Nam correspondantes en suites simples, nous obtiendrons les suites des en-
sembles F, et des nombres 7., 0<7,<1, telles que la condition M, sera
remplie pour I'ensemble {f’(x) >0}, c.q.f.d.

On pourrait déduire pour les fonctions dérivables partout sauf aux points
d’un ensemble dénombrable une condition plus faible ol I'inégalité (42) a lieu
pour les x pour lesquels f/(x) existe. Faute de liaison avec la condition de
Darboux, ces résultats ne sont pas intéressants pour les classes des fonctions
envisagées ici. Une généralisation au cas des fonctions qui ne sont pas
dérivables partout (I'idée en revient au M. A. Zygmund) ne se montra
intéressante que dans le Théoréme 2.

(41)

(42) >0

COROLLAIRE. Les dérivées bornées appartiennent d la classe I,.

THEOREME 6. Si {f(x)>a.}, {f(x)<b.} pour les ensembles de valeurs
@n, b, denses sur U'axe des y remplissent Ms, la fonction f(x) est approximative-
ment coniinue et réciproquement: si f(x) est approximativement continue, alors
f(x) EMs. Les ensembles {a <f(x) <b} sont également de classe Ms.

COROLLAIRE. La somme de 2 fonctions de classe s est aussi de classe Ns.

Ce théoréme est connu (M. Maximoff [17], [18]) et facile & vérifier.
L’exemple de Lebesgue cité plus haut montre que la classe Mo =N, =F n’est
pas additive, c’est-a-dire qu’il ne résulte pas de f(x) EY, g(x) EF que f(x)
+g(x) EF. Les propositions sur les propriétés additives des autres classes
M., seront données plus loin. On peut seulement observer que la classe des
dérivées bornées (évent. inférieurement ou supérieurement), celle des dérivées
de classe NT; évent. "Ns, et aussi celle des dérivées finies et infinies (4 condition
que pour aucun x on n’obtient pas une forme indéterminée « — «) sont addi-
tives. Au cas des formes indéterminées © — o quand f(x)+4g(x) peut étre
non-dérivable pour certains x bien que f'(x) et g’(x) existent pour tout x, se
rattachent les exemples connus des fonctions continues dérivables partout
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qui ne sont pas absolument continues et f(x) —g(x) #const. quoique f’(x)
=g’(x) pour tout x, Ruziewicz [25], [26], Hahn [10].

La condition Mj peut étre énoncée plus simplement. La definition donnée
plus haut ne fut énoncée d’une maniére plus compliquée que pour mettre en
évidence la liaison avec M4 En effet; les nombres 5, dans M3, M, peuvent
étre remplacés par des nombres arbitraires ne dépassant pas les 7,; en par-
ticulier on peut poser 7,=0 pour tout » dans M; et ne pas introduire les
ensembles F, (car dans ce cas chaque représentation de I’ensemble F, comme
une somme des ensembles fermés remplit les conditions désirées). La condi-
tion M; ainsi simplifiée est: l'ensemble E est du type F,; pour chaque xE et
chaque ¢ >0 il existe €(x, ¢) >0 tel que pour tous les h, hy remplissant les conditions
hhy>0, b/ <c, |h+h| <e(x, ¢) on a

| EGe+ b a4+ h+ b) |

| ]
(La forme équivalente M{.avec ki1 20, k/h;<c.) On voit de méme que 'on
obtient la condition M, si 'on pose dans M3 . ¢=0 au lieu de ¢>0 (c’est-a-

dire 2=0). En effet, il y aura alors pour tout x € E un e(x) >0 tel que si |h1|
<e(x)

> 0.

'(x1x+hl)E|
| I

3. Les conditions suffisantes. Je vais maintenant caractériser les en-
sembles {f’(x)>a} pour les dérivées bornées ou approximativement con-
tinues et donner les théorémes dans un certain sens réciproques aux
Théorémes 3-6. Je me base sur quelques lemmes donnés plus bas et sur le
théoréme (*) de MM. Lusin-Menchoff (démontré dans [18]).

(*) Pour chague couple des ensembles, un mesurable A et un fermé B tels que
A-DB (cest-a-dire A DB et B se compose des points de densité de l'ensemble A)
existe un ensemble fermé C tel que A- DC-DB.

> 0.

LEMME 11. Pour chaque ensemble E de classe M existe une fonction ap-
proximativement continue (et semi-continue) f(x) telle que

0< f(x) £ 1 pourtousles x & E,
f(x) = 0 pour tous les = & E.

Démonstration. Si I’ensemble E est vide, il suffit de poser f(x)=0. Dans
le cas contraire, puisque E est du type F, on a

(43) E= i F.,

n=1

ol F, sont les ensembles fermés non vides. Je pose
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¢1 = Fl.

E se composant de ses propres points de densité on a E- Dé¢y; d’aprés le thé-
oréme (*) il y a donc un ensemble fermé ¢, tel que

E- Dy D ¢1.

Je pose ¢2= Fa+», dans ce cas évidemment E- De¢z- D¢y. Je définis ¢, pour
chaque 7 entier positif de la fagon suivante: Supposons que 'on ait déja
déterminé I'’ensemble fermé ¢, remplissant les conditions

(44) E. D ¢n' D Pn-1,

(49) ¢n D Fo.

D’aprés le théoréme (*) il existe un ensemble fermé Y,.1 tel que E- Dfnta
*Dn. Je pose ¢np1=yu1+ Fupr; dans ce cas évidemment E- Ddni1- Da,

D1 Fry1; dayr est fermé; les conditions (44), (45) sont remplies pour n+1
en place de n. De (44), (43), (45) résulte

(46) E =) ¢.
n=1
Je vais définir les ensembles fermés ¢,/om pour chaque n =2" (m=0,1,2, - - - ).
Pour m =0 ils sont déja determinés (=¢,) et remplissent la condition
47 Gnszm C - b nr1)/am.

Pour les autres m entiers positifs je les détermine par récurrence. Supposons
que pour un certain # on ait déja déterminé les ensembles ¢,/2m pour chaque
n entier positif (n=2"), remplissant la condition (47). Je pose

Panjomtt = pyom

et je détermine @@ninsemt comme l'ensemble fermé, existant d’aprés le
théoréme (*) et tel que

(48) Onszm C - Paninyzmtt Crdpnyyem,

ce qui est possible & cause de la condition (47). Je détermine ensuite les en-
sembles fermés ¢, pour chaque nombre réel A\=1 au moyen de la formule

o= H Prsom

n/2m2\

ce qui pour A=N-2"¥ concorde avec la définition antérieure—d’apres (48).
Les ensembles ¢y remplissent la condition

49) o, C-dr, pour A < e

Et effet, il s'ensuit immédiatement de la définition de ¢ que ¢, Ce), pour
M =X\:. En choisissant # et m tels que \; <2 ™2 <2-™(n+1) <\; on a donc
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d’aprés (48)
&y C dnyem Cdnrnsem C
donc (ﬁ)\,' Dd))‘l.

La fonction
1
(50) f(z) ={inf E {2 € &}
0 pour tout x & E

pour tout « & E,

remplit les conditions du lemme. Evidemment puisque A=1 on a
inf Ex{xEqS)\} =1, donc f(x) =1. La fonction est déterminée car en vertu de
(46) si xoEE, alors x¢E¢n, (1o dépend de x,); & cause de cela I’ensemble de
toutes les valeurs de \ telles que x¢E ¢, n’est pas vide et sa borne inférieure
inf Ex{xoE¢n} existe (et est <mo). Donc f(x0) =1/70>0. Il reste & montrer
que f(x) est approximativement continue. Elle est continue aux points x,& E.
En effet, en choisissant un entier positif arbitraire NV on a d’aprés (46)

%o € ¢w.
¢n étant fermé, il existe un nombre 6§=06(N)>0 tel que
(51) (xo - 5, X0 + 6)¢N =0

et 3 cause de (49), (x0—0, x9+8)Pp»=0 pour chaque N=N (d’aprés (51)).
Pour les x & (x9— 8, xo+8) nous avons donc x& g, NS N, inf Ex{x€¢>.} =N
si x € E, c'est-a-dire que

1
f(x) = v pour tout x € (x9 — 8, xo + 0)

(car pour x€EE on a f(x) =0) et puisque f(xo) =0, la fonction f(x) est continue
au point xo. Nous montrons ensuite que la fonction f(x) est semi-continue
supérieurement dans chaque point: si % EE et f(x0) =1/l (!>1), on a en
choisissant arbitrairement e >0,e</—1

%0 € b1_er (w0 — 8, 20+ 8)ps_e = 0 pour & = d(e) > O,
(%o — 8, o+ 8)¢p = 0 pour chaque N =1/ — e
et si x&(xo— 8, xo+08)py on a A>I—e d’ou inf Ex{xem} =l—¢,
f(x) £ (I —e)~! pourtout x & (x0 — 8, %o + 6)E.

Mais pour tout x&(xo—3, x0+08)(R—E) la fonction f(x)=0, donc f(x)
=(—e€)! pour | x—xol <9, c’est-a-dire que f(x) est semi-continue supérieure-
ment. Pour /=1 puisque sup f(x) =1 la semi-continuité supérieure est mani-
feste.
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La fonction f(x) est en chaque point approximativement semi-continue
inférieurement. A cause de la continuité en chaque x,&E il suffit de la
montrer pour tout xo& E. Soit f(xo) =1/I. Dans ce cas il s’ensuit de la défini-
tion de f(x) et de (49) que

X9 € ¢uires2  pour tous les e > 0.

En vertu de (49) x, est donc un point de densité de I’ensemble ¢i,.. Mais il
résulte de (50) que la fonction f(x) est= (/+€)~! aux points x EPie C’est-a-
dire que xo est un point de densité de I’ensemble {f(x);(l-{—e)“‘}; donc,
d’aprés la définition des limites approximatives, f(x) est approximativement
semi-continue inférieurement au point x,, c.q.f.d. '

LeMmME 12. Etant donnés 3 ensembles disjoints Ei, E,, H tels que Ex+E,+H
=R (ensemble de tous les nombres réels finis) et E,+ H, Eo+H sont de classe My
existe une fonction f(x) approximativement continue telle que

f(x) = 0 pour tout x & E,,
0< f(x) <1 pourtout x & H,
f(x) =1 pour tout x & E,.

Démonstration. D’aprés le Lemme 11 existent 2 fonctions k(x) et g(x)
approximativement continues et telles que
) g(x) = 0 pour tout =x & E,,
h(x) = 0 pour tout x &€ E,,
0<g(x) =1 pourtout x & E; + H,
<

0 < h(x) =1 pourtout x & E,+ H.
La fonction
é(x, y) = &
EIRSE]

est déterminée et continue partout sauf au point x=0, y=0 et ¢(0, y) =0
pour tous les ¥y#0, ¢(x, 0) =1 pour tous les x>0,

0 < ¢(x,y) <1 pourtousles x7=0,y=0.
Il s’ensuit que

f(2) = ¢(g(x), h(x))

remplit toutes les conditions du lemme. Elle est déterminée puisque les en-
sembles E,, E, étant disjoints, on a pas en méme temps g(x) =0, k(x)=0;
g(x) #0 et k(x) %0 uniquement pour tous les xEH; et f(x) est évidemment
approximativement continue, c.q.f.d.
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LemMMme 13. St les fonctions f(x), g(x) remplissent les conditions: 0
Sf(®), 05g(®) =1, {f(x)=4wo}- {gx)=0} =0, lima.o A1fZPf(t)dt=f(x),
lima.o B2 g(H)dt=g(x) et si f(x) est approximativement continue, alors
lima.o A= fE7(D)g(t)dt=Ff(x)g(x). (En particulier si g(x) est aussi approxi-
mativement continue.)

Démonstration. Je considére d’abord le cas ol f(x) a une valeur finie. Je
choisis un nombre arbitraire ¢>0 (on peut admettre que €e<1). Il résulte de
la supposition qu'il existe un nombre ;= 8:(¢, x) >0 tel que
(52)

1 otk
flx) — n f(®)de =7y pourtout |k| < éu

z

< 2@ + 5

f(#) étant approximativement continue, x est un point de densité de I'’ensemble
A=E{|f(x)—f@t)| <n}. Il s’ensuit qu’il existe un nombre §;=23:(¢, x) >0
tel que

| (z, x+ )4 |
| 2|
Je pose Ny=(x, x+h)A, N.=(x, x+h)—A, alors on a k[ p(t)ds

= |h|‘1 f N,¢(t)dt+|h|—1 [nsp(£)dt pour toute fonction sommable ¢(¢), en

particulier pour ¢(¢) =f(¢) et pour ¢(¢) =f(¢)g(t). Nous avons

I L sas g+ il
| hl B I hl Ny B h

| &l

(53) >1-— —727- pour tout | k| < ..

(f(x) —m)

(@) = ) (1 - —2”—) < ﬁ BCETCRY

pour tout | A| < &,
1

(54) |f(®) — 5] v f(t)dtl <n-+ %—f(x) pour tout | k| < &,

1 z+h 1
10 =5 [ f0a - g2+ T le(t)dt]

) .
=—1 f(t)dt < 29 + %f(x) pour tout | /| < min (8, 65),
Ny

| ]

d’aprés (52), (54). De 12 et de 0=g(¢) =1 résulte

(5%) l_:tl—j;v,f(t)g(t)dt < 29+ —;Lf(x) pour tout | hl < min f&l, 32).

Pareillement l’'on a
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1
(f(%) — ) g()ar = TalJw F(©)g()ar

T};TNI

1
< U@+ fN g0yt
z+h

1 |
S U@ + 1) — f ¢,

z

max (0, /() —n>ﬁ(| ) ”hg(t>dt| - zg(t)dt)

z+h
ST f fOg®)dt < (@) + 1) — f o

m g(t)dtl - fN ldt)

| JOs0@ S U@ + 04 f ¢,

(56) max (0, /() — n)m(

1
*Tal
car g(¢) £1. D’aprés la supposition il existe un nombre §; = 8;(¢, x) >0 tel que

| |2 -1 2t e(d)dt| —g(x)| = | B2 = ™g(t)dt—g(x)| <7 pour tout | k| <8. Dela
et de (56), (53) résulte
_ 1

max (0, f(x) — ) (g(x) —1 =

1
)_ a7 J sosoa

< (@) 4 (el + 9
pour tout | k| < 8,
7 1
max (0, f(x) — ) (g(x) " — —) s r ). soswa

= (f(=) + n)(g(x) + )
pour tout | k| < min (s, 3s),

3
§n+n2+n7f(x)

1
|7 [, 1080 - 10
l hl Ny
pour tout | | < min (5, 85),
car ng(x) <. De 13 et de (55), puisque 72 <7, résulte

(2f(x) +4) <e

1 z+h
= f FD20)dt — f(x)g(x)| < 4n + 2nf(x) =

2f( ) +5
pour tout | #| < min (84, 85, 83),
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c-a-d. lima.o B2 () g(1)dt =f(x)g(x), c.q.f.d.

Si f(x) =+ =, f(x)g(x) =+ » (car g(x) =a >0 d’aprés supposition faite).
Il existe un nombre 6;(x, a) =8,>0 tel que k= ***g(t)dt=3a/4 pour tout
|| <8.. En désignant B= {g(t)>2"a} je vais évaluer | (¢, x+h)B| pour
| 2| <. On a (3/4)a| k| <| [itg(t)dt] <1. | (v, x+h)B| +21a- | 4],

| 4]

(57 l (x, x + h)B] > a_z_ pour tout I h| < 61

Je choisis un nombre arbitraire positif . Puisque f(¢) est approximativement
continue, x est un point de densité de I'ensemble A = {f(¢) >16a=*m}, car
f(x) =+ «. Il existe donc un nombre 82(m, x) =8> 0 tel que

| (%, 2+ 4|
| ]
Il résulte donc de (57)
| (x, » + h)ABI a
> J—
| 2|

>1-——(;— pour tout | k| < &s.

pour tout | | < min (5y, 82),

a

1 z+h 1 ¢ 16m
— oz T [ sogoas 2202

pour tout | /| < min (8, 82)
ol N=(x, x+h)AB, c-a-d. limu.o k=1 [Zf($)g(t)dt = + o, c.q.f.d.

THEOREME 7. Pour chaque suite finie des n nombres réels — o <a;<ae
< <K@, 4 o et une suite finie des 2n—1 ensembles disjoints non vides
Nl, Nz, sy, N,., 1{1, Hz, Hs, sy, Hn_1 tels que N1+N2+ LR +Nn+H1
+H;+ - - - +H,_1=R (ensemble de tous les nombres réels finis) et N1+ H,
+No+Ho+ - - - +Ni+Hiy He+Niepn+Hepn+ - - - +Noaa+Hoa+ N, rem-
plissent la condition My pour k=1, 2, - - -, n—1 et pour toute fonction crois-
sante finie F(2) =0 déterminée pour les 3= 0—il existe une fonction absolument
continue f(x) ayant partout la dérivée f'(x) approximativement continue et
intégrable avec F (ce qui veut dire que pour tous les a et b finis [oF(|f'(x)|)dx
<+ o) qui satisfait aux conditions

fi(%) = ax  pour tout x € Ny, E=1,2---,n
ar < f'(x) < arpr  pour tout x € Hy, E=1,2 -, n—1

Sia;=— o, alors |N1| =0; st a,=+ o, alors iN,,I =0.

Démonstration. Je considére d’abord le cas tous les a; finis. D’apreés le
Lemme 12 il existe une fonction approximativement continue fx(x) telle que
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fu(x)=0 pour tout xEN;+H+No+He+ - -+ +Nis+Hi1+ Ny,
0<fr(x)<1 pour tout =xEHy,

fu(x)=1 pour tout xENr+Hip+Nepot -+ - +Nog+Ho1+ N,
La fonction

f'(®) = a1+ (a2 — a1)fi(%) + (a5 — a9)fa(x) + - - - + (@8n = Gn1)faa(¥)

remplit évidemment toutes les conditions du théoréme. En effet, elle est
approximativement continue et, étant bornée, est la dérivée de son intégrale
indéfinie.

Dans le cas ot les valeurs @, et a, sont infinies, c’est-a-dire | V1| =0 et
]an =0 je examine les 3 hypothéses possibles: (a) aucun a; n’a une valeur
finie; (b) un seul a; est fini; (c) il y a plus qu'un nombre a; fini. Dans chacun
de ces cas j'emploie des fonctions ¢1(x), ¢.(x) approximativement continues,
intégrables avec la fonction F*(z) =max (I z|, F(2z4M)) qui en chaque point
sont les dérivées de ses intégrales indéfinies, c'est-a-dire

1 z+h
¢1(x) = lim — 1(£)dt,
8) -0 hJ
(5 1 z+h
onte) = lm— [ g0k,
o hJ .
(59) 0 < ¢1(x) < +  pour tout x & Ny,
0 < ¢u(x) < + o pour tout x & N,
(60) ¢1(x) = + © pour tout x & Ny,

¢.(x) = + o pour tout x & N,.

Ces fonctions peuvent étre construites au moyen de la méthode employée dans
le Lemme 11; une difficulté additionnelle consiste dans la condition (58) qui,
pour les fonctions non bornées ne résulte pas de la seule continuité approxi-
mative, ainsi que dans la condition d’intégrabilité avec F*(z). J’ai donné la
construction dans mon travail [37, Théoréme V, p. 92], résumé [35]; sans
condition d’intégrabilité avec F—dans [38].

Dans le cas (a) je choisis la constante M égale & 0; dans les cas (b), (c)
M =max (|a2|, Iagl, sy, Ia,,_ll).

Dans le cas (a) la fonction

J(2) = ¢a(x) — ¢1(x) = $2(2) — ¢1(2)

remplit évidemment toutes les conditions du théoréme. Elle est définié
puisque I'expression du type « — « est exclue par la condition N1N,=0. Elle
est intégrable avec F(z) car
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b
f F(| ¢2(2) — ¢a(x) | )

5 b
< [ R |+ | oia) a5 [ F@max [b1(5), 6x(0) D
(61) ‘ )
- f F(26:(x))dx + | F(2¢s(%))d
E, Ey

b b
< f F(26:(2))dz + f F(2¢s(2))dz < + o

ou E;= {¢1(x) gdn(x)} (a, b), E;= {¢2(x) >¢1(x)} (a, b). Dans les cas (b),
(c) je forme les fonctions gi(x) et g.(x) approximativement continues et telles
que

gi(x) =0 pourtout xE Ne+ Ho+ N3+ Hs+ -+ - + Hoa + Ny,
0 < gi(x) =1 pourtout x&E N, + H,,
g.(x) =0 pourtout xE N+ Hi+ Noe+ Ho+ -+ 4 Nay,
0 < gu(x) =1 pourtout & H, 1+ N..
D’aprés le Lemme 11 telles fonctions existent. En vertu du Lemme 13 les
fonctions k{ (x) =¢1(x)g1(x), hd (x) =¢a(x)g.(x) approximativement continues

sont les dérivées de ses intégrales indéfinies et remplissent d’aprés (59), (60)
les conditions:

hi(x) =0 pour tout xE No+ Ho+ -+ + Nooy + Huey + Ny,
0 < hi{(x) <+ « pourtout x & Hy,

hi(x) = + o pour tout x & N,,

hi(x) =0 pour tout *x E N+ Hi+ -+ + Nay,
0 < hi{(x) <+ o pourtout x& H,y,

hi(x) = + o pour tout x & N,.

Dans le cas (b) la fonction
f(®) = k(%) — b{ (%) + a2 = h{ (%) — k' (%) + a2
et dans le cas (c) la fonction

f(®) = ki(x) — ki (x) + a2 + (a5 — a2)fo(x) + -+« + + (@1 = Cn2)fa_a(%)

remplit toutes les conditions du théoréme. Il suffit & montrer l'intégrabilité
avec F(z); les autres propriétés résultent des propriétés des fonctions fi(x),
ki (x), ki (x) déja démontrées. On a
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F(| f/(x)|) S F(| k! (%) | + | B! (#) | + max (| az], | as]s -+, | @na]))
< F(2-max [| h,‘,’_:(x) L | B (x)| ]+ M)
= F(2~max [¢1(x)y ¢n(x)] + M)

(car |nf (x)l =|¢1(x)-g1(x)|, lgl(x)| =1, etc.). Puisque ¢i(x), ¢.(x) sont
intégrables avec F*(z)= F(2z+ M), il en résulte, d’'une maniére analogue
(61), que

b
[ rre i< + =,

c.q.f.d. Il reste le cas oll une seule des valeurs de a; est infinie. Il suffit
d’envisager le cas ¢, = + = ; le raisonnement pour @; = — © est semblable (on
peut du reste 'obtenir du cas précédent en changeant le signe de la fonction
f(x), des nombres ay et de leur numérotage).

Je détermine alors la fonction f/(x) un peu différemment en posant

f(x) = k() + a1+ (a2 — a)fi(x) + - -+ + (@1 — Gn_2)fa—2(x)

pour n>2, et f'(x)=hi(x)+a1=hs (x)+a pour n=2. La fonction f(x)
remplit toutes les conditions du théoréme. La démonstration en est semblable
4 celle du cas précédent. En posant M=max (|ai|, |ae|, -, |@nal)
suffirait méme de prouver l'intégrabilité avec F(z+ M) qui s’ensuit évidem-
ment de 'intégrabilité avec F(2z+ M).

THEOREME 8. Pour chaque ensemble E de classe My existe une fonciion
continue f(x) ayant partout la dérivée bornée, telle que f'(x) =0 pour tout x€EE,
0<f'(x) <1 pour tout xEE.

Pour 2 ensembles disjoints E,, E, de classe My il existe une fonction dérivable
partout g(x) telle que—1<g'(x) <0 pour tout xEE,, 0<g’(x) <1 pour tout
xEE; et g'(x) =0 pour tout x € E1+ E,.

Pour chaque couple d’ensembles disjoints Ny, N tels que le complémentaire
de ensemble N, est de classe My et Ny est Gy de mésure 0 et pour chaque fonction
finie croissante F(3) =0 déterminée pour les 220 existe une fonction h(x)
absolument continue ayant partout la dérivée et telle que h'(x) est intégrable avec
F, b’ (x) =0 pour tout x € N1 h'(x) = + o pour tout x E N2, 0<h'(x) <+ o pour
tout x € N1+ No.

Démonstration. On peut admettre que pour chacun des ensembles F,
tels que Z:=1 F,=E qui figurent dans I’enoncé de la condition M, on a
€(x,2) 2 a,>0. S'il n’en était pas ainsi, nous procederions de la fagon suivante:
on a, puisque e(x, 2) >0 pour chaque x E F,,

0

Fo= {e(x,2) > 0}F, = Z{e(x, 2) = i}F,, = f)p,.m.
m m=1

m=1
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Je vais démontrer, que les ensembles F,. sont fermés. Il suffit de montrer
que le point d’accumulation x, des nombres £;E F, tels que €(§;,2)=1/m a la
propriété e(xo, 2) =1/m. Prenons dans ce but l'intervalle [xo+h, xo+h+hi]
C(xo—1/m, x9+1/m) tel que k1 >0, h/h1 <2. Posons

&+ hay = %o+ B, E4+hoy+ =2+ h+ b

Alors pour les [Ei—xo[ = |h—h(i)| suffisamment petites on a aussi ky/k <2,
hyhi>0, [xo+h, xo+h+h | C(¢:i—1/m, &,+1/m). D’autre part, 1/m <e(§, 2)
donc

| [0+ By, 20+ h + W]E|
| I

car (xo+%, xo+h+h) = (Ei+hey, Ei4he +Ri). Mais dans ce cas e(xg, 2) 2 1/m,
c.q.f.d. On peut donc adopter au lieu de la représentation primitive de
E= Y 2., F, et des nombres 5, la représentation E= Y no) > may Fum et les
nombres Npm="Nn. Alors a,m=1/m; en ordonnant ces trois suites doubles en
suites simples (toutes de la méme maniére) nous obtiendrons la décomposition
possédant la propriété voulue. Evidemment si 'on supprime les ensembles
vides (éventuellement) on peut admettre que tous les F, sont non vides. (Si
I’ensemble E est vide, nous avons le cas banal dans lequel il suffit de prendre
f(x)=0.)

On peut admettre aussi que F, sont bornés, car dans le cas contraire il
suffirait de poser Fpm= [—m, m]|Fp, Nam=1Nn, Qnm=an, alors Fpo= D mey Fam,
E= Z:=1 z;=1 F,., et en ordonnant ces trois suites doubles en suites simples,
nous obtiendrions les ensembles Fy bornés.

Je détermine la fonction f.(x) admettant partout la dérivée bornée,
lf,.’ (x)| <R, telle que

Nny

(62) fi(x) =1 pourtout x &F,,
(63) fd(x) = 0 pourtout x¢€ E,
(64) 4+ © > R, > fi{(x) = 0 pour tout =x.

La fonction

_ & @) — fa00)
(65) R

remplit toutes les conditions du théoréme. En effet, la série D nm1 f+ (x¥)/2"R,
< Y w.y 27"=1 est uniformément convergente et puisque

Y (£a(0) —£a(0)) /2°Rn =0,

la serie (65) est uniformément convergente dans chaque intervalle fini. En
vertu des propositions connues
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L a @
(66) () _,V:‘l PR,
donc d’aprés (64) 0=f'(x)<1. De (63), (66) résulte que f'(x)=0 pour
chaque xEE et de (62), (64), (66) s’ensuit que f'(x)=1/2"R,>0 pour
chaque x € F,, donc, » étant arbitraire, f'(x) >0 pour chaque x € E. Il ne nous
reste que de construire la fonction f,(x).

F, n’étant pas vide, deux composantes de son complémentaire sont les
demi-droites puisque F, est borné et les autres composantes sont les inter-
valles finis. Je choisis dans chaque composante une suite des points qui
converge vers ses extrémités (vers une extrémité dans le cas de demi-droite),
de la fagon suivante: si la composante a 2 extrémités et la longueur / son
milieu soit le premier de ces points; les deux suivants soient distants de 2-%
des extrémités, les 2 suivants-distants de 2—% des mémes extrémités et ainsi
de suite (27*). Sur les demi-droites je choisis comme premier point le point &
distance 1, les suivants & distance 2—* de I'extrémité. Je désigne par I les
segments fermés compris entre les points voisins. Si x est I'extrémité la plus
proche de la composante renfermant le segment I,= [x+hk, x+h+h] on a
évidemment

dist (%, 1) | &

(67) A _lhll =1<2
et xEF,, h1>0, donc si |h+hi| =|2h| <@, on a
lEIkI
o "

(c’est-d-dire quand || <@./2). Or le nombre des segments I tels que
[ It| Z2-'a, est fini. Cela résulte de ce que les intérieurs de ces segments sont
disjoints et se trouvent tous sur un segment fini, & savoir entre le premier des
points choisis sur la gauche demi-droite et le dernier sur la droite. Ils sont
donc contenus dans un nombre fini des composantes du complémentaire de
I’ensemble F,. En particulier, le nombre des segments I} tels que

|Elkl
éﬂn
| I

est fini. Sur chacune des composantes de I’ensemble R— F, (si elle est un
segment fini) je choisis parmi les I tels que IEIkI /] I,,I =<7. un I le plus &
gauche et l'autre le plus & droite et j'y adjoins tous les I} situés entre ceux-ci
(méme si ]EI;,I /I Ikl >n.) et en plus le I suivant & droite (sur lequel stre-
ment | ELL| /| Ii| >7.). Je désigne par H; les segments fermés ainsi obtenus

situés dans l'intérieur des composantes de I’ensemble R— F,. On a donc

(68) | EH:| > 0.
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Je détermine les H; sur les demi-droites de la fagon suivante: sur la demi-
droite gauche (évent. droite) je choisis I} tel que [EIk[ / IIkl =<%., le plus
éloigné a droite (évent. gauche) auquil j’adjoins le suivant & droite (évent.
gauche)—donc tel que | EIi| /| Ix| >n.—ainsi que tous les points de la demi-
droite situés & gauche (évent. a droite) des segments ainsi choisis. S’il n'y a
pas sur la demi-droite de gauche (évent. de droite) des segments I tels que
|EI,,| /I I,,[ =<1., H; se compose du premier segment I; de gauche (évent. de
droite) et de tous les points i gauche (évent. 3 droite) de celui-ci. (D’ailleurs
si'l n’y a pas de tels I; sur les composantes bornées le segment H; n’est pas
déterminé. Ainsi H; n’existe stirement que sur les demi-droites et est alors
lui-méme une demi-droite.)

De cette maniére on a déterminé dans un nombre fini des composantes du
complémentaire de I’ensemble F, les intervalles (évent. demi-droites) fermés
H; (un H; sur chacune de ces composantes). Si le nombre des composantes est
infini, une infinité d’entre elles ne contiennent pas H;. Puisque les I; s’ac-
cumulent vers les extrémités des composantes, les extrémités des composantes
(méme renfermant H;) sont, comme on le déduit de la définition des H;, des
points d’accumulation de ces segments I, qui n’appartiennent pas aux H;.
Evidemment tous les segments I; n’ayant pas des points & I'intérieur de H;
ont la propriété Elkl/l Ikl > .

Je range tous les H; en une suite finie Iy, Hy, - - - , H;, et je partage ceux
des I; qui ne se trouvent pas dans H; en un nombre fini de parties de la
maniére suivante: si chacune des moitiés Iy, I, de I'intervalle I a la propriété
IEIk,| /I Ii.>n., =1, 2, je le partage en deux segments égales, dans le cas
contraire je le laisse non partagé. Je repéte ce procédé avec chacune de ces
moitiés et je continue ainsi au plus ny= 1+E(-——lg2l Ikl) fois (exactement ce
nombre de fois si c’est possible). Je désigne par L; les segments fermés obtenus
le partage fini. (I est partagé en segments en général inégaux.)

La distance & d’un segment L; du point x & F, n’est pas plus petite que la
distance de I, renfermant ce L; de I’extrémité la plus proche de la composante
de l'ensemble R—F, (=dist (I, F.)), c’est-d-dire de |Ii| comme cela
résulte de la construction des segments I, (67). Il s’ensuit que si L;
= [x+h, x+h+h] on a khy>0, h/h = | Ikl/{LjI. Supposons que Lj; soit un
segment résultant d’'un nombre maximum des partages #n;. Dans ce cas IL,-I

=2-m|I,] <2-wdt™. | | =| ;|2 Je désigne par L} ces segments. On a donc
|zl _Li ] _m_ L] _ | &P

69 = =—< 1< =1

(69) dist (v, L) | k] &~ I | I |72

pour L} C Iy x € F,,

car ]h1| =|L} [, Ihl =dist (x, L/). Supposons maintenant que L; soit un
segment provenant d’'un nombre de partages plus petit que 7. Tels segments
seront désignés L/’. Dans ce cas d'aprés la définition du partage une des
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moitiés Lj, (r=1 ou 2) de I'intervalle L}’ a la propriété
| L+E|
| L |

(70) = .

Supposons que & soit un point de 'ensemble F, et que L’ = [x+k, x+h+hi],
L;,= [x+Fk, x+k+Fki], alors ki >0, kk>0. Supposons en plus que |h—|—h1|
<e(x, ¢). Dans ce cas aussi ]k+k1| <e(x, ¢), puisque |k+k1| §|h+h1|. De

la condition M, résulte que si I'on avait k/ki<c¢ on aurait, contrairement a
(70), | L;iE| /| Lis| >7a. 11 en résulte que

(71) k/k 2 c.

On a soit k=h+hy/2 soit k=h et toujours k;=2"1%,;; donc il s’ensuit de (71)
que h/hi= (c—1)/2. Il en résulte que
o |L{ ] 2

(72) B dist(x,L{ )" ¢c—1
pour L/ C (x — e(x,¢), x + e(x,¢)), x EFpyc > 1.

Il s’ensuit de la définition méme des intervalles L; que

| EL;| .
(73) ———— > n. pour tout 7.
| L]

Je désigne par E, '’ensemble qu'on obtient de E en y supprimant tous les
extrémités des segments L; (donc celles des H;, les extrémités des H; étant
aussi des extrémités des L; adjacents). Evidemment |E—Eo| =0. Je désigne
par EJ I'’ensemble de tous les points de densité de I’ensemble E, contenus
dans E,. D’aprés les propositions connues on a [Eo—Egl =0. Je désigne enfin
par E* I'ensemble F, contenu dans EJ tel que |E§—E*| =0. On a donc
,Eo—-E*l =0, EyDE* et chaque point xEEJ est aussi un point de densité
de I'’ensemble E*, en particulier chaque point x € E* est un point de densité
de 'ensemble E*, donc E* est de classe M;. De la définition de E* résulte

(74) E* C E,C E, |E—E*|=0
et de (68), (73) on tire

| E*L;]|

;]

| E*H;| = s; > 0, > .

Pour deux H; qui sont des demi-droites, on peut méme avoir s;=+ . Je
choisis des ensembles fermés ¢, ¥; I'un dans H;E*, et I'autre dans L;E* tels
que

(75) Fés| > re=min (27, 1), || > 27 L] mn.
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Leurs complémentaires R —¢;, R —y; étant des ensembles ouverts remplissent
évidemment M;. Il résulte de ¢, CE*, ¢;CE* que R—¢;DOR—E*, R—y;
DR—E*, c'est-a-dire (R— E*)¢p;=(R— E*){;=0. Puisque E*=R— (R—E¥)
remplit M5, on conclut d’aprés le Lemme 12 qu'il existe pour trois ensembles
disjoints ¢; (évent. ¢;), (R—¢:)E* (évent. (R—y;)E*), R— E*, dont la somme
=R, une fonction ¢;(x) (évent. ¥;(x)) ayant partout une dérivée approxi-
mativement continue et telle que

¢/ (x) =1 pour tout =z E ¢;,

(76)
¥7(x) =1 pourtout x &y,
) 0<¢i(x) < ‘1 pour tout x € (R — ¢;)E*,
0 <y¢y/(x) <1 pourtout x & (R — ¢;)E¥,
(78) ¢! (x) = ¢/ (x) =0 pourtout x & R — E*

Si H; a deux extrémités a;, b; ou bien si a;, b; désignent les extrémités de
I'intervalle L;, il résulte de (78), (77), (76), (75) que

$i(bs) — di(as) = 1-| ¢s| > 75,
Yi(bi) —¥i(a) 2 1- | ¥;| > 27| Li| 10 = 272(b; — @)

Je détermine la fonction f.(x) pour tout x& F, (c’est-a-dire sur tous les
H,, L;) de la maniére suivante:
Si H; a deux extrémités a;, b;, je pose

(79

b,‘ - a;
———— [¢i(x) — ¢i(a;)] pour tout x E H,.
i) — ) | P

En particulier on a donc f.(a:) =ai, fa(b:;) =b;. Puisque a; & E,, b:&E Ey donc
a;ER—E*, b;€R— E* d’aprés (74). Il s’ensuit de (78) que f; (a;) =f, (b:) =0.
Si H; a une extrémité b; (a;= — =), je pose
(81) fa(x) = b; + ¢i(x) — ¢i(b;) pour tout x &€ H;,
on a donc f,(b:) =b:, f (b:) =0.
Si H; a une extrémité a; (b;=+ «), je pose
(82) fa(x) = a; + ¢i(x) — ¢i(a;) pour tout x € H;,

on a donc f.(a;) =a, f,',"(a;) =0.
Enfin pour chaque x € L; = [a;, b;] je pose

(80)  fa(®) = a;i +

b — a;
2 [Wi(x) — ¥i(a))],

83 ) =g — Y
83 Jol#) = a +¢a‘(bi)—*//:'(ai)

donc fn(a;) = a;, fu(b;) =b;, fi (a;) =f7 (b;) =0 (puisque les extrémités a;, b; de L;
appartiennent & R— E*). Bien que la fonction f,(x) soit définie de deux
maniéres aux extrémités des segments L; (pour deux segments voisins fermés
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ayant 'extrémité commune) les valeurs de f.(x) de ces deux définitions sont
égales, notamment f,(x) =x et en ces points existe la dérivée f. (x)=0,
puisque f; (x) =f; (x) =0. L’existence de f,! (x) & 'intérieur des segments Lj,
H; est claire et son estimation résulte de (76), (77), (78), (79), (80), (81),
(82), (83). On a notamment une des inégalités suivantes

0=fi(x) =¢/(x) =1,

0S () = ol(0) — B BT
= Ja %) = @i (X . = b
¢i(b:) — ¢i(as) 7
— aj b,-—a,- 2

b;
0= fl(x) =¥} I -
= fi@ =¥/ @) vi(b;) — ¥i(ay) < 274 — a)un M

En désignant par R, le nombre max (1, 2/9a, t1, ts, - - -, ,)+1<4® on a
(84) 0 = fl(x) < R, pourtout x & F,, (R, > 1).

Je pose pour chaque xEF,
(85) fulz) = 2

et je vais démontrer que f. (x) =1 pour chaque x EF,. Si x+ est I'extrémité
du segment L;oux+kE F,on af.(x+h) =x+k, donc (fulx+k) —fa(x))/h=1.
Il suffit donc de ne considérer que le cas ol x+4 est situé & 'intérieur de L;.
(On peut laisser de c6té le cas ol x+AEH; car un nombre fini d’intervalles
H; est situé a l'intérieur du complémentaire de l'’ensemble F, donc dist
(2t Hiy %) 2dist (D2 Hi, Fu)=3>0, et pour | k| <8onax+he Y i, H;
et 'on peut évidemment prendre les % si petits). Posons L;= [a;, b;], a; <x+h
<b;. De (84) & cause de L;CR— F, résulte '
fa(as) = fulx + k) S fu(b)),
0 < fale + ) = fales) < fab)) — fulas) = b; — a; = | L;],
0<x+4+h—a;<b;— a,
La différence de deux nombres non-négatifs n’est pas plus grande en valeur
absolue que le plus grand d’entre eux, donc

86) | fula+ B) — (x+ )| = | fulw+ B) = fula) — (x4 ) + a;] < b, — a:
car fu(a;) =a;. Dela

Jo(m + B) = fu®)
h

h

fn(x+h)—x—h1 bi—a; |Lj
= )

h | & | 2]

1] -

fa(x + h)_x“ll

(87)

d’aprés (86), (85). Nous avons Ihl =dist (x, x+h)>dist (x, L;), puisque
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x+hEint L; donc il s’ensuit de (87)
n h - Jn Lj
Ry SO NN £]

88 — F.x+ kEintL;
(88) A dist (n, 2, Pour FEfwrth&intl;
Mais de (69), (72) résulte

L
(89) lim—|]-l——=0 si x4+ hEintL; x EF,.

r—o dist (x, L;)

Il suffit de montrer (89) séparément pour ’ensemble de segments L/ et pour
I’ensemble de segments L/’ dont la somme est '’ensemble de tous les L;. Si
x+rEint L] et k—0, le point x4-% s’approche de 'ensemble F, et la longueur
des segments I dans lesquels il se trouve, tend vers 0; (notamment | I k[ <||,
puisque *E Fn, x+hE I, |x+h—x| 2dist (Fa, Ir) et dist (Fa, Ir)=|I4,
(67)—comme cela résulte de la définition méme des I). Mais justement ce
segment I; qui renferme x4, renferme aussi L/, donc de (69) résulte que

l [Li,l . lLi’l

90 A B e B
(%0) | dist (x, L}) no dist (z, L} )

Si x+hk&int L{’, nous supposerons que lhl <€, OU m est un nombre arbi-
traire entier positif =2 et ex»=2"'e(x, m). On a donc €,>0. L’intervalle I
renfermant x+% se trouve alors dans (¥ —2ens, x+2¢.). En effet de ce que
|h| =dist (¥, x+h), xEF,, x+hET, résulte que | k| Zdist (F,, L) =| I,
donc €, > | Ik| . Mais pour chaque point y E I nous avons

ly—a|=|y—G+nD+a+h—x|<|y—(x+n|+]h]
S| L]+ | 7] < 2m,

cest-a-dire I C (x — 2€m, x+2€,). L'intervalle L/’ renfermant x+% se trouve
aussi dans (x—2€m, x+26), de 13 L/ C(x—e(x, m), x+€(x, m)) et de la
formule (72) s'ensuit que |L}’|-dist (¥, L{’)"1<2(m—1)~"! pour [ 7] <ém,
c’est-a-dire que lims .o [L,-" -dist (x, L;’)~1=0; de 12 et de (90) résulte (89).
Par suite la formule (88) donne f,/ (x) =1 pour tout xEF,. De (84) résulte
donc

0 = fl(x) < R, pour tout =x.

De (78), (80), (81), (82), (83), (74), et de ce que F,CE résulte f,] (x) =0 pour
tout xE(R—E)(R—F,), mais (R—E)(R— F,) D(R—E)(R—E)=R—E,c'est-
A-dire que f./ (x) =0 pour tout x&E. La fonction f,(x) remplit donc les con-
ditions (62)—(64) et la premiére partie du théoréme est demontrée.

La deuxiéme partie résulte immédiatement de ce qu'il existe 2 fonctions
f(x) et k(x) ayant partout une dérivée et telles que

0 < fl(x) <1 pourtout x & E,,




1950] SUR LA PREMIERE DERIVEE 43

0 < F(x) <1 pourtout =z & E,,
f'(x) = 0 pour tout =z & E, (donc pour tout x € Ey),
k' (x) = 0 pour tout =z & E, (donc pour tout x € Ey).

La fonction g(x) =k(x) —f(x) remplit évidemment toutes les conditions du
théoréme.

La troisiéme partie résulte du Théoréme 7 et de la premiére partie. Il
existe pour l'ensemble NV la fonction f(x) ayant partout une dérivée et telle
que f’(x) =0 pour tout x €Ny, 0 <f’(x) <1 pour tout x & N;. On peut supposer
que N,#0 (dans le cas contraire il suffirait de poser i(x) =f(x)). Puisque N,
est G; et | Na| =0, on a R—N2E M;. En vertu du Théordme 7 il existe une
fonction I(x) absolument continue et dérivable partout, dont la dérivée est
approximativement continue et intégrable avec F(2) et telle que I’(x) =+ o
pour tout xEN,, 0<l'(x) <+« pour tout x&ER— N,. La fonction A’(x)
=l'(x)f'(x) £I'(x), B’ (x) = 0 remplit évidemment, d’aprés le Lemme 13, toutes
les conditions du théoréme. Pareillement, si E,& My, E.& M,, E,E,=0, N,
CE,, N:CE, | Ni| =0, | Ne| =0, NiEGs, N:€G; il existe une fonction /1(x)
absolument continue telle que %{ (x) = — « pour tout x & Ny, k{ (x) = + « pour
tout x &Ny, — o <h{ (x) <0 pour tout x EE;— N;, 0<h{ (x) <+  pour tout
xEEy,— N, hi (x) =0 pour tout x & E,+ E,, f,fF(I /24 (x)])dx< + « pour tous
les a, b finis.

COROLLAIRE. La condition M, est nécessaire et suffisante pour I'ensemble
{f/(x)>a} event. {f'(x)<a} pour les fonctions ayant partout une dérivée
bornée.

En particulier la condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble
soit un ensemble de zéros de la dérivée bornée est que sou complémentaire
soit de classe M,. Entre autres cette condition caractérise I'ensemble de zéros
de la dérivée d’une fonction @ une dérivée bornée si I'ensemble de zéros de la
dérivée ou des intervalles de constance est dense partout (exemples de MM.
Bogomotowa [1], Brodén [2], [3], Denjoy [7], Mazurkiewicz [19], [20],
[21], Kopcke [12], [13], [14], [15], Pereno [22], Pompéju [23], Schoenflies
[28], [29], Zalcwasser [39], Zahorski [33]).

4. Les propriétés additives. Le théoréme sur les propriétés additives des
fonctions des classes N, est basé sur les propriétés des classes M,,.

LEMME 14. S7 EIEMEy E26M4 alors E1E2€M4. S EIEMﬁy EzEMs alors
E,\E.& M;.

Démonstration. Ey= Y ) ¢m, F2= D nny F, 0l ¢, F, sont des ensembles
fermés et il existe des nombres positifs 7,, 7, <1 ayant cette propriété que
pour tout xEF, et ¢>0 il existe un tel nombre €(x, ¢) >0 que les inégalités
kb1 >0, b/hi<c, |h+h1| <e(x, ¢) entrainent
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| (@ + k& + h + hi)Eq|
| b

91) Nne
Nous avons EiEs= D me1 O me1 Fupm. Je désigne Fupm=ynm €t je pose fum
=2-19,. Je vais montrer que pour les 7, aissi choisis I'ensemble E;E; remplit
M,. (La suite double n’est pas essentielle ici; on peut, comme on I'a fait dans
les démonstrations des Lemmes 1, 2 et du Théoréme 8, transformer en suites
simples la suite des ensembles fermés Y. et la suite des nombres 7.» qui leurs
correspondent.) Il faut prouver que pour tout xCy¥.= et tout ¢>0 il existe
a(x, ¢ >9 ayant la propriété suivante: si kb, >0, b/h<c, lh-}-hll <elx, ¢)
on a aussi

| (x4 b, £+ h + h)EE, | o

©2) (] 2

Je choisis 2 cet effet le point x €yY»m C F, et le nombre ¢>0. J'affirme qu’il
existe un nombre e(x, ¢)>0 tel que de hhy >0, b/l <c, |h+h| <el(x, ¢

s'ensuit que
l(x+h,x+h+hl)Ell> NMn
| b 2

(93)

(Ce qui prouve incidemment, si l'on prend x Cm au lieu de x SYnm et p.ex. 27
au lieu de 1., que MsC M,.) En effet si un tel nombre €(x, ¢) n’existait pas, on
aurait dans chaque voisinage du point x des intervalles (x+%k, x+k+h,),
hhi>0 tels que k/k <c, mais

h, h

|(x+ x+ +h1)E1l§1 o
|
11 s’ensuit que la densité moyenne de I'ensemble E, sur (x—h—hy, x+h+h,)
satisfairait I'inégalité
| (x — h— by, &+ h+ h)Ei| - | (= h— by 2+ B) |+ | k| (1 = 2729,)

2| k4 b = 20 b+ by
2kt b4 (1 = 27M,)
- 20+ 20y
hy

l————— W <1l—=— 9,
4(h+ k) i+ 1"

et puisqu'il y aurait % et h; arbitrairement petits, la densité inférieure de I'en-
semble E; au point £ EYunComCEr serait =1—1n,/4(c+1) ce qui serait en
contradiction avec la supposition que x est un point de densité de 'ensemble
E, € M. Posons e(x, ¢)=min (e(x, ¢), e(x, ¢)) >0, alors de hh, >0, h/h<c,
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lh+h1] <e(x, ¢) résulte (91) et (93) puisque |h+h1| <e(x, c) et |h+h1|
<e(x, ¢). On a donc pour les ensembles Sy = (x+k, x+h~+h1) — E1, So= (x+h,
x+h+h) — E,:
S S n S1+ S n

L 11 O S 10 1 .

| 7] | ] " 2 | 1]
Il en résulte que pour l'’ensemble (x+k, x+h+h)—(S14+S:) = (x+4,
x—+h~+hi) ELE; a lieu (92), c.q.f.d.

La deuxiéme partie du lemme est évidente puisque un point de densité

des ensembles E; et E; est également un point de densité de I’ensemble E;E,.

THEOREME 9. Si f(x) ENM,, g(x) EM,;, et m+n>8, alors la somme f(x)
+g(x) ENG o0 k=min (n, m). Pour tous les m, n tels que m~+n =<8 existent
les fonctions bornées semi-continues f(x) EM.,, g(x) EM,. telles que f(x)+g(x)
G NMy. (FEvidemment on peut poser dans la premiére partie N,, M, N, ou M,
N, My au lieu de N, M, W)

Démonstration. Puisque 0 <m+#n <10 I'inégalité m +n>8 ne peut avoir
lieu que pour m=n=35 et pour m=S5, n=4 (évent. m=4, n=35 et ce cas
évidemment ne différe pas du precedent). On tire de notre supposition que
{f(x)>a}EM,, {g(x)>a} E M. pour chaque a. De la formule

{7(®) + g(a) > a} = {f(x) > a — g(x)}
= Z{f(x) AL g(x)}
v v

%,

- 2w > T gw > 0 - 2

u,v

et des Lemmes 14, 1 résulte immédiatement que pour chaque a ona{f(x)
+g(x)>a} €My, c’est-a-dire que f(x) +g(x) ENG, c.q.f.d.

Dans le cas m=n=%k=35 on peut donner une démonstration différente:
la classe NM; est identique 2 la classe des fonctions approximativement semi-
continues inférieurement qui est additive.

Je démontrerai la deuxiéme partie du théoréme en construisant pour
m=n=4 et m=35, n=23 des contre-exemples analogues aux exemples de
Lebesgue cités dans l'introduction. Ce sont d’ailleurs tous les cas possibles
pour m+n=2_8. Il est superflu de considérer le cas m+n <8 car dans ce cas
a cause de 'existence de nombres entiers =0, ¥=0 tels que (m+u)+ (n+v)
=8 et MuruC N, Moy CNM,, les contre-exemples pour les classes NMmiu,
.10, sont en méme temps les contre-exemples pour les classes N, et N,.. Je
partage l'intervalle (0, 1) au moyen de points 2= (=1, 2, - - - ) et je désigne
par I, I,, - - - les segments fermés compris entre les points voisins de partage
(et év. le point =1) rangés de droite & gauche. Le segment I aura alors la
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longueur 2=* et dist (0, I) = [ I,,!. Je divise le segment I, en 2—* segments
égaux L, de longueur 27%. Si L,CI, alors IL,.| dist (0, L,)"1<2-%
-dist (0, I)~'=2%2%=2-% On aura donc pour chaque segment I contenu
dans L,:

| 7]

(94) lim ——— =0 sidist (0, I) — 0.
dist (0, I)

Prenons le segment [k, h+h:] tel que h/hi<c, k>0, h>0 ol ¢ est une con-
stante positive arbitrairement choisie. Il existe un nombre €(c) >0 tel que si
h+hi1<e(c), les extrémités des segments L, se trouvent dans l'intérieur de
[, h+hi] et on a, en désignant par % le premier et par &+ % le dernier de ces
points (extrémités),

(95) B> 27y

I1 existe d’aprés (94) un nombre e(c) >0 tel que si dist (0, I) <e(c), ICL, alors
| 1] 1

(96)

< .
dist (0, I) 4(c+ 1)

Supposons que h+h; <e(c) et que (k, h+k1) ne contienne pas des extrémités
des segments L,. Alors I = [k, h+h | CL,etdist (0, I) = h<e(c). Il résulte donc
de (96) que h/h1=|I!"1 dist (0, I) >4(c+1), contrairement & k/hi<c. Il
existe donc des points %, h+k (h=0). Puisque les segments I'= [k, k] et
I'"= [h+h, h+h] sont contenus dans les segments L,, on peut les prendre
pour I dans (94) et si h+hi<e(c), alors h<e(c), h+hi <e(c), c’est-a-dire
dist (0, I'")=h+h<e(c), dist (0, I') <e(c). Il s'ensuit de (96) que |I’|
S(h+h) = | | dist (0, I 1< [4(c+1) ],

| 1| 1 | +1']  h|I+ 17| 1
< ’ = y hTlh < ¢,
h+4h 4+ 1) h+ hith + 1 2+ 1)
—1 ’ Ir/ hit I/ I//
ki I< ML I’ BT I] (o + D7 < 20+ D]

c+1 Bt 4+ 1
| U417 <27t bt B k4Rl | = | [k h+ ] — ' = I"| byt > 27

c'est-a-dire que k;>2"1h;. Je vais construire deux fonctions bornées fi(x),
fa(x) de classe N, en choisissant pour leurs représentations géometriques sur
L, les c6tés d’un triangle isoscéle de hauteur 1 dont la base est L, et dont le
sommet se trouve au dessus de I'axe des x. Je pose fi(x) =fo(x) =0 pour x =1
et fi(x) =fa(x) =fi(—x) =f2(—x) pour x<0. Je pose en dernier lieu f1(0) =1,
f2(0)=0. Alors

Fix) — fulw) = {0 pour tout x5 0,

1 pour x =0,
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fi(x) —fa(x) ENMo. 11 reste & montrer que fi(x) et fo(x) sont de classe NM,. Les
ensembles {fi(x)>a}, { fi(x) <a} et les ensembles pareils pour fa(x) sont
ouverts, ou ouverts plus un point (=0). Il sont donc du type F,. En repré-
sentant I'intérieur (la partie ouverte) de I’'un d’eux d’une maniére quelconque
comme une somme des ensembles fermés F,, on verra facilement que l'on
obtiendra toujours des ensembles F, remplissant les conditions énoncées dans
la définition de la classe M,. Il reste & montrer que le point 0 peut étre pris
comme un des ensembles F,, c’est-a-dire qu'il existe un nombre >0 et un
nombre €(0, ¢) >0 tels que pour khy >0, h/hi <c, Ih_hll <e(0,¢c) on a

| {f1(2) > a} (b, b+ hy) |
| B

A cause de la symétrie on peut se borner au cas k>0, ;> 0. On a fi(x) =f5(x)
sur (k, k+h1), donc je ne considére que fi(x). Pour =1 ou a =0 les ensembles
considérés sont vides ou de pleine mesure, ils remplissent donc M; et par
conséquent on peut admettre que 0<a<1. J'affirme que-1'on peut prendre
pour {fl(x)>a} le nombre n=2"1(1—a) et n=2"'a pour {fl(x)<a} ainsi
€(0, ¢) =¢€(c). En effet, pour h+hi<e(c), h/hi<c on a, d’aprés (95), b >2"1h,,
le segment [k, k+%:] se compose des segments L, et sur chacun d’eux la
densité moyenne de l'ensemble {f(x)>a} est 1—a (comme on le voit
de suite en tenant compte de la similitude des triangles). Il s’ensuit
que | {fix)>a}(h, ht+h)| =1 —a)>27"(1—a)h, | {fi(x)>a}(h, h+h)]|
>2-1(1—a)h. Pour {fl(x) <a} la démonstration est analogue. De 13 fi(x)
E?XQ, fz(x) enM,.

COROLLAIRE. Il existe des fonctions bornées de classe My que ne sont pas des
dérivées.

> .

Considérons maintenant sur chaque segment L, un segment Z, dont le
centre est au milieu de L, (segments concentriques) et dont la longueur est
]Z,,[ =2"%si L,C I, c’est-a-dire ]Z,,[ /| L,,] =2-*. Je pose f3(x) =0 pour tous
les xE(R— D1 Zan) {x = 0} et je suppose que sur les segments Z, la fonction
f3(x) soit représentée par les cotés égaux du triangle isoscéle dont la base est
Z., la hauteur =1 et dont le sommet est situé au dessus de I'axe des x, en
outre je suppose que f3(—x) =f3(x), en particulier f3(0)=0. La fonction f3(x)
est approximativement continue. En effet elle est continue pour x#0; le
point x=0 est un point de densité de l’ensemble {fz(.’)C) =0} puisque
| {fg(x);éO; x>0}| = Z:=1|Z,.| et sur le segment (0, %) tel que A& I nous
avons k=Y Doasy (0, B)Za| S27%- 271 2k = 2541 limy e B2 Doany (0, B)Za)
=0. Je pose fa(x) =f3(x) pour tout x>0 et f4(x) =1 pour x =0. Une démonstra-
tion tout & fait pareille & celle exposée plus haut pour la fonction de classe N,
nous enseigne que fi(x) EN; (Notamment puisque les segments Z, se
trouvent sur [k, k+k], on a | {fa(x)>a} (%, h+h)| >0 pour 0<a<1.) Mais
fa(x) —fs(x) =0 pour tout x50, f1(0) —f3(0) =1 c’est-a-dire fi(x) —f3(x} ENlo.
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Puisque de f(x) ENC, résulte que —f(x) ENM,, le Théoréme 9 est démontré.

5. Contre-exemples. On peut poser la question si les dérivées arbitraires
peuvent éire présentées comme des sommes des dérivées pour lesquelles les en-
sembles { f(x) >a} ont été caractérisés, c'est-d-dire des dérivées approximative-
ment continues et bornées. La réponse est négative, les contre-examples faciles
(discontinues en 1 point) se trouvent dans la démonstration du Théoréme 11.
D’autre part il est quand méme facile de montrer que certaines dérivées sont
forcément approximativement continues.

THEOREME 10. La dérivée approximativement semi-continue tnférieurement
en xq et localement bornée inférieurement en x, est approximativement continue
en xo. (On peut admetire dans hypothése et dans thése les propriétés unilatérales.)

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que
f'(0) =0 et faire la démonstration pour 1 point 0 seulement, car la substitu-
tion fi(x) =f(x+x0) —f'(x0) -x raméne le cas général au cas précédent si
[f’(xo)ﬂ| <+ o, d’autre part pour f'(xo)= -+ o le théoréme est évident.
D’aprés la supposition, il existe un segment (—a, a) tel que

97) f'(x) > —M pourtout & (—a,a), 0< M+ »,

Supposons que f’(x) ne soit pas approximativement semi-continue supérieure-
ment au point x=0. On trouvera alors un nombre >0 tel que 0 ne soit
pas le point de densité =0 de I'ensemble {f’(x)>¢}, donc la densité supérieure
de cet ensemble (p.ex. celle de droite) est >a>0. (Pour la densité de gauche
la preuve est analogue.) Il existe donc une telle suite #,—0 de nombres positifs
que

10, k) {f'(x) > t} |

98 > a.
©8) . o

D’autre part la densité de 'ensemble {f'(x) < —e} au point 0 est d’aprés la
supposition égale & 0 pour chaque €>0 (p.ex. pour e=2"%atf). Il existe donc
pour tout 7>0 (p.ex. pour n=2"%- M~!at) un nombre 6 >0 tel que

| 0, B){f'(x) < — ¢} |
h

(99) <7 pourtout 0< k<6 =26(,t M,a).
(On peut admettre 8 =a.) En particulier cette inegalité est valable avec n= N,
pour h=h, et N=N(a, t, M, a). D’aprés (97) et le Lemme 10, la fonction
f(x)+ Mx est non décroissante et f'(x)+ M est sommable dans (—a, a) et
I'on a

. 1t
(100) 0=/(0) = hl;l:ip;fo f(x)dx.

En effet, en désignant par g(x)+ Mx l'intégrale indéfinie de Lebesgue de la
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fonction f'(x)+ M, nous avons A~(f(h) —f(0)+Mh) = h='(g(k) —g(0) + ME)
= M+h1[3f' (x)dx pour tout k>0, k<a. Je vais évaleur inférieurement
Byt [orf! (x)dx pour n= N. De (97), (98), (99) s’ensuit que

f "f(@)ds 2 o] (@) > 10, k)| + (=) | {7/(5) < = €} (0, B |

+ (= | {—e = f(x) S}, k)| > t-ahy — Mnhy — e,

at at at
()

Byt forf! (x)dx > 2t et puisque k,—0, lim supa.ot A~1fof" (x)dx = 2" 0t >0, ce
qui est en contradiction avec (100). Il en résulte que f'(x) est approximative-
ment continue, c.q.f.d.

Je laisse au lecteur la construction facile d’une fonction finie sommable
semicontinue et approximativement continue partout, qui ne soit pas une dérivée.
Cette fonction peut méme étre continue sauf en un seul point. La dérivée sems-
continue inférieurement et # — o pour tout x, est localement bornée in-
férieurement, donc d’aprés le Théoréme 5 et Lemmes 1, 2 appartient ¢ -N,.
Le théoréme précédent permet d’obtenir une conclusion plus forte,

COROLLAIRE. La dérivée f'(x)# — o pour tout x et semi-continue in-
férieurement est approximativement continue. (Localement: si f'(x) est semi-
continue en xo, f'(x0) # — o, alors f'(x) est appr. continue en x,.)

Pour dérivées bornées connu, Kempisty [11].

Il est facile de prouver par des exemples, méme pour la dérivée finie, que
le Théoréme 10 devient faux si I'on y supprime la condition d’existence d’une
borne locale ou celle de semi-continuité approximative. Par contre si 'on sup-
prime dans la corollaire la supposition f'(x) % — «, I’ensemble {f’(x) >— }
étant ouvert pour les f’(x) semi-continues inférieurement, I’ensemble
{f/(x) = — = } est donc fermé, non dense et le corollaire reste en vigueur dans
son complémentaire. 11 est facile d’ailleurs de construire une fonction continue
pour laquelle Vensemble {f'(x) = — = | se compose d'un seul point 0, f'(x) existe
partout et est continue pour x#0 et le corollaire est faux pour x=0. 11 s’ensuit
que dans le corollaire ici énoncé la supposition f’(x) # — © ne peut pas étre
supprimée.

COROLLAIRE. Aucune des fonctions fi(x), fa(x), fs(x) (théoréme 9) n’est une
dérivée.

En effet si l'une d’elles était une dérivée elle (étant semi-continue et
bornée) serait de classe A(s et d’aprés le Théoréme 9 on aurait fi(x)+fa(x)
EMC Mo, f3(x) +fa(x) EMsCMo. Pour une fonction du type fi(x) on peut
obtenir facilement méme la non-dérivabilité de son intégrale indéfinie pour
x=0 (en changeant quelques triangles en trapézes).
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THEOREME 11. Il existe une telle fonction f(x) ayant partout une dérivée
finie qu'il est impossible de trouver deux fonctions a(x) approximativement
continue et b(x) sommable satisfaisant la relation f'(x) =a(x)+b(x).

1l existe une telle fonciton absolument continue F(x) ayant partout une dérivée
finie qu'il est impossible de trouver 3 fonctions fi(x), fo(x), fs(x) ayant partout
des dérivées finies et satisfaisant aux conditions: f{ (x) est approximativement
continue, fi (x) Sa<+ o, fi (x) 20> — o pour tout x et F'(x)=f{ (x)+f7 (x)

+fi (x).

Toute fonction sommable ¢(x) est la somme f{ (x)+f3 (x) oa fi(x), fo(x) sont
absolument continues, dérivables partout et 0=<f{ (x) S+, —o =fi (x) =0
pour tout x.

Démonstration. Je détermine f'(x) de la maniére suivante: je partage le
segment I, = [27%, 2-%+1] en 2% segments fermés égaux L, et chaque L, en
6 segments égaux; je pose sur le deuxiéme segment de gauche f'(x) = —2k+1
sur le cinquiéme de gauche f’(x) = 2%+, sur les extrémités et le milieu de L,,
f'(x) =0; sur les quatre restantes parties de L, la fonction f’(x) est égale aux
telles fonctions linéaires que f’(x) soit continue dans L,. En outre je pose
f'(x)=0pour x=1, f'(—x)=—f'(x), f/(0) =0. Je laisse au lecteur la vérifica-
tion trés facile que f/(x) est une dérivée. Supposons que f'(x) =a(x) +b(x) ol
a(x) est approximativement continue. Je montrerai que b(x) n’est pas som-
mable. Il suffit de considérerlecasde + o >a(0) = — «. La démonstration dans
le cas a(0) = + « est pareille. Je désigne par 4 le nombre a(0)+41 pour 2(0)
> — », et 0 pour a(0) = — «. Alors la densité de I"ensemble {a(x)>A4 } est 0
au point 0 et il s’ensuit que sa densité moyenne sur les segments (semi-
ouverts) Iy+Irp+ - - -, B>k, est <2471 et sa mesure <2] Ikl -24-! puisque
| L+ T+ - - - | =2|Ii|. Dela |Li{a(x)>A}| <127 I,|. De la définition
de la fonction f’(x) résulte que | {f’(x)=2"+‘}1k] =6“1[Ik|, donc

(101) | {f'(2) = 2¥1}1, — {a(x) > A} 1| > | Ii| (67 — 1277) pour & > k.

Supposons que b(x)=f'(x)—a(x) soit sommable. En désignant B;
= {f’(x)=2’°+1}lk— {a(x)>A }Ik on a b(x)=2*'—A pour tout xEBy,
Jeb(x)dxz | Be| - (2¥1—A4)>1271(2—A4-27%) pour k>k, daprés (101),
puisque IIk[ =2-% on aura, en posant B = Byi1+ B2+ - - -

fb(x)dx> 127124+ 2424 - -+ —4-27%) = + o
B

et b(x) n'est pas sommable. Nous sommes arrivés & une contradiction de
laquelle résulte que b(x) n’est pas sommable, c.q.f.d.

COROLLAIRE. f'(x)#a(x)+f{ (x)+f1 (x), et a(x) est approximativement
continue, — o <fi (x) Sa<+ oo, —0 <H=Zfi (x) S+ 0.
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Je détermine F’(x) d’une maniére tout a fait analogue a f’(x) mais en
posant sur les segments ci-devant considerés F'(x) = —2k et F'(x) =2k au
lieu de —2k+1 et 2*+1 respectivement. La vérification de ce que F'(x) est une
dérivée ne présente pas de difficulté, f1k| F’(x)]dx§2k~ | Ii| =27%+1-k et 2
cause de la convergence de la série D _;=; 27%+1.% la fonction F’(x) est som-
mable et F(x) absolument continue. Supposons que F’(x)=a(x)-+f{ (x)
+fi (), —o <fl(x)Sa<+w, —w0<b=f(x)<+w®, [ak)]| <+» pour
tout x, alors (a(x)+a+b)+(fi (x) —a)+(f: (x) —b)=F’(x) et 'on peut par
conséquent supposer que a=b=0. Alors 0=fs (x)=F'(x)—a(x)—f{ (x) <
+ «, donc

(102)  f7(0) = lim h‘lfhfz’ (x)dx = lim ifh(F’(:Jc) — a(x) — f{ (x))d=x
B0 0 4 o hJo

puisque f2(x), étant absolument continue, est égale & ¢+ [5f7 (£)dt.
En désignant 4 =a(0)+1, nous avons cependant pour &>k sur le seg-
ment I, (comme dans le cas de (101))

| Bi| = | {F'(x) = 2k} I — {a(%) > A} 1| > 1271 | 1] pour k> ko,
Fl(x) —a(x) — fi(x) =22k —4 (fi(x) £0) pour tout x & By,

fi (x)dx = F'(x) — a(x) — fi(x)dx > 2k — 4)-127
By

By

| Ie| = 1271 (k2R — 4. 27F) pour k> ky,

Jrfs (x)dx = [p,fs (x)dx, car F'(x)—a(x)—f{ (x)=0 pour tout x, donc,
T (e)dx = [1,f2 () dx+ 1,0 S8 () dx+ - - - > 127 gn - 27— 4 . 27k
pour k>ke, 257LETN(F (%) —a(x) — f (x))dx> 127 (B +271(k+1) +22(k+2)
+ .-+ —A4)>12"1(k—A4) pour k> ko, de 13 pour k— o lim sups.o k2 [g(F'(x)
—a(x)—f{ (x))dx=+ o, ce qui contredit (102), car f; (0) est, d’aprés la
supposition, finie. On conclut qu’une telle décomposition de F’(x) en trois
fonctions est impossible, c.q.f.d.

Si ¢(x) est sommable, les fonctions ¢*(x)=max (¢(x), 0), ¢«(x)
=min (¢(x), 0) le sont également et ¢(x)=¢*(x)+ox(x). Je pose ¢i(x)
= [Ep*(1)dt, Pa(x) = [idx(H)dt, alors ¢i(x) =0, F2(x) <0 pour tout x, ¢{ (x)
=¢*(x), o1 (x) =¢x(x) presque partout, c’est-a-dire pour tout xE(Q, ol
|Q| =0. Je désigne par T I'’ensemble du type G; tel que TDQ, | T[ =0, et je
désigne par Y(x) une telle fonction absolument continue ayant partout une
dérivée que {'(x) =+ } =T, {0<¢'(x) <+ » } =R—T. Une telle fonction
existe d’aprés le Théoréme 7. Les fonctions fi(x) =¢1(x) +¢¥(x), fa(x) =pa(x)
—y(x) remplissent toutes les conditions de notre proposition; mais la somme
f{ (x)+f5 (x) n’est pas déterminée sur 'ensemble 7.

6. Les problémes analogues. Comme il est facile de vérifier, les condi-
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tions M; et My pour les ensembles E du type F, peuvent étre formulées
comme il suit:

M;: U'ensemble E est vide ou pour tout x © E 1l résulte de I—x, [EI [ =0 que
lim lI| -dist (x, I)~'=0;

M,: U'ensemble E est vide ou il existe une telle suite des ensembles fermés F,
et des nombres 1,>0 que E= D no1F, et pour tout xEF,, il résulte de I—x,
II[“I'IEI[ <9, que lim IIl -dist (x, I)"1=0.

La densité inférieure de 'ensemble E aux points x EF, est =17,. De 13
s’ensuit que la densité supérieure (et méme inférieure) de I’ensemble E est
>0 en tout point x&E E. Pour E= {f’(x) >a } , f'(x) bornée, cela résulte aussi
d’un travail de Kempisty [11].

La condition (W) énoncée par moi dans [34, p. 500, 510] est équivalente
a M, ’

Outre les deux problémes posés dans le texte, nous posons les suivants.

I11. Généraliser le théoréme 7 au cas des suites (ou ensembles) infinies des
nombres a.

IV. Généraliser le théoréme 8 pour le cas d'un nombre des ensembles E; plus
grand que 2 (comme dans Théoréme T).

V. Existe-t-il pour chaque ensemble E& M3 une fonction f(x) (évent. absolu-
ment continue) ayant partout la dérivée finie et telle que E= {f'(x)>0}.

VI. Existe-t-il pour chaque ensemble EC M, une fonction continue (éven-
tuellement absolument continue) f(x) ayant partout une dérivée et telle que
E={f'(x)>0}.

VII. Existe-t-il pour chaque ensemble dénombrable E du type Gs une telle
fonction discontinue f(x) ayant partout une dérivée que f'(x) =+ o pour tout
xEE, f'(x) =0 pour tout x&EE.

VIII. Une dérivée f'(x) (évent. finie) peut-elle étre représentée comme une
somme des quatre fonctions ¢1(x) EMg, ¢a(x) E N5, ¢s(x) ENG, Pu(x) E-N,?
(En particulier de telle maniére que ¢s(x) =f{ (x) <M <+ 0, ¢u(x) =f (x)
> —M>— ). Est-il possible que ¢i1(x) soit une dérivée approximativement
semi-continue inférieurement, po(x) une dérivée approximativement semi-continue
supérieurement.

IX. Peut-on pour E#0, ECF,, formuler la condition M, de la maniére
suivante: pour tout x © E il existe n,>0 tel qu'il résulte de I—x, ]I | -1 IEI ]
<n, que lim |I| -dist (x, I)~'=0.

Ce serait possible s'il existait une telle suite {qS,.} des ensembles F, et des
nombres ¢,>0 que E= Z;len, et n.=a, pour tout x&¢,. En prenant la
fonction de mesure ¢(x) de I'’ensemble E (continue comme on le sait), on peut
déterminer 7, au moyen de passages répétés aux limites inférieures de cer-
tains quotients des différences de la fonction ¢(x), de méme que la dérivée
inférieure. Je n’ai réussi, cependant, qu’a montrer que les ensembles {n,ga}
sont du type F;.
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