
L'ETUDE DE L'EQUATION du/dr = A(T)u POUR CER-
TAINES CLASSES D'OPERATEURS NON BORNES

DE L'ESPACE DE HILBERT

PAR

C. FOIAS, GH. GUSSI ET V. POENARU

1. II y a de belles recherches relatives a l'equation stationaire du/dr = Au

ou A est un operateur ferm6 non borne a domaine dense dans un espace de

Banach.

Mais les equations non stationnaires sont encore relativement peu

connues. Dans ce travail nous nous proposons d'etudier ce cas. Bien entendu

nous avons du renoncer a toute la generalite du probleme. D'une part nous

considerons seulement des espaces de Hilbert (bien que certains des resultats

soient encore vrais dans les espaces de Banach) d'autre part nous supposons

que les operateurs fermes ^4(r) (rC(a, b)) verifient

l'Hypothf.se 1. II txiste une suite {Hn, 1^'m<°o} de sous-espaces

lineaires fermes de l'espace de Hilbert 77, virifiant les conditions:

(i) HiCIhC ■ ■ ■ CHnC ■ ■ ■ ;
(ii) U ",, 77„ est dense dans II;

(iii) 77„C3)a*(t), 4*(r)(77„)C77B, m=1, 2, • • • , rC(a, b);
(iv) A*(r) est borne et continu en norme dans 77„, m = 1, 2, • • • .

En considerant le dual I' de l'espace I, limite inductive des espaces 77„

[l], nous prolongeons les operateurs ^4(r) a. des operateurs continus dans 3E'.

L'utilisation de l'espace I'est justifiee par le Theoreme 2. Apres cela on resout

l'equation consideree dans 7£'. En utilisant toujours les relations entre les

topologies de 77 et de I', nous donnons une condition pour que la solution (qui

en general appartient a X') appartienne a. 77, lorsque la donnee initiale appar-

tient a. 77. Toutes ces conditions portent sur les .4*(r). Dans le point suivant

nous imposons aux A(t) des conditions qui impliquent pour .4*(r) les pro-

prietes deja citees. Par exemple la condition est toujours remplie quand les

operateurs ont comme ensemble spectral d'apres v. Neumann [2] le demiplan

gauche. Comme on le verra par la suite dans ce cas la solution de l'equation

consideree dans I' apparalt, pour les donnees initiales appartenant a. 77,

comme la solution generalisee obtenue par continuite de l'equation con-

sideree dans 77.

Nous donnons aussi une condition pour que la derivation soit faite au

sens de la topologie faible de 77 et pour que la solution appartienne a ©am,

quelle que soit la donnee initiale appartenant a 77.
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Comme application nous considerons l'equation

du
— = B(t)Au oii: B(t)A C AB(t),       0 < ci g B(r), B(r)
dr

continu en norme, A etant suppose tel, que: (i) il y a une suite de courbes de

Jordan, tendant vers l'infini, contenues toutes dans l'ensemble resolvant de

A, et tel que les projections attachees aux ensembles spectraux de A d'apres

Dunford [3] compris dans chaque courbe jordanienne, convergent vers la

transformation identique, ou bien (ii) A est un operateur normal.

De nombreux operateurs differentiels rentrent dans ces deux classes.

2. Soil II un espace de Hilbert et supposons en outre qu'on a defini dans

77, une involution J: comme dans les espaces de fonctions auxquels s'applique

la theorie generale, celte involution 7 sera donnee par la conjugaison usuelle;

cela n'entraine pas de grandes restrictions.

Soit Kn = J(IIn). Evidemment K„dKn+x, » = 1, 2, ■ ■ • , et LC>i K„ est

dense dans II, car 7 est une operation continue et Pun~*I implique Pjcn

= JPirnJ—>I. Soit •£ = U„°°»i Kn et munissons £ de la topologie Iimite inductive

des espaces Kn; X sera complet et aura la propriete (M)(l). Done son dual

sera complet.

La topologie de son dual I' est donnee par le systeme fondamental de

semi-normes:

P.s(x) = sup | x'(x) |
xeS

(S etant une sphere dans Kn). Comme I est Iimite inductive d'espaces normes

(en fait des espaces de Hilbert) X' sera metrisable, ce qui nous permet de

remplacer les filtres par des suites dans les considerations de continuite. Dans

ce qui suit nous employerons aussi le fait que x'£J' si et seulement si la re-

striction x'k„ de x' a. Kn est continue dans K„ pour chaque w [l].

A chaque element ££77 on pent faire correspondre un element x( £3E'

par

xi (x) = <x,7£) = (£, Jx) x £ X.

Cette forme lineaire est continue dans X car elle est continue dans chaque

Kn. La correspondance ainsi etablie est un isomorphisme algebrique de II

dans un sous-expace lineaire HL'(H) de X'', ce qui resulte des proprietes du

produit scalaire, de l'involution 7 et du fait que U*.! Kn est dense dans II.

Etudions maintenant les relations topologiques entre 77 et £'(77). Pour

cela remarquons que si S(m,R) est la sphere de Km a rayon R, et de centre 0,

on a:

(') Nous designons par la proprie'te' (M) la propriete ^noncee dans la Prop. 6 de [l ], e'est-

i-dire: Une forme lineaire est continue si et seulement si elle transforme tout ensemble borne

en un ensemble borne.
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7>s(m,B)(x£') =    sup    I (*,/£} I   = sup | (f,x)| , ||x|| ^ R, xC Hm,
xsSim.R)

done

(1) PSi»,R)(x'd  =  R\\PhJ\\-

Cette derniere relation montre que l'application f—>x/ est continue de 77 a

X'(77); en plus elle nous montre que x'in—>x{ dans X' signifie que Pirjin—*Ph„%

pour chaque m, dans 77, d'ou (en utilisant que P/r„—>7), x'iri—>x/ daMs 3E'

implique la convergence faible de {f„} vers f daMS 77 si et seulement si {||fn||}

est bornee.

Voici maintenant un theoreme de representation des formes lineaires con-

tinues sur H.

Theoreme 1. A chaque forme lineaire continue x'GX' on peut faire cor-

responds d'une facon unique, une suite {fm} ayant les proprietis

(i) fmG77m, m = l,2,

(ii) Pffmfn =fm pour m^n,

et reciproquement; la condition necessaire et suffisante pour que x' = x[, f CH et

que la suite {||fn||} soit bornie.

Demonstration. Posons

x'(x) = (x,/f„)

pour xCKn; d'apres (i) et (ii), x' est une forme lineaire continue sur 36.

Reciproquement, d'apres le theoreme de representation des formes lineaires

continues sur un espace de Hilbert on &xkn(x) = (x,i}n) pour xCKn et tinCKn;

en posant f „ = Jr\n, on a

(2) x'K„(x) = (xJSn), m = 1, 2, • • • ,

d'ou, de l'unite de 7fn = 77n, nous avons (ii). c.q.f.d. Maintenant, si x' = x{ on

a fm = P»mf et done ||fm|| ^|[f||. D'autre part, si |]f„|| ^217, comme "£"_, ||fn+i

— fnj|2^2kf, car (f„+i—f„, fm+i-fm) = 0 pour n^m, nous avons que ||fn+P —fn||2

= 2J*-i llf n+i — f n+;-i|| 2-> 0 pour m—> oo , done il y a un f, f = lim,,..., fm. Evidem-
ment x'(x) = (x,7f), xG£.

La relation (2) donne immediatement

(3) Psim,R)(x') = 2?||fm||

ce qui montre que x'(k)—>x' pour k—>&> dans H' si et seulement si fm(&)—>fm,

(k—»oo) pour chaque m, dans II. Cette observation montre que J'(77) est

dense dans V et que nous avons meme x'im—*x' pour m—»°o.

3. Le premier probleme qui se pose est de prolonger A(t) a un operateur

continu sur £'. Pour cela il faut remarquer que si f G2W) alors, du fait que

U"=1 77„C3)a*(t) nous avons pour chaque xG£ x'A<T)i(x) = */ (JA*(t)Jx).

Remarquons que JA*(r)J est un operateur lineaire borne de H dans £ et
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done x'(7.4*(t)7x) est une forme lineaire continue sur X, car X a la propriete

(M). Posons

(4) A(t)x'(x) = x'(JA*(r)Jx).

A(t) est evidemment une application lineaire continue de X' a X'. D'apres ce

que nous avons remarque ci-dessus on a .4(t)x/ =xxmj pour £££U(r) ce qui

justifie le fait que -4(r) consider! dans X' est l'extension de A(r) defini sur

2)A(r).

Cette extension est possible d'ailleurs pour tout operateur A qui satisfait

les proprietes (i), (ii), (iii) et dont l'adjoint A* est borne sur chaque 77m.

Dans ce qui suit nous avons besoin du

Lemme 1. Si x' est represents par {£m} alors Ax' sera reprSsentS par

M**£m| oil At* est l'adjoint de A* dans Hm et A„* est la restriction de At* a

Hm pour tout n^m.

La demonstration est immediate.

L'utilisation de l'espace X', considere comme dual topologique de X est

justifiee par le

Theoreme 2. Soit g) un espace vectoriel topologique localement convexe

complet, tel que:

(1) 77(3 et 77 est dense dans g);

(2) la topologie induite par g) sur H est moins fine que la topologie a"espace

Hilbertien de 77.
(3) Quel que soit VopSrateur A satisfaisant les propriStSs (i), (ii), (iii) de

Vhypothhse 1 et tel que A* soit bornS dans chaque Hn peut Stre prolongs a un

operateur continu de g) a g) qui est aussi continu de H a g). Alors X'S=g) en tant

qu''espaces vectoriels non topologiques et la topologie de X' est plus fine que celle

induite par g) sur X'.

Demonstration. En utilisant les resultats du point anterieur et le Lemme 1

on voit facilement que X' satisfait les conditions (1), (2), (3). Maintenant soit

{£„} une representation d'un element de X'. Alors, si p est une semi-norme

appartenant a la famille de semi-normes definissant la topologie de g) on

trouve un m tel que: p(£«) =P(Zm+k), k^.1; en effet si on supposait le con-

traire on trouverait une suite {mk; 1^&<«> } telle que mx^m2^ ■ • • et

que p(£mi)^p(£m2)^ ■ • ■ . Si on considere les espaces Lk = Hmk+jOHmk on

peut definir aisement une transformation A autoadjointe qui, sur chacun de

ses espaces se reduit a une transformation symetrique bornee et qui satisfait

la condition

nllfe.»+,-U

D'ici on trouve immediatement une contradiction de la condition (3).
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Done la suite {£m} est une suite de Cauchy dans g); comme g) est complet,

il y a un element y £g) tel que y = lim™..., £m. On a ainsi defini une application

lineaire de X' dans g). Comme, d'autre part P/f„,£„ = £m et comme PH„ peut

etre prolonge dans g) par continuity d'une facon unique, on a que Pi/„y = £m

ce qui montre que l'application est biunivoque. On peut done considerer X'

plonge dans g).

En raisonnant comme auparavant, on obtient que pour chaque semi-

norme p appartenant a la famille de semi-normes qui definit lat opologie de

g) correspond un w tel que p(£) =0 pour chaque ££77n+*077n, k = l, 2, • ■ ■ ,

ce qui montre que la topologie induite sur X' par g) est moins fine que la topo-

logie de X'.
Le second probleme qui se pose est celui de voir ce qui arrive si on change,

pour un operateur A, la suite d'espaces |77n; 1 g«< oo } par une autre suite

{ *77„; 1 ̂ w< oo }, ayant les memes proprietes.

Ce probleme est resolu par le

Theoreme 3. Si en plus des propriStSs de I'hypothese 1, {Hn} a la propriste

que tout sous-espace UnSaire fermS de 77, invariant pour A* et sur lequel A * est

bornS, est contenu dans un des Hn alors, si { *Hn} est une autre suite d'espaces

verifiant les conditions de I'hypothese 1, pour A et si Von dSsigne par *X' le dual

de *X, *X Stant la Iimite inductive des espaces *Hn, il y a une application

lineaire continue de X' daws *X' telle que les SlSments de %'(H) et *X'(i7) se

correspondent d'une maniere biunivoque, 77 restant invariant.

Observations. (1) La condition en plus demandee a l'operateur A, et

done aussi aux operateurs .4(t) est verifiee dans les exemples que nous

donnerons. Les resultats obtenus demeurent vrais meme sans cette condition

supplementaire, mais X' perd son role privilegie. (2) Le theoreme montre que

la topologie induite sur 77 par X' est la plus fine topologie de ce type (dual

d'espace Iimite inductive d'une suite de sous-espaces verifiant les conditions

(i), (ii), (iii), et (iv) relatives a. A) pour laquelle A est continu de 77, muni

de sa topologie d'espace de Hilbert, a 77, muni de la topologie induite par X'.

Demonstration du Theoreme 3. Tout d'abord nous allons faire cor-

responds a chaque element x{ £X' Pelement *x/ £*X' (££77). Comme pour

chaque *77m il y a un 77„, 77„D*77m on aura: ||P*//m£|| ^||Ptf„£|| et done pour

toute suite de Cauchy de X'(77) la suite correspondante de *X(77) est aussi

suite de Cauchy dans *X'. Mais X'(77) est dense dans X'; nous obtenons done

une application lineaire de X' dans *X'. Montrons que cette correspondance

est biunivoque pour les elements de X'(77); si on suppose le contraire on trou-

verait un element {£„} =x{ £X' qui correspond a. 0 dans *X'. On a: P^m£»—»0,

done PKJ = 0. Mais Px„,->7 d'ou x/ = 0.

Soit x'(k)= {£„(&)} une suite d'elements de l'espace X' convergent vers

0; alors, comme *x'(k) = lim„Ja0 *x'(n(k) dans *X' on a que PKmx'(k)

= limn^.«, Pk„t;n(k) et d'apres la supposition faite on a en plus Pjxmx'(k)

= Px„£no(^)—»0 pour k—>oo, done *x'(k)—*0, dans *X'.
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Le troisieme probleme qui se pose relativement a. l'espace %' est de voir

ce qui se passe quand on remplace J par une autre involution de l'espace 77.

Ce probleme se resout aisement. Soient Ji, et /2 deux involutions quel-

conques et notons Kf = 7,(77) (i = l, 2), et 11^=1 K^ =Hi. Faisons corre-

spondre a tout XiG^i un element x2G3E2 si JiXi = J2x2. C'est un isomorphisme

algebrique qui, en outre, etablit une correspondance entre Si(m,R) et S2(m,R)

ou Si(m,R) sont les spheres de rayon R, centre 0, dans K^. Posons x{<-»x2

si Xi (xi) = x{ (x2) pour tout Xi<->x2 (x<G£.)- Pour montrer qu'on a un iso-

morphisme algebrique, remarquons que x2 (x2) = x{ (JiJ2x2); comme £2 a la

propriete (2(7) on voit que x2 est continue. Cette application est lineaire

et biunivoque. On a en plus que x'lf^x'^ pour chaque f G77 et

(5) Ps,(m,R)(Xl')   =   Pst(m,R)(Xi)

ce qui montre que l'application est bicontinue.

4. Dans ce point nous nous proposons de resoudre l'equation

du
(6) - = A(t)u

dr

dans X'. Bien que cela n'intervienne pas dans la demonstration remarquons

que Ia relation

Ps^,R)(A(r)x' - A(a)x') g ||fm||2?||^I(r) - A*m(<r)\\

nous montre que -4(r)x' est continu dans H' pour rC(a, b).

Nous allons demontrer le theoreme suivant:

Theor£me 4. Pour tout a'CH' il y a une solution, et une seule x,(r) de

l'equation (6) dans 36', qui satisfait la condition: x'(c) =a', cC(a, b).

Demonstration. Soit x'(r) = (fn(r)} une solution de l'equation (6) satis-

faisant la condition x'(c) =a'= {am}; alors, d'apres le Lemme 1 et del'observa-

tion faite a. l'occasion du Theoreme 1, cela implique que

dfm(r)                                      fm(r') - fm(r)        ,«,,.,,
(/) -  = hm- = Am (r)km(T).

dr T'^T, (dans H) T   — T

Comme Am*(r) est continue en norme, l'equation (7) a une seule solution

fOT(r) satisfaisant fm(c) =amG77m; de meme il est evident que fm(r) depend

continuement de am dans 77m et cela uniformement par rapport a tG [oi, &i]

C(a,b).
Ces remarques permettent de resoudre immediatement l'equation (6).

En effet soit a' ={am} et soit fOT(r) la solution de l'6quation (7) pour

fm(c)=am. Montrons que {fm(r)} a la propriete (ii) (elle a evidemment la

propriete (i)). Comme 77m (pour m^n) reduit ^4**(r) nous avons -4**(r)

= A**(r)PHm = PHmA**(r) et done, si f„(r) est la solution de
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—- = An  (t)£„(t), £»(c) = an,
dr

alors

dPHf{T) = PHX\r)Ur) = ATir)P„Mr)
dr

ce qui montre que P/fm£„(r) satisfait l'equation (7) et que PHm^nic)=PH„a„

= am. Mais l'unicite des solutions de l'equation (7) nous donne Pjr„£n(r)

= £m(r), done {£m(i")} definit une forme lineaire continue x'(r)£X'. Toujours

d'apres le lemme 1 et de la meme observation deja citee, il en resulte que

x'(t) = {£„(t)} satisfait l'equation (6) et que cette equation a une seule solu-

tion x'(r)£X' satisfaisant x'(c) =a'. D'apres ce que nous avons remarque sur

l'equation (7) on voit sans peine que x'(t) depend continuement dans X' de a',

et cela uniformement par rapport d t£ [au bi]d(a,b).

La topologie de 77 etant plus fine que celle de X'(77) si nous avons une

solution de l'equation d£/dr=^4(r)£ dans 77 satisfaisant £(c) =a, alors x{ (r)

sera une solution de l'equation (6) dans X' et x'i(C)=x'a. Ainsi nous avons

obtenu un theoreme d'unicit6 des solutions de l'equation, consideree dans 77.

Mais en general, si Ton considere la solution x'(t) de (6) satisfaisant

x'(c) =x'a, x'(r) ne sera pas du type Xj(r). Nous allons donner une condition

pour que cela ait lieu pour t^c.

Dans ce but nous utiliserons le

Lemme 2. Si dans un espace de Hilbert 77,73 (t) est un opSrateur bornS,

continu en norme (par rapport a t) alors, si £(r) est la solution de I'Squation

d^/dT — B(r)^ satisfaisant £(c) =a et si

Re (B(T)x,x) g m(t)||x||2,

p(r) Stant sommable, on a pour t^c:

(8) ||£(r)|| :gexp(jyM(s)ds)||a||.

La demonstration de ce lemme est immediate en utilisant la continuite

en norme de B(r) et en remarquant que 1'ensemble ReX^p(r) est un en-

semble spectral d'apres J. von Neumann [2] de B(t).

Pour resoudre le probleme que nous nous sommes pos6, supposons que

-4*(r) satisfait, en outre, a

l'Hypothese 2.

(9) Re (A*(r)^, £) g p(r)U\2, ££X

ou h(t) est sommable sur tout [ax, 6i]C(^i^)-
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On a le

Theoreme 5. Si A(t) satisfont aussi I'hypothbse 2, alors la solution x'(r)

de l'equation (6) virifiant x'(c) =x'a, sera du type x'iiT), pour r^c.

Pour voir cela il suffit de montrer que {||£b(t)|| } est bornee. Or, d'apres

le Lemme 2 nous avons que

HfnWH g exp f    I   p(s)ds J \\an\\ 5S exp I   I    p(s)ds )\\a\\.

Comme, dans ces conditions jfn(r)} =x'iw ou f(r) = lim„^M f„(r) on a

(10) ||f(r)|| ^exp(fTp(s)ds\\\a\\, r^c

d'ou on a le

Corollaire. Dans les conditions du Thioreme 5 le probUme est correcte-

ment pose pour t^c dans 77, c'est-a-dire que la solution de l'equation (6) pour

des donnees initiates appartenant a 77 appartient a H et depend continuement,

dans la topologie de ces donnees initiates.

5. Les conditions imposees aux points anterieurs a la famille d'operateurs

{.4 (r)} concernaient seulement les adjoints (^4*(r)}. Dans ce point nous 6tu-

dions un cas ou ces conditions sont remplies, cas qu'on rencontre dansl'6tude

des equations aux derivees partielles.

Theoreme 6. Soit {A(t)} une famille d'opirateurs fermSs, a domaines

denses dans II qui satisfont:

(1) II existe une suite d'idempotents Ei^E2^ ■ ■ • (En^Em signifie que

EnEm = EmEn = En) et En->I pour n-^> °o.

(2) EnA(r)QA(r)En pour chaque r et n.

(3) A(r)En est borne et continu en norme (m = 1, 2, • • • ). 7>aMs ce cas les

operateurs {A(t)} verifient I'hypothese 1.

Si {A(t)} ont en plus aussi la propriete:

(4) Re (A(t)x,x) ^ M(r)||x||2, x G $Wr),

oii, p(r) est sommable sur (a,b), alors Us vtrifient aussi I'hypothese (2).

Demonstration. On voit sans peine que E* est un idempotent, E*^E*

= ■ • ■ , £*—>7 et que A(r)En est defini sur tout 77. Soit xG2W); on a alors

(A(r)x,E*ny) = (x, (A(r)En)*y) et

(11) E*„A*(r) C A*(r)E*n = (A(r)En)*, n = 1, 2, • ■ • .

Cette relation nous montre que £*(77)C2V<r), A*(r)(E*n(H))QE*n(H) et

que .4*(t) est borne dans E*(H). En plus on a que ^4*(r)£* est continue en



1957] L'ETUDE DE L'EQUATION du/dr=A{T)u 343

norme sur E*(H). En posant 77n = E*(77) on voit que I'hypothese 1 est

verifiee.

Si J.4(t)} a la propriete 4 on a Re (.4(t)E„x,x)^.MV(t)||x||2 pour tout

x£77, ou JV7^||£n||, w = l, 2, • • • . D'ici, en tenant compte de (11) on obtient

Re (.4*(t)E*x, x)5s/u(t).M2||x||2 pour tout x£77, relation dont I'hypothese 2

est un cas particulier. c.q.f.d.

En consequence toutes les conclusions des paragraphes anterieurs restent

valables pour le cas ici considere. Done l'equation (6) a une seule solution,

qui, pour une donnee initiale appartenant a 77 appartient aussi a H et depend

continuement de la donnee initiale.

D'autre part, l'equation d£(T)/dr=^4(r)£(r) considered dans 77 a une

solution pour chaque donnee initiale a££„(77) car dans ce cas on resout

l'equation dans En(H) ou A(r) est un operateur borne et continu en norme

par rapport a t.

Done, l'equation consideree a des solutions proprement dites pour des

donnees initiales appartenant a un ensemble dense dans 77.

Comme ces solutions sont des solutions de l'equation (6), il resulte qu'elles

dependent continuement de ces donnees d'oil Ton voit que chaque solution

de l'equation (6) peut etre consideree comme solution generalisee de l'equa-

tion d^(r)/dr =A (r)£(r) (la solution generalisee etant prise au sens de Sobolev

[5]). D'une facon plus precise on a le

Theoreme 7. Si les opSrateurs A(t), r£(a,p) ont les propriStSs (1), (2),

(3), (4) du ThSoreme 6, alors I'Squations dans II

d£(r)
(12) -^ = A(t)S(t)

dr

a, pour r^c,une seule solution gSnSralisSe,^(c)=^,qui dSpend d'une manu)re

continue de la donnSe initiale.

Remarque. La terme de solution generalisee donne a £(r) ou Xj(T) est la

solution de (6) est justifiee par les faits suivants: (i) Si £(r) est une solution

de (12) alors X{(T) est une solution de (6). (ii) l'equation (12) a des solutions

usuelles pour des donnees initiales appartenant a. un ensemble dense dans 77.

(iii) Dans les conditions du Theoreme 6 la solution de l'equation (6) depend

continuement dans 77 des donnees initiales (appartenant a 77).

La demonstration du Theoreme 7 est immediate en utilisant les theoremes

4, 5 et 6. En ce qui concerne l'equation differentielle (6) qui est satisfaite par

la solution generalisee de l'equation (12) on ne peut rien dire a priori. Nous

donnerons cependant un cas quand cette solution generalisee satisfait l'equa-

tion

d^(r)
-^ = A(t)Z(t)

dr
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ou la derivation, pour chaque r>c se fait dans la topologie faible de 27 et

f(r)G2W
Remarquons tout d'abord que dans l'equation (6) la derivation sera faite

aussi d'apres la topologie faible de 77 si et seulement si pour chaque t>c il

y a un 5 et un M tels que:

f(r + h) - f(r)
(13)-'-——    <M(r), \h\   £&(r).

h

Dans la suite nous utiliserons le

Lemme 3. La condition (13) implique que, pour chaque r>c

f(r)GS>A(r)

Demonstration. En utilisant la remarque anterieure et le fait que H est

reflexif, on trouve un element df(r)/dr defini par la relation (df(r)/dr, Jx)

= d(f(r), Jx)/dr; x( (r) etant une solution de l'equation (6), on obtient im-

mediatement

(^7'*)=<«T>' A*(r)x), xCHn.

En utilisant les proprietes de E* on trouve:

M(t)      * \
(-— , Enx\ = <£„f(r), A*(r)x), x C Di'w,

d'ou

/df(r)      \
<^-~ > x) = <f(r), A*(t)x), x C ©a'm.

Done f(r)G£)V*cr)  et df(r)/dr =4**(r)f(r).   Mais A(r)  est  ferme,   a do-

maine dense, etc. c.q.f.d.

Une condition effective est donnee par le

Theoreme 8. Si Von designe par

(1) Mp = max\\A(T)(Ep+1-EP)\\, rC(a,b),

(2) sup Re (^(t)x,x) = j'j, pour ||x|| Jgl, xC(EP+i — EP)(H) et si on suppose

que

(14) X) MPe<^'"p'2 < + oo, rC(c,b)
p=i

alors la solution generalisee de l'equation (12) appartient pour chaque rC(c,b)

a Z>A(r) et la derivee dans (12) est prise suivant la topologie faible de 77.

Demonstration. En s'appuyant sur le fait que A^*(t) est la restriction de
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A(r)En a 77n on peut obtenir que \\(Ep¥X-Ep)Zn(r)\\ £e"p\\(Ep+i-Ep)Zn(c)\\

^eT"<>2M\\a\\. Comme

/£n(r + h) - £„(t)\        1    r r+h

(Ep+X - EP) (~-'h        Wj = - J       A(s)(Ep+x - Ep)2Us)ds

nous trouvons que

*MT + "-"r)N(ifc».o"+i)jf||4
A II       \   *=i /

pour |fe| <t/2 et p>p(r). Faisons w—>oo et puis p—*». En utilisant (14) on

trouve (13). Le reste resulte du Lemma 3.

6. Pour illustrer les resultats des points anterieurs nous allons etudier

maintenant deux cas particuliers.

Soit A un operateur ferme, non borne, verifiant la

Condition 1. II existe une suite de courbes de Jordan C„, tendant vers

l'infini, situees dans l'ensemble resolvant de A et tel que les idempotents En

attaches a chaque partie du spectre contenu a l'interieur geometrique de C„

tendent vers I pour w—> oo.

On voit (d'apres Hille [6]) immediatement que A et la famille {En}

verifient les conditions 1, 2, 3 du Theoreme 7. On voit ensuite que A verifie

les conditions du Theoreme 3. Cela resulte directement du Lemma 4.

Lemma 4. Si KdH est un sous-espace invariant pour T (T satisfaisant la

condition 1) et tel que T soit bornS sur K, alors il y a un n tel que KdEn(H).

Demonstration. Soit a le spectre de T considere dans K; il y a alors un «

tel que <rCfn=Interieur geometrique de CnC\a(T).

Montrons que pour un tel w on a KdE*(H) ce qui revient a E„'(K)

= {o} oii a' = a(T)r\Can- On voit sans peine que Ki = E„'(K) est invariant

pour T, que T est borne sur Ki, et que le spectre de T considere dans Ki est

situe dans a'. D'autre part, si Ton pose T(\)(E,'x) =E,>RK(^;T)x pour xdK

et X£<r oii Rr est la resolvante de T consideree dans K, on a que si Eo-x = 0

cela implique T(X)E„'X = 0. Cela se voit du fait que Ec>RK(k;T)x est, pour

AGpCr) egale a Eo.R(k;T)x = R(K;T)E,-x = 0 et comme E„,RK(\;T) est ana-

lytique pour \£<r on a T('K)(E<t'X) =0. II s'ensuit que J"(X) est un operateur

lineaire borne sur Ki\ en raisonnant comme auparavant, on obtient que T(K)

est la resolvante de T considere dans R~i et done que le spectre de T considere

dans Ku est contenu dans aC\a' = 0, d'oil E„<(K) = {o}. c.q.f.d.

Soit maintenant un operateur borne B(t) continu en norme, permutable

pour chaque r avec A. Alors il est evident que l'operateur .4(t)=B(t).4

satisfait les proprietes 1, 2, 3. Si Ton suppose en outre que A satisfait la prop-

riete 4 et que B(t) ^0 on voit que .4(t) verifie aussi la propriete 4. Tous les

resultats des points anterieurs s'appliquent a, ces cas. On a done le
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Theoreme 9. (i) Si A est un operateur qui satisfait la condition 1, et si

B(t) est un operateur bomb continu en norme, permutable avec A pour chaque

rC(a,b) alors on peut plonger l'espace II dans un espace localement convexe

milrisable el complet ■£' tel que B(r)A puisse etre prolonge a un operateur continu

de I' et tel que le probleme de Cauchy pour l'equation

du
(15) - = B(r)Au

dr

consideree dans X', puisse se resoudre correctement.

(ii) Si A satisfait en outre la condition

Re (Ax,x) S p\\x\\2

et B(t) 2:0 alors, la solution de Vequation, consideree dans £' est, pour des donnees

initiates appartenant a 77, la solution generalisSe de l'equation (15) considiree

dans II (cela pour des valeurs t>c ou c est le moment initial).

(iii) Si B(t) 1tyl>0 alors $' a la situation speciale du ThSoreme 3.

Les points (i) et (ii) sont immediats. Si -4(r) est borne sur K, alors, comme

B(r)~l permute avec A(t) on a que A est borne sur K, d'ou, en utilisant le

Lemma 4, on voit que I'hypothese du Theoreme 3 sont verifiees.

Un exemple plus significatif sera celui ou A est un operateur spectral non

borne, du type scalaire [7]. On a dans ce cas le

Theoreme 10. Si A est un opSrateur normal et B(t) un operateur borni'

continu en norme, permutable avec A, (rC(a,b)), alors, le probleme de Cauchy

pour Vtquation (15) peut etre resolu correctement dans l'espace 36'I)72, H' Itant

un espace localement convexe, metrisable et complet.

(ii) Si on suppose que le spectre de A est situe a, gauche d'une droite parallele

a I'axe imaginaire(2) et si B(t)^0 la solution (pour des donnees initiates ap-

partenant a H) est la solution generalisle de l'equation considiree dans 27, le

probleme etant correctement pose aussi dans 77.

(iii) Si le spectre de A est situe dans un angle <ir, ayant comme bisectrice

le demi axe riel negatif, et si 23(0 = r2, r>0, alors pour t>c cette solution

glneralisie satisfait dans H l'equation

du
— = B(r)Au,
dr

la derivation itant faite suivant la topologie faible de II.

Demonstration, (i) II resulte immediatement du fait que si En est le pro-

jecteur attache a la portion du spectre de A situe dans le rectangle de centre

0 de cote n, la famille {£„} satisfait les conditions du Theoreme 6 (on utilise

un theoreme de Fuglede [4]).

C1) S(r)S0 signifie que 5(r) est un operateur symetrique positif.
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Pour (ii) on doit remarquer qu'on a Re (^4x, x)^/j||x||2, oil a(A) est situe

a gauche de la droite ReX=p; comme 23(r)SiO en considerant 23"2(r) on

obtient pour l'operateur .4(t) = 23(t).4 la condition 4 du Theoreme 6.

En passant maintenant a, (iii) il suffit de remarquer (en utilisant les nota-

tions du Theoreme 8) que

Mp g B(p+l)tg—,

vp-= - pr

ou 23=max ||2J(r)||, rC[c, b) et d est la valeur de Tangle dans lequel est

compris le spectre de A. La conclusion resulte du Theoreme 8. Avant de

finir, remarquons que la conclusion (iii) du Theoreme (9) a lieu aussi dans ce

cas.
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