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Introduction. Etant donnes une variete analytique complexe 7 et un en-

semble analytique principal 5 de V sans singularity, designons par 717J

(resp. mf) le faisceau des germes de p-formes differentielles meromorphes

(resp. meromorphes fermees) admettant S comme ensemble polaire a la

multiplicite un au plus.

Lorsque 7 est kahlerienne compacte et que l'espace fibre {S} defini par

S est suffisamment ample au sens de Kodaira et Spencer, on a determine,

dans un article anterieur [4], la dimension du g-ieme espace de cohomologie

de 7 a coefficients dans Ms, m\ et dMs et la dimension d'un espace note

&S+Ul deduit des precedents, pour les valeurs de p satisfaisant a. certaines

inegalites. Ces complements ont pour but d'achever les calculs pour toutes les

valeurs de p et, grace a [l], sous des hypotheses un peu plus larges. Le

Lemme 6, les Propositions 7, 13, 15, 16 et les Theoremes 17 et 18 de [4] seront

enonces pour toutes les valeurs de p, sous les memes numeros et leurs demon-

strations seront completees, en utilisant les memes notations.

1. Definition et Lemmes. On supposera desormais que 7 est une variete

kahlerienne compacte, de dimension complexe m. On imposera a. l'ensemble

analytique principal S de 7 les conditions suivantes, ou, au moins, certaines

d'entre elles:

(1) 5 est sans singularity;

(2) la classe caracteristique de l'espace fibre \S) est representable (a.

l'aide du Theoreme de de Rham) par une forme differentielle reelle, de type

(1, 1): y = (i/2ir)JZXa0>dzaAdzff telle que la forme JZ,XafruauB soit hermi-

tienne, definie positive en chaque point de V;

(3) pour tout p^O et tout gS?l, la forme hermitienne

®*-<(y, u; z) = JZ (b\[X^ - RA] + pR's'*)

X   W„2...rp ii-aj   ■   ■   ■  «q'UTT2' ■■^«"«*"----<

dans laquelle 8°T designe le symbole de Kronecker, P"™*" le tenseur de courbure

et uTl...TPai-. -aQ un tenseur antisymetrique, est definie positive en chaque

point zG 7.

L'espace fibre [S] satisfaisant aux conditions (2) et (3) sera dit suffisam-

ment ample au sens de Kodaira et Spencer [5; 6].

On utilisera les theoremes suivants:
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Lemme A (Akizuki et Nakano). Si S satisfait aux conditions (1) et (2),

alors H"(V, Q,p({S]))=0, pour p+q^m + 1.

C'est un cas particulier du Theoreme 1" de [l].

Lemme B (Kodaira). Si S satisfait aux conditions (1), (2) et (3), alors

H"(V, Q'({S}))=0, pour lSqSm.

C'est un cas particulier du Theoreme 1 de [5].

Lemme C (Akizuki et Nakano). Si S satisfait aux conditions (1) et (2),

l'homomorphisme HT(V, C)—>ii>(5, C) induit par l'inclusion de S dans V est

un isomorphisme si rSm — 2, un monomorphisme si r = m — l.

C'est un cas particulier du Theoreme 2 de [l].

Lemme D. Si V est une variete kahlerienne compacte, S un ensemble analy-

tique principal satisfaisant aux conditions (1) et (2), alors,

pour p+q^m + l, on a: Hv-i(V, C) ^Hm~q-m-p(V, C);

pour p+q^m, on a: H'-*(S, C)^Hm-"-l-m-p~l(S, Q »JF»-«-i.™-J>-i(F, C).

Demonstration. Soit 3Cr-'(V, C) l'espace vectoriel des formes harmoniques

de type (r, s) sur V; il est canoniquement isomorphe a. HT-S(V, C). Soit J la

forme fondamentale sur F. On sait (voir par exemple [2, IX.6.c]) que

l'application de toute forme harmonique ipm-i'm—p sur la forme harmonique

0p,g = jp+o-m^m-q.m-p definit un isomorphisme de 3Cm-"-m-p(V, C) sur

3Cp'q(V, C); il en resulte l'isomorphisme Hp-q(V, C) ~Hm-^m-"(V, C).

L'ensemble analytique principal 5 est sans singularite (Condition (1)),

done c'est une variete kahlerienne compacte admettant pour forme fonda-

mentale Js la forme induite par / sur 5 et dont la dimension complexe est

m — 1. Si p+q^m, on a, d'apres la premiere partie du lemme: HP'9(S, C)
„jjm-q-i.m-p-xrst Q

De plus: 2m — p—q — 2Sm — 2, alors, d'apres le Lemme C, il existe un iso-

morphisme H2m-p-i~2(V, C) ~H2m-p-i-2(S, C); cet isomorphisme etant induit

par l'inclusion, il respecte le type des classes de cohomologie, ce qui etablit

la derniere assertion du Lemme D.

2. Resultats auxiliaires.

Lemme 6'. Si V est une variete kahlerienne compacte et si S est un ensemble

analytique principal de V satisfaisant aux conditions (1) et (2), alors, l'homo-

morphisme
a: K^(S, C) -» F^+^F, C)

qui associe, a la classe de cohomologie de toute q-forme fermee w sur S, la classe

de cohomologie du courant u' sur V defini par

«'[*] =   f coA^
J s
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posse.de les proprietes suivantes:

si q^m — 1, c'est un monomorphisme;

si q=m — l, c'est un epimorphisme.

Demonstration. La demonstration du Lemme 6 de [4] est valable quand

on y remplace le Theoreme 2 de [6] par le Lemme C; elle etablit le Lemme 6'

pour q<m — ietq^m — 1. Resteamontrer que a:K°-m-'(S, Q-*K°-m-i+2(V,C)

pour i = 2, 3 est un monomorphisme.

On a vu [4] que a = h' ojoh, ou h et h' sont des isomorphismes et j

l'homomorphisme Hm+i_2(S, C)—>77m+i_2(7, C) induit par l'inclusion de S

dans 7.

On sait que l'application Xs: 3Cm-'(5, Q-^3Cm+i~2(S, C) qui, pour i = 2, 3

envoie toute (m—i)-torme harmonique <pm~i de S sur Ps~1A</>m_i est un iso-

morphisme.

Soit X: lX,m~i(V, C)->3Cm+i-2(7, C) l'application qui, pour i = 2, 3, envoie

toute (m — i)-torme harmonique \pm~i de V sur P~1A<r'"1_<; on sait que c'est

un monomorphisme.

On montre comme au (2) de la demonstration du Lemme 6 de [4], que

le diagramme suivant est commutatif:

X
ff-+*-i(yt C) «- 5Cm+i-2(V, C) <- X^'(V, C) *- Hm-'(V, C)

Xs
Hm+i-2(Sj C) <__ 3C™+»-2(5) c) <_ 3e-"'(5, C) <- -r—'C-S", C);

les homomorphismes verticaux sont induits par l'inclusion de 5 dans 7,

l'homomorphisme 3Cr(7, C)—>3Cr(S, C) appliquant toute r-forme harmonique

de 7 sur la composante harmonique de sa restriction a 5. II en resulte le

diagramme commutatif:

X'
Hm+i~2(V, C) <- Hm-'(V, C)

/* io*

X's7P»+<-2(5, C) <- 7Jm-i(5, C),

ou Xg est un isomorphisme et X' un monomorphisme. Mais, pour i = 2, 3,

d'apres le Lemme C, /J=XS-1 oj* oX' est un isomorphisme, done/* oX' est

un isomorphisme, et/* est un epimorphisme. II en resulte que/, done o, est

un monomorphisme, c.q.f.d.

Proposition 7'. St 7 e5< wwe variete kahlerienne compacte, S un ensemble

analytique principal de V satisfaisant aux conditions (1) et (2) alors, pour

p+q^m + 1, on a:
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dim H\V, (Rs) = dim HP~1'q(S, C) + dim Hq(S, 9?({s}s));

si, en outre, S satisfait a (3), alors,

pour p+qSm — 2 ou p+q = m, q^O, on a:

dim H9(V, (Rs) = dim HP~1'\V, C) + dim H\s, QP({s}s));

pour p+q = m — l, on a:

dim Hm'^\v, <$&) = dim H^^V, C) + dim eT^V, C)

- dim H^^S, C) + dim eT^S, sf({S}s));

pour p = m et q = 0, on a:

dim H°(V, (Rs) = dim i7m_1'°(S, C).

Demonstration, (a) Le faisceau M% etant isomorphe a. QP({S}), pour

p+q^m + 1 (resp. lSqSm), si 5 satisfait aux conditions (1) et (2) (resp.

aux conditions (1), (2) et (3)), d'apres le Lemme A (resp. le Lemme B), on

a:H"(V, Ml)=0. Alors, on sait [4] que, si H'+^V, Mvs) =0, conoyau

[H'(V, (R%)->H'(V, Qvs)] est isomorphe au noyau de k': ffi-^'+^S, C)
-*Hp-'+2(V, C).

Les parties (b) et (c) de la demonstration de la Proposition 7 de [4]

peuvent etre completers ainsi:

(b) On a vu dans [4] que k' est la restriction, aux classes de formes de

type (p — 1, t + 1) de l'homomorphisme a du Lemme 6', apres multiplication

par 2iri et que l'image de k' est, au produit pres par 2iri, la partie de l'image

de a constitute par les classes de type (p, t + 2).

Alors, d'apres le Lemme 6':

si p+t^m — 1, k' est un monomorphisme, done le noyau de k' est nul

et, d'apres (a): conoyau [W(V, (RS)^>H>(V, Qg)]=0;

si p+t = m — 1, k' est un epimorphisme, done la dimension du noyau de

k' est:

dim Hp-1'm-p(S, C) - dim lf~~"\v, C)

= dim conoyau [Hm~P~\v, (Rs) -> Hm~"~\v, Qs)].

(c) On a montre, dans [4], que:

dim H9(V, (Rs) = dim Bf~1,q(S, C) + dim Hq(S, QP({s\s))

- dim conoyau [HQ~\v, (Rs) -* H"~\v, Qs)]

- dim conoyau [H9(V, (Rs) -» H\V, Qs)],

done, d'apres (b):
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si p+q — 1 T^m — 1, p+q^m — 1, on a:

dim H\V, (Rs) = dim HP~1'\s, C) + dim Hq(S, QP({s}s)); en outre,

si p+q^m-2, on a: H'-1 -«(S, C)«7P>-l-*(7, C), d'apres le Lemme D;

si p+q = m — l, on a:

dim P^F, <R'S) = dim _r1,"^"V, C) + dim H^^V, C)

- dim ET^S, C) + dim Hm~p-\S, QP({S}S)),

compte tenu du Lemme D;

si p+q = m et q^O, on a:

dim Pm"p(7, CR*) = dim H^'^V, C) + dim Hm~P(S, _P({s}s)),

compte tenu du Lemme D;

si p=m et q = 0, on a:

(Rs « _m_1[5], done: dim ff°(7, (Rs) = dim ff",_1"°(5, C).

Proposition 13'. Si 7 est une variete kahlerienne compacte, S un ensemble

analytique principal de V satisfaisant aux conditions (1) et (2) pour p+t^m

et aux conditions (1), (2) et (3) pour p+t<m, alors on a kx't+1 =0 lorsque t^O.

En effet, dans les conditions de la proposition: 77m( V, Mg) = 0, d'apres les

Lemmes A et B respectivement, done:

kVt+1 = conoyau [h\v, (Rs) -> H+\v, QP)] = 0.

Proposition 15'. Si V est une variete kahlerienne compacte, S un ensemble

analytique principal de V satisfaisant aux conditions (1) et (2), alors:

pour p+t^m — 1 ou p=0, t = m, on a:

dim kP2''+1 = dim KP''+1(V, C) - dim BT~l'Xv, C);

pour p+t^m + 1 ou p>0, p+t = m, on a:

a-     j,pJ+1      ndim k2       = 0.

La demonstration de la Proposition 15 de [4] est valable ici, apres rem-

placement du Lemme 6 par le Lemme 6' et en tenant compte du Lemme D.

Proposition 16'. Si V est une variete kahlerienne compacte, S un ensemble

analytique principal de V satisfaisant aux conditions (I) et (2) pour p+t^m

et aux conditions (1), (2) et (3) pour p+Km, alors:

pour p>0, dim £g',+1=dim k2ht+\ i.e.:
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si p>0 et p+t^m, on a: dim kP't+1 = 0;

si p>0 et p+t = m — l, on a: dim kv'm~p = 0;

si p>0 et p+tSm — 2, on a:

dim kF'i+1 = dim R^1,t+\v, C) - dim KP'\v, C);

pour p = 0, on a: dim i#,+1=dim Kl-'+l(V, C).

La demonstration de la Proposition 16 de [4] est valable ici, en y rem-

placant la Proposition 15 et le Theoreme 1 de [5] par la Proposition 15' et

les Lemmes A et B respectivement, et en tenant compte du Lemme D.

3. Conclusions.

Theoreme 17'. Si V est une variete kahlerienne compacte, S un ensemble

analytique principal de V satisfaisant aux conditions (1) et (2), alors:

(A) (a) pour p+q-^m + l, on a: IP'(V, AF|) =0 et H"(S, ttp({S) s))=0;

(b) pour p = 0, on a: H«(V, ms)=H"(V, C);

pour p>0 et p+q^m + 1, on a: dim H"(V, ms) = 0;

pour p>0,p+q = m, on a:

dim Hm~v(V, ml) = dim ^'"""(V, C) - dim K^^^V, C)

- dim Kp-I'm-\V, C) + dim ^^"(S, C);

pour p+qSm — 1, on a:

dim II"(V, mvs) = dim KP-"(V, C) - dim Kp-^~l(V, C);

(c) pour p>0 et p+q^m + 1, on a: dim H"(V, dMs)=0;

pour p = 0 etq^m + 1, on a: dim H"(V, dMs) = dim K^"+l(V, C);

(B) si, en outre, S satisfait a la condition (3), alors:

(a) pour q>0, on a: H"( V, Mps) =0; et, de plus:

pour p+q = m, on a: dim Hm~p(S, QP({S}S)) =0;

pour p+q = m — l, on a:

dim H'^-^S, Q*({S}S)) = dim Hp'm~p(V, C) - dim Hp~l'm-p-l(V, C)

- dim Hp^-m-p(V, C) + dim Hp-l'*"-p(S, C);

pour p+qSm — 2, on a:

dim H"(S, Qp({s]s)) = dim Hp-"+l(V, C) - dim HP~^"(V, C);

pour q = 0,

si p = m, on a:

dim H°(V, Mms) = dim Hm,°(V, C) - dim eT~1'\v, C) + dim Hm~h°(S, C);

si p = m — l, on a:
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dim 77"(7, Ms"') = dim tf*~l\v, C) - dim Hm~lA(V, C) + dim Hm~2'\v,C)

+ dim Hm~2'\v, C) - dim H^'Xs, C) + dim H°(S, Qmr~X{s}a));

si p^m — 2, on a:

dim 77°(7, Ms) = dim HP'\v, C) - dim HvA(V, C) + dim p"-1'\v, C)

+ dimP°(5, 0"({5}s));

(b) pour g>0, p>0 et p+q=m, on a: dim Hm~p(V, dMs)=0;

pour q>0, p>0 et p+q = m — l, on a:

dim irp-\v, dMPs) = dim K^V, C) - dim K^^^Xv, C)

- dim KP'Um~P(V, C) + dim p""1""^^, C);

pour q>0, p>0 et p+q^m — 2, on a:

dim H\V, dMPs) = dim KP'"A(V, C) - dim K^'Xv, C);

pour q>0 et p = 0, on a: dim77«(F, dM°s) =dim K°-"+'(V, C);

pour q = 0, p>0 et p^m — 1, on a:

dim h\v, dMPs) = dim KP+1'\v, C) + dim h\s, tf({S}s));

pour q = 0 et p = m —1^0, owa:

dim h\v, dMT) = dim x"'°(7. Q - dim Er~1'\v, C)

+ dim Pm_1'°(S, C) + dim P°(S, "m_1({^}s));

pour q = 0 et p = 0, on a:

dim 77°(7, dMs) = dim P^V, C) + dim £7°(5, _°({s}s)).

Demonstration.

(A)  (a) pour p+q^m + 1, on a: 7P«(7, 7kf|)=0 d'apres le Lemme A.

Puisque p+q^.m + 1, il suffit de considerer le cas ou g_:l; alors, d'apres

la formule (27) de [4] et la Proposition 13', on a: dim77«(7, (Rs)

= dim Hp-q+1(V, C), done, d'apres la Proposition 7' et le Lemme D:

dim H'(S, W({S}S)) = dim H*-*-\V, C) - dim H"'1-^, C)

= dim Hm-"-1'm~'(V, C) - dim Hm-"~1-m~''(V, C) = 0.

(h) Pour p = 0, on a: m°s=C, done 7P(7, ms)=H"(V, C).

Pour £>0, d'apres la formule (28) et la Proposition 4 de [4], on a:

dim H\V, mPs) = dim K^'Xs, C) - dim PP'a+1(F, C)

p,g p. 3+1
+ dim k2    + dim £2      ,
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alors, a l'aide de la Proposition 15', du Theoreme 1.14 de [3] et du Lemme D,

on obtient les resultats annonces.

(c)  La formule (29) de [4] entraine:

dim H\V, dMPs) = dim h\V, s|) - dim K^'^Xv, C)

+ dim kj   + dim kj     ;

tenant compte de la Proposition 8 de [4], de la Proposition 16', de (A) (a),

du Theoreme 1.14 de [3] et du Lemme D, on en deduit la conclusion (A) (c)

du theoreme.

(B)  (a) Pour q>0, on a: 7P(7, Mvs) =0, d'apres le Lemme B.

Pour q>0, la formule (27) de [4] entraine:

dim H\V, (Rs) = dim HP'"A(V, C) - dim kT - dim kT"+1,

d'ou le resultat, d'apres les Propositions 7' et 13'.

Pour o = 0, la formule (27) de [4] entraine:

dim HXv, Ms) = dimPV, &s) - dim HP'Xv, C) + dim HP'Xv, C)
P,i

+ dim ki   ;

compte tenu des Propositions 7' et 13' et du Lemme D, cela fournit le resultat

annonce.

(b) La conclusion resulte de la formule (29) de [4], de la Proposition 8

de [4], de la Proposition 16', du Lemme D et du Theoreme 1.14 de [3].

Theoreme 18'. Soient V une variete kahlerienne compacte et S un ensemble

analytique principal de V.

Si q>0, alors, dans les conditions du Theoreme 17':

dim SiT"1'9 = dim HXv, dMPs)

a eti calculee ci-dessus.

Si S est sans singularity et si [S] est suffisamment ample au sens de Kodaira

et Spencer, la dimension de l'espace vectoriel des classes de (p + l)-formes

meromorphes localement exactes dont l'ensemble polaire est S a la multiplicite

deux au plus, modulo les differentielles de formes miromorphes sur V dont

l'ensemble polaire est S a la multiplicite un au plus est:

pour p^m — 2 et p = 0:

p+1,0 p,i _p—1,0
dim &V     = dim K    (V, C) - dim E       (V, C);

pour p=m — l7±0:

"i,0 ,. m—1,1, m— 2.0 m—2,1
dim Ss    = dim K        (V, C) - dim H        (V, C) - dim P        (V, C)

+ dim Km'2'Xs, C).
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Demonstration. Pour g>0, dans les conditions du Theoreme 17', on a:

H"(V, Mi)=0, done: &ps+hQ«H"(V, dMvs).

Pour q = 0, pSm — 1, on a:

dim Ss+1'° = dim H°(V, m's) - dim H°(V, MPS) + dim H°(V, dMPs).

Alors, la conclusion resulte de la Proposition 12 de [4], du Theoreme 17' et

du Theoreme 1.14 de [3].
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