FORMES DIFFERENTIELLES MEROMORPHES LOCALE-
MENT EXACTES. COMPLEMENTS

PAR
PIERRE DOLBEAULT

Introduction. Etant donnés une variété analytique complexe V et un en-
semble analytique principal S de V sans singularité, désignons par M§
(resp. m%) le faisceau des germes de p-formes différentielles méromorphes
(resp. méromorphes fermées) admettant S comme ensemble polaire 4 la
multiplicité un au plus.

Lorsque V est kidhlérienne compacte et que 'espace fibré {S} défini par
S est suffisamment ample au sens de Kodaira et Spencer, on a déterminé,
dans un article antérieur [4], la dimension du g-iéme espace de cohomologie
de V A coefficients dans M%, mg et dM% et la dimension d’un espace noté
851 déduit des précédents, pour les valeurs de p satisfaisant & certaines
inégalités. Ces compléments ont pour but d’achever les calculs pour toutes les
valeurs de p et, grace & [1], sous des hypoth&ses un peu plus larges. Le
Lemme 6, les Propositions 7, 13, 15, 16 et les Théorgmes 17 et 18 de [4] seront
énoncés pour toutes les valeurs de p, sous les mémes numéros et leurs démon-
strations seront complétées, en utilisant les mémes notations.

1. Définition et Lemmes. On supposera désormais que V est une variété
kahlérienne compacte, de dimension complexe m. On imposera a I'ensemble
analytique principal S de V les conditions suivantes, ou, au moins, certaines
d’entre elles:

(1) S est sans singularité;

(2) la classe caractéristique de l'cspace fibré {S} est représentable (&
I’aide du Théoréeme de de Rham) par une forme différentielle réelle, de type
(1, 1): y=(i/27) D_Xaprdz* \dZ telle que la forme D X.gu*af soit hermi-
tienne, définie positive en chaque point de V;

(3) pour tout p=0 et tout ¢=1, la forme hermitienne

a . * 4
O749(y, u; 2) = o, (6,[XPar — Rbe*] + pR.a*P)
>< u‘r12~ et B‘a;' .. aq'/ﬂr?g. . "fpa‘az" 3 ~a;
dans laquelle 7, désigne le symbole de Kronecker, R% .+ le tenseur de courbure
€t Us,...rpey---ap UN tenseur antisymétrique, est définie positive en chaque
point z& V.
L’espace fibré {S} satisfaisant aux conditions (2) et (3) sera dit suffisam-
ment ample au sens de Kodaira et Spencer [5;6].
On utilisera les théorémes suivants:
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LEMME A (AKI1ZUKI ET NAKANO). St S satisfait aux conditions (1) et (2),
alors Hi1(V, QP({S})) =0, pour p+qg=m-+1.

C’est un cas particulier du Théoréme 1” de [1].

LeMME B (Kopaira). Si S satisfait aux conditions (1), (2) et (3), alors
H(V, QP({S}))=0, pour 1 =g=m.

C’est un cas particulier du Théoréme 1 de [5].

LemMME C (Akizukl ET NAKANO). St S satisfait aux conditions (1) et (2),
U homomor phisme H7(V, C)—H'(S, C) induit par l'inclusion de S dans V est
un isomorphisme si r Sm—2, un monomorphisme st r=m—1.

C’est un cas particulier du Théoréme 2 de [1].

LeMME D. Si V est une variété kihlérienne compacte, S un ensemble analy-
tique principal satisfaisant aux conditions (1) et (2), alors,

pour p+qg=m--1, on a: Hro(V, C) =~ H*1m2(V, C);

pour p+q=m, ona: H?2(S, C) = Hr—e=Lm=r=1(S, C) = Hr—e=Lm—r=1(V ().

Démonstration. Soit 3¢*(V, C) I'espace vectoriel des formes harmoniques
de type (7, s) sur V; il est canoniquement isomorphe & H7*(V, C). Soit J la
forme fondamentale sur V. On sait (voir par exemple [2, IX.6.c]) que
I'application de toute forme harmonique Y™ ¢™~? sur la forme harmonique
¢ra= Jrre=m AYym—am—p définit un isomorphisme de Jem~am—2(V, C) sur
Jera(V, C); il en résulte I'isomorphisme H?4(V, C) =~ Hm1m2(V, C).

L’ensemble analytique principal S est sans singularité (Condition (1)),
donc c’est une variété kihlérienne compacte admettant pour forme fonda-
mentale Jg la forme induite par J sur S et dont la dimension complexe est
m—1. Si p+g=m, on a, d’aprés la premiére partie du lemme: I772(S, C)
~ Hm—a—Ln—r=1(§ (),

De plus: 2m —p—qg—2 <m —2, alors, d’aprés le Lemme C, il existe un iso-
morphisme I*"=?=1=2(V, C) = II*»~r=12(S, C); cet isomorphisme étant induit
par l'inclusion, il respecte le type des classes de cohomologie, ce qui établit
la derniére assertion du Lemme D.

2. Résultats auxiliaires.

LEMME 6’. St V est une variété kihlérienne compacte et si S est un ensemble
analytique principal de V satisfaisant aux conditions (1) et (2), alors, I'homo-

morphisme
a: K9S, C) » K%+(V, C)

qut associe, d la classe de cohomologic de toute q-forme fermée w sur S, la classe
de cohomologic du courant o' sur V défini par

oY) = fsw A
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posséde les propriétés suivantes:
st g#Em—1, c’est un monomorphisme;
st q=m—1, c'est un épimorphisme.

Démonstration. La démonstration du Lemme 6 de [4] est valable quand
on y remplace le Théoréme 2 de [6] par le Lemme C; elle établit le Lemme 6’
pour g <m —3 et g=m—1. Reste d montrer que a: K*"~i(S, C)—K*==+2(V,C)
pour =2, 3 est un monomorphisme.

On a vu [4] que a=h"0joh, ot h et k' sont des isomorphismes et j
I’homomorphisme Hyi2(S, C)—Hpnuyi—2(V, C) induit par l'inclusion de S
dans V.

On sait que l'application Ag: 3¢#(S, C)—3cm+—2(S, C) qui, pour 1=2, 3
envoie toute (m—1)-forme harmonique ¢™* de .S sur J§ ' A¢™* est un iso-
morphisme.

Soit A: 3emi(V, C)—3em+i—2(V, C) I'application qui, pour ¢=2, 3, envoie
toute (m—1)-forme harmonique Y™ de V sur J"! AY™~%; on sait que c’est
un monomorphisme.

On montre comme au (2) de la démonstration du Lemme 6 de [4], que
le diagramme suivant est commutatif:

=~ A =
Hm2(V, C) « 3e™t+2(V, C) « 3"V, C) « H™ ¥V, C)

~ A ~
Hr2(S, €) « 5emH-3(S, C) = 5mi(S, C) « H™(S, C);

les homomorphismes verticaux sont induits par l'inclusion de S dans V,
I’homomorphisme 3¢r(V, C)—3¢(S, C) appliquant toute 7-forme harmonique
de V sur la composante harmonique de sa restriction a S. Il en résulte le

diagramme commutatif:
7’

A
Hr+2(V, C) — H(V, C)

g 4]
Hm+2(S, C) = H™5(S, C),

ol A\s est un isomorphisme et N un monomorphisme. Mais, pour 1=2, 3,
d’aprés le Lemme C, jg=MA§"o0j* o\ est un isomorphisme, donc j* o\’ est
un isomorphisme, et j* est un épimorphisme. Il en résulte que j, donc a, est
un monomorphisme, c.q.f.d.

PROPOSITION 7'. Si V est une variété kahlérienne compacte, S un ensemble
analytique principal de V satisfaisant aux conditions (1) et (2) alors, pour
pt+gzm+1,0na:
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dim H'(V, ®%) = dim H™ (S, C) + dim H'S, €°({S}s));

s1, en outre, S satisfait d (3), alors,
pour p+q=m—2 ou p+q=m, ¢#0, on a:

dim H'(V, ®%) = dim B "'(V, C) + dim H'(S, @°({S}s));
pour p+qg=m—1,o0n a:

p—1,m—p—1 p—1,m—p

dim "7V, &%) = dim H v, C) + dim H W, C)
. p—1,m—p . m—p—1 4
— dim H (S,C) +dim H (S, @ ({S}s));

pour p=m et ¢=0, on a:

dim H'(V, &%) = dim H™ (S, C).

Démonstration. (a) Le faisceau M§ étant isomorphe & QP({S }), pour
pt+g=m-+1 (resp. 1<¢g=<m), si S satisfait aux conditions (1) et (2) (resp.
aux conditions (1), (2) et (3)), d’aprés le Lemme A (resp. le Lemme B), on
a: H(V, MB)=0. Alors, on sait [4] que, si H*"'(V, M%) =0, conoyau
[HY(V, ®’%)—H!(V, @3] est isomorphe au noyau de k': Hr~L.t+1(S, ()
—H» (Y, C).

Les parties (b) et (c) de la démonstration de la Proposition 7 de [4]
peuvent étre complétées ainsi:

(b) On a vu dans [4] que &’ est la restriction, aux classes de formes de
type (p—1, t+1) de I'homomorphisme @ du Lemme 6’, aprés multiplication
par 27 et que 'image de %’ est, au produit prés par 2wz, la partie de 'image
de a constituée par les classes de type (p, t+2).

Alors, d’aprés le Lemme 6':

si p+it£m—1, k' est un monomorphisme, donc le noyau de &’ est nul
et, d’aprés (a): conoyau [HY(V, ®3)—H4V, §%)]=0;

si pF+t=m—1, k' est un épimorphisme, donc la dimension du noyau de
k' est:

p—1,m—p p,m—p+1

dim H (5,C) —dim H W, C)
= dim conoyau [Hm—p_l(V, ®Rs) — Hm_p_l(V, Qg)].

(c) On a montré, dans [4], que:

dim H'(V, ®%) = dim H" (S, C) + dim H'(S, 27({S}s))
— dim conoyau [Hq—l(V, (Rg) — Hq_l(V, Qg)]
— dim conoyau [Hq(V, mﬁ) — Hq(V, Qg)],
donc, d’apres (b):
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si ptg—1#m—1, p+g#m—1, on a:

r—1.q

dim Hq(V, (Rg) = dim H (S, C) + dim Hq(S, Qp({S}s)); en outre,
si pt+q=m—2,ona: H~1(S, C) =~ Hr1.4(V, C), d’aprés le Lemme D;
si p+g=m—1, on a:

p—1,m—p—1 p—1,m—p

dim H" "7V, ®%) = dim H
— dim H

(V, C) + dim H v, 0
PIMRS 0) + dim BTUNS, 28] ),

compte tenu du Lemme D;
si p+g=m et ¢#0, on a:

p—1,m—p

dim B "(V, ®5) = dim H (V, C) + dim H" °(S, @°({S}s)),

compte tenu du Lemme D;
si p=m et ¢=0, on a:

®s ~ Q" '[S], donc: dim H'(V, ®%) = dim H™"'(S, C).

ProrosiTION 13’. Si V est une variété kihlérienne compacte, S un ensemble
analytique principal de V satisfaisant aux conditions (1) et (2) pour p+t=m
et aux conditions (1), (2) et (3) pour p+t<m, alors on a k' =0 lorsque t=0.

En effet, dans les conditions de la proposition: H¢+1(V, M§) =0, d’apres les
Lemmes A et B respectivement, donc:

B = conoyau [H'(V, ®%) — 7w, 2N =o.

PROPOSITION 157, Si V est une variété kihlérienne compacte, S un ensemble
analytique principal de V satisfaisant aux conditions (1) et (2), alors:
pour p+t=m—1ou p=0,t=m, on a:

p,t+1

dim 22 = dim K7, ©) — dim K7V, ©);

pour p+t=m-41 ou p>0, p+t=m, on a:

. Sl

dim ks = 0.
La démonstration de la Proposition 15 de [4] est valable ici, aprés rem-
placement du Lemme 6 par le Lemme 6’ et en tenant compte du Lemme D.

PROPOSITION 16’. Si V est une variété kahlérienne compacte, S un ensemble
analytique principal de V satisfaisant aux conditions (1) et (2) pour p+t=m
et aux conditions (1), (2) et (3) pour p+t<m, alors:

pour p>0, dim B2 =dim 3t e
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si p>0 et p+t=m, on a: dim k3 =0;
si p>0et p+t=m—1, on a:dim k""" =0;
st p>0et p+t=m—2, on a:

dim &7 = dim K7V, ©) = dim K7W, ©);
pour p=0, on a:dim k' =dim K.+ (V, C).

La démonstration de la Proposition 16 de [4] est valable ici, en y rem-
plagant la Proposition 15 et le Théoréme 1 de [5] par la Proposition 15’ et
les Lemmes A et B respectivement, et en tenant compte du Lemme D.

3. Conclusions.

TaEOREME 17'. St V est une variété kihlérienne compacte, S un ensemble
analytique principal de V satisfaisant aux conditions (1) et (2), alors:
(A) (a) pour p+gzm+1, on a: II'(V, M) =0 et H(S, Q*({S}s))=0;
(b) pour p=0, on a: H«(V, m%) =H(V, C);
pour p>0 et pt+qg=m—+1, on a: dim HU(V, mg) =0;
pour p>0,_7p+g=m, on a:

p,m—p p—1,m—p—1

(v, C) — dim K v, C)

RS, €);

dim " "(V, mg) = dim K
— dim K"V, €) + dim K

pour p+q=<m—1, on a:
dim He(V, m%) = dim K»4(V, C) — dim K*»=te=1(V, C);

(c) pour p>0 et p+q=m—1, on a: dim He(V, dMF) =0;
pour p=0ct g2m+1, on a: dim Ho(V, dMg) =dim K%+(V, C);
(B) st, en outre, S satisfait & la condition (3), alors:
(a) pour ¢>0, on a: HI(V, M) =0; et, de plus:
pour p+q=m, on a: dim H™»(S, Q”({S}S)) =0;
pour p+q=m—1, on a:
dim H™7-1(S, 07({S}s)) = dim Hem»(V, C) — dim H»—1m—>—1(V, C)
— dim H?='»=2(V C) + dim Hr~1L.»?(S, C);
pour p+q=m—2, on a:
dim H4(S, Q»({S}s)) = dim H»«+(V, C) — dim Hr-1.(V, C);
pour ¢=0,
st p=m, on a:

dim H'(V, Ms) = dim B™"(V, ¢) — dim BV, €) + dim B"°(S, 0);

sitp=m—1, on a:
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dim BV, Ms ) = dim BV, ¢) — dim "'V, ©) + dim B"'(V, C)
+ dim 8"V, €) — dim BH"(S, €) + dim B'(S, 2"7'({S)9);
stp=m—2, on a:
dim H'(V, M%) = dim BV, C) — dim H”'(V, C) + dim H™ "V, C)
+ dim B'(S, 2°({S}9));

(b) pour ¢>0, p>0 et p+qg=m, on a: dim H?(V, dM§) =0;
pour ¢>0, p>0et p+g=m—1, on a:

dim "7V, M%) = dim K"V, €) — dim K* "N W, ©)

p—1,m—p »m—p

— dim K vV, C) + dim K™

pour ¢>0, p>0 et p+qg=<m—2, on a:

(S, C);

dim B'(V, dM%) = dim K" (v, €) — dim K*"(V, ©);
pour ¢>0 et p=0, on a: dim HY(V, dMg§) =dim K+ 1(V, C);
pour ¢q=0, p>0et p#Zm—1, on a:

dim H'(V, dM§) = dim K™V, €) + dim H'(S, 2°({S}s));
pour =0 et p=m—10, on a:

dim H'(V, dM%s ) = dim K™V, C) — dim K" (¥, C)

m—1

+ dim K", ©) + dim H'(S, 277 ({8} 9);
pour ¢g=0 et p=0, on a:

dim H'(V, dM3) = dim K"'(V, C) + dim H'(S, 2'({S} s)).

Démonstration.
(A) (a) pour p+g=m+1, on a: H(V, ME) =0 d’aprés le Lemme A.
Puisque p+g=m-+1, il suffit de considérer le cas ot ¢=1; alors, d’aprés
la formule (27) de [4] et la Proposition 13/, on a: dim H«(V, ®%
=dim H?¢t1(V, C), donc, d’aprés la Proposition 7’ et le Lemme D:

dim H(S, @»({S}s)) = dim Hr.«*(V, C) — dim HP1.¢(S, C)
= dim Hmtmr(V, C) — dim Hm—tm»?(V, C) = 0.
(b) Pour p=0, on a: m§=C, donc H(V, m%) =H(V, C).
Pour >0, d’aprés la formule (28) et la Proposition 4 de [4], on a:
dim H'(V, m%) = dim K* (S, €) — dim K”*7'(v, ©)

P.q+1

+ dim &5 + dim £y,
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alors, 4 I'aide de la Proposition 15/, du Théoréme 1.14 de [3] et du Lemme D,
on obtient les résultats annoncés.
(c) La formule (29) de [4] entraine:

p+1,0+1

dim H'(V, dM3) = dim H'(V, $5) — dim K (v, C)

+ dim &5 + dim kZ'““;
tenant compte de la Proposition 8 de [4], de la Proposition 16, de (A) (a),
du Théoréme 1.14 de [3] et du Lemme D, on en déduit la conclusion (A) (c)
du théoréme.
(B) (a) Pour ¢>0, on a: HY(V, M§) =0, d’aprés le Lemme B.
Pour ¢>0, la formule (27) de [4] entraine:

dim B'(V, &%) = dim B (V, €) — dim k" — dim £,
d’ott le résultat, d’aprés les Propositions 7’ et 13’.
Pour ¢=0, la formule (27) de [4] entraine:

dim H'(V, M%) = dim H'(V, &%) — dim B”'(V, C) + dim H”"(V, ©)
+ dim £
compte tenu des Propositions 7’ et 13’ et du Lemme D, cela fournit le résultat
annoncé.

(b) La conclusion résulte de la formule (29) de [4], de la Proposition 8
de [4], de la Proposition 16’, du Lemme D et du Théordme 1.14 de [3].

THEOREME 18'. Soient V une variété kahlérienne compacte et S un ensemble
analytique principal de V.
S1 ¢>0, alors, dans les conditions du Théoréme 17':

dim &5 " = dim H'(V, dM5)

a été calculée ci-dessus.

Si S est sans singularité et si { S } est suffisamment ample au sens de Kodaira
et Spencer, la dimension de l'espace vectoriel des classes de (p—+1)-formes
méromorphes localement exactes dont I'ensemble polaire est S & la multiplicité
deux au plus, modulo les différentielles de formes méromorphes sur V dont
Pensemble polaire est S a la multiplicité un au plus est:

pour pS<m—2 et p=0:

dim 85" = dim K”'(V, €) — dim B "°(V, ©);
pour p=m—1#0:

dim &5 = dim K"7'(V, €) — dim B" 'V, ©) — dim K"V, ©)

+ dim K", ©).
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Démonstration. Pour ¢>0, dans les conditions du Théoréme 17/, on a:
He(V, M%) =0, donc: 85"~ H«(V, dM3}).
Pour ¢=0, p=m—1,0n a:

dim &5 = dim H'(V, m%) — dim H'(V, M%) + dim H'(V, dM53).

Alors, la conclusion résulte de la Proposition 12 de [4], du Théoréme 17’ et
du Théoréme 1.14 de [3].
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