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W. Sierpinski a etabli le resultat suivant [5; 6]:

Toute fonction reelle definie dans l'espace Z metrique connexe separable

est la somme de deux fonctions et la limite d'une suite de fonctions dont

chacune transforme tout ensemble connexe, ferme, contenant plus d'un point

et contenu dans Z dans l'ensemble de tous les nombres reels.

Dans ce qui suit, je me propose de donner au theoreme ci-dessus le cadre

le plus naturel et en meme temps le plus abstrait possible, compatible avec

le probleme envisage. On verra ainsi que ce theoreme, contrairement aux

apparences, n'a rien de topologique. En outre, je vais etudier la possibilite

de representor une fonction quelconque par le produit de deux fonctions

jouissant de la propriete de Darboux.

Tous les resultats reposent, en essence, sur un lemme concernant une cer-

taine decomposition d'un ensemble amorphe. Ce lemme, bien que nouveau,

n'est qu'une exploitation et une generalisation de certains raisonnements qui

remontent a F. Bernstein [l] pour reparaltre en beaucoup d'autres endroits,

par exemple a, C. Kuratowski et W. Sierpinski [4] et a I. Halperin [2].

J'exprime ma reconnaissance a, Monsieur le Professeur Miron Nicolescu

ainsi qu'au referent de ce travail pour certaines remarques qui ont permis

l'amelioration de la redaction.

1. Une certaine decomposition d'un ensemble amorphe. Partout dans ce

travail a sera un nombre cardinal transfini quelconque, X sera un ensemble

amorphe de cardinal a, 5 sera une famille de cardinal a d'ensembles de car-

dinal a et contenus dans X, <pa sera le nombre ordinal initial qui correspond

au cardinal a.

Lemme. Soil X ww nombre cardinal inferieur ou egal oNo. II existe X ensem-

bles B1, B2, • • • , P*, • • • , Px contenus dans X, tels que

1°    U   £' = !; 2°    P< =     U    By    (i=l,2,---, A),
isisX i£7<*0

oii chaque B\ (1 SiS^, 1 Sy<<i>f) rencontre chaque ensemble de la famille "5 et

Blr^By 9^0 si et seulement si i = i' et y= y'.
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Demonstration. On va utiliser une idee de [2, p. 540]. Soit

(1) Mi, Ui, ■ ■ ■ , U«, ■ ■ ■ (a < d>f)

une suite transfinie du type c/>_ formee avec tous les elements de X. Soit

(2) Pi, Ei,---,Ea,---(a< <pf)

une suite transfinie du type c/>_, formee avec tous les ensembles de ff et telle

que chaque ensemble de ff apparaisse a fois dans (2). Pour chaque a, definis-

sons Pa, par induction par rapport a. a, comme le premier terme de (1) con-

tenu dans £„ et qui n'a pas ete choisi a. une etape anterieure de l'induction;

un tel terme existe toujours, car jusqu'a l'etape a (a<<pf) on a choisi un

nombre inferieur a a d'elements de (1), tandis que Ea contient a elements.

Par ce processus on va choisir, de chaque Ea, a elements. Un element de

(1) n'est choisi que d'un seul ensemble £„ et au plus une fois.

Designons par u% l'element choisi de Ea a l'etape y et posons _47

= {«l}i_a<«„ pour y>2 et Ai=X — U2Sy<*„ Ay. Pour 1 fgXfg^o, en vertu d'un

theoreme bien connu (voir, par exemple, [7, p. 233]) on peut ranger les en-

sembles Ay (lfg7<<pa) dans X suites transfinis du type c/>0: B[, B\, • • • ,

B\, ' " ' (t<<p<i), i=l, 2, ■ ■ • , X. Les ensembles B\ satisfont les conditions

de l'enonce.

2. Representation d'une fonction comme somme, produit ou limite de

fonctions jouissant de la propriete de Darboux. Considerons un ensemble

amorphe Y et une fonction g definie sur X et ayant les valeurs dans Y. (On

peut avoir Y=X.) Nous dirons que g jouit de la propriete de Darboux au sens

fort par rapport a la famille ff et a Vensemble Y si pour chaque ensemble £ de

la famille ff on a g(£) = Y.

Si Y est l'ensemble des nombres reels, alors nous supprimons les derniers

mots "et a. l'ensemble Y."

Theoreme 1. Si Y est un groupe additif de cardinal a, alors chaque fonc-

tion definie sur X et ayant les valeurs dans Y est une somme de deux fonctions

jouissant de la propriete de Darboux au sens fort par rapport a la famille ff et

au groupe Y.

Demonstration. Soit

(3) £l, ?2, •  •  • , ky, • • •

une suite du type d>a formee avec tous les elements de Y.

II existe, en vertu du lemme (avec X = 2), deux suites du type d>a:

B\, B\, ■ ■ ■ , B\, ■ ■ ■ (i = 1, 2)

ou les ensembles B\ et Bi = \}B\ jouissent des proprietes 1° et 2° de l'enonce

du lemme.

Definissons deux fonctions /i et fi de la maniere suivante:
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C      £7, si * G P7, , . ,        (/(*) - £7,   si x G PT
/iW =  \ ,, . . 2 /iW =  < .2

(/(a:) — £7,   si at G By, \      £T) si x G By.

Soient: E un ensemble de la famille ff et £ un element de F. Pour montrer

que fi (i=l, 2) jouit de la propriete de Darboux au sens fort par rapport a

la famille ff et au groupe F il faut prouver qu'il existe un XiEE tel que

fi(xf) = £. Or, il existe un 7 <<pa tel que £ = §7. D'autre part, en vertu du lemme

(propriete 2°) By rencontre chaque ensemble de la famille ff. En particulier,

on a B^fAEy^O. Soit alors XiEB\C\E. En vertu de la definition des fonctions

fi on a/<(#,•) = £T. Mais £T = £, done le theoreme est etabli.

Corollaire 1. Chaque fonction rtelle f definie dans Rn est une somme de

deux fonctions dont chacune transforme tout ensemble parfait de Rn dans Ven-

semble de tous les nombres reels.

Pour etablir ce corollaire, il suffit tenir compte que la famille ff de tous

les ensembles parfaits de R" a la puissance du continu.

Remarque. C'est I. Halperin qui a considere, le premier, cette espece de

"propriete de Darboux" qui consiste en ce que chaque ensemble parfait est

transforme dans l'ensemble de tous les nombres reels. II a demontre 1'exis-

tence d'une telle fonction dans [2]. En tenant compte que tout ensemble

parfait contient 2 ° ensembles parfaits disjoints, il s'ensuit que la fonction

considered par I. Halperin prend chaque valeur reelle 2"° fois sur tout en-

semble parfait.

Corollaire 2 (W. Sierpinski). Chaque fonction reelle definie dans un

espace Z metrique connexe separable est une somme de deux fonctions dont cha-

cune transforme tout ensemble ferme, contenant 2"° points (en particulier, tout

ensemble connexe, ferme, contenant plus d'un point) et contenu dans Z dans

l'ensemble de tous les nombres reels.

En effet, tout ensemble connexe, ferme, contenant plus d'un point et

contenu dans un espace metrique connexe separable a la puissance du con-

tinu.

Remarque. Pour etablir le Theoreme 1 nous avons utilise le lemme avec

X = 2. Si nous utilisons le lemme avec un\^2 fini quelconque, alors on ob-

tient

Theoreme 1'. Si Y est un groupe additif de cardinal a et si n est un entier

positif > 1, alors chaque fonction definie sur X et ayant les valeurs dans Y est

une somme de re fonctions jouissant de la propriete de Darboux au sens fort par

rapport a la famille ff et au groupe Y.

Nous allons maintenant etablir le

Theoreme 2. Si  Y est un corps de cardinal a, alors chaque fonction /
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definie sur X et ayant les valeurs dans Y, est le produit de deux fonctions ipi

et xpi telles que, pour tout ensemble £Gff, on ait ipi(E)D(Y— {0})C.d/2(E).

Demonstration. Soit

^1) Vl, " "  " > Va, '  - '

une suite du type <ba formee avec tous les elements 9^0 de Y. Faisons usage

du lemme, avec X = 2. Posons, avec les notations du lemme,

Vy,      si x G By,                       \f(x) .            i
-> si x G By,

fl(x)   = \f(x) .       _      1 1r-2(x)   = \  Vy
-■ ;     SI X G By, _                  2

. Vy                                                              I Vy, si X G By.

II est visible, a cause des proprietes des ensembles By, que les fonctions

\[/i et 1^2 satisfont les proprietes de l'enonce.

Soit / une fonction reelle definie dans P". Supposons que pour tout en-

semble parfait PQX et pour chaque couple de points xQ-P, yQP, ou

/(x) <f(y), il y a, pour d tel que/(x) <d<f(y), un zQP tel que/(z) =d. Nous

dirons, dans ce cas, que / jouit de la propriete de Darboux au sens restrictif.

C'est une propriete plus forte que la propriete de Darboux au sens ordinaire.

Corollaire du Theoreme 2. Si f est une fonction reelle definie dans Rn,

alors |/| est le produit de deux fonctions jouissant de la propriete de Darboux au

sens restrictif.

Pour demontrer ce corollaire il suffit tenir compte que la famille de tous

les ensembles parfaits de R" a la puissance du continu.

Remarque. II existe une fonction reelle d'une variable reelle qui n'est

pas le produit de deux fonctions jouissant de la propriete de Darboux. Soit,

par exemple, f(x) = — 1 pour xfgO et f(x) = 1 pour x>0. Si on avait f(x)

=fi(x) -fi(x),fi etfi jouissant de la propriete de Darboux, alors une au moins

des /i et fi prendrait la valeur 0 au moins en un point et en ce point / serait

aussi nulle, contrairement a. sa definition.

Theoreme 3. Si Y est un ensemble de cardinal a et si f est une fonction

definie sur X et ayant les valeurs dans Y, alors il existe une suite fi, /_,•••,

/„,••• de fonctions jouissant de la propriete de Darboux au sens fort par rap-

port a ff et Y, avec la propriete suivante: Pour chaque xQX il y a un entier

positif px tel que fn(x) =f(x) quelque soit n^px-

Demonstration. Nous allons utiliser le lemme avec X = X0- Definissons les

fonctions/i,/2, •••./».•••  de la maniere suivante:

Uy,      si x G Bny,
U(x) = < . (» = 1, 2, • • •)

(f(x),    si x G Bn,
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ou par £7 on a designe le terme general de la suite (3) et par B" les ensembles

de l'enonce du lemme. Soient: £ un element quelconque de F et E un ensem-

ble de ff. II y a un y tel que £ = £7. D'apres les proprietes des ensembles By

on a EC\By^0 pour 1^7<0a et lgw<N0. Soit alors XoGP^P^. On a

fn(xf) =£. Donc/„ jouit de la propriete de Darboux au sens fort par rapport

a. ff et F.

Soit maintenant xEX. En vertu du lemme (propriete 1°) il existe un

entier positif p et un ordinal a tels que xEBpa. Cet ensemble est uniquement

determine, car les ensembles P" sont disjoints deux a. deux. On a

fpi«) = £«,        f»(*) = fix) pour n = 1,2, ■ ■ ■ , p - 1, p + 1, ■ ■ ■

et le theoreme est demontre.

Corollaire 1. Toute fonction reelle, definie dans Rn, est la limite d'une

suite convergente de fonctions dont chacune transforme chaque ensemble parfait

de Rn dans l'ensemble de tous les nombres rlels.

Corollaire 2 (W. Sierpinski). Toute fonction reelle definie dans un espace

Z metrique connexe separable est la limite d'une suite de fonctions dont chacune

transforme chaque ensemble ferme contenant 2 ° points (ere particulier, chaque

ensemble connexe, ferme, contenant plus d'un point) et contenu dans Z dans

l'ensemble de tous les nombres reels.

Afin d'etablir ces corollaires il faut utiliser les explications donnees pour

les Corollaires 1 et 2 du Theoreme 1.

Remarques. Certains cas particuliers des theoremes donnes dans ce

travail peuvent etre etablis par une voie directe, c'est a. dire sans faire appel

au lemme. Ainsi, par exemple, en utilisant la decomposition donnee par

Vitali pour demontrer l'existence d'un ensemble non mesurable au sens de

Lebesgue ou la decomposition donnee par les ensembles de niveau de certaines

solutions discontinues de l'equation fonctionnelle de Cauchy fix+y) =/(x)

+/(y)i on obtient:

Chaque fonction reelle d'une variable reelle est la somme de deux fonc-

tions et la limite d'une suite de fonctions dont chacune transforme tout inter-

valle reel dans l'ensemble de tous les nombres reels (W. Sierpinski). Si, en

outre, / est positive, alors / est le produit de deux fonctions jouissant de la

propriete de Darboux.

En utilisant une decomposition de l'ensemble des nombres reels en 2^"

ensembles disjoints dont chacun rencontre tout ensemble reel parfait (voir,

par exemple, [3], demonstration du dernier theoreme) on obtient aussi par

une voie directe:

Toute fonction reelle de variable reelle est la somme de deux fonctions et

la limite d'une suite de fonctions, dont chacune transforme tout ensemble

reel parfait dans l'ensemble de tous les nombres reels,
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