TRANSACTIONS OF THE
AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY
Volume 276, Number 2, April 1983

PRIMARITE DE L?( X)
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MICHELE CAPON

RESUME. Soit X un espace de Banach a base symétrique. Nous étudions les
opérateurs de L?(X) dans lui-méme, en leur associant une “matrice” d’opérateurs
de L?. Cette technique nous permet de démontrer que pour tout p réel dans
[1, +oo[, 'espace L?( X) est primaire.

Introduction. Dans cet article nous allons étudier la primarité de L?(X) ou X est
un espace de Banach muni d’une base symétrique.

Le résultat essentiel sera de montrer que I'espace LP(X) est primaire et la
démonstration se divise en deux cas bien distincts suivant que X posséde ou ne
posséde pas une certaine propriété &, (que nous définirons ultérieurement). La
démonstration dans le second cas utilise effectivement la négation de ??p et ne permet
pas d’éviter I’étude du premier cas.

Dans la suite p désigne un nombre réel, 1 <p < oo et L? désigne I'espace
L?([01], P) ou P est la mesure de Lebesgue sur [01]. X désigne un espace de Banach
muni d’une base symétrique (e;),-, et de la norme symétrique associée, [4].

Si 4 est un ensemble mesurable de [01] nous posons X(4) ={h=1, —1,;
{A,, A,) est une partition mesurable de A avec P(A4,) = P(A4,) = 3P(A4)}.

Dans la premiére partie nous allons introduire une tcchnique qui permet d’asso-
cier a chaque opérateur T de L?( X) dans lui-méme une matrice (k;;);> ;> dont les
¢léments sont dans L*.

Dans la seconde partie nous introduisons la propriété @p et nous démontrons que,
si X possede ?Pp et n’est pas isomorphe a ¢, ou /,, alors L?(X) est primaire. La
troisieéme partie est consacrée a ’étude de L?(c,) et L?(1,).

Dans la quatriéme partie nous montrons finalement que L?(X) est primaire
lorsque X ne posséde pas la propriété @p.

L. Construction d’une famille de mesures associées a un opérateur T de L7( X).
Nous allons voir comment associer une famille de mesures a une suite d’opérateurs
(S,) de L7 et une suite (§,) de nombres positifs.

Dans toute la suite 'ensemble X( A) défini précédemment sera toujours muni de la
topologie o( L®L").

PROPOSITION 1.1. Soit (8, ) une suite de nombres positifs et (S, ) une suite d’ opérateurs
de L?, il existe une suite de mesures 8,, absolument continues par rapport a la mesure
de Lebesgue P, et pour chaque ensemble mesurable A il existe une suite décroissant
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X, (A) de parties de X(A) telle que:
he X,(A)=|(Sh, h)— 6,(4)|<8P(4)’ Vi<n.
DEMONSTRATION. Nous allons esquisser la construction de 6,, qui suit exactement

la méme méthode qu’Enflo [5].
On pose
6,(4) = limsup (Sh, h),
heX(A)
h—0
P étant sans atomes, 0 est adhérent a X(A4) 5,, a donc un sens et on a
16,(4) |< IS, P(4).

On démontre ensuite que si les (4;),., sont disjoints on a
(4, U4,V --U4,)=> 3 6,(4,).
i=1

Nous allons seulement rappeler les étapes de la démonstration qui est faite dans
(5]
LEMME 1.2. Pour tout h fixé dans L* on a
limsup (S,(h + k), h + kY= (Sh, h)+ §,(A4).
KEX0)
Ceci se voit aisément en remarquant que
Ef(l) (S\h, k)+ (Sk, h)= 0.
COROLLAIRE L.3. Si 4,, A,,...,A, sont mesurables alors 3'_,0,(A,) est une valeur
d’adhérence de {{S,(Z-\h;), Z/= h;); h; € X(A;) et h; > 0}.

En effet, d’apres le lemme précédent,

n n n

> 6,(4,) = limsup limsup |... limsup Sl( > hi), S h)...

i=1 h,,—*O h,,_,—»O hl—'O i=1 i=1
hEX(A) \hy |EX(A,-) K EX(A)

Cette formule démontre bien le corollaire.
LEMME 1.4. Si A, et A, sont mesurables et disjoints, §,(A, U 4,) = §,(4,) + 6,(A,).

En effet pour h, dans X(A,) et h, dans X(A,), alors (h, + h,) est dans
X(A, U 4,) donc
<Sl(hl + h2), hl + h2>< é](Al U AZ)
Or 6,(A,) + 6,(A,) est une valeur d’adhérence du premier membre donc le lemme
est démontré.
Nous pourrons maintenant poser
6,(4) =inf 3 6,(4,).

A, em
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La borne inférieure étant prise sur toutes les partitions mesurables de 4. Le lemme
1.4 permet de voir que 6, est une mesure et en outre on a | #,(A4) |< || S,1| P(A).

D’autre part nous allons établir une propriété importante qui nous permettra de
construire 6,.

LEMME LS. Pour tout ¢ > 0 et tout voisinage V de 0 dans L, il existe h dans
X(A) NV tel que | 0,(A) — (S\h, h)|<e.

DEMONSTRATION. On commence par choisir une partition (4,,...,4,) de 4 telle
que | 6,(4) — Z_,0,(4,) |[<e/2.

En appliquant Corollaire 1.3, on trouve facilement des ¢léments 4, dans X(4,) tels
que h = Z_, h; soit dans V et

(S\h, h)— é 6,(4,) <%-
i=1

On adonc | (S;h, h)— 6,(4)|<e. C.QF.D.
Nous allons maintenant définir, pour tout 4, 'ensemble X,(A4)

X,(4) = {h € X(4); | (Sih, h)— 6,(4) |< 8,P(4)’}.

Le lemme précédent montre que 0 est adhérent a X,(A4).

Posons 0;(A) = limsup,, o ne x,(4) (S1h, h).

La démonstration du Corollaire 1.3 n’utilise qu’une seule propriété de X(A) c’est
le fait que O est adhérent & X(4). Il reste donc vrai que 37_,6,(A) est une valeur
d’adhérence de {{S,(Z=h;), Z]=\h;); h; € X\(4;), h; > 0}.

LEMME 1.6. Soit (A,, A,) une partition mesurable de A et h, dans X,(A,) il existe un
voisinage V de 0 dans L™ tel que si h, est dans V N X(A,), h, + h, est dans X,(A).

DEMONSTRATION. Comme h; est dans X;(A,) on peut trouver un ¢ >0 tel que
Soit V' = {k € L®; | {(S,k, h)| +| {S,k, h)|< &}
Si h, est dans V' N X,(A4,) on a alors

[(Si(hy + ), by + hy)— 6,(A4) = 6,(4,) [< 8, P(4,) + 8,P(4,)’,
|(S,(h, + hy), hy + hy)— 0,(A4)|<8,P(4)’. C.QF.D.
COROLLAIRE 1.7. 8,(A4, U 4,) = 0,(A,) + 0,(A,), si A, et A, sont disjoints.
On choisit, pour € > 0 fixé, un h, dans X;(A4,) avec
[ {S3hy, hy)— 0~2(A1) |<§

Le lemme précédent nous donne un voisinage V¥ de 0 dans X;(A4,). On choisit alors
h, dans V tel que | (S,h,, h,)— 6,(A4,)|<e/3 et on impose en outre | (S,h,, h,)|
+|(Syh,, h,)|< €/3, ce qui est possible par définition de 6,. On a alors d’une part,
h, + h, étant dans X,(4, U 4,),

(Syhy + hy), by + hy)< 6,(4, U 4,).
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D’autre part 6,(4,) + 0,(A4,) < (S,hy, b))+ (S,hy, hy)+ 2¢/3,
0,(A,) +6,(A4,) <(Sy(h + hy), by + hy)+ e
Donc
0~2(A1) + 0~2(A2) < 0~2(A| Ud,) +e,
¢ étant arbitraire le corollaire est démontré. C.Q.F.D.
Nous poserons alors 6,(A) = inf,_ AIE,,B;(A ;), 1a borne inférieure étant prise sur
toutes les partitions mesurables de 4.

0, est une mesure et | 0,(A) |< || S, | P(A).
D’autre part on a

LEMME 1.8. Pour tout voisinage V de 0 dans L™, et tout ¢ > 0, il existe h dans
X,(A) NV tel que | (S,h, h)y— 0,(A)|<e.

DEMONSTRATION. Cn choisit une partition mesurable (4,,...,4,) de 4 telle que

o(4) = 3 )<

En utilisant Lemme 1.6, on choisit successivement h,,...,h, tels que h; soit dans
X,(4,), 27— h, soit dans V' N X;(A) et en outre

(o b= B4 <5,

et aussi 27_, 2| (S,h;, h;)| < &/3. Cette derniere inégalité est toujours réalisable
car il suffit de choisir les h; suffisamment proches de 0 dans X(4,). Soit h = Z7_h,,
un calcul facile donne

(S,h, h)— 8,(A4)|<e. C.Q.F.D.

Si nous posons X,(A) = {h € X\(A); | {S,h, h)— 0,(4)|< 8,P(A)*).

On vient de montrer que 0 est adhérent a X,(A4).

En procédant par récurrence nous pouvons définir une suite §, de mesures, et,
pour chaque 4, une suite décroissante X, (A) telles que

() h € X,(A) =| (S;h, k) — 8,(A)|< 8§ P(APVi=1,2,...,n.

(B)18,(4)|< IS, I P(4).

(v) 0 est adhérent a chaque X, (A4).

Ceci acheve la proposition I.1.

Introduisons maintenant un espace de Banach X, ayant une base symétrique
(e,);>,- Notons (e*),., la suite biorthogonale dans le dual X* et L?(X) I'espace des
fonctions vectorielles mesurables de [0, 1] dans X de puissance plme intégrable

c u}.
X

Désignons par U, lisométrie de L? dans L”(X) définie par

Y1) = e

LP(X)= {f= S fe. f,€LPet

0
2 i
n=1
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et par Q, la projection de L?( X') dans L? définie par
oS he.) =1
Si T est un opérateur de L”(X) posons T;; = Q; o T o U,

PROPOSITION 1.9. Soit T un opérateur de L?(X) dans lui-méme et (8,;) une famille
de nombres positifs. On peut construire des mesures 0;; = k;; P, et 0/, = k|, P, absolu-
ment continues par rapport a la mesure de Lebesgue P et telles que

(1) 6,;, = 0/, pour i # j.

(2) | ki; + k;; — 1|< 28, pour tout i, presque surement.

Q)| kji|<IT—Tllet|k;|<ITI.

(4) Pour tout ensemble mesurable A et tout entier n on peut trouver h dans X( A) telle
que

16,,(4) = (T;h, hY|<8,P(4)  Vi<nVj<n,
0/(A4) — ((I1—T),h, h)|<8,,P(4) Vi<nVj<n.
i J ij

DEMONSTRATION. Posons T, = (I — T'),;. On remarque que si i #j alors T}, =

~T;;. On écrit alors une suite d’opérateurs:
T, 1, T,, T, Ty, Ty, Ty, Ty, e
\W_/ H,_/
Ceest-a-dire la suite (T;;) ordonnée suivant 'ordre de Cantor, mais ou chaque terme
diagonal se décompose en deux. On ordonne de la méme fagon la suite (§;;) en
doublant chaque terme diagonal:
811’ 811 H 821’ 8]2’ 831’ 822’ 822’ 613" e
— —

En appliquant la proposition 1.1 on définit des mesures 6, et ;. Posons alors
6/, = —0,; sii # j. La condition (1) est réalisée. En utilisant les propriétés (a) et (8)
ci-dessus on en déduit facilement (3) et (4). (2) est une conséquence de (4) en effet, i
étant fixé on peut choisir 4 dans X(A4) telle que

|6,(4) = (Th, h)|< 8,P(4) <8,P(4)
et
|0i,i(A) - <(I - T)m h>|< 6iiP(A)
donc | 0/(A) — P(A) + (T;;h, h)|<§,,P(A), car (h, h)= P(A). On en déduit
|01i(A) + 0{;’(/4) - P(A) |< 28iiP(A)‘
Ceci étant vrai pour tout A measurable on en déduit
| ki +ki;—1]<28, ps. C.QF.D.

Dans la suite la matrice (k;;) associée a un opérateur T de L?(X) et aux nombres
§,; désignera toujours la matrice (k,;) donnée par la proposition 1.9. Nous allons
maintenant étudier le comportement des fonctions X ;.
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PROPOSITION 1.10. Soit T un opérateur de norme 1 de L?(X) et (8,;) une famille de
nombres positifs tels que 2, ;8,;< 8. Désignons par (k;;) la matrice associée a
I’opérateur T et aux nombres (6, ;). On a alors

<1+ 8 ps, pourtoutjettout N,
X

N
2 kijei

<1+ & ps, pourtoutiettout N.

DEMONSTRATION. En utilisant la proposition 1.9 on peut choisir, pour tout
ensemble mesurable 4, un élément 4 de X(A4) tel que

|(T;;h, h)— 6,,(4) |< 8,P(4) <8,P(4) Vi<N,Vj<N.

On a donc
N N
”< 2 The,, h>— 2 0,(A)e| <8P(A).
i=1 i=1 X
Mais on a
N N
< 2 Tjhe, h> <| Z T,;(h)e, Al
i=1 x =1 L2(X)
Comme

<”T° Uj(h)”LP(X) <Ilal,

i LP(X)

et aussi |lall,lkll, = (P(A))'/P(P(A))'/? = P(A). On en déduit [Z 0, (A)e,ll x
< (1 + 8)P(A). Considérons la mesure vectorielle p a valeur dans I'espace X,
engendré par {e,, e,,...,ey} et définie par

p(4) = ; aij(A)ei‘

On vient de voir que [[u(A)ll < (1 + 8)P(A4). Ceci montre que la dérivée de p est
majorée presque surement par (1 + &) donc

N
2 kijei
i=1

Pour la seconde partie nous introduirons 'opérateur S de L?( X)) dans L? défini
par

Iz

lTij(h)ei

<1+48 ps.
X

N

S( glﬁej) = 2 Tz;(f;)

j=1
Donc S est la restriction 4 L?(Xy)de Q; o T. On a || S|| < 1. Un calcul facile permet
de voir que S* est 'opérateur de L? dans LI X3) (car X, est de dimension finie),
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défini par
N
S*(h) = ;l TX(h)er onér = elx,-

J Jl

N ~
Ona do’nc, comme || S*|| <1, IIEJ=,]}j(h)€J*||Lq(Xﬁ) <Al
On démontre alors exactement comme ci-dessus que

<(1+ 8)P(A).

XX

N
2 6,(A)er
Jj=1

Mais comme il existe une projection de norme 1 de X sur X, il est facile de voir que

N
2 oij(A)ef
=1

N
S 0,(4)é
j=1

X+ X%

On termine alors la démonstration comme ci-dessus. C.Q.F.D.
COROLLAIRE L.11. Si X n’est pas isomorphe a c,, pour tout j fixé, la suite (k;;);
tend vers 0 en probabilité.

Si X n’est pas isomorphe a l,, pour tout i fixé, la suite (k;;);», tend vers 0 en
probabilité.

DEMONSTRATION. Supposons au contraire que pour un certain j fixé, il existe
6 >0 tel que
P({;|k,;(t)|>8}) >8 pouri € I, partie infinie de N.

On adonc [ |k;,(1)| dt =& pouri € I
La base (e;) étant inconditionnelle de constante 1 on déduit de la proposition

N
2 |kij|ei <1+ 48§ pspourtoutN.
= x

Par conséquent

N N
Ef]k,.j(t)|dtei </ S k(1) |ef d<1+8.

i=1 i=1
iel X i€l X

L’inconditionnalité nous permet 4 nouveau de minorer le premier terme

N N
8 Sef <| 2 [lk,le] <1+8.
ter Iy g X
La base étant symétrique et I une partie infinie, on en déduit
N
2e

i=1

1+6
< 2
¥ 8
En utilisant 4 nouveau I'inconditionnalité on en déduit facilement que la base serait

équivalente 4 la base canonique de c,, ce qui est impossible dans la premicre

VN.




438 MICHELE CAPON

hypothese. On a donc montré la premiere partie. Pour la seconde partie on montre
de méme qui si pour un certain i fixé, la suite (k;;);», ne tend pas vers 0 en
probabilité, on peut trouver un nombre § > 0 et une partie infinie I de N telle que

N
1+6
e* <
29 =

iel X*

=C, VN.

Nous allons en déduire que las base (e;) est équivalente, a la base canonique de /;.
En effet soit n un entier et (j(1), j(2),...,j(n)) les n premiers termes de 1

2 Aiex 2 Ay
k=1 k=1

= sup
125 el <1

n
2 N
k=1

X

Orsi|p,|< ¢ onallSio peefll < EIZE_ el < 1donc

n n 1 n
2>‘k"k ZAkuk=g(E|M|)-
1

k=1 k=1 k=

= sup
x lmd=1/C
La suite (e;) serait donc équivalente a la base canonique de /;, ce qui est impossible
dans la seconde hypothese.

II. Etude de la primarité de L”( X). Dans ce paragraphe nous allons introduire une
condition ?Pp pour l'espace X possedant une base symétrique (e;),.,. Nous verrons
ensuite les conséquences de la propriété pour I’espace L?( X).

Soit B, la ¢-algebre sur [01] engendrée par les n premiéres fonctions de Haar et
E®-, 'espérance conditionnelle suivant % .

DEFINITION. Soit 1 < p < oo, X un Banach muni d’une base symétrique (e;), nous
dirons que X posséde la propriété @p si il existe une constante K telle que pour toute
suite finie ( f,), d’éléments de L? on ait

S (E®f,)e,

n

< K|
LP(X)

2 hen

LP(X)

Cette condition exprime que l'espace engendré par les (h;®e,), 5 <, €St
complémenté dans L”(X). Désignons Q, Q, et Q, les projections de L?( X)) définies
par

0(Sser) =Z(E%1)e,

2k

2 (E%zkfﬁ‘)ej’

k=1 j=2k=14]

Ql(%fnen)

2/(

0Shen) =5 3 (E*g)e,

1 j=2k"141

La propriété @p affirme que Q est continue. Nous allons voir qu’il en est de méme

de Q, et Q.

PROPOSITION I1.1. Si Q est continue alors Q, et Q, sont également continues.
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DEMONSTRATION. Montrons par example que Q, est continue.

Soit fun élément de L” et 2! < n < 2¥ et soit 4 un atome de B,.

Si A4 est un atome de B« alors E®-f et E®*f coincident sur 4. Si 4 n’est pas un
atome de B, alors 4 = A’ U A” ou A’ et A” sont deux atomes de B, P(4') =

P(A”) = 3P(A). On a alors
fAf 1 ./A f+ /A

(B = peqyte= "pga) Owt L),
2k _ _Juf Jaf 2uf 2yt
(EXDL= 500 by = B+ B(a)

fAf .[A .[Af fA
TP T TR W

(&%~ B3, = Lol

1,,

(E®* — E®) ()1, =

Posons
M =1e) siff=[ 10
1,= .
a1 sif - [ f<o,

0 si 4 est un atome de B,
8= 24ea, 8141 81<|f|et

(B~ E3)(F)| = 3 51 = E%(s) < £°

donc |
Si (f,),=1 est une suite finie de L” on a

2k
2 2 E%(fDe,
k=1 p=2k"14)

<2001 X |/ e,

n=2

2k
S 2 E™(f)e,| <2

k=0 p=2k"14]

<2l

Donc [|Q, Il <2|IQIl.
On démontrerait de la méme fagon que [|Q, || < 2[1Q, .

PROPOSITION 11.2. Si X posséde @p alors Im(I — Q) est isomorphe a L?(X).

DEMONSTRATION. Soit F cette image, c’est un sous-espace complémenté de L?( X).
On vérifie facilement que L”( X) est /,-stable, il suffit de montrer que F contient un
sous-espace complémenté isomorphe a L”(X). La méthode de décomposition de
Pelczynski permet alors de conclure. Considérons le sous-espace F, de F défini par

{Zf,. e EVf, =0, E™f =0Vk>1et2"' <)< 2k},
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F, est donc le sous-espace engendré par les (h; ® e,) avecn = 1 et

i>2k §i2kl<p<2k et k=1,

i>1 sin=1.
En utilisant Proposition II.1, on voit que F, est un sous-espace complémenté de
L?(X) et sion pose

— . E® = Bk f — 1
G, = {2 ens EXfy = fi, E®*f, = fVk = 1et2* ‘<j<2"}.
n
Alors on a de maniere naturelle L?(X) = F; © G,. G, n’est autre que I'espace des
fonctions f = 2, f,e, ou f; est constante et ou f; est constante sur les atomes de B,
pour k = let 27! <j <2k
Pour montrer que F, est isomorphe & L?( X)) nous aurons besoin de deux lemmes.

LeEMME I1.3. G, est isomorphe a G, X G, X R.

En effet si (h,),5, désigne la suite de Haar et B, le support de 4, on a
B3 = [Ov %]’ B4 = [%’ 1]

On définit une application de L?([01], X) dans L?(B,, X) X L?(B,, X) définie
pard(f) = (f133; fla,,)-

0 est une isométrie si on munit le produit d’'une norme convenable et 6(G,) est
formé des couples (¢, ¥) avec ¢ = 2, ¢,e,, ¥ = Z,Y,¢, et en outre

¢, =y, = constante = f.

@, = constante car f, est constante sur B, atome de %,.

y, = constante pour la méme raison.

Si k= 127" <j <2k alors g, est constante sur les atomes de B,« et de méme
pour y;.

On voit facilement que {(¢ — ¢,e)), (¥ — ¥,e,)/(®,¥) € (G,)} forment un
espace isomorphe 4 G, X G|, on voit donc finalement que (G, ), et par suite G, est
isomorphe 4 G, X G, X R. C.Q.F.D.

LeMME I1.4. G, est isomorphe a un sous-espace complémenté de F,.

DEMONSTRATION. Nous allons définir une projection continue de F; dans lui-méme
et montrer que I'image RF, est isomorphe & G .
Posons R(Z,.- 1 f,6,) = Z,>18,€, avec

g = E%f,
g = E®I pour2k Tl <j<2k et k=>1.

R est continue a cause de la proposition II.1.

L’image de R est formée des fonctions g = 2, g,¢, telle que

1°. g, est constante sur les atomes de %,, par définition de g, et /5,81 =0 car
E®g = E®f = 0sifestdans F,.

2°.8i2k71 < j < 2% k=1, alors g; est constante sur les atomes de B, et si 4
est un atome de %,« on a

ng =0 carE%zk/j» = E%zkgj =0.
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Or chaque atome A de B« s’écrit de maniére unique A = 4’ U A”, ou A’ et A” sont
des atomes de B,«+1 et P(A4") = P(A”) = 3P(A).

On peut donc écrire un €lément RF, sous la forme g = %, g e; avec

1°.g) = ay(1p, — 1),

2°.si2k "t <j<2 k=lalors g, =3, cq,a 4(1, — 1)

On définit alors une isométrie entre (RF)) et G, en posant

0(g) = 2 g€
j=1

ou

1°.8, = ay(1p, + 1) = ajlgyy.

20.8i2¢ <=2k k=18, = 2 a4y T 1,0) =2 cq,a41,

I1 est clair que || g(2)Il y = 116(g)(¢)ll x pour tout ¢, donc 8 est une isométrie et on
voit aisément que RF, = G,.

Ceci acheéve la démonstration du lemme 11.4. C.Q.F.D.

Montrons maintenant que F, est isomorphe & L?( X).

On peut voir facilement que L?( X) est isomorphe a R X L?(X).

OnaalorsR X L?(X)~R X F; X G,.

En utilisant le lemme I1.4 on peut écrire F; ~ G, X H.

Donc finalement L?(X) ~R X L?(X) ~R X G, X G, X H.

Par conséquent en utilisant le lemme I1.3, puis & nouveau I'isomorphisme entre F,
et G, X H on obtient: L?(X) ~ F|.

La proposition I1.2 est donc démontrée.

Nous allons maintenant aborder la primarité de L?( X') pour un Banach X, a base
symétrique et qui n’est pas isomorphe a ¢, ou a /;. Dans ce cas nous allons pouvoir,
en quelque sorte, diagonaliser la matrice associée a ’opérateur 7.

PROPOSITION IL.5. Soit X un Banach a base symétrique (e;) et non isomorphe a c, ou
l,. Soit T un opérateur de L?(X) et (k;;) la matrice associée a cet opérateur et aux
nombres (8, ;). Pour tout § > 0, on peut trouver un ensemble B de mesure supérieure a
1 — 8, et une suite (n;) d’entiers tels que

epn(D)] <

2i+j
DEMONSTRATION. On pose en effet n, = 1.
Supposons construits ny <n, < --- <n,_, tels que

P(lk,,’,,l|> 8 )<

Vi € B,Vi # .

Vi<l, j<lji#]j.

2% 4
En utilisant le corollaire I.11 on construit alors n, > n,_, tel que
) 8 .
P(Ik”/-"i|>51-:,_') '47_"' Vi<l
et

P(|k,,”n,|> 0 )<i Vi<l

2I+i 4I+t
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La suite (n,) étant ainsi construite on pose
B=( N {t /
i i
Par construction on a P(B€) < 3, ;§/4""/ <8 donc P(B) >1—4. C.QF.D.
Nous allons maintenant démontrer I'un des résultats principaux de ce paragraphe.

kn,,",<t>|<i}.

2i+j

THEOREME 11.6. Soit X un Banach a base symétriqgue non isomorphe a c, ou [, et
vérifiant la condition ‘?Pp. Soit T un opérateur de LP(X), alors ou l’image de T ou
I’image de (I — T) contient un sous-espace complémenté isomorphe a L?( X).

DEMONSTRATION. Soit T un tel opérateur. Donnons nous € > 0 et on choisit alors
d suffisamment petit et ensuite des nombres () arbitrairement petits. Nous verrons
au cours des calculs les conditions a imposer. En utilisant la proposition 1.9 on peut
associer aux nombres (§;;) et 2 7 deux matrices (k,;) et (k;;) qui sont en fait les
matrices associées 4 T et (I — T') respectivement.

On a, d’aprés cette proposition:

k;+ki;=1—-28,=1—-28 si8ii<g.

Posons alors Q; = {t/k; (1) = (1 — 8)/2},Q; = {t/kj(t)= (1 — &)/2}. On a donc
Q, U Q] = [01] ps. On doit donc envisager deux cas:

Cas 1. 11 existe une partie infinie I de N telle que, par exemple, M, ,Q; soit de
mesure positive (sinon on remplace T par (I — T)).

Cas 11. Pour toute partie infinie / de N,ona M,.,Q, = N, _, & = & ps. Dans ce
cas comme Q] C Q,, on aura U,_,Q, = [01] ps, pour toute partie infinie /.

DEMONSTRATION DANS LE CAS 1. Nous utilisons la proposition I1.5 pour trouver
une suite (n;) d’entiers et un ensemble B de mesure positive, contenu dans N Q,
tel que

iel

Ky ()| < ?8—_ Vi € B,Vi #),

i+j

Koy (1) >1—;8 Vi € B.

Le principe de la démonstration est le suivant: on construit une suite (n,) extraite de
(n?) et une suite (4,) de fonctions sur B qui soit isométrique a la suite de Haar sur
[01] et un sous-espace F de L?(B, B, X) ou B est la tribu engendrée par les h,, tels
que F soit isomorphe & L?( X). On construit de plus un opérateur = de L?( X) sur F
tel que 7 o T} soit un isomorphisme de F sur F.

Alors I'espace TF est celui cherché pour satisfaire a I'énonce 11.6. En effet, T est
un isomorphisme de F sur TF dont TF est isomorphe & L?(X). D’autre part m 75 est
un isomorphisme de TF sur F donc (w,TF)'l o 7 est une projection de L?( X) sur F.

La démonstration sera achevée si nous construisons tous ces éléments.

Construction de F en supposant (h;),(n;) construits. Désignons par %, la tribu
engendrée par (hy, h,,...,h,) et B la tribu engendrée par la suite (4,).
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Soit X l’espace engendré par la suite (e, ) dans X. Il existe une isométrie entre
L?(B,%, X) et L?(X). Posons alors F= {f=3, ifuns fELP(B, B, X) et E®f,
= 0}. Par I'isométrie naturalle indiquée ci-dessus, qui associe A h;la ieme fonction
de Haar sur [01] et & e,, associe e,, I'espace F devient I'espace F = Im(/ — Q) de la
proposition I1.2. L’espace F construit est donc isomorphe a L?( X) car X posséde @p.

Construction de (h;) et (n;). 1. On pose n; = nj, By = Beth, = 1,.

2. Pour / = 2 on va définir par récurrence (n,), (B,) et h, tels que B, = B et

B,i-1 = Support de ;" pouri =2,
B,: = Support de h; pouri =2,
h, € X(B,) pour [ = 2 et en outre

LA
(a) 1T, (RN <8, Vk<l,j<L

Ceci est possible car si h et n; sont fixes alors EST,,;,,,/(h «)e, est un élément de
L?(X) et par conséquent est fini presque partout. On a donc
lim T, ,(h) =0 ps.
s— +o0
Comme T, ,(h,)|<IIZ,T, , (h)e, lly et que ce second membre est dans L7,
d’apres le théoreme de Lebesgue la suite T, (h «) ter.d vers O dans L7 et on peut
choisir n, de fagon a réaliser (a).
On détermine ensuite h, dans X(B,) tel que
WA, Al

(l . .
(b) KT, (B, he| <8 et e vi<l,j<l k<l
WA, Al o
(c) |<T;|,,njhk’hl>|<8ij_2;+_1p—2_1+_|q vi<l,j<lL k<l
P(B)) . .
(d) |<k,,,_,,,j,h,>|<8ij 2’+; vi<l, j<Ll
(e) |<7-;ti,njhl’ hl>_0n,»nj(Bl)|<sz‘jP(Bl)3 Vi< 1’ .]< L

Si on généralise les notation de la proposition .1, la condition (e) sera réalisée des
que h, sera dans X, ,(B). Or nous savons que 0 est adhérent a cet ensemble.
Comme d’autre part (b), (c), (d) sont des conditions qui imposent a h, d’étre dans un
certain voisinage de 0, le choix de h, sera toujours possible.

La construction de la suite est faite. Posons alors

q')i = E%(lBkn,n,-)'

On a ¢, = (1 — 8)/2. Nous allons voir que si f=2,f,e, est dans F, alors la
coordonnée d’indice n, de Tf est “assez proche” de g, f, .

Posons pour cela A;; = E%(IBT,,’,,I_(f,,I)) et A=32,2,A; — 91,)e, Nous allons
évaluer la norme de A, ce qui nous permettra ensuite de construire 'opérateur 7.
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Evaluation de A, ; pour j < i. Supposons d’abord fn, = h,avec!>j (car E® f,,j =0).

Si / < on peut utiliser (a):
LAl

ij 2I+l

1T, , (k)1 <8,

donc |4, Il < 8,;lik,ll /2.
Sil= z on écrit alors

A, = [A,.j - th%(lakn,.n,)] + hE®(1,k,, ) =4+ hEX(1,k,, ).
11 est facile de voir que pour ¢ dans L? on a la formule
E%= 3 (gt )i
¢ = L AT AT AT T
Pt V0| g 7 7

On peut donc écrire

= 3 Ty b T 20 (1yk, )|
Sl IIh II IIth P(B,) B min; ST
+< n;n; I - n,-nj(Bl)

P(B,) "

V=9 Y +chy.

Comme j <i</et k # /, on peut appliquer (b) ou (c) pour majorer chaque terme

intervenant dans la premiére somme. On a donc

A,
”‘P[” < ij 21+l .

Pour le second terme on remarque que
0n,~nj(Bl) _ 1 k1
P(B) _P(B)f nn;~B*

Or B, étant un atome de B,_,, ceci représente la valeur de E®- "(mk,,n,) sur By,

Comme A, est & support dans B, on a
W = (E® — E®)(1,k,, )h,.
Or (E® — E%I_l)(lBkn,»nj) = 22=(kpn s Hi)hi/P(By).
En utilisant (d) on trouve

5,
”(EG.B _ E%’_')(lBkn,nJ)“oo Szl—_:]

Donc lly;’ll <8, Ilh Nl /2",

Enfin la condmon (e) nous donne | ¢,|< §;; P(B,)*. On obtient finalement A,
+ hE®(15k,, ) et llyll <§,(1/2' + P(B, )Z)IIh,II

Dans le cas ou f, o, 11 ’est plus de la forme A, on écrit:

o0
h
= > b’llh_lll avccb,:(E%’—EqB"')(fn»)~
1=j+1 !

J

=Y
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On pose f, = E%i-'f,,j et f/ = (E® - E“Bi—')(f,,j). On a |b|<2llf, Il et Il f I <
Il f,,jII, Il ]ﬁ,’/fll < 2| f II On obtient, en notant A, .( h,) I'expression étudiée ci-dessus

2 Alj(h[) ||h I + 2 ”h I ‘Pl f"E%( nnj)'

1=j+1

Les majorations ci-dessus permettent de majorer A;;. Posons A, = E,; +
f”E%(lBk ), alors

S 1ol (1 S (1
IE;I< 3 |'|h'l|s,,( +P(B))|Ih|l <28, 2 (—,+(P(B,))2).
1=j+1 I=j+1 2

On montre facilement que dans la suite P(B,) il y a 2* termes de valeur P(B)/2*
pour k=1 et deux termes de valeurs P(B), donc I,P(B)*=C<1+1+
2k>11/2 =3

NE; Il < 68,»j||f 1.

D’autre part comme i>j, on a |k, , |15 <8/2""/ ps donc IIE®(1,k, , )ll, <
8/2"*/. On obtient donc I|A,; Il < 68U||f I+ 81l £, 1l /2777

Si § et §;; sont assez petits devant eonalld, Il < el fj |I/2’+f

Evaluatton de A;; pour j = i. En supposant d’abord f h,, avec | > j = i, on peut
refanre le méme calcul que ci-dessus. Cette fois f,, =0 et f” = f On obtient

A, =E;+/, E%(k ) avec 1 E; Il < 68,11 £, .
Sl_] > i onade nouveau Il E%(k,, m W < 8/2’+f et par conséquent
ellf, ,
18,1 (68, + 50 )4, <S5 pours >+

Sij = i on peut majorer A, — ¢, f, = E;
€
A — @ f, I < 68,11 £, Il <F||f,,i||.

Nous pouvons maintenant majorer A

oo

1810 < 3 (S a0, + 18, = s, ).

=1 " j*i

“A”LP(X)SE “f”=€”f”

Construction de I’ application 7. On définit d’abord 7, de L?( X) dans lui-méme on
posant

E3(1
771( zgiei) = 2 ——(quni) e

Comme ¢; = (1 — 8)/2 sur B on a donc

E%( E 158, )

presque surement.
X

2
gl x 15



446 MICHELE CAPON

Or [S,g,e,llx et dans L”, donc aussi E®(IZ,g,e, |l x15) et comme
| E%(E,.lBgnie"i)ll < E%(IBIIZign'_e,,, ). llm, gll y est majorée par une fonction de L?,
elle est donc aussi dans L”. 7 est continue. On a méme |7, || <2 /(1 — 9).

Posons ensuite 7,(2,ge;,) = S,(E® — E®) 8n,)e, - ™ est la projection de L7( X)
sur I'espace F. En décomposant =, en produit d’une projection de L?(X) sur
L?(B, B, X) et d’une projection de cet espace sur F on voit facilement que T, a
méme norme que la projection (I — Q) étudiée a la proposition I1.2. Cette norme est
donc indépendante de la construction faite et ne dépend que de X.

Posons m =mom. On a moTf—f=momTf—mf Donc llmeTf—fIl <
ly Il lm, Tf — fl. Or

A,
vr,Tf—f=2(2—’—f,.,)-
i j q)i
On a donc
2 2e
Ilwlon—fI|<T—_-—8IIAI!<1_8||f||.
On en tire
2¢|lm, |l
lmoTf—fll<allfll, a=5"20

Si ¢ est assez petitet 8 < 3 on a
o <48||772|| < 1.

Cette inégalité permet d’affirmer, si a < 1, que 7 o T est alors un isomorphisme de F
sur F. Ceci achéve la démonstration du théoréme dans le cas 1.

DEMONSTRATION DANS LE CAS II.

On commence par déterminer un ensemble A, de mesure supérieure a 1 — ¢/2 et
une suite (n;) telle que
)

79

ko (1)< Vi€ Ageti # .

Ceci est possible grace a la proposition I1.5.

En utilisant ’hypothése II on construit des entiers p, < ¢, <p, < g,,... tel que
A4, = MU, Q, soit de mesure supérieure a 1 — £/2. On pose alors @, = 4, N 4,
N Q, , et on peut supposer, en diminuant au besoin ces ensembles supposer que
pour chaque s, {Q;; p, <i < ¢,} forment une partition mesurable de 4, N 4, = B.

On va construire comme précédemment une suite d’entiers s(r) et une suite de
fonctions () sur B isomeétrique 4 la base de Haar, un sous-espace F, de L?(B, B, X)
isomorphe a L?(X) et un opérateur = de L?(X) dans F, tel que 7o Tf soit un
isomorphisme de F; sur F,. On pourra alors conclure que (TF,) est un sous-espace
complémenté de L?( X), isomorphe & L?( X) et contenu dans I'image de 7.

Construction de F, en supposant les suites (s(r)) et (h,) construites. Nous noterons
toujours %, la tribu engendrée par {h,, h,,...,h,} et on pose

0 qs(r)
Fy = {f= XA, 2 1ge, ;N\, ELP(B,B)E®N, = 0}.

r=1 j:p:(r)
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I1 est clair que pour ¢ fixé on a || f(¢)Il y = 1232 ,A,(¢)e, |l x donc
” f IILP(X) = Exrer

L’espace F, est donc insomeétrique a I'espace F étudié au cas I et par conséquent est
isomorphe a L?( X).

Construction de (s(r)) et (h,). 1. Onposes(1) = 1, h;, = 1zet B, = B.

2. On construit alors par récurrence s(/) et #, de fagon que B, = B et

Lr(x)

B,,_, = supportde h; sii =2,
B,, = supportde h; sii = 2.

h, soit dans X(B,) pour / = 2 et en outre les conditions suivantes soient réalisées

(A

1 2k+1

qs)

2 ln,Tn,»n,.(hklsz,)

i:ps(/)

<é

(a)

stk <1, j< g,y

Ceci est réalisable car si k et j sont fixés, posons

qn

6, = 2 lsz,.T;I,n,(hklsz,)~
i=pn

Pour chaque ¢, il existe un seul indice i, entre p, et g, tel que ¢ soit dans 2,.0na
donc

|0n(t)| = 7:z,nnj(hklﬂj)'
Quand »n tend vers + o0, i, tend également vers + oo, or on sait que

lim 7, ,(hdg) =0 ps
5= 00 ’ 7

donc 6, tend vers 0 presque partout.

Comme 6, est majoré par ||T o u, (hilg )l x, qui est un élément de L”, on peut
affirmer, d’apreés le théoréme de Lebesgue, que 6, tend vers 0 dans L”. On pourra
donc choisir s(/) assez grand pour réaliser (a).

Wl Nk, ' ,
(b) |(T,,,,,j(h,19j),hk19i>|<8ij71—|£ 2k+.q Stk <1,i<qy, | <4
ERTA

(C) |<Tn,n,(hk19,)’ h/19,>| < 81'/' 2k+] 2l+1 sik < l’ i< qs(l) et.] < q:(l)‘

P(B))

< 81'] 2[+2 Sli < qs(l)’ .] < qs(l)’

(d) |<kn,»nl’ hllﬂ,ﬂﬂj>
(e)
3 ., .
|<Tn,n,(h119,)a hllsz,>— on,-n/-(Bl NN Qj)| < 28ijP(Bl) SIS gy, J < Gy
Pour choisir A, vérifiant les conditions (b), (c), (d), (¢) nous poserons

J={a= (i, iy, sif)); P <y < g}
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Fixons /, donc B, est parfaitement déterminé et posons
-1
®,= (19, NB, poura=(i,...,i,_,).
k=1
Les ensembles (®,),, forment une partition de B,. On peut alors, en revenant a la
construction méme des mesures 0,,,_,,1 définies au chapitre I, choisir pour chaque a,
un ¢élément 4, dans X(®,) qui soit dans un voisinage arbitraire de 0 et tel que

|<Tn,njha’ ha>_0n,nj(q)a)|< 8ijP((Da)3 Vi< qs(l) et .] < qs(l)'

Comme J est un ensemble fini, nous choisirons les 4, par récurrence, suffisamment
proches de 0 pour que 'on ait
3
S KT ha h)| < 8,P(B),

aFf
acJ,peJ

h, = 2,e,h, vérifie les conditions (b), (c), (d). Il est alors facile de voir que h, vérifie
aussi (€) car si on pose

Ji={a;0,CQ} et J,={a;®,CQ},
h119,.: 2 hq hlln,: 2 hg,

a€J, BEJ,
Lh=hnh={a;0,ceng} ¢ U®o=0n8nB-B,.

a€EJy

On peut écrire (T,,,_,,J(h,lﬂi), h,lgj): zaEJ(}(T;tinjha’ h,>+ R. R est une somme
d’intégrale de la forme <Tn,n,ha’ hg) avec a # B donc nécessairement |R|<
8,,P(B,)’. Comme d’autre part (T, hs h)—8,,(9,)|<8,P(D,)°. On en
déduit
3
|<Tn,n,(h11sz,), hilg) — 0ninj(9i ngnN Bz)l <25,P(B)".

On peut donc construire les suites s(/) et (h;) qui vérifient les conditions
(a), (b), (c), (d) et (e).

Posons maintenant ¢, = 22 E %(lﬂi,k,,mi). Comme 3% 19k, ., =(1—8)/2,
onag,=(1—298)/2.

Donnons nous maintenant un élément de F;

qs(n)
=3 3 Adge, avec, € LP(B,B), E®X, =0.
n =Py

On a donc f= EJf,,Je,,j avec f, = }\nlﬂj Si Pyny ST < Gy € Jo, =0 si j n’est pas
dans un tel intervalle. Posons

A= E%(IQ,Tn,njf;:,)

et A =3, A, avec AV = 3% 3% A, — @\,. Nous allons majorer la norme de

A par €|l ]| et nous en déduirons la construction d’'un opérateur 7 qui convienne.
p
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Posons
ds(ry ds(n)
ar= 3 3 A,
1=Ps(ry J=Ps(n)
On a donc

=3 (I o, Je.

449

Evaluation de A" pour n < r. En utilisant des techniques analogues a celles du Cas

I on montre que

€
"Ar,n _ A/':q)(r,n)" < 2n+r+‘ ”An“
ou
qs(r) As(n)
P = 2 2 E%(lglnﬂjkmn,)’
i:ps(r) j:ps(n)

Comme || @™ ||, <8/2"*" <&/2"*""2 on en déduit que

€
[1A™"]| <2—,+—,;||)\,,||.

Evaluation de A™" pour n = r. Dans ce cas A, = A . On obtient de méme

rn __ \ A(r,n) < £
ha™ — A A" 2n+r+l">\"”'
Pourn >rona||®""|  <e/2"* "2 donc
€
APl < oz IR

Pourn=r,®"" =g etona

€
147 = g Al <SS

On en déduit ||All < el fII.

Construction de 1’opérateur m. Nous allons maintenant montrer, en utilisant la
majoration ci-dessus qu’il existe un opérateur 7 de L?(X) dans F; tel que 7 o T f,

soit un isomorphisme de F; sur F;.
Définissons 7, en posant

0 lB qs(r)

”l(;ﬁei) =3 = 2 E%(lﬂ,-fn,»)]er‘

r=1 (p; i:ps(r)

Montrons que m, est continue: on a ¢, = (1 — §) /2 sur B donc

qs(r)
2
Imflx<7=512Z| 2 E®(1g,1,)|e,
r | i=pPyn X

Pour ¢ fixé, il existe pour chaque r un indice i, tel que
Py Si,<qy, e teQ,.
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On en deduit facilement ||2,2%) 1g f, eIl y < fll y. Comme I'espérance condi-

tionnelle est de norme 1 on a donc

2
”ﬂlf”L"(X) Sl—_s-“f”L"(X)'

Posons maintenant m,(Z,u,e,) = S(E® — E®)(u,)e,. Si X posséde la propriété 9
7, est continue et on voit facilement que la norme de =, ne dépend pas des
constructions de B et B, mais seulement de X.

Posons enfin. m2ve,) = 2,2 vlge, . 1l est facile de voir que, puisque la
base est symétrique

||7T3V||X: “V“X

donc 7, est une isométrie.

Posons 7 = m o m, o 7. Remarquons d’abord que (; o m,) a son image dans F,.
D’autre part si f est un ¢€lément de F,

qs(r)

f=2 2 Anlﬂjenj:‘”3(>\) et WZ(A):A

r j:p:(r)

doncmy om0 m(Tf) — f=m o myom(Tf) — m o my(A). On en tire

lwoTf — fll < llmy o myll llmTf — All
Mais || 7y o m, |l = [l m, |l et |, Tf — A < 2[|All /(1. — 8) <2¢ll f Il /(1 — &), car pour
passer de I'expression de A a celle de (7, Tf — A) il faut diviser le coefficient de e, par
@,. On obtient finalement: || o Tf — f || <2ellm |l | f1l /(1 — §).

Si 8§ <3 et e<l1/4|lml|l alors 2¢llm,ll /(1 —8) <1 et la majoration ci-dessus
prouve que 7 o T est un isomorphisme de F; sur F;,. Ceci achéve la démonstration
dans le cas II et par conséquent celle du théoréme 11.6.

Nous pouvons donner une application importante, qui est le résultat essentiel de
ce paragraphe.

THEOREME I1.7. Soit X un Banach a base symétrique, non isomorphe a c, ou [,, et
possédant la propriété €Pp, alors L?( X)) est primaire.

DEMONSTRATION. L?(X) est /,-stable. On pourra donc appliquer la méthode de
décomposition de Pelczinski. Soit T une projection de L?( X). D’aprés le théoréme
I1.6, ImT) ou Im(/ — T) contient un sous-espace complémenté isomorphe a
L?(X). Supposons par exemple que

(ImnT) ~L?(X)®E.
Comme L?(X) ~(ImT)® F,ona
(ImT)~LP(X)®E~(®L?(X)), DE~LP(X)®(DL"(X)),DE,
(ImT) ~L?(X)®E® (SImT), & (&F),,
(ImT) ~(®ImT), ® (BF),,
Im7T~(®L?(X)), ~L?(X). C.Q.F.D.
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Le probleéme se pose naturellement d’étudier les espaces L?(/,) et L?(c,). L’objet
des deux chapitres suivants est de voir pour quelles valeurs de p, il vérifient @p et
d’étudier alors la primarité des espaces L#(/,) et L?(¢,) correspondants.

Pour conclure ce paragraphe remarquons que si 1 <p < oo et 1 <r < oo, la base
naturelle (h;®e,),~, ,>1 de L?(l/,) est une base inconditionnelle. On a donc
automatiquement la propriété ?Pp pour /.. Le théoreme I1.7 permet de retrouver les
résultats de [1].

II1. Primarité de L?(/,) et L?(c,). Remarquons d’abord que pour p = 1, I’espace
L?(l,) possede la propriété @p (voir démonstration dans [2]).

THEOREME 1I1.1. Soit T un opérateur de LP(l)), 1 <p < oo, alors I’un des deux
espaces (ImT) ou Im(I — T) contient un sous-espace complémenté isomorphe a
L*r(,).

DEMONSTRATION. Le début de la démonstration est tout a fait le méme. On associe
a T les deux matrices (k,;) et (k;;) et les ensembles &, et §2; comme dans le théoréme
I1.6. On doit envisager les deux cas.

DEMONSTRATION DANS LE CAS I. On suppose dans ce cas qu’il existe une partie
infinie I de N telle que M, ,w; soit de mesure positive. On ne peut plus ici utiliser la
proposition IL.5. On a cependant la premiére partie du corollaire 1.11 et cela nous
permet de construire une suite (n;) contenue dans / et un ensemble 4,, contenu dans

N,

iel

) .
(1)) <4 Vizjvied,

Ky (1) = 17_8 ViEA,.

Définissons maintenant une suite dans L*(/,), qui est le dual L'(¢,) car /, possede la
propriété de Radon-Nykodim [8], en posant

o0
XO() = 3 kyylt)e,.
i=1

Construction de (h;) et (n;). 1. Posons n{ = n,, B, = Beth, = mg.
2. Pour / = 2 on définit B,, n, et h, de fagon que B, = B et
B,;_, = Supportde h} sii =2,
B,, = Supportde h; sii =2,
h, soit dans X(B,) et en outre on ait les conditions (a), (b), (c), (d), (€) décrites dan la
premiére partie du théoréme I1.6 et la condition supplémentaire

() 2% (a1, D], <3 vist

La construction étant faite jusqu’au rang (/ — 1), B, est parfaitement déterminé. On
choisit n, assez grand pour que (a) soit réalisé et aussi la condition (w,). En effet
Iopérateur E®-1 est de rang fini et continu pour la topologie a(L*, L'). On utilise
alors la condition () pour justifier (w,). On fixe n, et on choisit alors 4, dans X(B,)
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de fagon a reéaliser les conditions (b),(c),(d),(e). Cette construction a déja été
justifiée.
On pose comme au théoreme 11.6:

®; = E%(lBkn,»ni)'

Sif=2Z,/,e, estun élément de F on pose
Aij = E%(IBT;t,an;t,) et A= 2 ( zAij - (pif;r,)ei‘
1

Si nous montrons que ||All <&l fIl, alors la démonstration s’achévera comme dans
le cas général et la construction de 7 est tout a fait semblable a celle du théoréme
IL6.

Evaluation de A;; pour j < i. Le calcul fait au théoreme 11.6 reste valable dans ce
cas car en utilisant (**) on a

|< J 8.8 pour i > j
nin; 4i 2i +j .
On obtient donc 1Al <ell £, Il /2.

Evaluation de A, ; pour j = i. Le calcul fait dans le théoréme I1.6 nous donne

A =E; +.f;x/E%(lBkninj)

|1,k

avec [ E;; Il < 65,11 £, 1.
Il nous faut evaluer E®1 8K ). On écrit pour cela

E®(1,k,,)=E J-'(lBk,,i,,j) + (E® = E®)(1,k,, )
< n;n; k>
=B (k) + 3 S

Si j > i on utilise alors (w,) pour majorer la premier terme et (d) pour majorer le
second. On obtient

[E2(1,%,,,,)

5 8, ,
w<;+21+1<5 pourj =i

Cette majoration ne dépend que de i et n’est plus aussi bonne que dans le cas

général. Cependant nous allons utiliser le fait que X = /, pour majorer la norme de
S _A.
Jj>i=ij

2 Aij = 2 Eij + 2 f::jE%(lgk,,,nJ),

J=i Jj=i Jj=i

€
2 Ei/‘ < 2 68:‘1"fn,” < 92i+1 A
J=i J=>i

si §;; est assez petit. D’autre part

2 5, E¥(Ipk,, )< 2 15,1+
j>i _]>1

2 5, E®(1,k,, ) <S5,
j>l J 2!
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caron a

< ”f”Lp(ll)'

/>l

On en deéduit [IZ,.,4,,1l <(e/2%*' + 8/2’)||f|| Si & est assez petit (12,4, Il <
ell f11/2%. Sij = i on obtient facilement |A,, — @, f, I| <ell f 1l /2*. On a donc

[ = 2(+j 221 “f”

o0
24, —of,
j=1

Par suite [|All < el fII.
Ceci achéve la démonstration du théoréme dans le cas 1.
DEMONSTRATION DANS LE CAS II. Rappelons que dans ce cas on a, pour toute
partie infinie I,
U e =[0,1] ps.
iel
En utilisant le corollaire I.11 on détermine une suite (#;) et un ensemble B, de
mesure supérieure a (1 — ¢/2) tel que

k,,,,,,j(t)|<% Vi>j et 1E€B,

On détermine alors des entiers p; < ¢, <p, <gq, <... tels que B, = N, Ul
soit de mesure supérieure 4 1 — ¢/2. En diminuant les ensembles {2, et en posant
Q,=Q, N B, N B,, on peut supposer que, pour tout r, {{; p, < <i< <gq,} est une
partmon de B, N B,.
On définit maintenant une suite dans L*(/,) en posant
00
XO(1) = 3 XPNt)e,
r=1
ave X()(1) = 3z, 34, k, . (D1g g (1)-
Si 1 est fixé, il existe un seul couple d’indices (i,, j;) tel que ¢ soit dans @, N Q; et
P, <i,<g, p,<j,<q,donc| X}*Nt)|=|k, , (1)|et par suite

o0
kn,rnjx(t)‘ < [2 |k1,n1s(t)| .
=1

D’aprés la proposition 1.10, ceci est majoré par 1 + 8. On peut donc trouver une
suite s’(r) telle que X*” converge pour o( L*(/,), L'(c,)) vers X®. Posons

IXO(e)ll, =

o0 0
X =3 de, >0 |<1+8.

r=1 r=1
En extrayant une sous-suite de s’(r) on peut supposer que sur un ensemble B de
mesure positive, contenu dans B, N B, on a

)
|(I)s,(,)(t)|<? Vi€ B,Vr=1.
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En remplagant maintenant &, par £, N B on a donc les deux propriétés suivantes

q:'(r) q:'(n) 6

) lim X Xk long| <7
o(L®LY) i=Py(ry J=Ps(ry .

(****)

Nous allons maintenant procéder comme au §II, construire une suite (s(r))
extraite de (s’(r)), une suite 4, de fonctions sur B un sous-espace F, isomorphe 2
L*(l,) et une application = de L?(!/,) sur F; telle que 7 o T} soit un isomorphisme
de F, sur F,.

La construction de F,, en supposant (s(r)) et (h,) construites est tout a fait
identique a celle du §I1. Rappelons que

o0 qs(r)
Fo={2 ) A,la,en,;A,ELP(B,%>E%r(A,)=0}

r=1 J=Psry

Ko (1)] <% Vi>j, Vit € B.

ou B, est la o-algebre engendrée par {h,, h,,...,h,} et B la o-algebre par la suite

(k).
Construction de s(r) et h,. 1. On pose d’abord s(1) = s’(1), B, = Beth, = 1,.
2. Pour / = 2 on construit B,, s(/) et h, de fagon que B, = B,

B,;_, = supportde h; sii=2,
B,; = supportde h; sii = 2.

h, est dans X(B,) pour / = 2 et qu’on ait les propriétiés (a), (b), (c), (d), (¢) décrites
dans la seconde partie du théoréme I1.6 et en outre la propriété suivante

s(r) s
2 2 kn,njlﬂ,ﬂﬂj

=Py J=Psiy

E®- <% pour/>r.

(“’2)

[ee]

Cette derniere condition est facilement réalisable car si on suppose s(1),...,s(I — 1)
fixés, on pourra choisir s(/) assez grand de fagon a réaliser (w,), en utilisant la
PrOpriété (*x*x).

Posons maintenant ¢, = E?g}ﬁ(,)}‘rlﬂ,"n,’ ¢, = (1 — 8)/2. Donnons nous un élé-
ment f de Fj:

o0 q:(r)
f: E 2 >\rlﬂjenl'
r=1j=pyr

On pose alors comme au paragraphe précédent

o0

A, =EN1oT,,(£,)), A= 3 &%,

r=1
avec

s w0

A(’) = 2 2 Aij - (prxr‘

i:p:(r) j: 1
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Nous allons majorer la norme de A par || f |l. La construction de 'opérateur =« est
alors tout a fait identique a celle du §II.
En gardant les mé&mes notations nous avons

A= 3 ( 5 w—m,)e,

r=11\n=1
avec
ds(r) ds(n)
yr=3 3 A,
U1=DPs(ry J=Ps(n)

Evaluation de A”" pour n <r. Le calcul est tout a fait semblable a celui du
chapitre II. On obtient

Ar,n —_ Ar,n _ )\r;q)(r,n) + A',:‘I)(r’")
ou N’ = (E® — E®-11)

4s(ry 4s(n)
(r,n) — %(
o - 2 E E kn,-njlﬂ,ﬂﬂl .
izps(r) j:px(n)

Et en outre || A" — N/@"™M || < ||\, Il /27 7+,
Comme n < r, on a toujours j < i dans les indices qui interviennent pour le terme
®(~"), donc, en utilisant la propriété (*x*x) on montre facilement que

)
| < o pourn<r.

Et par conséquent [|A"™ || < (e/27t" "1 + 8 /4TI, Il <ellX, Il /277
Evaluation de A™™ pour n=r. Un calcul analogue au précédent nous permet
d’écrire
A = Erm 4 ) @rm)

avec | ECP || <ellA, Il /271
Sin = r, comme ®"" = @, cette majoration nous donne

£
A" = @A, Il <1, I.
€

Si n > r, il nous faut majorer ||®"™|| . Posons pour cela

qs(r) 9s(n)
r,n —
A - 2 2 lﬂ,ﬁﬂjkn,n/'
I=Psiry J=Psn

On a alors
oM = E%(Ar,n) — E%""(Ar‘") + (E‘JB _ EG‘B"“)(A”").

La condition (w,) nous donne

)
| E®— (A"l <; pourn>r.
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D’autre part on a

(E® = E%1)(ky Lo ng,) = 5 Lon hk> by
. P(B)

En utilisant la condition (d) on obtient

I(E® — E®=1)(k, , M <8

Et par conséquent [[(E® — E®»-1)(4"")|| , <§, . On en déduit [|®"7]

+ 8, ,<8/2" pour n > r. On peut alors écrire
r.n p

00 %) 00
2 A = 2 E™m 4+ 2 )\nq)(r,n),
n=r+1 n=r+1 n=r+1
%) 00
e AN _
2 EUm< X " A
n=r+1 n=r+1 27! 2 22 i
et
(oo} 6 0
S aeen<2 3
n=r+1 n=r+1
donc
e ol 8 __ ¢
S A<l <l
n=r+1

En utilisant ici le fait que X = /, nous venons de montrer que

0

2 Am| <

n=r+1

.

22r

On a donc
r—1 =<}
A = 2 AT 4 (A<r,r) _ (pr}\’) + 2 A(r,n)’
n=1 n=r+1
r

1A < %ufn +§||f|l =§Ilf|t

n=1

et par suite Al <ell fIl.

<§/4"

Cette majoration termine la démonstration du théoréme, puisque nous avons déja
remarqué qu’elle est suffisante pour pouvoir construire 'opérateur 7 comme au

theoréme I1.6.
Nous pouvons maintenant énoncer

THEOREME 111.2. Pour p = 1 [’espace L?(l,) est primaire.

DEMONSTRATION. Pour p = 1, il est isomorphe 4 L' qui est primaire [5].Pour p > 1

on utilise théoreme II1.1 et le raisonnement du théoréme 11.7. C.Q.F.D.

Montrons maintenant que pour tout p > 1, 'espace L?(¢,) est primaire. Cette
question est naturellement posée dés que 'on montré que, pour p > 1, ¢, vérifie la

propriété ?Pp, lorsqu’on considere la base canonique de c,,.
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PROPOSITION II1.3. Pour p > 1, I’espace c, vérifie la propriété @p.

DEMONSTRATION. Soit f = 3, f,e, un élément de L?(c,).

=

sup |f,|

L?
Donnons nous une suite croissante a, de sous o-algébres de l'algebre @ des
ensembles mesurables sur [01]. Posons

y=sup |f,| et y* =supE%y.
n k
On a alors d’aprés un lemme démontre dans [2]

p
* < — .
ly*Il, P_lllyll

Or
E“fe)  <|ZE“ve)  =lv*,.
n LP(Co) n LP(CO)
On a donc
SE“fe, s—f—l Ste, C.Q.F.D.
p Loy P n L7(c,)

Nous pouvons donc nous demander si 'espace L?(c,) est primaire. Nous allons
voir en effet que nous avons des résultats analogues 4 ceux du §II, bien que les
calculs ne soient plus valables.

THEOREME 111.4. Soit T un opérateur de L*(c,) dans lui-méme, 1 < p < oo, alors
’un des deux espaces (ImT) ou Im(I — T') contient un sous-espace complémenté
isomorphe a L?(c,).

DEMONSTRATION. Comme au théoréme I1.6 on construit les deux matrices (k) et
(k;;) et les ensembles £, et Q] correspondants.

Il y a de nouveau deux cas a envisager. .«

DEMONSTRATION DANS LE CAS 1. On suppose, dans ce cas, qu’il existe une partie
infinie I de N telle que M, _, %, soit de mesure positive. La proposition I1.5 n’est plus
valable, cependant la premiére partie du corollaire 1.11 nous permet de trouver une
suite (n}) de I et un ensemble 4, de mesure positive, contenu dans M, _,£; tels que

é S
|knj,n}(t)|<ﬁ s1i<j et tEAI,
1-6 .
Ikn;‘n; (t)l?T Slt EA,.

Si (e}) désigne la suite biorthogonale a la base canonique de c¢,, C’est-a-dire la base
canonique de /;, nous posons

oo
X(I)(t) = 2 kn’,,n;(t)e;‘
Jj=1
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D’apres la proposition 1.10, on sait que || X(¢)|| ;, < 1+ & si on suppose que T est
de norme 1 et %,;8,,<48. On peut donc trouver une suite /(n) telle que X im)
converge vers X® pour la topologie a( L*(/,), L'(cy)).

Soit X* = 2% ®,ef, avec 7L, | @ |< 1 + 6.

En extrayant au besoin une sous-suite de /(n), on peut trouver un ensemble B de
mesure positive, contenu dans 4, tel que

s
|<I>,(j)(t)|<z sit € B.

[ 4
En posant alors n/ = nj ; on a
im k. 0 = @

i— 00

On a donc les deux propriétés suivantes

. )
(&) llirg Ky <Ij-, sur B,
o(L®L") I
) e
(AA) k,,;,,,;,('t)|<—2-i—;; sii<jetsit €B.

Nous allons maintenant reprendre la démonstration faite dans la premiére partie
du théoreme I1.6.
En gardant les mémes notations, il s’agit de construire la suite (n,), la suite (h)),
I’espace F isomorphe a L?(c,) et 'opérateur 7 de L?(c,) dans F.
Si nous supposons (n,) et (h,) construites, la description de F est la méme qu’au
théoréme I1.6.
Construction de (n;) et (h;). 1. On pose ny = ny, B, = B, h; = 1.
2. Pour / = 2, on pose B, = B,
B,,_, = supportde h; sii =2,
B,, = supportde h; sii =2,
h, sera un élément de X(B,) pour /=2 et les propriétés (a),(b),(c),(d),(e) de la
premiére partie de la démonstration du théoréme I1.6 devront étre vérifiées et aussi
la condition suivante

(«}) ||E%I—l(13kn,nj)

Si on suppose la construction faite jusqu’au rang (/ — 1) de (4;) et (n,), alors on
peut facilement choisir n, assez grand pour réaliser (a) et (wj) en utilisant la
propriété (A).

La construction de A, se fait comme au théoréme I1.6.

Donnons nous maintenant un élément de F, soit f = 37, f, e, , et posons

A, =E®(14T,, (1))
P; = E%(lBkn,n,)’

<£ ij<l|
4 s1j .

[ee]
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o0 o0
A= 2 ( 2 Aij“‘Pifn,-)en
i=1\j

=1

Pour achever la premiére partie de la démonstration il nous suffit de montrer
qu’on peut réaliser ||All <ell fIl. La construction de 'opérateur = tel que 7 o T}, soit
un isomorphisme de F sur F se fait alors comme dans le théoréme I1.6 et ne s’appuie
que sur cette majoration et la propriété ?Pp.

Evaluation de A;; pour j = i. En supposant d’abord f,,j = h,, avec [ = j, on peut
refaire le méme calcul qu’au théoreme I1.6 et on obtient

A, =E;+f, E¥(15k,, )

avec || E;ll < 68,~jllf,,j||. Si j =i on obtient [|A; — ¢, f, |l <£||];i”/22i+|. Sij>i,
on obtient en utilisant (A A)

€
1851 < 1A

Evaluation de A, ; pour j < i. On fait un calcul analogue a celui du théoréme IL6 et
on obtient

p— 7 %
A= E,+ [ E®(1,k,, )
avecj;’; =(E® - E%"-')(f,,j) et E;ll <65l fn,||~ Nous avons
E®(1,k,, ) = E®(15k,, ) + (E® — E®-1)(1,k,, ).
Or || E®- (K, Mo < 8/47 si i > j dapres (A) et I(E® — E®- DIC VY [
©_, ,J/2k+2<8,j/2‘+' par (d) donc | E®(1k, , )l <8/4/ + .‘3,,/2”I <8/2J
pour j < i. Cette majoration ne dépend pas de i et nous devons, pour majorer A,

majorer directement Pexpression E = 32, 37—

xjn

oo i—1 oo i—1

E= 2 2 Eijen, + 2 z f;:;EqB(lBkn,-nj)en

i=1j=1 i=1j=1

Ona 122,272 \E; jen Il < 22 20 '166,j||f|| ell f11 /4 si §;; est assez petit. D’autre
part f" = (EqB E%' I)f Si on pose y = sup; |f | , qui est un élément de L? car
y=I f Il alors on sait, voir par exemple [1], que y* = sup, E®iy est aussi dans L?
ona

<y + vy

On a donc | 2} [/ E®(1k, , ) |< (v + y)EIZ18/2) < 8(y + v*).
La norme dans ¢, du second terme de la somme E est donc majorée par
d(y + v*). On a donc

NEW 1r(cy) < |If||+8llyl|Lp+8||y*l|Lp

<Z||fll + 8l £ +8ﬁllfll

€ . .
<3 Il f1I sid estassez petit.
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Nous pouvons maintenant écrire

A=FE+ E(Aii_(pifrr,)+ E 2 Aij’

i=1 i=1j=i+1

|m||<§||f||+§ § Ifl = el £1I.

i=1i=

€
| 20T

Cette majoration achéve la premiére partie de la démonstration.

Démonstration dans le cas 11. On suppose dans ce cas que pour toute partie infinie
IdeNona N, Q2 =N, = 3 ps.

On détermine d’abord une suite (n;) et un ensemble B, ce mesure supérieure a
(1 — &/2) tels que

) . o
|kn,-nl(t)|<; SlteBl et l<_].

On utilise pour cela le corollaire I.11. On détermine ensuite des entiers p;, < q, < p,
< g, tels que

4
. , . \ 3
B,= () UQ, soitdemesure supérieure a 1 — 5
n i=p,

En diminuant les ensembles @, et en posant &, = @, N B, N B, on peut supposer
que pour tout n, {&;, p, <i < g,} forme une partition de B, N B,. On définit alors
une suite bornée dans L*(/,) en posant
X(1)= X X[(t)er.
s=1

(e¥) désigne la base canonique de /; et

a4
X;(t): 2 2 kn,-nj(t)|lﬂ,ﬂﬂj(t)‘
i=p, J=Ps

On montre facilement que || X"(#)ll, <1 + 8 et on peut donc trouver une sous-suite
r’(1) telle que
lim X" = x> pour a( L*(1,), L'(c,))
1]
avec X* = IX_ PeXet T2, | D, |<1+ 4.
En extrayant une sous-suite de r’(/), on peut supposer que sur un ensemble B de
mesure positive contenu dans B; N B, on a

)
Q”(’)(t)l<z Vt EB.

En remplagant maintenant @, par Q; N B on a donc les deux propriétés suivantes

qr(ly 4r(n) 8

(AAA) nlfg) ' 2 A 2 | Knpn, | La,n, <I,
o(L®LY) J=Pry V= Pr(n) ”

+Jj

(AAAA) |k,,i,,j(t)|<% sij>i et t€EB.
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Il s’agit maintenant de construire la suite (r(/)) extraite de (r'(/)), la suite (h;) de
fonctions sur B, le sous-espace F; et 'opérateur 7, exactment comme au théoreme
IL.6.

La description de F, est tout a fait identique a celle du théoréme I1.6.

Construction de (r(1)) et (h;). 1. On pose r(1) = r'(1), B, = Beth; = 1,.

2. Pour / = 2 on définit B, par:

= lB’
Bz,. , = support de h} sii=>2,
B,, = supportde h; sii = 2.

h, sera un élément de X(B,) pour / = 2.
En outre r(/) et h, seront choisis de fagon a réaliser les propriétés (a), (b), (c), (d), ()
de la seconde partie du théoreme I1.6 et en outre la propriété (w3)

4dr(s) qriy

(e3) E*( S 3 kyloe || <3 pows<l

J=Prsy I=Prty o

Si on suppose la construction de (h;) et (r(i)) pour i </ — 1, on choisit r(/) assez
grand pour réaliser (a) et (w5), en utilisant la propriété (A A A). On choisit ensuite
h, de fagon a reéaliser les conditions (b), (c), (d), (¢). Cette construction étant faite on
pose

ans)

3 E*(1gk,,, ).

I=Prs)

On se donne ensuite un ¢lément f de F;

o 9n
f= 2 2 Aslﬂlenj
s=1 j=pyq

et on pose A, = E%(lﬂ (f )) ou f A 1Q Si Pys) <J < qy)- On pose alors
A= 32 (55,007 = g Je, ot A0 ='Spay Shan A |

Nous allons majorer A par || f ||l. Cette majoration sera suffisante pour construire,
comme dans la seconde partie du théoreme I1.6, I'opérateur 7 tel que 7 © 7| soit un
isomorphisme de F; sur Fj,

Evaluation de N*™ pour n=s. En raisonnant comme au §II et en utilisant
(A A A A) on obtient facilement

A"l <

2.s+n

. €
SNl sin>s, IIA“—¢S7\SII<5;;II7\3II.

Evaluation de 8" pour n < s. Comme au théoréme I1.6 on montre que

4" — Xr@tm | < A

n+s+2

ou N’ = (E® — E®-1)(\,)
Gr(s) dr(n)

(I)(s,n) — 2 E E%(lginﬂlkn,vn,)'

= Ppisy J=Pr(n)



462 MICHELE CAPON

En utilisant (A A A) on montre que [|[®*™|| < §/2" si s > n. Pour majorer A il
nous faut majorer directement

oo s—1

E=3 Y Asme.

s=1n=1
En posant y = sup;|A;| et y* = sup,| E¥y|. On montre que sup, | Z_{ A7 |<
8(y + ¥*). Ceci permet d’obtenir, si 8, est assez petit

€
IEI <*2-||fl|.

On peut alors écrire

I|
u Mg

— 0 [oe]
2 ASMe + 2 (A‘”)—qﬂ\ )+ >SY Aeme,.

s=1 s=1 n=s+1

On obtient

Il <ZIfi+ S S S = el

s=1n=s

Cette majoration achéve la démonstration du théoreme I11.4. Nous pouvons alors
énoncer le résultat final.

THEOREME IIL.5. Pour 1 < p < oo, I’espace L¥(c,) est primaire.

Ce théoréme est une conséquence immeédiate du théoreme I11.4.

Pour conclure cette étude nous allons montrer par un exemple que les espaces ¢, et
[,1 <r < oo, ne vérifient pas la propriét¢ &, et ne rentrent donc pas dans le cadre
de cette étude.

PROPOSITION 1I1.6. Les espaces c, et l,,1 < r < oo, ne vérifient pas la propriété P,.

DEMONSTRATION. Chacun des espaces est évidemment muni de sa base canonique
(e).

Posons A4, =[0;1/2*]; c’est un atome de la tribu By-1,,. On choisit dans
A \A,,, un intervalle I, de longueur 1/k?2¥. Ceci est possible pour k = 2. On pose
alors

V(1) = 221, sin=2""+1k=>2

j=k

Y,(t) =0 si n n’est pas de la forme 2~ + 1, k = 2. L’espérance conditionnelle
(E®»y,) est nulle en dehors de A, et sur 4, elle est constante et a pour valeur
(1/P(A;))f4,Y,- On a donc

E%nynzz"( ) fj2’)1,ak:2"( 2 .iz)lfw

j=k j=kJ
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Evaluons d’abord les normes de 3,v,¢, et 2, E ®»y,e, dans L'(c,).
2v(t)e,

Sur Tintervalle I; on a soit v,(t) = 0, soit v,(¢) = 2/ si n est de la forme 2“~' + 1 et
j = k.On adonc

= sup |y,(1)].

o0

sup |v,(1)|= 2j11,’
n

Jj=2

S 1 _a?
[swp (=3 5="-1=
n =27

2 Vnln
n

L'(co)

D’autre part si n est de la forme 2"! + 1, k =2, ona

B 2k
E "Yn 271:4/‘
donc
2k 2k
sup |E%"Ynl> sup ?IA,(\A,(H = 2 TIA,‘\AH,'
n k=2 k=2
On a alors
2k 1 1
) _ _
sup |[E®y,|= Y = =3 ;7= +ow.
f n l | k=2 k k+1 k=2 2k

Ceci montre que c,, ne vérifie pas %,.
Evaluons maintenant les normes dans L'(/,)

E ( 2 2jllj),]l/r.

k=2 \ j=k

(Ehoor)” =

Comme les I; sont disjoints, la puissance riéme de la somme 2 .,2/1 1, est aussi la
somme des puissances ri¢me. On a donc

(Shor) "= ( 2 Ezf'll,)l/'=(2 ézf'l,,)l:(Ejzf'l,,)'/'

k=2 j=k =2 k=1 =2

=22,
j=2

En intégrant on obtient
| Zv.en

Orr>1donc2 — 1/r > 1 et cette série converge. Evaluons maintenant (E By,)

o I 1/r kr I/r
SIES| ) =| 2 Tl -

k=2

1/r 1
- ] _
pay= 27 = 2 i
) =) 12 = ]2 1/r
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Sur 4, \ A, ., interviennent seulement les coefficientsde 1,,1,,...,1,,. On a donc

1/r r 2r k 1/r
r 2 2 2%

E® > = e
(§| Ynl ) nglAk\A“'( I * 2 * * k" )] '

Les A, \ A, étant disjoints cette derniére expression est égale a

k . l/r
277
2 lAk\Ak+,( 2 —) .

k=2 j=1 jr
On a donc
. 1/r . 1/r
1 kooir 1 k ojr
EE@'..'ynen = 2 ( 2 —r) = 2 -
n L) k=2 2k+1 j=17 koo 2K ng k’
_ 2 1 (2r2kr -1 )1/’ _ 1 (2kr _ l)l/'
iz k2K 27— 2 ke 2h -1
Or 2k — 1)!/7 = 2% /2'/" donc
1 1
EE%")/,,e,l >=>—— ¥ —= +o.
n ray 2770 —1) = k

L’espace I, ne posséde donc pas la propriété P,.

IV. Primarité de L?( X) lorsque X ne vérifie pas 9.
IV.1. Simplification du probléme. Le but de cette étude est de démontrer le
théoréme fondamental suivant

THEOREME IV.1.1. Soit X un Banach a base symétrique, ne vérifiant pas ?Pp, et T un
opérateur de LP(X), alors I’un des deux espaces (ImT') ou Im(I — T') contient un
sous-espace complémenté isomorphe a L?( X).

Nous allons dans ce paragraphe, montrer qu'on peut se ramener a un énoncé
analogue pour les seuls opérateurs diagonaux.

Si T est un opérateur de L?( X), il est défini par les opérateurs 7;; = Q, ° T o U,
On dit que T est diagonal si 7;; = 0 pour i #* .

Nous allons démontrer un lemme qui éclairera la suite

LeMME IV.12. Soit T un opérateur (borné) de LP(X), posons D =
3,511, 0 Q, 0 To Q,, D est un opérateur borné et | DIl < |IT |l.

DEMONSTRATION. 11 suffit de montrer que pour toute suite finit ( f,),<y d’¢léments
de LPona
N

2 T f)e

i=1

1 —
Posons g2, f,e,) = fie) — fres — fres— .
La base étant inconditionnelle de constante 1 on a [l || = 1 (en fait ¢ est une
isomeétrie si la base est symétrique). On a donc

g e To gl <ITI.

N

Eﬁei~

i=1

<|TI
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11 est facile de voir que la “matrice” associée a ¢V o T o ¢V s’écrit

Tll’ _TIZ’ —Tl3’
Ty, Tp, Ty,

donc opérateur TV = (T + ¢V o T o ¢V) /2 a pour matrice
T, 0 0 0
0 7'22 T'23 T24
0 T

et ITV) <|IT|l. On recommence sur T avec ¢@(Z,. A e,) = Ae; + Aje, —

Ase; - --. On montre ainsi que I'opérateur TV vérifie |[T™|| < ||T|| et a pour
matrice
T, 0 0
TS Tyw 0 0
Q TN+|,N+I TN+|,N+2

donc 122\ T.(fell = ITMEX, fe)ll < ITIIZX, fe;ll. C.Q.F.D.
Désignons par L{(X) le sous-espace de L”(X) formé des fonctions d’intégrale
nulle.

PROPOSITION 1V.1.3. L{(X) est isomorphe a L?( X).

La démonstration est laissée au lecteur.
Nous allons voir comment le théoréme IV.1.1 se raméne i la démonstration de
deux théorémes distincts.

THEOREME 1V.1.4. Soit T un opérateur de LP(X) et € > 0. Il existe un ensemble
mesurable B, une o-algébre B sur B, une suite d’entiers (n;) strictement croissante tels
que

(a) Si X désigne I’ espace engendré par la suite ( e, ), L?(B, B, X) est isomeétrique a
LP(X).

(b) Si m, désigne la projection de L? sur LP(B, ®, X) définie par

"’0( %f;en) = ;E%(le;t,-)en,

est si D est I’ opérateur diagonal D = 3, \u; o Q, o T o Q, alors
lmTf — my Df | <ell Il pour tout f dans L?(B, B, X).

REMARQUE. Nous savons, par le lemme 1V.1.2, que D est borné. Mais ceci n’est
pas nécessaire ici, il résulte de ce théoréme que m, o D est borné en tant qu'opérateur
de L?(B, %, X) dans lui-méme.
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THEOREME IV.1.5. Soit T un opérateur diagonal de L?( X) et € > 0, il existe alors un
ensemble mesurable B, une c-algébre % sur B et une suite strictement croissante
d’entiers (n,) telle que si X désigne I’ espace engendré par la suite (ey,)i>2 on ait

(a) L?(B, B, X) est isométrique a LP(X).

(b) 1l existe un sous-espace F de L¥( X) isométrique a L{(B, B, X) et un opérateur
w, de LP(X) dans F tel que || 7, || < 8 et

®) llm o Tf — fl <ell f |l pour tout f dans F, ou

O llmy o (I —TYf)— fll <ell fIl pour tout f dans F.

On va utiliser ces deux théorémes pour démontrer le théoréme IV.1.1. On applique
le théoréme IV.1.3 et on trouve donc, B, B et X tel que

llmyo Tf —mo Df I <el fIl VfEL?(B,B, X).
On appllquc ensuite le theoréme IV.l5 a l’operateur (170 o D) restreint a
L?(B,%, X). On peut donc trouver C C B,CC D et X C X tel que L?(C, C, X)
soit isométrique & L?(B, B, X) donc a LP(X); Yespace F donné par (b) est
isométrique a L{(C, C, X) donc isomorphe a L?(X) d’aprés la proposition IV.1.3.
Posons maintenant
=T oM.
C’est un epérateur de L?( X) dans F et on a, pour f dans F
NaTf — fIl <8llmyTf — my Df Il + llwy o (my Df) — £l
Si (b’) est réalisée pour m, © D on a
llw o Tf — fIl < ell f1I.
Si (b”) est réalisée alors on a: ||m; o (I —myo D)f — fll <ell fI
lwo(I—T)f—fll<8lmyo (I—T)f—myo (I —D)fIl
+llm omyo (I—D)f—fI
<8ellfll+ llmomo (I—=D)f—fI.
Orssifestdans F, myf = f,donc 7 o my o (I — D)f = m, o (I — my o D)f.

On en déduit encore |l7 o Tf — f Il < 9ell f Il

On voit facilement d’apres cette inégalité, si 9¢ < 1, que si on est par exemple dans
le premier cas 7 o T}y est un isomorphisme de F sur F et par conséquent TF est
isomorphe a F, donc a L?( X) d’apres la proposition IX.1.3. De plus Q = {7 ITF) log
est une projection de L?( X) sur TF. Ceci achéve donc la démonstration du théoréme
IV.1.1. Dans les 2 paragraphes suivants nous démontrerons les théorémes 1V.1.4 et
IV.15.

IV.2. Demonstration du théoréme 1V.1.4. On se donne ¢ > 0 et un opérateur T.
L’énoncé du théoréme montre qu’on peut, en changeant au besoin &, supposer que
Tl = 1.

Notons T;; Iopérateur Q, o T o U,. On se donne des nombres § > 0 et §;; > 0 assez
petits devant . On applique alors les résultats du §I pour construire des mesures
(0;;) associées a I'opérateur T et aux nombres §,;. Nous savons d’apres le §1 que ces
mesures sont absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue et si
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0,; = k;;P on a, pour tout entier N:

N
D kel <1+8ps, siNg;<8
i=1 x ij

et

Zk,je}" <1+ 38 ps, siESijs&
j=1 xX* ij
Puisque X n’est pas isomorphe a /;, on a d’apreés [1],
lim k,; = 0 en probabilite.
Jjo oo
Nous devrons distinguer deux cas suivant que X est isomorphe ou non a c,.
Cas 1. X non isomorphe a c,. On a alors également lim, . . k;; = 0 en probabilite.
On peut donc facilement trouver un ensemble mesurable B de mesure positive et une
suite (n;) d’entiers telle que

8 L
Ky, (1| < 25 VIEBYVi#)

Avant de procéder a la construction de % et de la suite (n;) nous aurons besoin de
deux lemmes.

LeEMME IV.2.1. Pour tout i fixé et h fixé dans L?, la suite T, ;(h) tend vers O pour
o(L?, L) quand j tend vars + 0.

DEMONSTRATION. Supposons qu c’est faux alors on peut supposer, en extrayant
une sous-suite, qu’aucune sous-suite ne tend faiblement vers 0.

Si p > 1, on peut donc extraire une sous-suite qui converge faiblement vers g # 0.

Si p=1 ou bien on peut en extraire une sous-suite qui est de Cauchy donc
faiblement convergente dans L', sa limite sera g 7 0, ou bien on peut en extraire une
sous-suite équivalente a /,. On a utilise ici le théoreme de Rosenthal [6].

Supposons d’abord que lim; _, ;. T; ;(h) = g # 0 pour 6(L?, L7).

Soit v = 372 Ae, un éléments de norme 1 de X. Posons v = 332, [A,|e,
alors o™ = [loll = 1.

Soit h ® o™ I'élément de L7( X ) défini par 27, | Ay | ke,

k+n

A ® o™ N =Nl llo™I x = 1.
Choisissons @ dans L7 telle que ll@ll, = 1 et (¢, g)=ligll,#0.On a
no
2 INIT, (k) = Qo T(h®v,)
k=1
donc

<lh®uy,llel,=1.

no
< 2 IMITi_,»k+n(h),<p>
k=1
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° On fait tendre n vers + oo et on en déduit

no ngy
S fIM(goy= 32 A ligll<1=
k=1 k=1

no
2 Aey
k=1

On a donc démontré que 1232 A e, Il = 1 gIEFL, | AL D-
L’espace X serait alors isomorphe & /;, ce qui est contraire a notre hypothese.
Supposons maintenant que la suite (7} ; (%)), est équivalente a /;. Il existe § > 0
tel que 12 Ak ll = 1221208, | = TpllZes AT (W = mi2k=1 Ak |- On
arrive & méme contradiction et ceci achéve la démonstration.

LEMME IV.2.2. Pour tout j fixé et h fixé dans L?,||T; (h)l , tend vers 0 quand i tend
vers + 0.

La démonstration est laissée au lecteur.

Ces deux lemmes vont nous permettre de construire la suite (4;) de fonctions sur
B, isométrique 2 la suite de Haar et la suite (n;) extraite de (n}) de fagon a réaliser
les conditions du théoréme IV.1.4.

1°. Posons n, = nj, B, = B, h; = 1,.

2°. Supposons construits n, <n, < --- <n,_, et h, h,,...,h,_, de fagon que si
B, =Bet

B,,_, = support de h; pouri =2,
B,, = support de h; pouri =2

on ait: h; € X(B;) pouri = 2.
On détermine alors n, = n,_,, dans la suite (n}),,, et tel que

N )
(a) Tl ll < 81j2_k_l::'1_ Vk<l,Vj<l,
LA )
(b) IE®-1(1,T,, , b, ) < 8 zka Vk<IL,Vj<lI.

%,_, désigne ici la o-algébre engendrée par (h, h,,...,h,_;). Ces deux conditions
sont facilement réalisées un utilisant les deux lemmes précédents et le fait que
E®-1 0 1, est un opérateur de rang fini.

On détermine ensuite h, dans X(B,) de fagon a réaliser les conditions suivantes:

(PRI . .
(c) |<7;l,-njhl, hk>|<8,~j 2,1, -F;l—q visl,j<lLk<lI,
Nhll 1Al ' .
I(T;t,-njhk,hl>|<8,~jF']‘W vi<l j<l k<l
P(B,) .
(d) |<kn,-nja hl>|<8'j_2.l—# Vl<1,j<l,2<[’
©) KT bt 1) = B, (B < 8,P(B)’ Vi<l j<L2<l

Les conditions (c) et (d) imposent que A, soit dans un certain voisinage de 0 pour
o(L®, L"). L’étude faite au §I, montre que la condition (¢) peut &tre réalisée par un
élément de X( B,) choisi dans un voisinage arbitraire de 0.
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La construction étant terminée notons %9 la o-algébre engendrée par la suite
(h,);>, et X Yespace engendré par la suite (e, )i=1- 11 est clair que L?(B, B, X) est
isométrique & L?( X).

Donnons nous un élément f = 3., f, e, de L?(B, B, X) et posons

o0 o0
A= 2 2 Aij €n,s
i=11\ j=1
VEall
avec
A= E%(lﬂT;tinjf;lj)'

Nous allons majorer la norme de A dans L?( X).
Evaluation de A, pour i <j. Supposons d’abord que f
Sil<jonad; =E®(1,T,, h)+ (E®— 8-1)(1,T, ,),

Ilh ,II

ij 2l+l

I E%'-'(laTn,.n,hz)" ) d’apreés (b)

et

0 h h
E® — E®)1,.T. h)= T, h,—k_ e
( 15T, ) = 2 < mim, Ilhkllq> WA,

k=j

On utilise alors le (¢) car / < k et i <j < k, on en tire

A 1 LA,

B _ pd, L :

I(E® — E®-1)(1,T,,, kIl < 8; QI+ 2 k1 <9, o+2 "
k=j

Onadonc |41l <8 lIAll /2" sij> 1.
Si /= un calcul identique a celui de la démonstration du théoréme I1.6, cas I,
nous donne:

18, — E%(15k,., il <s,,||h,||( + P(B) ) Sil>).
Si on écrit maintenant f, = 22,bh,/ I 2, 1l, alors
b= (E® — E®~)(f,) donc|b|<2Ilf, |I.
Posons f; = (E® — E®~')(f, ) = Zz;b,h,/ I 1.

On déduit des majorations précédentes que

4, — E®(15k,, ) <8211, II[ 2 —+P(B,)]

donc
18, — E®(15k,, ) fi/I < 88,111, Il pouri <j.
Comme ||E‘5"(lBk,,l,,j) lo < “lBkn,»nj L <8/2 et fnrf“ <2l f;] Il. On obtient

26
18,0 < (88, + 25 )i, I <5504,

21+j

pourvu que § et §;; soient assez petits.
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Evaluation de A;; pour i > j. On suppose d’abord que j;,j = h, et on fait un calcul
analogue au précédent, en distinguant le cas / < i (on utilise alors le (a)) et le cas
I = i, pour lequel on majore lanormede A, — E ! PLIR L

On arrive encore a

14, — E®(1,k,, J(E® — E®=)(£, ) <881l f, .

On acheve alors de la méme fagon et on obtient
€
ha;l <E||f,,jll.

On a donc

<y 3 E‘j—jnfn =el flI.

i=1 j=1

Comme A = @, o Tf — m, o Df, ceci achéve la démonstration dans le cas ou X n’est
pas isomorphe a c,.

Cas 11. X isomorphe a c,. (e;) est alors K équivalente a la base canonique de c,
[4].0n a toujours lim;_, , k;; = O en probabilité, en peut donc trouver B de mesure
positive et une suite (n;) telle que

|k,,(,,,_(t)|<—2%; Vj>i,Vt € B.

inj

Les lemmes IV.2.1 et IV.2.2 sont encore vrais.

Posons X = 3%k, yef, X est un élement de L*(/)) de norme inférieure a
(1 + 8) on peut donc trouver une suite s(i) telle que la suite X*® converge pour
a(L>(1)), L'(c,)) vers X* = T3, ef.

On a donc || X°°||Lw(h) <1+ 4. Si on pose n}/ = n;), on aura 27 | ‘D,,;, |< +o0
et @, est la limite pour o(L%, L") de (Kyyp)is- '

Nous pouvons maintenant construire la suite (n;) extraite de (n}') et la suite (A4;).

1°.Onposen, = n{, By = Beth; = 1.

2°. On suppose construit ,,...,n,_, By,...,B_y, hy,...,h,_, tels que

B,=BetB,_, = S(h{), B,;= S(hj)sii=>2.

h; soit dans X(B;).

B, est donc déterminé. On choisit d’abord n,>n;_, de fagon a réaliser les
conditions (a) et (b) du cas I et aussi

(f) "E%'_'(ll?knm,- - 1B(I)"j) Lo <§,, Vi<l
Ceci est possible car E®-1. 1, est un opérateur de rang fini. Il transforme donc une
suite convergente pour 6(L®, L') en une suite convergente en norme.

On détermine ensuite h, dans X(B,) de fagon a réaliser les conditions (c), (d), ()
du cas I et aussi '

P(B
(8) | {(®,,, hi)|< 81,.’7(,15)‘ pouri</[,2<I
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Les calculs faits au cas I nous permettent d’écrire, en gardant la méme définition
pourAetA;;
e s . .
"Aij“ < it "f”/" s1i<j

et

|a, = E%(15k,,, )1

J

<88l f, | pour i >jou f = (E® — E®~1)(f, ).
On ne connait pas ’ordre de grandeur de k,,'_,,j pour i > j. La construction va nous
permettre de majorer E 3(1 Bk,,i,,j) pour i > j.

LeMME IV.2.3. Pour tout i > j, on a | E®(15k, , I, <76,

DEMONSTRATION. On peut se limiter au cas ou p = 1 car pour p > 1, ¢, possede la
propriété % . On fixe j et on écrit
E®(1;k,, ) — E®(1,8, ) = E®1(15k,, — 1,8, ) + (E® — E®-1)(1,k,, )
— (E® — E®-1)(1,9, ).
On majore facilement les trois termes grace a (f), (d) et (g) et on obtient:
llE%(lBk,,,_,,j - IB<I>,,I_)IIL,0 <2§,; pouri>j.
On en déduit que pour toutr >i>jona
IE®(15k,, — 15k, , ), <28, + 28, <48,
(on suppose les nombres §;; décroissants en i et en j).
Supposons que pour un certain indice i > j on ait
NE®(15k,, )l > 78,

alors

Ly
IE®-1(1,k,, )., > 78, — ~ > 68,;.
I existe donc un atome B, et B,_, tel que
| E®-1(1,k,, )|> 68, sur B,

Par conséquent

8,
|E®(1,k,, ) |> 66, — ~ >58, surB,.

Les inégalitiés ci-dessus montrent que pour r > i on aurait
|E®(1,k,, ) |> 58, — 48, =8, surB,.

Posons C = B, et considérons la tribu Csur C engendrée par by = 15, h; = h;, hy =
hyy_1, hy=hyyo o by = hyy 0U

(2" ' —m)=Q2")—-m, n=1,0<m<2".
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L?(C, @) est isométrique & L?. De plus pour tout r =/ ou bien r est de la forme
(k) donc h, = h}, ou bien le support de A, est disjoint de C. Cette remarque nous
permet de dire que si k = 2 et ¢ est élément de L?(C, C)on a

(E®— E%)(9) = (E® — E%uw)(9).

D’autre part en appliquant les majorations du cas I & f,,j = @ on trouve que pour
toutr >jona

A, (9) — E®(15k,, )(E® — E®-)(9)| < 85,l0l.
Or

<

E Ar,j((p)en,

r>j

2 Ar,j((p)en,

r=1

<ITo U@l ey < llpll.

L\(co) LY(co)

On en déduit si 2,.,,; < 3}

(*) 3 E%(15k,, )(E® — E®*1)(9)e,

r>j

<2ell.
L'(co)

Choisissons un entier k tel que k, = 2 et p(k,) = i. On sait, par exemple par [2],
que l'espace

H = {q) € L\(C,C)/sup | E%p|€E L'}
k

est strictement contenu dans L'. On peut donc trouver ¢ dans L'(C, ©), de norme 1,
tel que

sup |Ee"q>|” >?,;,—K + 1.
k=k, 1 ij

On a donc

>—=.

sup | (E€ = E®)(@) || > 5

k=kg

‘ 3K
ij

Comme la suite (e;) est K équivalente a la base canonique de ¢,

-3

8,

ey Y

C_ €
3 (B E)(0)er,
0

On multiplie chaque terme par E®(1 Bknmm.n.) qui est supérieur a §;; et on utilise
Pégalite (E€ — EC)(@) = (E® — E®w)(¢). 'On obtient alors

2 E%(15k,, , )(E® — E®')(9)e,,

r>i

>3,
LY(co)

On obtient une contradiction avec (*) et par conséquent on a démontré le lemme.
C.Q.F.D.
Ce lemme nous permet de conclure, on avait
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ou ' = (E® — E®-1)f, . On en déduit
1A, 11 < 88,11 £, Il + 78,,(21l £, 1),
18,1 < 228,11 1, <5171

La majoration de || A|| se fait comme au cas I.

IV.3 Démonstration du Théoréme 1V.1.5. Nous sommes donc ramener au cas d’un
opérateur diagonal de L?(X). Nous allons, pour démontrer le théoréme, utiliser de
maniére essentielle la négation de la propriété 9,.

Enongons d’abord un lemme.

LemME IV.3.1. Soit T = (T}),5, un opérateur diagonal de L¥?(X). On peut trouver
une suite (n;) et un opérateur T, de L” tel que pour tout h dans L?, la suite T, h
converge vers T, h pour o(L?, LY).

DEMONSTRATION. 11 suffit donc de trouver une suite (n;) telle que (7,, k), soit de
Cauchy pour tout / élément d’une suite dense en norme dans L”. Par un procédé
diagonal, on voit qu’il suffit de le faire pour une seule fonction A.

Le résultat est donc trivial si p > 1.

Si p = 1, supposons qu’il existe une sous-suite de 7,k qui ne posséde aucune
sous-suite de Cauchy faible, on peut donc en extraire, d’aprés le théoréme de
Rosenthal, [6], une sous-suite T} ,,h qui est équivalente a /,. D’apres le “subsequence
splitting lemma” de Rosenthal, [7], sur les suites de L', dont I'idée se trouve déja
dans Kadec et Pelczynski [3], on peut en extraire une nouvelle sous-suite, encore
notée T} ,)h telle que I'on ait

Tl(n)h =U, td,

avecd, = (T, h)1g , E, étant une suite disjointe et
d, I, =f Ty yh| converge vers une limite n > 0.
E,

On peut donc supposer que pour tout n, |ld,|l, > /2.
Pour toute famille (A,,...,A N) de scalaires on a

N
1
2 Ney = > TRIITH E MnTicnhein

= TrrnT IITII 2 /E

Pour chaque j on minore la fonctlon a intégrer par le coefficient de ¢, ;) donc

.2“ |IhI||IT|I 2""]' AE

Mais U] + d. = d‘surE.cton obtient

1
Z TR 2 M)l > 5 AT > 2 A1

2 A Tl(n)hel(n)
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On obtient de nouveau une contradiction puisque X n’est pas isomorphe a /,.
C.QF.D.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme IV.1.5. On se donne € > 0 et on
choisit alors des nombres § > 0 et une suite décroissante §, > 0 et ces nombres
devront &tre bien choisis en fonction de «.

Nous allons alors construire la matrice associée a T et aux nombres §;: Si on pose
T, =1—T,= Q,;° (I — T) o U, on peut construire une suite de mesures associées a
la suite (T}, T}, T,, T;,etc. .. .) et a la suite de réels (8,, 8,, §,, §,,...). La construction
faite au §I nous donne des mesures 6, = k, P et 8/ = k|P telles que:

) |k |<IT |l et | k]Il < IT7].

@ |k + Kk —1|<2§, <.

(3) Pour toute partie mesurable 4, on construit une suite décroissante X,(A) de
parties de X( A4) telles que

|(T,h, hy— 6,(4)|<8,P(4)’, Vi<n,Vh€E X,(A),
|(Trh, hy— 6/(A)|< 8,P(4)’, Vi<n,Vh€E X,(A).

De plus 0 est adhérent & X,(A4) (pour la topologie o( L®L')).
Posons alors

Q= {t/k(1) =(1—-8)/2},
@ = (1/k)(1) = (1-8)/2}.

On a Q, U Q = [01] ps & cause de (2). En remplagant au besoin T par (/ — T') on
doit donc envisager deux cas:
L 1 existe une partie infinie I de N tel que M, ,SZ = B soit de mesure positive.

I1. Pour toute partie infinie /de Nona M,.,Q, = N, = & ps.

Cas 1. Soit B = M, ,£; un ensemble de mesure posmve

Si on désigne par X; l'espace engendré par {e;/j € I} et par T; l'opérateur
diagonal de L?( X;) définit par la suite (T;),c,, on applique alors le lemme IV.3.1 &
cet opérateur et on peut construire dans I une suite (n}) et un opérateur 7, de L?
tel que (7, h) converge faiblement vers T, h pour tout h dans L?.

Fixons / entier et construisons une mesure 0 associée a l'opérateur T, par la
méthode suivante:

On pose

g

n

(4) = limsup (T, h, h),
hEX,(A)
h-0

0 (4) = inf{3", (A ); (A4,, A,,...,A,) partition mesurable de A}. On démontre
cxactcmcnt comme au §I, que ceci deflmt une mesure et on sait de plus que 6, (4)
est une valeur d’adhérence de {(T, 4, h); h € X, (4), h - 0}. Pout tout voisinage V/
de 0 pour o( L®L!) et pour tout ¢, > 0, on pourra trouver 4 dans V' N X(A) tel que

16,,(4) = (T,h, Y| < 8,P(4), Vi<l

— (T .h, )| < e P(4).
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Enfin on sait, toujours d’aprés le §I, que 0:,; est absolument continue par rapport 4 la
mesure de Lebesgue:

0, =k,P, avec|k,|<IT<ITI.
On peut supposer, en extrayant une sous-suite de (n}) que

lim k, =k, et limk,=Kk, pours(L>,L").

i-»+o0 i—o00
Nous pouvons maintenant construire (n,),., et la s-algébre % sur B.
1°. Posons n; = njet B, = B, h; = 1.
2°. Supposons construits n,...,n,_,, By, B,,...,B,_, eth,,...,h,_, tels que
B,=B, B, _,=S(hf) sii=2,
By, = S(h7),
h, soit dans X( B;) pour i = 2.

On note ‘J?)j la o-algebre engendrée par {h,, h,,...,h}.
On définit alors un entier n, > n,_,, extrait de la suite (n}) et tel que

(a) |E®=[14(T,, ~ T)(R]|, < 8,';’—12, Vk <1,
(b) "E%’_'[IB(km - k°°)]||ao <85,
(c) "E%"'[ly(len, - Iéw)]”w <851k,

Ceci est possible car E®-10 1, est un opérateur de rang fini que transforme les
suites faiblement convergentes en suites convergentes pour la norme.
On choisira ensuite 4, dans X(B,) de fagon a réaliser les conditions suivantes

(EARIEAL .
" |<T,,ih,,h,c>|<a,.2l+’l 2k+l", Vi<l k<l,
d
s el IRl _
|<T;l,-hk’ h1>|< i—z—k_ﬁ 2]+| ’ Vl\l’k<1’
kIl P(B,)
() |<Tooh1’ hk>|<827_:1— 2k+kl > k<l,
€
Ik Nl P(B,)
|<Toohk’hl>|<82kf.1 2,+: ’ k<l’
P(B
|<kn,-’h1>|<8i 2([.'_;)’ Vl<19l>2,
. P(B
| (Kn> BI<8; 11l 2(,+§), Vi<l =2,
(f)
P(B,)
|<kw,h,>|<62,—+;, 1>2,
. P(B
ko i<l PED) oy

21+2 ’
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I<T,,h;, h)—6,(B,)|<8P(B), Vi<l =2,
|{Toohy, Y= 6, (B,)|< 8,P(B,) Ilh,ll.

Les conditions (d), (¢), (f) imposent & 4, d’étre dans un certain voisinage ¥ de 0 et les
remarques que précédent cette construction montrent que (g) peut étre réalisée par
un élément h, de ¥V N X(B,). B sera alors la o-algebre engendrée par la suite (4;);.,
et X Pespace engendré par la suite (e, ), Il est clair que LP(B,®, X) est
isometrique & L?( X)) donc (a) est vrai.

Avant de construire 7, donnons nous un élément f de L{(B, B, X ) soit

f=2he
=2

Posons A, = E®(1,T, f,)etA =3,,,Ae, = E®(1,Tf).

Nous allons montrer que A est trés proche du produit E®(1 gk)f. Ceci va résulter
de la proposition suivante:

()

"

PROPOSITION 1V.3.2. Si (§;) et § sont assez petits on a

(1) HA PRAFNALS <3l fl,
@ S B¥(LyTty )en, — E* 1ok )f|| < 5171

i>2
et E%(lBkoo) = :tl
Montrons comment cette proposition permet de construire a; de fagon a réaliser

les conditions (b) et (c) du théoréme IV.1.4.
On définit des opérateurs =, et m; de L”( X) par

B B
"z(z',ff ,) E%(an )EZE (1afen)-

Onallmll <4car E®(13k, )=}
7r3( 3 j;ej) =Y (E® - E%')(f,,i)en‘_.
j=1 i=2
On voit facilement que , est une projection de L?( X) sur L{(B, B, X) et || m |l <2
Posons 7, = m; o m,,on a ||m || < 8 et si fest dans L{(B, B, X)on a

moTf—f=m(moTf - f),
lry o Tf — fll <2llm o Tf — £l
11 est facile de voir que |lm, o Tf — f Il < 4llA — E®(1,k_)f |l. La proposition IV.3.2
montre que

lmy o Tf — £1I <4§||fn =§nf||,
o Tf — fll <ell £1.

Ceci achéve donc la démonstration du théoreme IV.1.5 dans le cas 1.
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Démonstration de la proposition 1V.3.2. 11 suffit de prendre 8§ <1 pour avoir
k1, >4 donc E®(1,k_) > 1. Pour démontrer (1) et (2) nous allons évaluer A,.
Supposons d’abord que f, = h;, avec /= 2 (car [f, = 0).

Si /= i on écrit alors

A, — E®(15k, )h, =4/ + 4 + c/h,
avec

h, h
Y= 2 <T h,, >_k’
P AN T, | Thyd
/= -(E® - E®- ')(lsk )hl’
<Tn,.hn l>_0n,-(Bl)
P(B))

On majore successivement chacun des trois termes en utilisant (d), (f) et (g). On
obtient donc

¢ =

1A, — E®(k, 15)h/|l <8Ik |I( + P(B)) )
Si/ <ion écrit
A, — E®(1,T, b)) = E*[15(T,, — T,,)h))
- E%i_l[lB(T'li - Too)hl] + (E® — E®-1)(1,T, h)) — (E® — E®-)(1,T,,).

On majore successivement chacun des trois termes en utilisant (a),(d) et (e¢). On
obtient donc

Al
21+1

A, — E®(1,T, h)||<(8 +— ) pour / <i.
Ecrivons maintenant f, = 3%2,b,h,/Ih,ll, b, = (E® — E®-1)(f,) donc |b,|<
2l £,,Il et posons f; = E"B'—'(f,, Y fy =f, —f,i=2.

Les majorations précédentes montrent que

|a; - E2(15T..1;) — E*(15k,, )11,

2IIf|I(8+ )zﬁuufn 2( +P(B,)).

=2
Comme 3., P(B,)* < 2, on trouve

"

) |8, — E2(1,T, 1) —

A< (58 + L i

Nous allons maintenant montrer plusieurs lemmes qui seront utiles pour la
démonstration de la proposition IV.3.2. Il s’agit en fait de “remplacer” dans
Pinégalité (3), k,, par 1? puis ensuite E®(1,k,, )f" par E®(1,T, ).
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LeMME IV.3.3. Pour tout i = 2 on a

S
I(E® — E®-1)(1,k, )|, < g
—~ 8,11
”(E%_E%i_l)(lBkn,-) < 2,~_| ’

le*{1,(, ~ )], < (84 5% ).

JE*{1s(Es, — kI, < m (5, + 2 ).

La démonstration est laissée au lecteur, elle utilise les inégalités (b), (c) et (f).

LEMME IV.3.4. Si on pose f;' = (E® — E®-1)({, ), on a pour tout i > 2

[E20aT 1) — 318 ) ] < (28, + =55 ).

DEMONSTRATION. Pour tout/ =2 on a
E*(15Th;) — E%( Bk )hl Y =cohy
avec
hk hk
P
! Py’ ! A, [ Al
Comme k # [/ on peut utiliser (e) et on trouve

hadl ~
il < a-i%, v =—-(E® = E®)(1,5k, )h,.

On utilise alors le lemme IV.3.3, car / = 2, et on obtient

LAl
19"l <87 -

Enfin
__ (Tohi h)=B,(B))
’ P(B))

La condition (g) donne | ¢;|< §,P(B,)* || h,|l. On obtient donc

+ 3,
IE®(1,T k) — E®(1,k, ), <||h,||( +8,P(B,)).

Ecrivons maintenant f, = Zi2,b,h,/Ilh,|l et|b,|< 2l £, II.
On déduit de la majoratlon précedente

EX(1,L.1) - 2 EY(1 ghn) T ”h Th| <204 2( 0 5.p(8) )
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Comme I, P(B,)* <2, si on choisit §, < § et décroissante on obtient

~, b
@ ES(1,T, ) — 2 E®(15k, )y Sllf,,_ll(48i+ Ll )
- AT s 1
En utilisant le lemme IV.3.3 et en imposant 23,8, < §,_,,
—~ —~ bh
(5) B2k f — 3 EX(1,k,) T, <|m‘||(a,._.+,8—_)
e RN i 2i~1
et
~ )
(6) |E®(1ak,) 1 — E®(1:K, )1y <2|If,,ill(6,.+F).

Les formules (4), (5) et (6) donnent donc
|E2(1sk) s = ES(1,T, 1)
Si (§;) est suffisamment décroissante on a donc
()
|E® (k) — ERGT, 1) < 11 £, (26,._l + 2—_—3) Vi=2. C.Q.F.D.
COROLLAIRE 1V.3.5. Pour tout ¢ dans L{(B, B) on a
|E®(15T9) — E®(15k,) 9|, <280l

DEMONSTRATION. Dans la démonstration précédente, on obtient, en faisant i = 2
etf,’ = f, = ¢, d’apres les formules (4) et (5)

IE2 (155, )9 — E2(13T,9)|.0 < llli(8, + 48, + 8).
Si §, + 48, < §, on aura donc la majoration cherchée. C.Q.F.D.

LEMME 1V.3.6. L’ opérateur S de L?(B, B, X) défini par

|<I|f:,ill(8,._,+68i+5??).

)

S( > f,,ie,,‘,) = 2 E*(1,T,1,, e,

i>2 i>2
est un opérateur continu et ||S|| < ||IT|l.

DEMONSTRATION. On sait que || T;|| < [T || donc I T Il < IT|l.
11 suffit de montrer que pour toute suite finie f, , f,.,. .../, d’éléments de L?(B, B)
ona

<|ITI .

J
2 fuen,
i=2

J
2 E*(1,T 1y, )en,
i=2

On peut en outre supposer que les f, sont dans I'espace engendreé par (h;),<y- Le
calcul que nous avons fait pour majorer la norme de

E®(1,T, f, — 1,T, f,)
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montre que sii = N et si ¢ vérifie E®v¢ = g, alors
|E2(1,T 0 — 15T, )| < (s + = )I|q>||

On en déduit, pour tout k = N l'inégalité
J

)
<3 (8ut 522 )ust

i=2
Si on choisit la suite §; de fagon que 3,8, < §,, alors
8 J
72

J
S BT L e - S BT, e < (50 2 )| Sl
i=2

Ceci montre que S(Z/-, f, e, ) est limite en norme, quand k » +oc0, de la suite
S/, E®(1,T, | f,)e,.Or

5 ER(1,T,,, fr,)en) =
i=2

J J
2 E%(lBToofn,«)eni_ 2 E%( B n+kf )

J
EE&( B n+,‘f ) n+,‘

i=2
J J
< "T” 2 f;’ieni+k = ”T” 2 j:l.'en
i=2 i=2
La limite vérifie encore cette inégalité et on a donc
J J
S| 2 e ||<ITI| 2 fe.]- CQF.D.
i=2 i=2

COROLLAIRE IV.3.7. Soit f=2Z2,.,f, e, un élément de L{(B, B, X) et =
(E® — E%i—')(f,,i). On a alors

"

Y E®(15k, — 15k, T fIl.
=2

DEMONSTRATION. L’inégalité (3) nous donne si 2,.,(58, + § /2" 1) < 1
|8 - S B2 T )en, — S B2k, )
i>2 i>2 o

D’autre part A = E®(1,Tf), donc [|All < IT I .

D’apres le lemme IV.3.6 on a ||2i>2E%(lBij;,i)enill <|ITIIfI.

En additionnant ces trois inégalités on obtient

| S B2t f)e, — 3 B35k, )1

i=2 =2
En utilisant le lemme IV.3.4 et en supposant 3,..,28,_, + 8/2° 7% < 1, on obtient
2 EM1,T, e, — 2 E(1K, ) e, | < I £

i=2 =2

=7

<@ +20Tni s

On en conclut par addition

E E%(lskn, - IBE:,.) €

i=2

2| <2+ 20TIHIfII. C.QF.D.
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Nous allons utiliser ce corollaire et/l\’hypothéses que X ne posseéde pas la propriété
G.Pp pour montrer que E®[1 s(kn, — k, )] est tres petit. Cest le résultat du lemme
suivant

LemME IV.3.8. Pout tout i =2 on a | E®[14(k, — k, )l , < 108, + 827",

DEMONSTRATION. Pour tout i on choisit un entier N, tel que

5= (N - 88— =5 >3

e

Donc
6
2i=1 :
Raisonnons par I’absurde et supposons que pour un certain i fixé on ait

|E*[16(k,, — K2)]]., > N8

NJ$, <108, +

En utilisant plusieurs fois le lemme IV.3.3 on trouve un atome B, de B,_, tel que
pour tout j = i on ait:

8

|E3[1,(k,, — &,)]|= (¥, — 8)8, - == > 8, surB,.

Considérons la o-algebre C sur B, = C engendrée par
hy=1p, hy=h;, hy=hy_, hy=hy,....h} = hoy,
ou 2" —m) =2"1—mVn=1et 0 <m < 2" Si alors est de la forme p(k), k
= 2, ou le support de h; ne rencontre pas C, donc si ¢ est dans L?(C, C) etk =2 on
a(EC— E%)(p) = (E® — E%o)(p)
Soit k,, le premier entier tel que k, = 2 et p(k,) = i. Comme X ne vérifie pas ‘EP et

que LP(C,C) est isométrique 4 L?, on peut trouver une suite ( 8>k, dans
L?(C, @) telle que

Hzgkek =1
k

et

3+2|IT|I

E (Ee_Eek)(gk S

k=ko
Posons alorsf =g sij=@k) + 1, k=k,,

1

j:,j =0 sijn’est pas de cette forme.
Ona(E® — E®-1)(f,) = 0sij # o(k) + 1, k > kq,
(E® — E®-)(£,) = (ES— E®)(g:) sij=o(k) + 1, k> k.

Comme d’autre part sik = kyetj =¢@(k) + lona
|E3[1,(k, — &,)]|>8 surc,
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on en déduit

3 E¥15(k,, — K, )| fren |2 8] S (EC— E%)(g0)e

k=ko

=3+42(TI.

Jj=2

Mais d’apres le corollaire IV.3.7 on doit avoir

S E¥N1,(k, — K, )] e

j>2

<(2+217T1).

On obtient donc une contradiction et ceci achéve la démonstration du lemme IV.3.8.

Nous pouvons maintenant démontrer les inégalités (1) et (2) de la proposition
IV.3. En utilisant I'inégalité (3), le lemme IV.3.4 et le lemme IV.3.8 on obtient
facilement

|a; — E®(1,T,£,) 58+ — + 28, + == + 208, + —

l+l 2 21 2

( 0 0 0

Si § et §, sont suffisamment petits, on obtient donc la formule (1)

2 Aien,» - E E%(IBToof;l,-)en <

i=2 i=2

€
—6||f||.

Pour démontrer la formule (2) nous utiliserons le corollaire 1V.3.5. Remarquons
d’abord que E®(1,k, )= E®(1,k,) & cause dés lemmes IV.3.3 et IV.3.8. La
formule (2) devient donc, avec les notations précédentcS'

lsr = E*(15k)f] < 311 71
Nous allons montrer en fait que
If = E®(15k2)f e <751 /1.

On choisit pour cela une suite dense (g, ) pour o( X*, X) dans la boule unité de X*.
On pose alors

n
Yekn = 2 gi(e;)er.
i=1

I est facile de voir que || y, , Il < 1 et que pour tout x dans X
X1l = sup (yi,n» X)-
k,n

Posons maintenant ¢, , = (Vi n» Zi>2/,,€n,)- P, €5t un élément de L{(B, B) et on
a

lpe,all, < A= NI

On applique le corollaire IV.3.5 4 ¢, , et on obtient
IE2 15Tt n] = E*(1pkee) P ulloc < 2811 s 1, < 2611 11
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Pour tout ¢ fixé on a

I1Sf(t) — E®(15k (1) (1)l = sup [ Vens SF(2) — EB(15k ) )(1) f(1)))]

= sup E®[15T(94,)] (1) = E®(15k ) ()i (1))
L’enveloppe supérieure d’une famille dénombrable de fonctions bornées presque
partout par 281| f || est aussi bornée presque partout par 28| f || donc
1Sf(¢) — E%(IBI;;)(t)f(t)IIX <28l fIl ps.
On en déduit
lSf — E&(IBE:o)f”L“’(X) <28l 11.
A fortiori, si 286 < ¢&/16

1Sf — E® 15k )f Wl oy <15 I /1

Ceci acheve la démonstration de la proposition 1V.3.2 et par conséquent celle du
théoréme IV.1.5 dans le cas I.

Cas 11. On suppose maintenant que pour toute partie infinie / de N on a
N, = N, = B ps.

iel
Comme Q)¢ C Q,, on peut facilement déterminer une suite d’entiers p, < g, < p,
<g,<---, telle que B= N, Uz ©, soit de mesure positive. On peut méme

Supposer, qu besoin en dlmmuant les Q,, que pour tout n, {{;, p, <i <gq,} est une
partition de B.

Nous allons définir un nouvel opérateur diagonal auquel nous pourrons appliquer
les résultats précédents: Posons

Qn(‘P) = % ln,Ti(q’lﬂ,)-

i=py
LeMME IV.3.9. L’opérateur Q de L?( X) défini par

0(Zhe) =S 0.0)e,

est continu et ||Q1l < |ITIl.

DEMONSTRATION. Pour tout ¢ fixé, il existe un seul indice p, < i, < g, tel que ¢
soit dans £; . On a donc

lo(she )0

=12 T;‘,((Aklﬂik)(t)ek

k

= % k()\klﬂ )(t)e,k

X

N

.§ (Aklﬂ )(2)e;

=Pk

X
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En prenant les normes dans L” on obtient
le(EN,e.)

On montre facilement que || f(2)ll y = I, A (¢)e,ll x pour tout ¢ donc || fIl =
IZ, A e, ll. On en déduit

lo(ZA,e.)

Le lemme IV.3.1 montre qu’on peut trouver un opérateur Q_ de L? et une suite
r’(n) d’entiers telles que, pour tout 4 dans L?:

lim Q ., h = Q,h poure(L?, L7).
n— oo

qk
<ITfIl ouf= 3 Adge;.

i=py

C.QFD.

<ITI H She,
n

Considérons les mesures

q’l
by = 2 01'1(2,-’
i=py
qn

po= 9P avecy, = 3 klg.
i=p,

On a donc par construction ¢, = (1 — §)/2 sur B.
Définissons, pour tout 4 mesurable, une suite Y,(A) décroissante de parties de A:

4n
Y, (4) = {h EY,_(4);h= '2 h;ouh; € X,(4 N Qj)}.
J=Pn
Si h est dans Y,(A) nous avons
q’l
(Quh, h)y= 2 <T}hj’ hj>~
J=Pn
Or |(Thj;, h;)— 6(4 N Q) |<§P(4 N Qj)3 car h; € Xy(4 N Q) donc
[{Quh, h)— p,(A)|<Z,§;P(AN Qj)3. Onag§ <§, <4, donc
<@,k hy— p,(4)|<8,P(4).
Comme Y,(A4) C Y, (A) si k < n on aura aussi
KQuh, hy— pi(A)| <8, P(4)  Vk<n.

La construction des mesures associées aux opérateurs faite au §I, montre que pour
construire une mesure fi,, associée a Q  en posant
,(4) = limsup (Q,oh, h)

hEY,(4)
h—0

et

N
pn(4) = inf{ > i,(4,); (4,,...,4y) partition deA}
i=1
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il suffit de montrer les deux propriétés suivantes:

(a) 0 est adhérent & Y,(A).

(b) Si 4, et 4, sont disjoints et &, fixé dans Y,(4,) alors il existe un voisinage de 0
pour o(L>, L') tel que si h, est dans Y,(A4,) N W alors h, + h, est dans Y, (A4).
Pour montrer (a) on se donne un voisinage ¥ de 0 et on pose

® = {a= (i, iy, ,0,) [Pk < ik < qi}-

On pose alors, pour « dans @, 2 = N;_,Q; si a(i),...,i,).On met une relation
d’ordre sur @ et on construit par récurrence, en utilisant les propriétés (a) et (b) pour
X(E), pour tout E mesurable et pour tout j, des fonctions h(® telles que:

h* € X,(ANAD)et3,coh* E V.

Si ®={ac®/Q*CQ;} alors on imposera que Z4c0h® = h; soit dans
X,(A N Q)), cecipour toutp, <j < g, etk <n.

La fonction h = X, 4h* est donc dans V' N Y,(A).

La propriété (b) se démontre de fagon analogue.

En considérant l'opérateur Q,, limite des Q,/,), on va construire les mesures
Bipny = PpmyP associées a Q, et définies, comme il a été rappelé, a partir de
Yr’(n)(A)'

Comme @,/(,, = (1 — 8)/2 sur B, on est dans la situation du Cas I et on va donc
pouvoir construire une sous-suite (#(n)) de (r'(n)) et une o-algébre B sur B telle que
si X est Iespace engendré par (e(ny)n=2 alors LP(B, B, X) soit isométrique a
L?(X). On peut également trouver une fonction ¢ =3 telle que si A=
2,52 (m€r(m €t dans LE(B, B, X) alors

(8) |E2(1,0(0)) — E®(159.,)A| <5 I

Nous pouvons maintenant définir F et

4r(n)
F= { 2 2 Ar(n)lﬂ,-ei; EZAr(n)er(n) € L({(B’ %’ X)}
n=

n=2 1= Prny

On voit facilement que F est isométrique a L{(B, B, X) donc isomorphe a L?( X).
Il reste & définir o,: posons

'”2(§f;'ei) = 2 ( qg) E&(-ﬂlﬂ,))er(n)'

n=2 \ i=py,
Ona
a 9r(n)
ﬂ.Z(f) =E 2 2 filﬂ,»er(n)
n=2 i=p,,
donc
Gr(n)
“772f” < E 2 filﬂier(n) .
n=2 i=p,,
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Pour ¢ fixé il existe un seul indice p, < i, < g, tel que t € Q;

3 s aenf =] 5 pf0ene] =] 2 pt0e] <1000

donc en prenant les normes dan L? on en déduit

Hmy fIE<I£I.
Posons
'”3( %}‘kek) = E—%&m ( Ekr(n)er(n))
|7y |l <4 car ¢, = sur B.
Enfin
()
"4(27\kek) =2 2 lsz,.(E% - E%l)(}\r(n)lB)ei‘
k n=2 i=p,,

On montre facilement que ||7,|| <2 et en outre si f est dans F alors il existe A
dans L{(B, B, X) tel que f = my(A), IAll = || £ |I. Posons alors 7, = m, © 7, o m,. On
allmll <8.

Donnons nous f dans F, f = m(A) avec [|All = || f I

mIf — f=my(m o mTf — A),
”7T|Tf_f” < 2“‘”3 ° Wsz— Al

Mais on voit facilement que 7,Tf = E®(Q\), et la formule (8) montre que

llmy o mTf = Ml <g X 41N =21 71

On obtient donc || 7, Tf — f |l <ell fIl.

Ceci achéve la démonstration du théoréme I1V.1.5 dans le cas II.

Le théoréme IV.1.1 nous permet, en utilisant la méthode de décomposition de
Pelczynski, d’énoncer le théoréme suivant

THEOREME 1V.3.10. Soit 1 < p < o0 et X un espace de Banach a base symétrique, ne
vérifiant pas ?Pp, alors LP( X) est primaire.

En rassemblant les résultats des §§I1,III et IV on peut donc affirmer que pour
tout espace de Banach & base symétrique et tout 1 < p < 00, L?(X) est primaire.
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