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Resume. Soit X un espace de Banach à base symétrique. Nous étudions les

opérateurs de LP(X) dans lui-même, en leur associant une "matrice" d'opérateurs

de Lr. Cette technique nous permet de démontrer que pour tout p réel dans

[1, + oo[,l'espace LP(X) est primaire.

Introduction. Dans cet article nous allons étudier la primante de LP(X) où X est

un espace de Banach muni d'une base symétrique.

Le résultat essentiel sera de montrer que l'espace LP{X) est primaire et la

démonstration se divise en deux cas bien distincts suivant que X possède ou ne

possède pas une certaine propriété 9P (que nous définirons ultérieurement). La

démonstration dans le second cas utilise effectivement la négation de 9p et ne permet

pas d'éviter l'étude du premier cas.

Dans la suite p désigne un nombre réel, 1 </? < oo et Lp désigne l'espace

L'flOl], P) où P est la mesure de Lebesgue sur [01]. A' désigne un espace de Banach

muni d'une base symétrique (e,)(>1 et de la norme symétrique associée, [4].

Si A est un ensemble mesurable de [01] nous posons X(A) = {h = lA — 1A ;

[Ax, A2] est une partition mesurable de A avecPi^,) = P(A2) = \P{A)}.

Dans la première partie nous allons introduire une technique qui permet d'asso-

cier à chaque opérateur Tde LP(X) dans lui-même une matrice (fc,7)lS,i,y»i dont les

éléments sont dans L°°.

Dans la seconde partie nous introduisons la propriété ty et nous démontrons que,

si X possède 9p et n'est pas isomorphe à c0 ou /,, alors LP(X) est primaire. La

troisième partie est consacrée à l'étude de Lp(c0) et Lp(/,).

Dans la quatrième partie nous montrons finalement que LP(X) est primaire

lorsque X ne possède pas la propriété 9 .

I. Construction d'une famille de mesures associées à un opérateur T de LP(X).

Nous allons voir comment associer une famille de mesures à une suite d'opérateurs

(S„) de Lp et une suite (ô„) de nombres positifs.

Dans toute la suite l'ensemble X(A) défini précédemment sera toujours muni de la

topologie oCL00/,1).

Proposition 1.1. Soit (ôn)une suite de nombres positifs et(Sn)une suite d ' opérateurs

de Lp, il existe une suite de mesures 6n, absolument continues par rapport à la mesure

de Lebesgue P, et pour chaque ensemble mesurable A il existe une suite décroissant
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Xn{A) de parties de X(A) telle que:

h G Xn{A) =*\ (S,h, A>- et{A) |< 8,P(Af       Vi < n.

Démonstration. Nous allons esquisser la construction de 6X, qui suit exactement

la même méthode qu'Enflo [5].

On pose

6X(A) = limsup (Sxh,h),
heX(A)

P étant sans atomes, 0 est adhérent k X(A)6X, a donc un sens et on a

|0,U)|< \\sx\\p(a).

On démontre ensuite que si les (At)l<in sont disjoints on a

8¿Ax U A2 U • • • LMJ >  ¿¿.U-)-
î=i

Nous allons seulement rappeler les étapes de la démonstration qui est faite dans

[5].

Lemme 1.2. Po«/- tout h fixé dans Lx on a

limsup <S,(A + A:), A + A:> = <S,A, A)+ ö^).
A:-«0

Ceci se voit aisément en remarquant que

lim (Sxh,k) + (Sxk, A)=0.
A:^0

Corollaire 1.3. S/ v4,, y42,... ,An sont mesurables alors 2"=X6X(A¡) est une valeur

d'adhérence de {(S.íS^A,).^ A>; h¡ G X(A,) et A,- - 0}.

En effet, d'après le lemme précédent,

2 Öx{At) - limsup
,= 1 a„-o

/

limsup      I ... limsup {SA  2 hi   , 2 h¡
A»-,-0 | A.^0       \     \,= 1       /     ,= ]

i    !h„eX(An)   U„_,eï(^_,)   v       hxeX(At)

Cette formule démontre bien le corollaire.

Lemme 1.4. SiAx et A2 sont mesurables et disjoints, BX(AX U A2) 3= ÔX{AX) + 6X(A2).

En effet pour A,  dans A^/l,) et A2 dans X(y42), alors (A, + A2) est dans

X(AX U^2)donc

(Sx(hx+h2),hx+h2)<Ôx(AxUA2).

Or ÔX(AX) + ÔX{A2) est une valeur d'adhérence du premier membre donc le lemme

est démontré.

Nous pourrons maintenant poser

ex{A) = mi  2 0,U).
"n      a i-
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La borne inférieure étant prise sur toutes les partitions mesurables de A. Le lemme

1.4 permet de voir que 6X est une mesure et en outre on a | 0X(A) |< \\SX\\P(A).

D'autre part nous allons établir une propriété importante qui nous permettra de

construire 02.

Lemme 1.5. Pour tout e > 0 et tout voisinage V de 0 dans L°°, il existe A dans

X{A)n Vtelque\6x(A)- (Sxh, h)\< e.

Démonstration. On commence par choisir une partition (Ax,...,An) de A telle

que\ex(A)-^=xSx(Ai)\<e/2.
En appliquant Corollaire 1.3, on trouve facilement des éléments A, dans X(A¡) tels

que A = 2"=1A, soit dans F et

(Sxh,h)- 2*iU)
i=i

e
<2-

On a donc | (Sxh, A) - 0X(A) |< 6.   C.Q.F.D.

Nous allons maintenant définir, pour tout A, l'ensemble XX(A)

XX(A) = {A G X(A); \ (Sxh, h)- 6X(A)\< 8XP(A)3}.

Le lemme précédent montre que 0 est adhérent à XX(A).

Posons62(A) = limsuph^heXl(A)(Sxh, A).

La démonstration du Corollaire 1.3 n'utilise qu'une seule propriété de X(A) c'est

le fait que 0 est adhérent à X(A). Il reste donc vrai que 2"=X62(A) est une valeur

d'adhérence de {<,Sî(2?=,Ai),2?=,Ai>; A, G X¿A¡), hi -* 0}.

Lemme 1.6. Soit (Ax, A2) une partition mesurable de A et hx dans ^,(,4,) il existe un

voisinage V de 0 dans Lx tel que si h2 est dans V D XX(A2), hx + h2est dans XX(A).

Démonstration. Comme A, est dans XX(AX) on peut trouver un e > 0 tel que

\(Sxhx,hx)-6x(Ax)\<8xP(Ax)3-e.
Soit V = {k GL°°;|<S,A:, A,>| +|<S,A:, A,)|<e}.

Si A2 est dans V D XX(A2) on a alors

| <S,(A, + A2), A, + A2>- ex(Ax) - ex(A2) \< 8xP(Axf + 8XP(A2)\

| <5,(A, + A2), A, + h2)-0x(A) |< 8XP{A)\   C.Q.F.D.

Corollaire 1.7. 02(AX U A2) 7* Ô2(AX) + 62(A2), si Ax et A2 sont disjoints.

On choisit, pour e > 0 fixé, un A, dans XX(AX) avec

\(S2hl,hl)-g2(A1)\<^.

Le lemme précédent nous donne un voisinage F de 0 dans XX(A2). On choisit alors

A2 dans V tel que | (S2h2, A2>— S2{A2) |< e/3 et on impose en outre | (S2hx, A2)|

+ |(S2A2,A,)|< e/3, ce qui est possible par définition de 02. On a alors d'une part,

A, + A2 étant dans XX(AX U A2),

(S2(hx+h2),hx+h2)<ê2(AxUA2).
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D'autre part Ô2(AX) + 62(A2) < (S2hx, A,)+ <S2A2, A2>+ 2e/3,

ë2(Ax) + ê2(A2) < (S2(hx + A2), A, + A2>+ e.

Donc

62(AX) + Ö2(A2) < 62(AX U A2) + e,

e étant arbitraire le corollaire est démontré.    C.Q.F.D.

Nous poserons alors 62(A) = inf^.g^/i,-), la borne inférieure étant prise sur

toutes les partitions mesurables de A.

62 est une mesure et | 62(A) \<\\S2 II P(A).

D'autre part on a

Lemme 1.8. Pour tout voisinage V de 0 dans Lx, et tout e > 0, /'/ existe h dans

XX(A)D V tel que \{S2h, h)- 02{A)\< e.

Démonstration. Cn choisit une partition mesurable (Ax,... ,An) de A telle que

e2(A) - 2 ô2{a,)
;=1

<
3'

En utilisant Lemme 1.6, on choisit successivement A,,...,An tels que A, soit dans

Xx(Ai),2?=,A,soit dans v n X\(A) et en outre

|<S2A„A,.>-02(^,)|<¿

et aussi S"=1 2,^, | (52A,, A ,)|< e/3. Cette dernière inégalité est toujours réalisable

car il suffit de choisir les A, suffisamment proches de 0 dans X(A¡). Soit A = 2f=1A,,

un calcul facile donne

<S2A,A)-02(.4)|<e.    C.Q.F.D.

Si nous posons X2(A) = {A G XX(A); \ (S2h, A) - 62{A) \ < 82P(A)3}.

On vient de montrer que 0 est adhérent à X2(A).

En procédant par récurrence nous pouvons définir une suite 0n de mesures, et,

pour chaque A, une suite décroissante ^„(^4) telles que

(a) A G X„(A) H (Sfh, A>- 6,(A)\<8iP(A)3Vi = 1,2,... ,n.

(ß)\e„(A)\<\\SJP(A).
(y) 0 est adhérent à chaque Xn(A).

Ceci achève la proposition 1.1.

Introduisons maintenant un espace de Banach X, ayant une base symétrique

(ei)/>i- Notons (e,*),^i la suite biorthogonale dans le dual X* et LP(X) l'espace des

fonctions vectorielles mesurables de [0,1] dans X de puissance pieme integrable

L'(*)=   /=2/„e„;/»eL'et S  fan
«=1

eif

Désignons par Uj l'isométrie de Lp dans LP(X) définie par

UXf)=fej
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et par Qi la projection de LP(X) dans Lp définie par

Si T est un opérateur de LP(X) posons Ttj = Q¡ ° T ° Uj.

Proposition 1.9. Soit T un opérateur de LP(X) dans lui-même et (5,y) une famille

de nombres positifs. On peut construire des mesures 0,y = k¡jP, et 6¡j = k'¡jP, absolu-

ment continues par rapport à la mesure de Lebesgue P et telles que

(\)Oi] = 0'IJpouri^j.

(2) | k'u + kH — 1 | < 28upour tout i, presque sûrement.

(3)|jfcil|<||/-r||«|*tt|<||7,||.
(4) Pour tout ensemble mesurable A et tout entier n on peut trouver h dans X(A) telle

que

| eu(A) - (Tuh, h)\< SUP(A)3       Vi < n,Vj < n,

| eij(A) - <(/ - T)uh, h)\< 8uP(Af       Vi < n,Vj < n.

Démonstration. Posons 7)'y = (/ — T)tj. On remarque que si i ¥=j alors Ttj =

-T¡: On écrit alors une suite d'opérateurs:

■*11 ' ■*11 ' ^21 ' M2 > -*31' ^22 ' -*22 > •*13 ' C^C.

C'est-à-dire la suite (T(,) ordonnée suivant l'ordre de Cantor, mais où chaque terme

diagonal se décompose en deux. On ordonne de la même façon la suite (5,- •) en

doublant chaque terme diagonal:

On> O,, , 021, 012) 031, O22, O22, 013,-

En appliquant la proposition 1.1 on définit des mesures 0,y et $¡¡. Posons alors

0¡j = -0,y si / ¥*j. La condition (1) est réalisée. En utihsant les propriétés (a) et (/?)

ci-dessus on en déduit facilement (3) et (4). (2) est une conséquence de (4) en effet, i

étant fixé on peut choisir A dans X(A) telle que

|0„(^)-<7;1A,A>|<5,./'(^)3<5„JP(^)

et

\e;i{A)-({i-T)li,h)\<811p{A)

donc | d'uiA) - P(A) + (Tuh, A)|< 8tiP(A), car (A, h)= P(A). On en déduit

\eu(A) + e;i(A)-p(A)\<28iip(A).

Ceci étant vrai pour tout A measurable on en déduit

\kii + k'il-l\^28ii   ps.    C.Q.F.D.

Dans la suite la matrice (k¡j) associée à un opérateur T de LP(X) et aux nombres

8¡j désignera toujours la matrice (k¡j) donnée par la proposition 1.9. Nous allons

maintenant étudier le comportement des fonctions k¡¡.
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Proposition LIO. Soit T un opérateur de norme 1 de LP(X) et (5(- ■) une famille de

nombres positifs tels que 2,-^fi,- • < 8. Désignons par (k¡¡) la matrice associée à

l'opérateur T et aux nombres (ô",,). On a alors

N

1 ktJe,

N

2 M
7=1

< 1 + 8 ps,   pour toutj et tout N,

< 1 + 8 ps,   pour tout i et tout N.

Démonstration. En utilisant la proposition 1.9 on peut choisir, pour tout

ensemble mesurable A, un élément h de X(A) tel que

(Tuh, A>- e,j(A) |< ètJP(A)3 < 8UP{A)       Vi < N, V; < N.

On a donc

Mais on a

Comme

'   N \        N

lTuhel,h)-2eij(A)ei
i/=i /    i=i

8P(A).

1 Tifa, h 2 Til(h)ei
i=\

\h\\r
L'(X)

2 TJh)e,
i=i

<llr° U-(h)\\ < IIAII
L"(X)

et aussi ||A||,||A||, = (P{A))'/p(P{A))x/« = P(A). On en déduit ||2jLA/iO«J x

« (1 + 8)P(A). Considérons la mesure vectorielle ¡u à valeur dans l'espace XN

engendré par {e,, e2,.. .,eN) et définie par

ÁA) = 2 9ij{A)et.
i=i

On vient de voir que ||/x(v4)|| < (1 + 8)P(A). Ceci montre que la dérivée de ju est

majorée presque sûrement par (1+5) donc

2*i=i•j •
< 1 + 8   ps.

Pour la seconde partie nous introduirons l'opérateur 5 de LP(XN) dans Lp défini

par

IN \ N
Ifjej \ = 2T,J(fJ).

7-1 / 7 = 1

Donc S est la restriction à LP(XN) de Ö, ° T. On a ||S|| < 1. Un calcul facile permet

de voir que S* est l'opérateur de Lq dans Lq(X%) (car A^ est de dimension finie),
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défini par

N

S*(h)= 2 T*(h)ë*    oùë* = e*lXN.
7=1

On a donc, comme ||S*|| < 1, \\2f=}7*(h)ëf\\LHm < \\h\\q.
On démontre alors exactement comme ci-dessus que

2 e,j{A)ëj
7=1

(\+8)P(A).

Mais comme il existe une projection de norme 1 de X sur XN, il est facile de voir que

2 eu(A)e*
7-1 x*

2 9tJ{A)ëJ
7=1

On termine alors la démonstration comme ci-dessus.   C.Q.F.D.

Corollaire 1.11. Si X n'est pas isomorphe à c0, pour tout j fixé, la suite {kjj)i>,x

tend vers 0 en probabilité.

Si X n'est pas isomorphe à /,, pour tout i fixé, la suite (k¡j)JS,x tend vers 0 en

probabilité.

Démonstration. Supposons au contraire que pour un certain j fixé, il existe

8 > 0 tel que

P({t; \ ktj{t) \>8})>8   pour i G /, partie infinie de N.

On a donc / | ktJ(t) \dt>82 pour i G /.

La base (e¡) étant inconditionnelle de constante 1 on déduit de la proposition

2 \k,j\e,
î=i
¿e/

1+5   ps pour tout N.

Par conséquent

2/1 MO dte,
¡=l
¡e/

SSI MOI«,
i=l

dt<\ + 8.

L'inconditionnalité nous permet à nouveau de minorer le premier terme

N

2 e,
¡=i
¿e/

2/l^,7k,= i
¿6/

<1 + 5.

La base étant symétrique et / une partie infinie, on en déduit

N

2*,i=i
S-L±Í       VN.

En utilisant à nouveau l'inconditionnalité on en déduit facilement que la base serait

équivalente à la base canonique de c0, ce qui est impossible dans la première
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hypothèse. On a donc montré la première partie. Pour la seconde partie on montre

de même qui si pour un certain i fixé, la suite (kjJ)j;,x ne tend pas vers 0 en

probabilité, on peut trouver un nombre 5 > 0 et une partie infinie I de N telle que

N

2ef
i=i
¡e/

V7Y.

Nous allons en déduire que las base (e¡) est équivalente, à la base canonique de /,.

En effet soit n un entier et (j(\), j(2),... ,j(n)) les n premiers termes de /

2a
k=\

kck 2 Atek*j{k)
k=\

sup

Orsil/iJ^eonalß^i/v?k=\Pkcj(,k)>
Lin2ïU,e

112^= ¡nhe

j(k)\

2 Kn
k=\

2a
k=\

kck >    sup

x    W«i/c
2   ̂ kPk

k=\

1 donc

7^    2 |À**- U=i

La suite (e¡) serait donc équivalente à la base canonique de /,, ce qui est impossible

dans la seconde hypothèse.

II. Etude de la primante de LP(X). Dans ce paragraphe nous allons introduire une

condition 9 pour l'espace X possédant une base symétrique (e,),;»,. Nous verrons

ensuite les conséquences de la propriété pour l'espace LP(X).

Soit %n la o-algèbre sur [01] engendrée par les n premières fonctions de Haar et

£*",, l'espérance conditionnelle suivant <$„.

Définition. Soit 1 < p < oo, X un Banach muni d'une base symétrique (e,), nous

dirons que X possède la propriété 9 si il existe une constante K telle que pour toute

suite finie ( /„)„>, d'éléments de LP on ait

2(*Hk <K
L"(X)

2 fan
L'(X)

Cette condition exprime que l'espace engendré par les (A,, ® £„)«=*i,,<« est

complementé dans LP(X). Désignons Q, Qx et Q2 les projections de Lp( X) définies

par

e(2/A) = 2(*V.k.
n n

QÁlfan)=Z       2      (E**fj)ej,
v « 7       k>\ y=2*-» + l

e2(2/A)=2     2    i*"**'/,)«,.
¿3=1

La propriété 9p affirme que Q est continue. Nous allons voir qu'il en est de même

de g, et Q2.

Proposition II. 1. Si Q est continue alors Qx et Q2 sont également continues.
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Démonstration. Montrons par example que Qx est continue.

Soit/un élément de Lp et 2k~ ' < n < 2k et soit A un atome de <$„.

Si A est un atome de $2* alors P®»/et P®2*/ coincident sur y4. Si ^ n'est pas un

atome de <$2*, alors A = A' U A" où A' et ^4" sont deux atomes de ®2t, .P(yl') =

P(A") = \P{A). On a alors

(îV)i, = ̂ M±]A?f
P(A) (*A' + h"),

^     //^       p(^')   "        PM")   ""       PU)   ̂         PU) /)"'

(£«>*-£*■)(/)!, p(^)
1* +

ÍA-'f-ÍA'f
P(A) A''

fA-f-fA»f\
\(E**-E*.)(f)\lA= "A'Jp{jf 1

Posons

gl,

/(1,,-1,„)    si//-//>0,

/(1,„-1,,)     si//-//<0,

0

.S^.|sl<l/|et

si v4 est un atome de ÍS2a ,

Ls
|(£** - £*.)(F)| = 2 ^gy 1, = **■(*) < £*"(!/!)

donc | £*"(/) |<2£a"(|/|).

Si (/„)„>, est une suite finie de Lp on a

2     2    *M/.K
/c>0„ = 2'[-' + l

2     2   **■(!/. IK
fc>l n=2*-' + l

2IIÔI 2   \fn\e„
«>2

2IIÔI lé fan

Donc ||ß, || « 2||g ||.

On démontrerait de la même façon que ||ß2|| < 2\\QX \\.

Proposition II.2. Si Xpossède 9p alors Im(7 - Q) est isomorphe à Lp(X).

Démonstration. Soit P cette image, c'est un sous-espace complementé de LP(X).

On vérifie facilement que LP(X) est /^-stable, il suffit de montrer que F contient un

sous-espace complementé isomorphe à LP(X). La méthode de décomposition de

Pelczynski permet alors de conclure. Considérons le sous-espace P, de F défini par

P, = { 2 fan; P®'/i = 0, E**fj = 0 V/c > 1 et 2*-' <j < 2*} .
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P, est donc le sous-espace engendré par les (A, <8> e„) avec n > 1 et

i>2k   si 2*_1 <«<2*   et   k>\,

i > 1    si n = 1.

En utilisant Proposition II. 1, on voit que P, est un sous-espace complementé de

LP(X) et si on pose

Gï=[2fan;E^fl=fuE^fJ=fJVk>lct2k-l<j<2k).
n '

Alors on a de manière naturelle LP(X) = P, © G,. G, n'est autre que l'espace des

fonctions/ = 1nS,i fan où/, est constante et oùfj est constante sur les atomes de <$2*

pour k > 1 et2*-1 <j<2k.

Pour montrer que P, est isomorphe à LP(X) nous aurons besoin de deux lemmes.

Lemme II.3. G, est isomorphe à G, X G, X R.

En effet si (A,),^,  désigne la suite de Haar et P, le support de A, on a

P3 = [0, H P4 = [ill-
On définit une application de Lp([0l], X) dans LP(B3, X) X L'(P4, X) définie

par0(/) = (/lB3;/lS4).

0 est une isométrie si on munit le produit d'une norme convenable et 0(G,) est

formé des couples (m, \p) avec <p = 2„<p„e„, ̂  = 2„>i'„e„ et en outre

<p, = >//, = constante =/,.

<p2 = constante car/2 est constante sur P3, atome de <$>2.

\p2 — constante pour la même raison.

Si k > 1 2k~x <j < 2* alors <py est constante sur les atomes de ÍB2* et de même

pour i/a.

On voit facilement que {(<p — <p,e,), (t// — i//,e,)/(<p, ^) G 0(G,)} forment un

espace isomorphe à G, X G,, on voit donc finalement que 0(G,), et par suite G,, est

isomorphe à G, X G, X R.    C.Q.F.D.

Lemme II.4. G, est isomorphe à un sous-espace complementé de P,.

Démonstration. Nous allons définir une projection continue de P, dans lui-même

et montrer que l'image RFX est isomorphe à G,.

Posons R(X,»\fan) = 2„>ig„e„ avec

g> = p®2*+ tç   p0ur 2*-» <y < 2*   et   jfc > 1.

P est continue à cause de la proposition II. 1.

L'image de R est formée des fonctions g = 2n>\g„en telle que

Io. g, est constante sur les atomes de <$2, par définition de g, et /B g, = 0 car

£»igl = £»■/, = o si/est dans P,.

2°. Si 2*_l <j <2k, k > 1, alors gy est constante sur les atomes de ®2*+i et si ,4

est un atome de %2k on a

j" g,. = 0   car E%t fj = E%k g, = 0.
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Or chaque atome A de <$>2k s'écrit de manière unique A — A' U A", où A' et A" sont

des atomes de <&2*+> et P(A') = P(A") = \P{A).

On peut donc écrire un élément RFX sous la forme g = 2°°=,g7e, avec

l°.g,=a,(lfi3-lB4),

2°. si 2*"1 <j <2k,k>\ alors gj = lAe%kotjJlA, - \A„).

On définit alors une isométrie entre {RFX) et G, en posant

00

Hg)=   lêjej
7=1

où

I"- gl   =«l(lj»3+   1«4)   =  «ll[01]-

2°. Si 2*"1 </ < 2*. k > 1 g, = lAe%kaJ¡A(lA, + V) = 2^«,^.

Il est clair que || g(t)\\ x = \\ 6(g)(t)|| x pour tout i, donc 0 est une isométrie et on

voit aisément que 6RFX — G,.

Ceci achève la démonstration du lemme II.4.   C.Q.F.D.

Montrons maintenant que P, est isomorphe à LP(X).

On peut voir facilement que LP(X) est isomorphe à R X LP(X).

On a alors R X L^*) ~ R X P, X G,.

En utilisant le lemme II.4 on peut écrire P, ~ G, X //.

Donc finalement L^*) ~ R X L^'(A') ~ R X G, X G, X H.

Par conséquent en utilisant le lemme II.3, puis à nouveau l'isomorphisme entre P,

et G, X H on obtient: Lp{X) ~ P,.

La proposition II.2 est donc démontrée.

Nous allons maintenant aborder la primarité de Lp(X) pour un Banach X, à base

symétrique et qui n'est pas isomorphe à c0 ou à /,. Dans ce cas nous allons pouvoir,

en quelque sorte, diagonaliser la matrice associée à l'opérateur T.

Proposition II.5. Soit X un Banach à base symétrique (e¡) et non isomorphe à c0 ou

/,. Soit T un opérateur de Lp(X) et (k¡j) la matrice associée à cet opérateur et aux

nombres (5,7). Pour tout 8 > 0, on peut trouver un ensemble B de mesure supérieure à

1 — ô, et une suite («,) d'entiers tels que

K,ni(t)\<^-j ViGP.Vi^y.

Démonstration. On pose en effet n, = 1.

Supposons construits n, < n2< ■ ■ ■ < np_x tels que

pikJ>-^r)<-rr     vi<i,j<i,i¥*j.y  «,"j\     2'+J j      4,+J

En utilisant le corollaire 1.11 on construit alors n¡ > n¡_, tel que

pl\k      |>J_)<J_        v/</
I I  "i<"¡\     2l+i j      4'+'

et

P|k J>-7r-| <-7T        Vi</.II ",.«/!     2'+' /      4'+'
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La suite (n,) étant ainsi construite on pose

B=n n [t/KnP)\<£-}.

Par construction on a P(PC) < \jè/Ai+i < 8 donc P(P) > 1 - 5.   C.Q.F.D.

Nous allons maintenant démontrer l'un des résultats principaux de ce paragraphe.

Théorème II.6. Soit X un Banach à base symétrique non isomorphe à c0 ou /, et

vérifiant la condition ty . Soit T un opérateur de LP(X), alors ou l'image de T ou

l'image de (I — T) contient un sous-espace complementé isomorphe à LP(X).

Démonstration. Soit T un tel opérateur. Donnons nous e > 0 et on choisit alors

S suffisamment petit et ensuite des nombres (8,- ■) arbitrairement petits. Nous verrons

au cours des calculs les conditions à imposer. En utilisant la proposition 1.9 on peut

associer aux nombres (8,- •) et à P deux matrices (A:,y) et (k'¡j) qui sont en fait les

matrices associées kTet(I — T) respectivement.

On a, d'après cette proposition:

kii + k'u>\-28il>l-8   si5,<|.

Posons alors ß, = {//*„(') > (1 - 5)/2}, Q't = {t/k'iï(t) > (1 - 5)/2}. On a donc

ß, U ß,' = [01] ps. On doit donc envisager deux cas:

Cas I. Il existe une partie infinie / de N telle que, par exemple, n,e/ß, soit de

mesure positive (sinon on remplace Ppar (/ — T)).

Cas IL Pour toute partie infinie I de N, on a n,e/ß, = n,e/ß,' = 0 ps. Dans ce

cas comme ß,' C ß,, on aura U,e/ß, = [01] ps, pour toute partie infinie /.

Démonstration dans le cas I. Nous utilisons la proposition II.5 pour trouver

une suite (rí¡) d'entiers et un ensemble B de mesure positive, contenu dans n,e/ß,

tel que

|*-î.»j(0|<^        ViGP.Vi^y,

Le principe de la démonstration est le suivant: on construit une suite («,) extraite de

(n ■) et une suite (A,) de fonctions sur B qui soit isométrique à la suite de Haar sur

[01] et un sous-espace F de LP(B, %, X) où ® est la tribu engendrée par les A,, tels

que F soit isomorphe à LP(X). On construit de plus un opérateur w de LP(X) sur P

tel que it ° T,F soit un isomorphisme de P sur P.

Alors l'espace TF est celui cherché pour satisfaire à l'énoncé II.6. En effet, T\F est

un isomorphisme de F sur TF dont TF est isomorphe à LP( X). D'autre part Tr,TF est

un isomorphisme de TF sur Pdonc (ir¡TF)~l ° -t est une projection de LP(X) sur P.

La démonstration sera achevée si nous construisons tous ces éléments.

Construction de F en supposant (A,),(«,) construits. Désignons par <3à„ la tribu

engendrée par (A,,A2,...,A„)etiBla tribu engendrée par la suite (A,).
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Soit X l'espace engendré par la suite (en ) dans X. Il existe une isométrie entre

Lp(B, % X) et Lp(X). Posons alors P = {'/= 2JneB;, f G L"(B, % X) et E*>fn¡

= 0). Par Pisométrie naturalle indiquée ci-dessus, qui associe à A, la ième fonction

de Haar sur [01] et à e„k associe ek, l'espace P devient l'espace P = Im(7 - Q) de la

proposition II.2. L'espace P construit est donc isomorphe à LP(X) car ^possède <? .

Construction de (A,) et («,). 1. On pose n, = n\, Bx = B et A, = 1Ä.

2. Pour / > 2 on va définir par récurrence («,),(#,) et h¡ tels que B2 = B et

P2/ i = Support de A;*" pour i > 2,

B2¡ = Support de A," pour i>2,

h, G X(B¡) pour / > 2 et en outre

(a) IIW**)|l<4'4ïÎr        VA: </,/</.

Ceci est possible car si A^ et ny sont fixés alors 2,r„,>n (hk)es est un élément de

LP(X) et par conséquent est fini presque partout. On a donc

lim   Tn,    (hk) = Q   ps.

Comme P„, „ (Afc)|< \\2sTn>(hk)es\\x et que ce second membre est dans Lp,

d'après le théorème de Lebesgue la suite T<y„(hk) tend vers 0 dans Lp et on peut

choisir n¡ de façon à réaliser (a).

On détermine ensuite A, dans X(B,) tel que

(b)      |<W4M<^^   vi </,></,*</.

(C) \(Tn,,njKM<^^

(d) k^-Mh^^TT        Vi </,/</.

(e) |<7;„„/„ A/>-oBi„/P/)| < 8,7P(P/)3       Vi < /, y < /.

Si on généralise les notation de la proposition 1.1, la condition (e) sera réalisée dès

que h, sera dans Xn „(B,). Or nous savons que 0 est adhérent à cet ensemble.

Comme d'autre part (b), (c), (d) sont des conditions qui imposent à A, d'être dans un

certain voisinage de 0, le choix de h, sera toujours possible.

La construction de la suite est faite. Posons alors

Vl = E9(lBkmiHi).

On a q>i>(\ — 8)/2. Nous allons voir que si /= 2,/„,en/ est dans P, alors la

coordonnée d'indice n, de Tf est "assez proche" de <p,-/„..

Posons pour cela A,y. - E*{lBTH¡mjVHj)) et A = 2,(27A,7 - •*,./„,)e„,.Nous allons

évaluer la norme de A, ce qui nous permettra ensuite de construire l'opérateur m.
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Evaluation de ¡\¡jpourj < i. Supposons d'abord/„ = h, avec / >j (car P'3'/,. = 0).

Si / < i on peut utiliser (a):

IA/II
irn(ny(A,)ll<«0- i/+i

donc||A,,||<ô,.,||A,||/2'+1.

Si / > i on écrit alors

A,., = [a„ - /^«(l^)] + h,E*(\BkUft) =4>, + h,E*{\Bkntn).

Il est facile de voir que pour <p dans Lp on a la formule

p\ = 2 <«p- ■>-
¿=1 M,      IIAJIp

On peut donc écrire

t¡ = 2 (L,*/>
*:#/

k      \ k

\hkTq)JhkTp
+

PU,)
**(i**-,JÄ,

+—pu)—*"
*, = V, + *," + c,h,.

Comme/ < i < / et k ¥= l, on peut appliquer (b) ou (c) pour majorer chaque terme

intervenant dans la première somme. On a donc

i*i<MSÏ-
Pour le second terme on remarque que

KnjW 1
/ k„„\B.

P(B,)        P(B,) JBl

Or B, étant un atome de &,_,, ceci représente la valeur de P*'-'(wBÄ:n „ ) sur P,.

Comme A, est à support dans P, on a

y. = (p*,-, - E*){\Bkn¡n)h,.

Or (P* - E^\\Bkninj) = 2?=/<Â:„,v hk)hk/P(Bk).
En utilisant (d) on trouve

ll(p*-pM(iAjlL<-^.

Danc||#'l|<awl|A,||/2/+I.
Enfin la condition (e) nous donne | c, | < 8¡JP(BI)2. On obtient finalement A(. • = i//,

+ h,E\\BkHinj)* Il «M < 5,7(l/2' + Pi*,)2)!!*,!!.

Dans le cas où/, n'est plus de la forme A, on écrit:

00 h
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On pose r = E*->fnj et /„'; = (P* - £*<-'X/„> On a | b, \ < 2|| fHj || et || £. || «
Il /„.II, Il /,"ll < 2|| fn\\. On obtient, en notant A,7(A,) l'expression étudiée ci-dessus

i—l L °°      h

a,=/=2 m*,)^ + 2 t¡^*+jc**(i.*.,,)-
Les majorations ci-dessus permettent de majorer A,7. Posons A,7 = P,7 +

faE\\Bknin), alors

II^IK   2   j^8,,   - + P(P,)2 ||A/||<28,7H/ ||   2   \- + (P(Bl))2 .
/=/+l   ""'" \ Z ' /=/+l  \ l I

On montre facilement que dans la suite P(B¡) il y a 2* termes de valeur P(B)/2k

pour A: > 1 et deux termes de valeurs P(P), donc 2,P(P,)2 = C< 1 + 1 +

W/2* = 3

l|£l7IK68/y||/By||.

D'autre part comme i>j, on a | &„.„ | 1B < 8/2i+j ps donc ||£®(lflÄn .„.)!!„ <

8/2i+J. On obtient donc ||A,7H < 68,7I¡/„.|| + 8\\fnj\\/2,+J-\
Si 8 et 8,7 sont assez petits devant e on a || A,- • Il < ell /„ \\/2'+j.

Evaluation de L^pourj > i. En supposant d'abord/, = A/5 avec / >j > i, on peut

refaire le même calcul que ci-dessus. Cette fois /„' = 0 et /„" = /„.. On obtient

àu = £,7 + fnE\K,n) avec || £,71| < 68,71| fHj ||.
Si/ > i on a de nouveau, \\E®(k„.„ )\\x < 8/2'+J et par conséquent

/ 8\ «»/«Jl

Si/ = i on peut majorer A„ - tpj  = £,,

e
|A,,-<P,/„,ll<68,-,ll/n/ll^^-H/„,ll-

Nous pouvons maintenant majorer A

iiaiil,w<2 [lUvK+Mu-nfJ,),
,'=1 y ji>=i

E

2i+j
IAII L,w<2^7 H/« =«ll/l

i,j

Construction de l'application tt. On définit d'abord w, de LP(X) dans lui-même on

posant

^(l*g„,)
*i(2&*,)=2—ri i      t'

Comme <p,, > (1 — 8)/2 sur P on a donc

2
l'iiii^y (21aíB«B() presque sûrement.
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Or \YZjg„e„\\x est dans Lp, donc aussi £®(||2I-gB.en.llX\B) et comme

Il -E,ç&(2iljBg„(e„j)|| < £®(lB||2,g„e„JI). Il^gll^est majorée par une fonction de Lp,

elle est donc aussi dans Lp. tt, est continue. On a même || mx || *£ 2/(1 — S).

Posons ensuite 7r2(2,g,<?,) = 2,(£<s — £®')(g„/)e„,- "2 est la projection de LP(X)

sur l'espace P. En décomposant 7r2 en produit d'une projection de LP(X) sur

LP{B,%, X) et d'une projection de cet espace sur P on voit facilement que m2 a

même norme que la projection (/ — Q) étudiée à la proposition II.2. Cette norme est

donc indépendante de la construction faite et ne dépend que de X.

Posons m = it2° mx. On a m °Tf' — f' = m2° trxTf— <n2f. Donc || <n ° Tf — f || <

lk2lllk1r/-/||.Or

T,P/-/=2 [l^-fn,    •
i    \   7     Wi I

On a donc

II», ° P/-/II ^y^rglIAII <j4rs II/"-

On en tire

n       tv     /n.-    ii/ii _ 2elk2||Il 77-o Tf-f\\ <a||/||,        « =   1 _ g  ■

Si e est assez petit et 8 < \ on a

a <4e|k2|| < 1.

Cette inégalité permet d'affirmer, si a < 1, que it ° T est alors un isomorphisme de P

sur P. Ceci achève la démonstration du théorème dans le cas I.

Démonstration dans le cas IL

On commence par déterminer un ensemble A0 de mesure supérieure à 1 — e/2 et

une suite («,) telle que

Kn,(')|<-+7       ViG^0eti#/.

Ceci est possible grâce à la proposition II.5.

En utilisant l'hypothèse II on construit des entiers px < qx <p2< q2,... tel que

Ax = C\s U?Lp ß„ soit de mesure supérieure à 1 — e/2. On pose alors ß, = A0 n Ax

n ß„ , et on peut supposer, en diminuant au besoin ces ensembles supposer que

pour chaque s, {ß,; ps < i < qs] forment une partition mesurable de A0 n Ax — B.

On va construire comme précédemment une suite d'entiers s(r) et une suite de

fonctions (A,) sur P isométrique à la base de Haar, un sous-espace P0 de LP{B, Ç&, A')

isomorphe à LP(X) et un opérateur 77 de D'(X) dans P0 tel que -n ° T^Fg soit un

isomorphisme de P0 sur P0. On pourra alors conclure que (PP0) est un sous-espace

complementé de Lp(X), isomorphe à Lp( X) et contenu dans l'image de T.

Construction de P0 en supposant les suites (s(r)) et (Ar) construites. Nous noterons

toujours ®r la tribu engendrée par {A,, h2,...,hr) et on pose

f 00 1.ir) "I

Fo=\f=2K   2   VvA,eL'(iî,«)£9'Àr=0.
[ r=\       j=ps(r) J
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Il est clair que pour t fixé on a II/(OH* = \YZ%\kr(t)er\\xdonc

I/IIli (X) 2àa
L"(X)

L'espace P0 est donc insométrique à l'espace P étudié au cas I et par conséquent est

isomorphe à LP(X).

Construction de (s(r)) et (Ar). 1. On pose s(\) = 1, A, = \B et P, = P.

2. On construit alors par récurrence s(l) et A, de façon que P2 = P et

P2/-1 support de A,+ si i > 2,

P2, = support de A, si i > 2.

A, soit dans X(B,) pour / > 2 et en outre les conditions suivantes soient réalisées

(a)

i^n

2 ia/r,,iB,(Mo,)
'-ps(D

* Il M    .,    ,

Ceci est réalisable car si k et/ sont fixés, posons

K= 2 Iq^ÍMq,)-
'=/>*

Pour chaque i, il existe un seul indice z'„ entre pn et qn tel que t soit dans ß, . On a

donc

14,(01= ^(Mq,)-

Quand n tend vers + oo, i„ tend également vers + oo, or on sait que

lim T     {hkla) = 0   ps

donc 0„ tend vers 0 presque partout.

Comme 0„ est majoré par ||r° un(hkla)\\x, qui est un élément de Lp, on peut

affirmer, d'après le théorème de Lebesgue, que 0„ tend vers 0 dans Lp. On pourra

donc choisir s(l) assez grand pour réaliser (a).

(b)     |<r„iB,(Ma,). Mo,>| < S,7^tf ^TT    * * < U < ÎJ(I), j < iî(/).

(c)     la^Ma^Mo,)^«,
<*",>IA/1

'7    T/fe-l-1        -»/+1 si k < l,i<qs(r) et j < qsW-

(d)

(e)

|<*nm,.Mnlno/>|<*y

PU1
0/+2 »«'<?,(/),/<?, *(/)•

Pour choisir A, vérifiant les conditions (b), (c), (d), (e) nous poserons

9k}-J=  {« = (h,Í2f-'il-,)''Pk<Ík<
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Fixons /, donc P, est parfaitement déterminé et posons

/-i

$a= n^nP,   pour a = (i,, ...,i,_,).
A;=l

Les ensembles ($Ja6J forment une partition de B¡. On peut alors, en revenant à la

construction même des mesures 0„ „ définies au chapitre I, choisir pour chaque a,

un élément ha dans X($a) qui soit dans un voisinage arbitraire de 0 et tel que

\(T„injha,ha)-6ninj(^a)\<8uP(<i>a)3 Vi<qsW   et   j < qs(l).

Comme J est un ensemble fini, nous choisirons les ha par récurrence, suffisamment

proches de 0 pour que l'on ait

2     \(Tn:njha,hB)\<8uP(B,)3,

aej.ßej

h i = 2aeyAa vérifie les conditions (b), (c), (d). Il est alors facile de voir que h, vérifie

aussi (e) car si on pose

/, = {a; <Da C ß,}    et   J2 = (a; <Da C ßy},

Ma, =   2 ha,   h,\Qj=   2 hß,
a £7, ßGJ2

j0 = jxnj2= (a; $a c ß,. n ßy}   et    U $a = ß, n ß; n b,.
a<=J0

On peut écrire (Tn.nj(h,la.), h,la.)- laeJo(Tn.„ha, Aa>+ P. P est une somme

d'intégrale de la forme {Tn¡nha,hB) avec a ¥= ß donc nécessairement |P|<

8,7P(P,)3. Comme d'autre part | (TH¡Hj, ha, ha)- 0„„/<DJ |< 8,7P($J3. On en

déduit

|a,ny(A,i^), A,l0(> - 0niJß,. n Q, n B,)\< 2S,7P(P/)3.

On peut donc construire les suites j(/) et (A;) qui vérifient les conditions

(a),(b),(c),(d)et(e).

Posons maintenant <pr = lfAp\{E\\a¡kn¡n). Comme 2f¿« (,la *„,„, > 0 - *)/2,

ona<pr>(l - S)/2.

Donnons nous maintenant un élément de P0

/=2  _2   Mo,S   avec A„ G L'(P,®),£®»A„ = 0.
"   J~Ps{n)

On a donc / = 2y/„/Bj avec /Bj = \Bla. si ps(n) </ < qs{n) et /„. = 0 si/ n'est pas

dans un tel intervalle. Posons

bu = E®(taTttinjfttj)

et A = 2rA<r)er avec A(r) = 2qâp\ r 2°°=,A,7 — <prAr. Nous allons majorer la norme de

A par e|| /1| et nous en déduirons la construction d'un opérateur tt qui convienne.
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Posons

On a donc

?.(r) <7S<„)

*'•" =  2    2 a,7.
'-Ps{r) J-Ps{„)

à = 2Î2àr'"-%Xr)er.
r       n

Evaluation de Ar'npour n < r. En utilisant des techniques analogues à celles du Cas

I on montre que

Il A;." - X"$('''")|| < ■
2"+ r+\

OU

<ts(r) 4s(n)

•<'•■>=   2      2   £®(la,na,*B/By).
>-Ps{r) j-Ps(t,)

Comme || 0(r'',) Il M < 8/2"+r < e/2"+r+2 on en déduit que

IIA-MK^HaJI.

Evaluation de Ar'" pour n > r. Dans ce cas a'„' = X„. On obtient de même

||A",-A"A('v,)r
)n + r+l "

Pour n > r on a || 0(r,n) || x < e/2"+r+2 donc

IA-IK^IIaJ.

Pour n — r, $(rr) = <pr et on a

A'-'-çvM«^!!*»

On en déduit II A || -Ce||/||.

Construction de l'opérateur m. Nous allons maintenant montrer, en utilisant la

majoration ci-dessus qu'il existe un opérateur 77 de LP(X) dans P0 tel que 77 ° T^Fq

soit un isomorphisme de P0 sur P0.

Définissons 77, en posant

Mf^KI^2° **(V.,)
'-P»(r)

e..

Montrons que 77, est continue: on a <pr > (1 — 8)/2 sur B donc

2   E\\üJn)
—Ps(r)

ki/II^^T^S

Pour / fixé, il existe pour chaque r un indice ir tel que

P*r) < », < îrf,)    et    i G Q,
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On en déduit facilement ||2r2f^jrlaJ„er\\ x *= Il / Il a- Comme l'espérance condi-

tionnelle est de norme 1 on a donc

2
Iki/Hz-'iÀ-) < , _ 8 II/Hl'îx-)-

Posons maintenant Tr2(ï,riirer) = 2/P® ~~ E9'')(nr)er. Si A' possède la propriété ty

772 est continue et on voit facilement que la norme de 7r2 ne dépend pas des

constructions de P et ÎÈ, mais seulement de X.

Posons enfin Tr3(2rvrer) = 1rléfÁ'p¡rvr\ae„.. Il est facile de voir que, puisque la

base est symétrique

Il 773^11^= Il v Un-

done 773 est une isométrie.

Posons 77 = 773 o 772 o 77,. Remarquons d'abord que (773 ° w2) a son image dans P0.

D'autre part si/est un élément de P0

/=2  2 Mo/„, = «3(M «t 772(\) = x
»■   7=A(r)

donc 773 o 772 o 77,(7/) — / = TTj ° 772 ° 77,(7/) — 773 ° 772(X). On en tire

||77°r/-/||<||773°772||||77,r/-A||.

Mais||773o ff2|| = ||W2|| et||77,P/-X|| < 2||A||/(1.-S) < 2e||/||/(l -S), car pour

passer de l'expression de A à celle de (77,Tf — \) il faut diviser le coefficient de er par

<pr. On obtient finalement: ||t7°P/-/|| < 2e|k2 II 11/11/(1 -S).

Si 8 < j- et e < 1/411772 II alors 2e||772||/(l — 8) < 1 et la majoration ci-dessus

prouve que 77 ° T,F est un isomorphisme de P0 sur P0. Ceci achève la démonstration

dans le cas II et par conséquent celle du théorème II.6.

Nous pouvons donner une application importante, qui est le résultat essentiel de

ce paragraphe.

Théorème II.7. Soit X un Banach à base symétrique, non isomorphe à c0 ou /,, et

possédant la propriété ^ , alors LP(X) est primaire.

Démonstration. Lp(X) est /^,-stable. On pourra donc appliquer la méthode de

décomposition de Pelczinski. Soit T une projection de LP(X). D'après le théorème

II.6, (Im T) ou Im(7 — T) contient un sous-espace complementé isomorphe à

LP{X). Supposons par exemple que

(lmT)~Lp(X)®E.

Comme L»{ X) ~ (Im T) © F, on a

(Im T) ~Lp{X)®E~ {<&Lp{X))lp ®E~L"{X)@ {®L»{X))p © E,

(ImP) ~ Lp(X) © P © (eimr)/j(e (©F)/,,

(ImT) ~(®ImT),p@ (®F),p,

lmT~(®Lp(X)), ~Lp(X).   C.Q.F.D.
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Le problème se pose naturellement d'étudier les espaces Lp(lx) et Lp(c0). L'objet

des deux chapitres suivants est de voir pour quelles valeurs de p, il vérifient ty et

d'étudier alors la primarité des espaces Lp{lx) et Lp(c0) correspondants.

Pour conclure ce paragraphe remarquons que si 1 < p < oo et 1 < r < oo, la base

naturelle (h¡® en)i>Xn>x de Lp(lr) est une base inconditionnelle. On a donc

automatiquement la propriété <$p pour lr. Le théorème II.7 permet de retrouver les

résultats de [1].

III. Primarité de Lp(lx) et Lp(c0). Remarquons d'abord que pour/? > 1, l'espace

Lp(lx) possède la propriété 9p (voir démonstration dans [2]).

Théorème III.1. Soit T un opérateur de Lp(lx), 1 =£p < oo, alors l'un des deux

espaces (Im P) ou Im(7 — T) contient un sous-espace complementé isomorphe à

Lp(lx).

Démonstration. Le début de la démonstration est tout à fait le même. On associe

à T les deux matrices (&,-•) et (k'¡j) et les ensembles ß, et fi- comme dans le théorème

II.6. On doit envisager les deux cas.

Démonstration dans le cas I. On suppose dans ce cas qu'il existe une partie

infinie 7 de N telle que (~}¡(EI<¿i soit de mesure positive. On ne peut plus ici utiliser la

proposition U.S. On a cependant la première partie du corollaire 1.11 et cela nous

permet de construire une suite («J) contenue dans 7 et un ensemble^!,, contenu dans

n,e/o„

K;,„;(0|<4        Vi>/,V/G^,1    ' '     '     4'

^;„;(0>-4^        ViG^l,.

Définissons maintenant une suite dans L°°(lx), qui est le dual L\c0) car h possède la

propriété de Radon-Nykodim [8], en posant

00

*0(0 =  2 kn,n,(t)e,.
i=i

Construction de (A,) et («,). 1. Posons n'{ = «,, P, = P et A, = 77B.

2. Pour / > 2 on définit B(, n¡ et h¡ de façon que P2 = P et

P2,_, = Support de A,+ si i > 2,

B2i = Support de h] si i > 2,

h¡ soit dans X(B¡) et en outre on ait les conditions (a), (b), (c), (d), (e) décrites dan la

première partie du théorème II.6 et la condition supplémentaire

(«.) I*Mi»i*-J)L<}ï    v¿</-

La construction étant faite jusqu'au rang (/ — 1), B¡ est parfaitement déterminé. On

choisit n¡ assez grand pour que (a) soit réalisé et aussi la condition (w,). En effet

l'opérateur £a'-' est de rang fini et continu pour la topologie a(Lx, L1). On utilise

alors la condition (*) pour justifier (to,). On fixe n¡ et on choisit alors h, dans X(B¡)
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de façon à réaliser les conditions (b), (c), (d), (e). Cette construction a déjà été

justifiée.

On pose comme au théorème II.6:

% = E*(\BkHft).

Si / = 2, /„ en est un élément de P on pose

A,7 = P*(1BP^4)    et   A = 2(2A(7-<p//Bi)e/.
'     j

Si nous montrons que II A II < e|| /1|, alors la démonstration s'achèvera comme dans

le cas général et la construction de 77 est tout à fait semblable à celle du théorème

II.6.

Evaluation de A,- ■ pour j < i. Le calcul fait au théorème II.6 reste valable dans ce

cas car en utilisant (**) on a

l«   ,     I     88
\ífík„ „<—<——    pour/>/.

On obtient donc ||A,7II < e\\f \\/2t+J.

Evaluation de Ltjpourj > i. Le calcul fait dans le théorème II.6 nous donne

A,, = £,7+4£*(1A,J

avec||£,7ll<6S,7l|/nj||.

Il nous faut évaluer, E®{\Bknn). On écrit pour cela

£®(lB*BiB,) = E^-iíBkn¡nj) + (P* - E^)(lBkninj)

«      / \ £    (kn¡nhk)
-E%-iíBkninj)+2-^yhk.

Si/ > i on utilise alors («,) pour majorer la premier terme et (d) pour majorer le

second. On obtient

llp®il  k pour/ > i.
\x     4''     2j+i     2'

Cette majoration ne dépend que de i et n'est plus aussi bonne que dans le cas

général. Cependant nous allons utiliser le fait que X = /, pour majorer la norme de

2av= 2 *„+2/.,*•(!.*■,.,).
7><

2*,
7><

7>' 7>«

2 68,,1/JH-^ll/l
J>i

si 8, est assez petit. D'autre part

2f.E*{l,kmiHj) <£ 2I4I,
7><

2/^»(i.*,.J
7>'

7>'

;-ii/ii,
2'
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car on a

2 |/BJ
J>i

2Í+1

l/W

On en déduit II2;>,A,7II < (e/22,+1 + S/2')ll/ll. Si 8 est assez petit H2y>,A,7l
e|| / ||/22i. Si/ = i on obtient facilement II A„. - <p,/„ || < e|| / H/22''. On a donc

2 A,, - q>,f„

2 a,7-<?,/„
7=1

2 —+ —y=,   2/+> 22'

<-H/l|.
2'

l/ll,

Par suite || A || <e||/||.

Ceci achève la démonstration du théorème dans le cas I.

Démonstration dans le cas II. Rappelons que dans ce cas on a, pour toute

partie infinie 7,

U Û, = [0,1]    ps.
¡6/

En utilisant le corollaire 1.11 on détermine une suite («,) et un ensemble P, de

mesure supérieure à (1 — e/2) tel que

Knp)\<-       Vi>/   et   tEBx.

On détermine alors des entierspx < qx <p2< q2< ... tels que B2— C\rUq^ ß„

soit de mesure supérieure à 1 — e/2. En diminuant les ensembles ß„ et en posant

ß, = Qn H Bx n P2, on peut supposer que, pour tout r, {ß,; pr < i «£ qr) est une

partition de P, n P2.

On définit maintenant une suite dans Lx(lx) en posant

00

*<*>(/) = 2 X^(t)er
r=]

avec^)(/) = 2f¿J, 2?*=/,fcBjB/i)lajna/0-
Si i est fixé, il existe un seul couple d'indices (ir, js) tel que / soit dans ß, n ß. et

p, < ir < qr, ps^js< qs donc | X^\t) \ = | k. „(t) \ et par suite

00 00

\x^(t)\\h= 2k„,(0H2|M0|-
r=\ /=1

D'après la proposition 1.10, ceci est majoré par 1 + 8. On peut donc trouver une

suite s'(r) telle que Xs'ir) converge pour a(Lx(lx), L\c0)) vers Xx. Posons

00 00

xx= 2*a.      2 |*r|<i+«.
r=\ r=\

En extrayant une sous-suite de s'{r) on peut supposer que sur un ensemble P de

mesure positive, contenu dans P, n B2 on a

8
IWOI< Vi GP,Vr> 1.
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En remplaçant maintenant ß, par ß, n P on a donc les deux propriétés suivantes

(***) lim       2       2   k Hla¡na

(****)

«->00

8

8

U')<^J        Vi>/,V?GP.i      j     i     41

Nous allons maintenant procéder comme au §11, construire une suite (s(r))

extraite de (s'(r)), une suite hr de fonctions sur P un sous-espace P0 isomorphe à

Lp(lx) et une application 77 de Lp(lx) sur P0 telle que 77 ° T^Fo soit un isomorphisme

de F0 sur F0.

La construction de P0, en supposant (s(r)) et (Ar) construites est tout à fait

identique à celle du §11. Rappelons que

f    00 4s(r) I

Po =     2     2   M0/b/; K G Lp(B, ®)£*-(\r) = 0
[r=lj=PHr) J

où %r est la a-algèbre engendrée par {A,, A2,...,hr) et % la o-algèbre par la suite

Construction de s(r) et hr. 1. On pose d'abord s(\) — s'{\), P, = P et A, = 1B.

2. Pour / > 2 on construit B,, s(l)eth¡de façon que P2 = P,

P2,_, = support de A,+ si i > 2,

P2, = support de A,~ si i s* 2.

A, est dans ^(P,) pour / > 2 et qu'on ait les proprieties (a), (b), (c), (d), (e) décrites

dans la seconde partie du théorème II.6 et en outre la propriété suivante

(w2)

1s(r) <7j(1)

2,      Zi   kn¡njla¡nQ.
'=Ps(r) J=PsU)

< —    pour / > r.

Cette dernière condition est facilement réalisable car si on suppose s(l),... ,s(l — 1)

fixés, on pourra choisir s(l) assez grand de façon à réaliser (w2), en utilisant la

propriété (***).

Posons maintenant <pr — 2fáí2   \ríQen_, cpr 3= (1 — 8)/2. Donnons nous un élé-

ment/de P0:

00 liir)

/=   2       2     Mo/»/
r= 1  J=P*r)

On pose alors comme au paragraphe précédent

00

A,., = £a(lürBiBy(/By)),   A= 2A^r,
r=\

avec

1s(.r)

A(r,= 2   2a,,-«pA-
'=A(r)7'=l
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Nous allons majorer la norme de A par e|| / II. La construction de l'opérateur 77 est

alors tout a fait identique à celle du §11.

En gardant les mêmes notations nous avons

00/00 \

A= 2     2 A- - <pr\r )er
r=\\n=\ I

avec

1s(r)        <7s<»)

A""=   2     2  a,7.
l-P,'r)j-PH«,

Evaluation de Ar " pour n < r. Le calcul est tout à fait semblable à celui du

chapitre IL On obtient

A.'.« = ¡y,n _ \>fi(r,n) + \>fi(r,n)

où X'„'= (£*-£*-)(X„)

1s(r) <?j(n)

•('-)=    2       2    £9(^nylB(nB/).
l-Ps(r) j~Ps(r,)

Et en outre ||Ar-n - X'^r-n)\\ ^ e||X„||/2r+"+1.

Comme n < r, on a toujours/ < i dans les indices qui interviennent pour le terme

$<r'"), donc, en utilisant la propriété (****) on montre facilement que

ll*(r,")IL<47    pour n<r.

Et par conséquent II A(r'n)|| < (e/2r+n+1 + S/4')||X„|| < e\\\H\\/2r+n.

Evaluation de A(r'n) pour n> r. Un calcul analogue au précédent nous permet

d'écrire

A/'.«) = £(r,n) _|_ ^ $(r,n)

avec||P(r'n)|| <E\\XJ/2n+r+l.

Si « = r, comme <b(r-r) = <pr, cette majoration nous donne

IIA'-'-cfvXJK-^-IIXJ.
e

Si n > r, il nous faut majorer ||<¡>(r-n) || 00. Posons pour cela

<7s(r) <7s(„)

A '   •      2l       2j    "n^n^n.n/
î~Ps{r) J~Ps{n)

On a alors

$(r,B) _ £«(ylr,B) = p®„-.(^--.») + (£« - £*--)(^»).

La condition (co2) nous donne

ll£*-(^'")lloo<47    pour«>/-.
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D'autre part on a

{E^-E^){knin}ü^)=l^^hk.

En utilisant la condition (d) on obtient

\\(E*-E**->){knt„j)\\00<8iJ.

Et par conséquent ||(£® - £®-')(^r'")IL < 5r,„- On en déduit ||*(,-")||00 < 8/4r

+ 8r n < 8/2r pour n > r. On peut alors écrire

00 OO 00

2 A(r-n)=  2 £(r'n)+  2 *„$<'•">,

2 £(r-n)

n = r+l

oc

2r+1    2"        22r+12
n=r+I

et

donc

2 x„*(,,,,)
o        oo

<|     2     |AB|,
Z    n=r+\

2 *„*'•"
n = r+l

<|ll/ll<^T»/ll-

En utilisant ici le fait que X = /, nous venons de montrer que

2   A<'-">
« = r+l

<-H/H.
22'

On a donc

r-l
A(r) _    2   Air.») +   (A(r,r) _ ^)  +        J       A<r-">,

n=1 n=r+1

IIA(r)ll< 2 ^11/11+-^ii/ii=^ii/ii
n= 1 ^

et par suite ||A|| < e||/||.

Cette majoration termine la démonstration du théorème, puisque nous avons déjà

remarqué qu'elle est suffisante pour pouvoir construire l'opérateur 77 comme au

théorème IL6.

Nous pouvons maintenant énoncer

Théorème III.2. Pour p > 1 l'espace Lp{lx) est primaire.

Démonstration. Pour/7 = 1, il est isomorphe à Ü qui est primaire [5].Pour/? > 1

on utilise théorème III. 1 et le raisonnement du théorème II.7.    C.Q.F.D.

Montrons maintenant que pour tout p > 1, l'espace Lp(c0) est primaire. Cette

question est naturellement posée dès que l'on montré que, pour p > \,c0 vérifie la

propriété 9p, lorsqu'on considère la base canonique de c0.
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Proposition III.3. Pour p > 1, l'espace c0 vérifie la propriété 9 .

Démonstration. Soit/= 1nfan un élément de Lp(c0).

11/11 = SUP  \fn\
f

Donnons nous une suite croissante a„ de sous o-algèbres de l'algèbre & des

ensembles mesurables sur [01]. Posons

y — sup |/„ |    et   y* — sup£a*y.
n k

On a alors d'après un lemme démontre dans [2]

P
- 1lY*H,<- IYII.

Or

On a donc

lE°»fan
Lp(c0)

2E°°f„e„

2Ea°ye„

IL fan

L"(c0)

'P'

L"(c0)
1

.    C.Q.F.D.
L'(c„)

Nous pouvons donc nous demander si l'espace Lp(c0) est primaire. Nous allons

voir en effet que nous avons des résultats analogues à ceux du §11, bien que les

calculs ne soient plus valables.

Théorème III.4. Soit T un opérateur de Lp(c0) dans lui-même, 1 <p < oo, alors

l'un des deux espaces (Im P) ou Im(7 — P) contient un sous-espace complementé

isomorphe à Lp(c0).

Démonstration. Comme au théorème II.6 on construit les deux matrices (A:,- ■) et

(k'ij) et les ensembles ß, et ß. correspondants.

Il y a de nouveau deux cas à envisager.    *

Démonstration dans le cas I. On suppose, dans ce cas, qu'il existe une partie

infinie 7 de N telle que n,e/ß, soit de mesure positive. La proposition II.5 n'est plus

valable, cependant la première partie du corollaire 1.11 nous permet de trouver une

suite («■) de 7 et un ensemble/l, de mesure positive, contenu dans n,e/ß, tels que

\K;,n){t)\<—    sii</   et   tGAx,

IWOI
1-8

la«—-=—    sitGA,.

Si (ej) désigne la suite biorthogonale à la base canonique de c0, c'est-à-dire la base

canonique de /,, nous posons

oo

x(l)U) = 2 W)«f ■
7=1
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D'après la proposition 1.10, on sait que H-Y^f)!!, < 1 + 8 si on suppose que Pest

de norme 1 et 2,y8,7 < 8. On peut donc trouver une suite l(n) telle que Xl(n)

converge vers Xx pour la topologie a(Lx(lx), L\c0)).

Soit Xx = 2°°= ,*,-«?;, avec 2°°=, | *, | < 1 + 8.

En extrayant au besoin une sous-suite de /(«), on peut trouver un ensemble P de

mesure positive, contenu dans Ax, tel que

l*«»(0l<¿    siiEP.

En posant alors «V = n)(7) on a

On a donc les deux propriétés suivantes

lim k.., „„ = <bKj).

U) Um   Ar,,,,,,
!->O0

ofí.00/.')

8
<—    surP,

A'

(A A) K'/B;(0|<-^    si i</ et siiG B.

Nous allons maintenant reprendre la démonstration faite dans la première partie

du théorème II.6.

En gardant les mêmes notations, il s'agit de construire la suite (n,), la suite (A,),

l'espace P isomorphe à Lp(c0) et l'opérateur 77 de Lp(cQ) dans P.

Si nous supposons (n,) et (A,) construites, la description de F est la même qu'au

théorème II.6.

Construction de (n¡) et (A,). 1. On pose 71, = n'{, Bx — B, A, = \B.

2. Pour / > 2, on pose B2 = B,

B2i_x = support de h* si i > 2,

P2, = support de A 7 si i > 2,

A, sera un élément de X{B,) pour / 3= 2 et les propriétés (a), (b), (c), (d), (e) de la

première partie de la démonstration du théorème II.6 devront être vérifiées et aussi

la condition suivante

U'i) |PV,(l/A„)ll    <—    si/</.v     x> Il v   B    "i")l\\ oo        47 J

Si on suppose la construction faite jusqu'au rang (/ — 1) de (A,) et (n,-), alors on

peut facilement choisir n, assez grand pour réaliser (a) et (u\) en utilisant la

propriété (A).

La construction de A, se fait comme au théorème II.6.

Donnons nous maintenant un élément de F, soit / = 2°°= 1 /„ e„., et posons

Al7 = £*(i9rBiB,(4)),

U = E*(\BknJ,
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00      /     00 \

A= 2     2A,7-<p,/„k.
1= 1 \j=1 /

Pour achever la première partie de la démonstration il nous suffit de montrer

qu'on peut réaliser || A || < ell / II. La construction de l'opérateur 77 tel que 77 ° TF soit

un isomorphisme de F sur F se fait alors comme dans le théorème II.6 et ne s'appuie

que sur cette majoration et la propriété 9p.

Evaluation de A,- • pour j > i. En supposant d'abord /„ = A,, avec / >/, on peut

refaire le même calcul qu'au théorème II.6 et on obtient

A,7 = £l7+/By£9(lBA:B(By)

avec ||£,7II < 6«,7II fn\\. Si/ = i on obtient ||A„ - <pjn¡\\ < e\\ fn¡\\/22i+\ Si/ > i,

on obtient en utilisant (A A)

IIA^IK-^II/.JI.

Evaluation de L^pourj < i. On fait un calcul analogue à celui du théorème II.6 et

on obtient

aij=Eij+f:jE^(íBkn¡nj)

avec/,'; = (£® - £®'-'X/B/) et ||£,7II < 68,,. || f„\\. Nous avons

E*(lBk„inj) = E*>-ilBk„inj) + (P* - E^){iBkn¡nj).

Or \\E*>-HlBk     )]{„ < 8/AJ si 1 >/ d'après (A) et ||(£* - E^\\BkR¡nj)\\M <

It=i8u/2k+2 < 8,7/2i+1 par (d) donc ll£9(laÂrBiBy)IL < 8/Ai + 8,7/2<+1 < 8/V

pour/ < i. Cette majoration ne dépend pas de i et nous devons, pour majorer A,

majorer directement l'expression £ = 2°=,2y=,,A,/e,,.

00  i—1 00  1—1

E= 2   2 V«,+ 2   2 %E*{lBkHinj)emr
i=i7=i i=iy=i

On a ll2r=i2>=,,£,7eBJ| =£ 2ji127^I168,7H/|| < e||/||/4 si 8,7 est assez petit. D'autre

part /„" = (£® — £*'-')/„. Si on pose y = supy |/„ | , qui est un élément de Lp car

y = Il / Il Co, alors on sait, voir par exemple [1], que y* = sup, £9fy est aussi dans Lp

on a

|/„';|<y + Y*-

On a donc | 2p1,/B';£9(lBA:BjB.) |< (y + Y*)2y=1,8/2> < 8(y + y*).

La norme dans c0 du second terme de la somme £ est donc majorée par

8(y + y*). On a donc

IIfiiíP(Co)<^II/ii + 8||yii¿, + siiy*iil,

<|ll/ll +811/11 +«-^-11/11

< — Il / Il    si 8 est assez petit.
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Nous pouvons maintenant écrire

00 oo

A = £+ 2 (A,, -?,/„,)+ 2     2   A,7,
1=17=1+11=1

00        00

IAIKfll/ll+2  2-^TT
L i=i i=i L

/ll=e||/ll.

Cette majoration achève la première partie de la démonstration.

Démonstration dans le cas IL On suppose dans ce cas que pour toute partie infinie

7 de N on a D/e/Oi = n,6/ß,. = 0 ps.

On détermine d'abord une suite («,) et un ensemble P, ce mesure supérieure à

(1 — e/2) tels que

\KAt)\<—    siiGP,    et   i</.j 47

On utilise pour cela le corollaire 1.11. On détermine ensuite des entiers px < qx < p2

< q2 tels que

In

B2 ~ C\   U ß„    soit de mesure supérieure à 1

En diminuant les ensembles ñ et en posant ß, = ß„ n P, n P2 on peut supposer

que pour tout n, (ß,, pn < i < qn} forme une partition de P, n P2. On définit alors

une suite bornée dans P°°(/,) en posant

Xr{t) = 2 X¡{t)e*.
s=\

(e*) désigne la base canonique de /, et

x,V) =22 IW^WO-
t=Pr J=P,

On montre facilement que II Xr(t)\\, < 1 + 8 et on peut donc trouver une sous-suite

e

2"

/■'(/) telle que

limrTO = r    poura(L0O(/,),L1(c0))
/->oo

avec Xx = 2?= !$/?,* et 2^°=, | i>, | < 1 + 8.

En extrayant une sous-suite de r'(l), on peut supposer que sur un ensemble P de

mesure positive contenu dans P, n P2 on a

IWO|<!        ViGP.
En remplaçant maintenant ß, par ß, n P on a donc les deux propriétés suivantes

S
(AAA)

(AAAA)

<7r'(l)        ?r-(»)

Um       2       2    I k„. | lainn
n — 00      ,_„       ,_„ -1 J

^L»^)   J~P'V) '-Pr-W

l^jnj(Ol<—f-    sly>7   et   i

<
1/ '

G P.
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Il s'agit maintenant de construire la suite (r(/)) extraite de (/"'(/)), la suite (A,) de

fonctions sur P, le sous-espace F0 et l'opérateur 77, exactment comme au théorème

II.6.
La description de F0 est tout à fait identique à celle du théorème II.6.

Construction de (r(l)) et (h,). 1. On pose r(l) = r'(l), P, = P et A, = lB.

2. Pour / > 2 on définit B, par:

B2 - !/7>

B2i_, = support de A+ si i > 2,

P2, = support de A," si i > 2.

A, sera un élément de X{B¡) pour / > 2.

En outre /■(/) et A, seront choisis de façon à réaliser les propriétés (a), (b), (c), (d), (e)

de la seconde partie du théorème II.6 et en outre la propriété (w2)

UO
/      1r(s) lui)

E9-]    2       2   *BiB,la/nO,
8

<—    pour¿</.

Si on suppose la construction de (A,) et (r(i)) pour i < / — 1, on choisit r(/) assez

grand pour réaliser (a) et (w2), en utilisant la propriété (A A A). On choisit ensuite

h, de façon à réaliser les conditions (b), (c), (d), (e). Cette construction étant faite on

pose

<Ps=   2   E*(lQkn¡nj).
•=P'L)

On se donne ensuite un élément/de F0

00        1rt,s)

/= 2   2 Mo/»,
*=1 J=Pr(,l

et on pose A,7 = E%(\aTn¡n¡Unj)) où /Bj = A,l^ si pr(s) <j < qr¡s). On pose alors
A = 20O-,[2oo-,Ai''' - œ X ]e où A(,,n) = 2^s)   2*i">   A  .

Nous allons majorer A par e|| /1|. Cette majoration sera suffisante pour construire,

comme dans la seconde partie du théorème II.6, l'opérateur 77 tel que 77 ° T,Fq soit un

isomorphisme de F0 sur F0.

Evaluation de A**'"' pour n> s. En raisonnant comme au §11 et en utilisant

(A A A A) on obtient facilement

IIA-IK^IIXJI    si»>5,    ||¿f*-V.X,ll<¿HM-

Evaluation de Aî,n pour n < s. Comme au théorème II.6 on montre que

Il A

oùX'B' = (£®-£®-)(XB)

lA^-X'^^IK—f— ||X„|

»(..-)=  2    2 E*(ia¡nakn¡nj).
'-Plis) J-Pr(n)
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En utilisant (A A A) on montre que ll^^'"'!!^ < 8/2" si s > n. Pour majorer A il

nous faut majorer directement

00      5—1

£=2   2¿¿s'n)es.
s=\ n=\

En posant y = sup, | X, | et y* = sup¿. | £*y | . On montre que sup, | 2„=l,XB$(î,"> |<

8(y + y*). Ceci permet d'obtenir, si 8, est assez petit

|£||<|ll/ll.

On peut alors écrire

00     5— 1 00 00 00

A = 2 2 *s'n)e, + 2 (a(-> - <pA) +22  *'-*..
s=\ n=\ 5—1 s=\ n=s-\-\

On obtient

00        00
e

IIAII <f 11/11+ 2  2r^T = ell/ll-
s= 1 n=s ^

Cette majoration achève la démonstration du théorème III.4. Nous pouvons alors

énoncer le résultat final.

Théorème III.5. Pour 1 <p < oo, l'espace LpÇc0) est primaire.

Ce théorème est une conséquence immédiate du théorème III.4.

Pour conclure cette étude nous allons montrer par un exemple que les espaces c0 et

lr, 1 < r < oo, ne vérifient pas la propriété 9X et ne rentrent donc pas dans le cadre

de cette étude.

Proposition III.6. Les espaces c0 et lr, 1 < r < oo, ne vérifient pas la propriété ÍP,.

Démonstration. Chacun des espaces est évidemment muni de sa base canonique

(e,).

Posons Ak = [0; \/2k\; c'est un atome de la tribu <e&2*-i + 1. On choisit dans

Ak \Ak+, un intervalle Ik de longueur l/k22k. Ceci est possible pour â; s* 2. On pose

alors

YB(0= 2 2y\   ùn = 2k~' + l,k>2,
j>k

Y„(0 = 0 si « n'est pas de la forme 2k~l + 1, k > 2. L'espérance conditionnelle

(F^Yn) est nulle en dehors de Ak et sur Ak elle est constante et a pour valeur

(l/P(^,))/^Y„.Onadonc

/•oo Ht 1kE%-y  ->2k Í    —1     =—1
L      Y« - L  Jk     (2 lAk k  h.lAt-
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Evaluons d'abord les normes de 1nynen et 1nE%-ynen dans P'(c0).

2y»(0«»     =sup|Y„(0l-
00 "

Sur l'intervalle 7y on a soit yn(t) = 0, soit y„(0 = 2J si « est de la forme 2k~ ' + 1 et

/ > A;. On a donc

sup|Y„(0l= 2 2;iv
" 7=2

1
/»upW0I= 2i = V~1:y    « 7=2 7 ö

D'autre part si n est de la forme 2k~ ' + 1, A: > 2, on a

2ya
¿'(Co)

£^Y„>x!

donc

On a alors

Jt   A*

2k 2k

sup|£^Y„|>supTl/<tN/<i+|=  2 Tl^At+r
A:>2 k>2

/suP|£H|>2T^rr=2¿=+°o.
^     n fc»2   *   2 £>2 Z/C

Ceci montre que c0 ne vérifie pas 9X.

Evaluons maintenant les normes dans L\lr)

2 MOI'
iA

2   2 2'i#i
[A:>2 V7>A:

•A

Comme les / sont disjoints, la puissance rième de la somme 2/a/t2yl7 est aussi la

somme des puissances rième. On a donc

Í2M0í),/r=(2 2 2%)

V   n ' X k»2j»k '

= 2 Jl/r2%.

7>2

En intégrant on obtient

lA \/r

2 2 2%
,7*2 A:=l

(2/2%)
lA

í1/' 1
Il 2* VnH£,'(/,) ¿à       .2 Z

7>2  7 7>2 7

Or r > 1 donc 2 — 1/r > 1 et cette série converge. Evaluons maintenant (£a"yB)

2 \E*-ym\
r\V'

t>2 K

•A
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Sur Ak \Ak+,, interviennent seulement les coefficients de \A , \A ,..., lA . On a donc

(?|*V)
'A (2r     22r 2*'

-p + —+•••+ —

A:>2

lA

Les ^4^X74^+, étant disjoints cette dernière expression est égale à

k :    \ 1A2-M
2i   l/(4\/(i+l      2l        r

\7=1   ^lfc»2

On a donc

2^ft-Y^B
*•       , \ 1Ak     2Jr^

2 V
L'(/,)       k^l ¿ \j=\   J

^       1 "    2Jr
> y —— y —

M2 \7=1   K     I

\/r

y      l     (2r2^-n1A_ y     l    (2^-i)1/f

¿2*-2*+M     2'-l j ¿2fc.2* (2'-,)1/'"

Or (2*r - l)'/r > 2V2'/r donc

2*Va — S - =
vlA   ^   t

'00.

ii¿u>   2'/^(r - i)1A *£2 *

L'espace lr ne possède donc pas la propriété <3>,.

IV. Primarité de Lp{ X) lorsque X ne vérifie pas $ .

IV. 1. Simplification du problème. Le but de cette étude est de démontrer le

théorème fondamental suivant

Théorème IV. 1.1. Soit X un Banach à base symétrique, ne vérifiant pas typ, et T un

opérateur de LP(X), alors l'un des deux espaces (Im T) ou Im(7 — P) contient un

sous-espace complementé isomorphe à LP(X).

Nous allons dans ce paragraphe, montrer qu'on peut se ramener à un énoncé

analogue pour les seuls opérateurs diagonaux.

Si P est un opérateur de LP{X), il est défini par les opérateurs T¡, = Q¡°T° Uj.

On dit que P est diagonal si P,7 = 0 pour i #/.

Nous allons démontrer un lemme qui éclairera la suite

Lemme IV.1.2. Soit T un opérateur (borné) de LP(X), posons D —

2,si«, ° Qj ° T ° Q¡, D est un opérateur borné et \\D\\ < IIP II.

Démonstration. Il suffit de montrer que pour toute suite finit (/„)„«# d'éléments

de Lp on a

2r«(/i)«i
i=i

<liri
N

2 fa,i=i
Posons <p°\2n>Jnen) = fxex - f2e2 - fa3-.

La base étant inconditionnelle de constante 1 on a ||<p(1)|| = 1 (en fait <p(1) est une

isométrie si la base est symétrique). On a donc

Wqf^oTo^W < IIPII.



PRIMARITE DE LP(X) 465

Il est facile de voir que la "matrice" associée à <p(1) °T ° <p(1) s'écrit

^u>     ~Fi2>       F,3,
~^21> ^22 > F23,

\

'31

donc l'opérateur P(I) = (P + <p(I) o P o <p('>)/2 a pour matrice

0

0

0       0       ••• \
'22

'32

'23 '24

et ||P(1)|| < IIPII. On recommence sur P(1) avec <p(2)(2n>1Xne„) = X,e, + X2e2 -

X3e3 ■ • ■. On montre ainsi que l'opérateur T(N) vérifie \\T(N)\\ < IIP II et a pour

matrice

0      0

'22

lNN

0 l7V+ 1.7V+ 1 '#+1,^+2

donc HSiLiW^H = WT^Kl^faß < IIPII Il2f=,/e,.||.   C.Q.F.D.
Désignons par L^X) le sous-espace de LP(X) formé des fonctions d'intégrale

nulle.

Proposition IV. 1.3. Lg(X) est isomorphe à LP(X).

La démonstration est laissée au lecteur.

Nous allons voir comment le théorème IV. 1.1 se ramène à la démonstration de

deux théorèmes distincts.

Théorème IV. 1.4. Soit T un opérateur de LP(X) et e > 0. Il existe un ensemble

mesurable B, une a-algèbre $ sur B, une suite d'entiers («,) strictement croissante tels

que

(a) Si X désigne l'espace engendré par la suite (e„), LP(B, ®, X) est isométrique à

L"(X).

(b) Si 770 désigne la projection de Lp sur LP(B, %, X) définie par

*o(2/-*-) = 2^*(i*/-IK

est si D est l'opérateur diagonal D = 1i>xu¡ ° Q¡°T ° Q¡ alors

||7r0P/-7707)/|| <e||/||   pour tout fdans LP(B,%, X).

Remarque. Nous savons, par le lemme IV. 1.2, que D est borné. Mais ceci n'est

pas nécessaire ici, il résulte de ce théorème que ir0° D est borné en tant qu'opérateur

de LP(B,%, X) dans lui-même.
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Théorème IV.1.5. Soit Tun opérateur diagonal de LP(X) et e > 0, il existe alors un

ensemble mesurable B, une a-algèbre ® sur B et une suite strictement croissante

d ' entiers (n j) telle que si X désigne l'espace engendré par la suite (en)i>2 on ait

(a) Lp(B, % X) est isométrique à LP(X).

(b) Il existe un sous-espace F de LP(X) isométrique à Lß(B, %, X) et un opérateur

77, de Lp( X) dans F tel que \\ 77, || < 8 et

(b') Il 77, o Tf - f II < e M / H pour tout f dans F, ou

(b") Il 77, o (7 - T)(/) - / Il < e|| / Il pour tout f dans F.

On va utiliser ces deux théorèmes pour démontrer le théorème IV. 1.1. On applique

le théorème IV. 1.3 et on trouve donc, P, % et X tel que

lk0 o Tf- 770 o Df\\< e||/|| V/EL'(i, %, X).

On applique ensuite le théorème IV. 1.5 à l'opérateur (tt0° D) restreint à

LP(B, <$>, X). On peut donc trouver C C B, <2 C % et X C X tel que LP{C, 6, X)

soit isométrique à LP(B,<§>, X) donc à LP(X); l'espace F donné par (b) est

isométrique à P^(C, Q, X) donc isomorphe à LP(X) d'après la proposition IV. 1.3.

Posons maintenant

77 = 77, ° 77g.

C'est un epérateur de LP(X) dans Pet on a, pour/dans F

II77P/-/H <8||t70P/-770P/|| + Ik, °(tt07>/) -/||.

Si (b') est réalisée pour t70 ° D on a

||77°p/-/||<9e||/||.

Si (b") est réalisée alors on a: || 77, ° (7 — 770 ° D)f - f\\ < ell / Il

Il77 o (7 - P)/-/ll < 811770 o (7 - T)f- 770 o (7 - D)f\\

+ ||*,o»0o(/-D)/-/||

<8e||/|| + ||»1o»0o(/-D)/-/||.

Or si/est dans F, 770/ = /, donc 77, ° 770 ° (7 — D)f = mx ° (7 — 770 ° D)f.

On en déduit encore II 77 ° Tf — f II < 9e|| /1|.

On voit facilement d'après cette inégalité, si 9e < 1, que si on est par exemple dans

le premier cas tt ° T,F est un isomorphisme de F sur F et par conséquent TF est

isomorphe à P, donc a LP(X) d'après la proposition IX.I.3. De plus Q — (it \TF)~l ° 77

est une projection de Lp( X) sur TF. Ceci achève donc la démonstration du théorème

IV. 1.1. Dans les 2 paragraphes suivants nous démontrerons les théorèmes IV. 1.4 et

IV.1.5.

IV.2. Demonstration du théorème IV.I.4. On se donne e > 0 et un opérateur T.

L'énoncé du théorème montre qu'on peut, en changeant au besoin e, supposer que

nni = 1.
Notons T¡j l'opérateur ß, ° P ° Uj. On se donne des nombres 8 > 0 et 8,7 > 0 assez

petits devant e. On applique alors les résultats du §1 pour construire des mesures

(6¡j) associées à l'opérateur Pet aux nombres 8,7. Nous savons d'après le §1 que ces

mesures sont absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue et si
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ô,7 = kjjP on a, pour tout entier N:

N

2 kijei
1=1

et

2^
7=1

<l+8ps,   si25,7^8

l+8ps,   û%8ij<8.
X*

Puisque X n'est pas isomorphe à /,, on a d'après [1],

üm k¡j = 0   en probabilité.
7-00

Nous devrons distinguer deux cas suivant que X est isomorphe ou non à c0.

Cas I. X non isomorphe à c0. On a alors également lim,_ + 00 Ac, = 0 en probabilité.

On peut donc facilement trouver un ensemble mesurable P de mesure positive et une

suite (n\) d'entiers telle que

W)|<^        ViGP,Vi*/.
2i+7

Avant de procéder à la construction de % et de la suite («,-) nous aurons besoin de

deux lemmes.

Lemme IV.2.1. Pour tout i fixé et h fixé dans Lp, la suite P. y(A) tend vers 0 pour

a(Lp, Lq) quand j tend vars + oo.

Démonstration. Supposons qu c'est faux alors on peut supposer, en extrayant

une sous-suite, qu'aucune sous-suite ne tend faiblement vers 0.

Si p > 1, on peut donc extraire une sous-suite qui converge faiblement vers g ¥= 0.

Si p — 1 ou bien on peut en extraire une sous-suite qui est de Cauchy donc

faiblement convergente dans Ü, sa limite sera g ¥= 0, ou bien on peut en extraire une

sous-suite équivalente à /,. On a utilisé ici le théorème de Rosenthal [6].

Supposons d'abord que lim^+O0 T¡ Jk(h) = g ¥= 0 pour a(Lp, Lq).

Soit v = 1"k°=x-\kek un éléments de norme 1 de X. Posons v(n) = 2JJL, \ Xk \ eJt+^

alors II ü("> || = || o II = 1.

Soit A ® t/"' l'élément de Lp( X) défini par 22°=i | X* | hejk+n

Il h ®t><">|| = Il AH p\\ ©<">||x=l.

Choisissons <p dans Lq telle que \\<p\\q = 1 et (<p, g)— \\g\\   ¥= 0. On a

2 \\k\TiJJh) = Qi°T(h®v„)
k=\

donc

/   «o 1

2 \\k\TiJkJh),<p) <||A®üJ|    ,||€ =
,*:=! ;
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On fait tendre n vers + oo et on en déduit

2/1**1 <*>*>>= 2 |xft|ligii<i=  2 V*
k=l k=\ k=\

On a donc démontré que ||2£°= x\kek Il > Il g ll(2£°=, | \k |).

L'espace Xserait alors isomorphe à /,, ce qui est contraire à notre hypothèse.

Supposons maintenant que la suite (Tijk(h))k>x est équivalente à /,. Il existe 8 > 0

tel que IIS^A^H = H2fc>1X^J| > ^k\\lk^kTuShß >lfr2ft»i I X* | . On
arrive à même contradiction et ceci achève la démonstration.

Lemme IV.2.2. Pour tout j fixé et h fixé dans Lp, || T¡j(h)\\ tend vers 0 quand i tend

vers +00.

La démonstration est laissée au lecteur.

Ces deux lemmes vont nous permettre de construire la suite (A,) de fonctions sur

P, isométrique à la suite de Haar et la suite (n,-) extraite de (n\) de façon à réaliser

les conditions du théorème IV. 1.4.

Io. Posons tí, = n\, P, = B, A, = \B.

2°. Supposons construits nx < n2< • • • < n,_x et A,, A2,... ,h¡_x de façon que si

P2 = P et

P2,_, = support de h/¡ pour i > 2,

P2, = support de A," pour i > 2

on ait: A, G X(B¡) pour i > 2.

On détermine alors n, > nHX, dans la suite («;),>, et tel que

(a) WTninhk\\<8,^       VAc</,V/</,

(b) \\E*<-\\BTnin¡hk)\\ < S,7^       V* < /, V/ < /.

©,_, désigne ici la a-algèbre engendrée par (A,, A2,... ,h,_,). Ces deux conditions

sont facilement réahsées un utilisant les deux lemmes précédents et le fait que

£*'-' o 1B est un opérateur de rang fini.

On détermine ensuite A, dans X(B,) de façon à réaliser les conditions suivantes:

(0 IM.*»^^^1    v*</./</.*</.

KV^')I<^^T       Vi </,/</, A: </,

(d) |<*«,v */>l<V^       Vi </,/«/, 2 </,

(e) K^A/, A,>- 0B(By(2ï,)|< S,7P(P,)3       Vi <l,j<l,2<l.

Les conditions (c) et (d) imposent que A, soit dans un certain voisinage de 0 pour

a(Lx, L1). L'étude faite au §1, montre que la condition (e) peut être réalisée par un

élément de A^P,) choisi dans un voisinage arbitraire de 0.
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La construction étant terminée notons $ la a-algèbre engendrée par la suite

(h¡)l>x et X l'espace engendré par la suite (eB)t>l. Il est clair que LP(B, %, X) est

isométrique à LP(X).

Donnons nous un élément/ = 2/3.,/B en de LP(B, $, X) et posons

oo    /    oo \

a = 2   2 a,7
1=1

en,>

avec

A,7 = P*(lBPBiny4).

Nous allons majorer la norme de A dans LP(X).

Evaluation de L^pour i </. Supposons d'abord que/„ = h,.

Si / </, on a A,7 = E^XJ^h,) + (£« - E^-^T^h,),

llÄ^ilÄ-AJlK^/^fr    d'après (b)

et

(£*-£%l)(lBPBiB7A/)=2 [Tninh,,
IM,/ \\hknp

On utilise alors le (c) car / < k et i </ < k, on en tire

IK** - ^-OÍl^A,)!! < 8,^f 2 ¿T « ̂ •

On a donc II A,71| < 8,71| A, ||/2/+ ' si/ > /.
Si ¡>j un calcul identique à celui de la démonstration du théorème II.6, cas I,

nous donne:

||A,7 - E*{lBkmJh,\\ < »vIIA,ll(^ + P(B,f)    ûl>j.

Si on écrit maintenant/, = 2%xb,h,/\\hl\\, alors

b, = (£*<-£*<-)( fmj)   donc|6,|<2||/.y||.

Posons/;; = (£» - E*J-Wmj) = 2/>yô/A//l|A,ll.
On déduit des majorations précédentes que

iA,7-£*(iA,,J/;;ii<s,72ii/»,i 2 ir, + p(b,Y
/=1 l

donc

||A,7 - £9(lsA:B(By)/;;il < 8S,7H/„J|    pour i </.

Comme || E\\Bkn.

11     2i+J

pourvu que S et 8,7 soient assez petits.

< 111**,,-, Il oc < S/2i+J et || /;; Il < 211 fnj II. On obtient
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Evaluation de Atjpour i >j. On suppose d'abord que/, = h, et on fait un calcul

analogue au précédent, en distinguant le cas / < i (on utilise alors le (a)) et le cas

/ s* i, pour lequel on majore la norme de A,- ■ — E'*(\Bknn)hl.

On arrive encore à

HA,7 - E*{lBkn¡nj)(E® - £®<-)(/B,)H < 8^,11411.

On achève alors de la même façon et on obtient

IIA,7II<^-II/,II.

On a donc

HAIK2   2 ¿7ll/H = ell/ll.
í>i j>\ ¿

Comme A = 770 ° Tf — ir0 ° Df, ceci achève la démonstration dans le cas où X n'est

pas isomorphe à c0.

Cas IL X isomorphe à c0. (e¡) est alors K équivalente à la base canonique de c0

[4].On a toujours lirn^ooA;^ = 0 en probabilité, en peut donc trouver B de mesure

positive et une suite (n'¡) telle que

|fcB'B'(0l<-Tr        V/>i,ViGP.I     n,nj V   / I       yi+J

Les lemmes IV.2.1 et IV.2.2 sont encore vrais.

Posons X(i) - 2J=xkn,¡n,e*, X(i) est un élément de Lx(lx) de norme inférieure à

(1 + 8) on peut donc trouver une suite s(i) telle que la suite Xs(i) converge pour

a(Lx(lx), L\c0)) vers Xx = 2°°=,%ej.

On a donc IIXxIIL.(/i) < 1 + S. Si on pose n'J = n's(j), on aura lx=x | $„,, |< + 00

et $„» est la limite pour a(Lx, P1) de (Ac„-V.),s.i-

Nous pouvons maintenant construire la suite («,.) extraite de (n") et la suite (A,).

Io. On pose «, = n'{, P, = P et A, = 1B.

2°. On suppose construit «,,..., 77/_,, £,,...,£,_,, hx,...,h,_x tels que

P2 = B et P2,_, = S(h+ ), P2, = 5(A") si i > 2.

A, soit dans ^(P,).

P, est donc déterminé. On choisit d'abord n,>n,^x de façon à réaliser les

conditions (a) et (b) du cas I et aussi

(f) ||£V,(iA/By-lfl$By)L<8/,7       V/</.

Ceci est possible car £*' '. \B est un opérateur de rang fini. Il transforme donc une

suite convergente pour a(P°°, P1) en une suite convergente en norme.

On détermine ensuite h, dans X(B¡) de façon à réaliser les conditions (c),(d),(e)

du cas I et aussi

(g) \{%,ht)\<8u^-    pour i< /,2</.
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Les calculs faits au cas I nous permettent d'écrire, en gardant la même définition

pour A et A,7

H A,7 IX ^7 II 4 II    sii</

et

|A,7 - E*{lBkni„)fï\\< M,jII fnjII pour i >/où/;; = (£« - £*-)(/„J.

On ne connait pas l'ordre de grandeur de kn    pour i >/. La construction va nous

permettre de majorer E^(\Bknn) pour i >/.

Lemme IV.2.3. Pour tout i >/, on a ||£®(1BA:„ (B )||w < 78,7.

Démonstration. On peut se limiter au cas oixp = 1 car pour/? > 1, c0 possède la

propriété *5P   On fixe/ et on écrit

E*(hkn¡nj) - E*{1 A,) = E^{lBkn¡nj - 1 A,) + (E* - E*i->){lBka¡nj)

- (£* - £9'-)(lA>

On majore facilement les trois termes grâce à (f), (d) et (g) et on obtient:

\\E*(lBkn¡„j-lB%j)\\OB<28¡j   pouri>/.

On en déduit que pour tout r > i >j on a

WE\\Bkn¡n. - l^.JlL < 28,7 + 28r, < 4S,7

(on suppose les nombres 8,y décroissants en i et en/).

Supposons que pour un certain indice i >/ on ait

IIF*(lBA;„„)|L >78,,.

alors

ll£a'-(lBA:B/By)lL>78<y-^>68l7.

Il existe donc un atome B¡ et ®;_, tel que

|£9'-(l**B|By)l>68iy   sur5'-

Par conséquent

|Ä*(l**-l«y)l>«*y-f>5*,y   ™B>-

Les inégalitiés ci-dessus montrent que pour r > i on aurait

l^(lA^)l>5ô,7-4ô,-S,7   surP,.

Posons C = P, et considérons la tribu 6 sur C engendrée par A', = \B/, h'2 = A,, A'3 =

*2/-i.A#4 = h2„...,h'k = hv(k)où

<p(2"+x -m) = (2"l)-m,       n>\,0*Zm<2".
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LP(C, Q) est isométrique à Lp. De plus pour tout r > l ou bien r est de la forme

cp(k) donc hr = h'k, ou bien le support de hr est disjoint de C. Cette remarque nous

permet de dire que si A; > 2 et q> est élément de LP(C, 6) on a

(Pe - £e*)(<p) = (£® - £9»<*>)(«p).

D'autre part en appliquant les majorations du cas I à /„ = <p on trouve que pour

tout r > j on a

¡A,» - £®(1A, J(£® - £^-')(<P)| < 88ry||<p||.

Or

2 K,MK
¿Vo) /•>!

2Ar,7(«pKj     <HPoiv;.(<p)iiL,(Co)<ii<pii.
¿'(co)

On en déduit si 2r3! ,8^ < ^

(•) lE*{lBknrnj)(E*-E^)(<p)e„r
r>j

<2||<p|

¿'(co)

Choisissons un entier A:0 tel que k0> 2 et<p(k0)> i. On sait, par exemple par [2],

que l'espace

77, = f? G F'(C, S)/sup |£e*<p| G P1

est strictement contenu dans Ü. On peut donc trouver <p dans P'(C, 6), de norme 1,

tel que

3K
sup | £e*<jp

. 5<7

On a donc

sup|(£e-£e»)(<ï>)

k»kQ

>
37C

8,,

Comme la suite (e¡) est K équivalente à la base canonique de c0

2  (Ee - Ee')(<p)e„ >+3-.

k>k0 Li(Co)        '7

On multiplie chaque terme par F9(1BA:B      in ) qui est supérieur à 8,7 et on utilise

l'égalité (£e - £e*)(<P) = (F® - £*<•<*> )(?)•'"'On obtient alors

2^(1b^)(^-^-')(«pK
r>i

>3.
¿'(c0)

On obtient une contradiction avec (*) et par conséquent on a démontré le lemme.

C.Q.F.D.
Ce lemme nous permet de conclure, on avait

UtJ- E%lBk    )C\\ <%8tJ\\fnj\\
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Où/" = (£« ')/„.. On en déduit

IIA,7ll<88,7ll4ll + 78,7(2||/„vl|),

228,7II/Byl<-rrll/l2l+J

La majoration de || A || se fait comme au cas I.

IV.3 Démonstration du Théorème IV. 1.5. Nous sommes donc ramener au cas d'un

opérateur diagonal de LP(X). Nous allons, pour démontrer le théorème, utiliser de

manière essentielle la négation de la propriété ty .

Enonçons d'abord un lemme.

Lemme IV.3.1. Soit T = (Ti)i>x un opérateur diagonal de LP(X). On peut trouver

une suite (n,) et un opérateur Tœ de Lp tel que pour tout h dans Lp, la suite Tnh

converge vers Txh pour a(Lp, Lq).

Demonstration. Il suffit donc de trouver une suite (n¡) telle que (Tnh)i>x soit de

Cauchy pour tout A élément d'une suite dense en norme dans Lp. Par un procédé

diagonal, on voit qu'il suffit de le faire pour une seule fonction A.

Le résultat est donc trivial sip > 1.

Si p — 1, supposons qu'il existe une sous-suite de P„A qui ne possède aucune

sous-suite de Cauchy faible, on peut donc en extraire, d'après le théorème de

Rosenthal, [6], une sous-suite P/(n)A qui est équivalente à /,. D'après le "subsequence

splitting lemma" de Rosenthal, [7], sur les suites de P1, dont l'idée se trouve déjà

dans Kadec et Pelczynski [3], on peut en extraire une nouvelle sous-suite, encore

notée P/(„)A telle que l'on ait

Tl(n)h =Un + d„

avec d„ — (F/(B)A)l£n, F„ étant une suite disjointe et

'«n. L\Tl{n)h\ converge vers une limite tj > 0.

On peut donc supposer que pour tout n, Il d„ Il, > tj/2.

Pour toute famille (X,,...,XJV)de scalaires on a

N

2 x,<?,
i=i

N

2d   ^ne/(n)
n=\

1
Zi   ^nTl(n)hel(n

n=\

1

l-iJsi
2l   ^n'l(n)"el(n)

Pour chaque/ on minore la fonction à intégrer par le coefficient de el(J) donc

Mais Uj + dj

N

2 V,
i=i

dj sur Ej et on obtient

N

2 V, >
N

2 W^>2jh\

N

2 \l
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On obtient de nouveau une contradiction puisque X n'est pas isomorphe à /,.

C.Q.F.D.
Nous pouvons maintenant démontrer le théorème IV. 1.5. On se donne e > 0 et on

choisit alors des nombres 8 > 0 et une suite décroissante 8, > 0 et ces nombres

devront être bien choisis en fonction de e.

Nous allons alors construire la matrice associée à P et aux nombres 8,: Si on pose

T[ — I — Ti — ß, ° (7 — P) o Í7, on peut construire une suite de mesures associées à

la suite (P,, T[, P2, P2',etc_)età la suite de réels (S,, 8,, 82,82,...). La construction

faite au §1 nous donne des mesures 0, = A;,P et 0/ = A;,'P telles que:

(l)\ki\*i\\T¡\\eí\k,i\\<\\T¡\\.

(2) | k, + k\ - 1|<28,<8.
(3) Pour toute partie mesurable A, on construit une suite décroissante Xn(A) de

parties de X(A) telles que

| (T,h, A>- e,(A) \< 8,P(A)\       Vi < n, VA G Xn(A),

| (T¡h, h)- $;(A)\<8,P(A)3,       Vi < n, VA G Xn(A).

De plus 0 est adhérent à Xn(A) (pour la topologie a(LxL})).

Posons alors

Qi={t/ki(t)>(l-8)/2},

ty={t/kï(t)>(l-8)/2).

On a S, U Q,' = [01] ps à cause de (2). En remplaçant au besoin P par (7 — P) on

doit donc envisager deux cas:

I. Il existe une partie infinie 7 de N tel que n,e/ß, = P soit de mesure positive.

II. Pour toute partie infinie 7 de N on a n,e/ß, = n,e/ß,' = 0 ps.

Cas I. Soit B = n,e/ß, un ensemble de mesure positive.

Si on désigne par Xr l'espace engendré par {ey/ G 7} et par T¡ l'opérateur

diagonal de LP(X¡) définit par la suite (7))ie/> on applique alors le lemme IV.3.1 à

cet opérateur et on peut construire dans 7 une suite (n'¡) et un opérateur P^ de Lp

tel que (Tn,h) converge faiblement vers P^A pour tout A dans Lp.

Fixons / entier et construisons une mesure 6n, associée à l'opérateur Tx par la

méthode suivante:

On pose

0„,(,4) = limsup (T^A.A),
h<EX„.(A)

Ô„>(A) = inf{2"=,0„;(^,);(Ax, A2,...,A„) partition mesurable de A). On démontre

exactement comme au §1, que ceci définit une mesure et on sait de plus que 6ni(A)

est une valeur d'adhérence de {(F^A, A); A G Xn,(A), h -» 0}. Pout tout voisinage V

de 0 pour a(L°°P') et pour tout e, > 0, on pourra trouver A dans V n X(A) tel que

|0b,(/O-<Fb;A,A>|<8,PU)3,       Vi</,

K;(^)-(F0OA,A>|<e/P(^)3.
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Enfin on sait, toujours d'après le §1, que 0„; est absolument continue par rapport à la

mesure de Lebesgue:

6n, = kn,P,   avec | ¿„, | < || FJK || PU.

On peut supposer, en extrayant une sous-suite de (n'¡) que

lim  k„, = kx   et    lim ä;b; = ÂM   pour a(P°°, P1).
Í-* + 00       ' i-*oo

Nous pouvons maintenant construire (n¡)i>x et la a-algèbre % sur P.

Io. Posons «, = n\ et P, = P, A, = 1B.

2°. Supposons construits 77,,...,«,_,, Bx, B2,...,B,  , et A,,. ..,A,_, tels que

B2 = B,    P2i_, = S(A+)     si/>2,

B2i = S(hj),

A, soit dans X(B¡) pour i > 2.

On note Ç&. la a-algèbre engendrée par (A,, A2,...,hj).

On définit alors un entier n¡> n¡_x, extrait de la suite (n'¡) et tel que

(a) KliA-r.)(*t)]|.<^,     v*</.

(b) |^'-,W*..<-*-)]|L<*i/2,

(0 ||£*'-.[lB(^;-fc0O)]||oo<8,/2||A/||.

Ceci est possible car £*'-' ° 1B est un opérateur de rang fini que transforme les

suites faiblement convergentes en suites convergentes pour la norme.

On choisira ensuite h, dans X(B¡) de façon à réaliser les conditions suivantes

(d)

(e)

(f)

1 \\n,\\    W"k"a
|<rB,^Ml<«^T^r>    v/</.*</,

1 ,        ll/iJI HA/H,
k^A^A^^S,.^^,       Vi</,*</,

\(Taohk,hl)\<8—^¡Tr,       k<l,

\(k„i,kl)\<8t^ßa,       Vi</,/>2,

K^.A/^MM^r,    vi</,/>2,

2'
<fc».A/>l<*^f.       '>2.

<C*/>l<*ll*/Jl^ïT.       />2,
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(g)

(T„h„ h,)- eHi(B,) |< S^B,)3,       Vi < /, /> 2,

\(Txh„h1)-6n<,BI)\<8lP(Bl)3\\hl\\.

Les conditions (d), (e), (f) imposent à h, d'être dans un certain voisinage F de 0 et les

remarques que précèdent cette construction montrent que (g) peut être réalisée par

un élément A, de V H X(B,). $ sera alors la a-algèbre engendrée par la suite (h¡)i>x

et X l'espace engendré par la suite (e„ ),>2. Il est clair que LP(B, %, X) est

isométrique à Lp( X) donc (a) est vrai.

Avant de construire 77, donnons nous un élément/de Lg(B, 'S, X) soit

/=   2 fn,en,-
/>2

Posons A,. = E\\BTnJn) et A = 2/>2A,eB¡ = E\\BTf).

Nous allons montrer que A est très proche du produit E%(\Bkx)f. Ceci va résulter

de la proposition suivante:

Proposition IV.3.2. Si (8,) et 8 sont assez petits on a

A - 2 E*{\BTJn)en¡
í>2

<-6\\f\\,

ÎE*{lBT„fmi)eHi-E*(lBkJf
¡>2

<16I|Z|

(O

(2)

etE*(lBkJ>l

Montrons comment cette proposition permet de construire tt, de façon à réaliser

les conditions (b) et (c) du théorème IV. 1.4.

On définit des opérateurs ir2 et tt3 de LP(X) par

Ona|k2||«4car£9(lsA00)>¿

4 2 faj) = 2 (£* - **)ux.
V/»l ' <>2

On voit facilement que 773 est une projection de F'XX) sur L¡¡(B, 9>, X) et || 7r31| < 2.

Posons 77, = 773 o 772, on a || 77, || < 8 et si/est dans Lg(B, $, X) on a

"Ï °F/-/=773(772oP/-/),

ll»l °F/-/||<2||772oP/-/||.

Il est facile de voir que II tt2 ° Tf - f || < 4|| A - E\\Bkx)f ||. La proposition IV.3.2

montre que

ll7T2or/-/n<4|ii/ii=|ii/ii,

lk, °F/-/||<e||/||.

Ceci achève donc la démonstration du théorème IV. 1.5 dans le cas I.
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Démonstration de la proposition IV.3.2. Il suffit de prendre 8 < \ pour avoir

kxlB > \ donc E%(\Bkx) > \. Pour démontrer (1) et (2) nous allons évaluer A,.

Supposons d'abord que/,^ = A,, avec / > 2 (car //„ = 0).

Si / > i on écrit alors

^-E^kjh^y + w + ch,

avec

At    \    A,k       \      "k

*'' = JA7"'*" »M,/»**-,
^" = -(£*-£9'-.)(lJ,AB>/„

<P„A/,A/>-0B(P/)
c, = ¿W

On majore successivement chacun des trois termes en utilisant (d), (f) et (g). On

obtient donc

||A,.-P*(A:„ilB)A/||<8,.||A;||(^ + P(P;)2).

Si / < i on écrit

Ll-E*{lBTaahl) = E*[lB(T„-Tjh]

= £*-<[lB(FB, - Tjh] + (£* - E^)(tBTnh,) - (E* - £*-)(lBFj.

On majore successivement chacun des trois termes en utilisant (a), (d) et (e). On

obtient donc

\\^-EHlBTM\\<(si + ±y^    pour KL

Ecrivons  maintenant /„ = lf=7b,h,/\\h,\\, b, = (£*'-£*'-')(/„ )  donc   |A,|<

2II/.JI et posons/; = £*<-(/,,), /„','=/„, -/„',, i > 2.
Les majorations précédentes montrent que

||a,. - £«(i,u() - * *(i,*„,)/:;

<2||/B/||(8/ + |)'2^ + 2||/BJ|8I.Í(1 + P(B/)2).
/> 2

Comme 2!>2P(Bi)2 * 2, on trouve

(3) ||a, - £9(i8rM/;) - £*(iB^.)/n';|< (58, + ^T)ll/Bill.

Nous allons maintenant montrer plusieurs lemmes qui seront utiles pour la

démonstration de la proposition IV.3.2. Il s'agit en fait de "remplacer" dans

l'inégalité (3), AB( par t„t, puis ensuite £*(1BC)/B'; par E\\BTxfa).
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Lemme IV.3.3. Pour tout i > 2 on a

£®-£M(lAj|L<^7,

£--£^(lX,)|L<^

|£*[iB(C, - K <  s,. +
1     -),+1

|^We(-0]L<HM(^ + ̂ r).
La démonstration est laissée au lecteur, elle utilise les inégalités (b), (c) et (f).

Lemme IV.3.4. Si on pose/„" = (£® - £*'-')(/„,), on a pour tout i > 2

K(i^/;';)-£®(iXj/i;|<(251-1 + pJ)ii/Biii.

Démonstration. Pour tout / > 2 on a

£a(lÄ*/) - E*(lBQh, = r, + */" = c,A,

avec

*/ = 2 Ua,
IAJI,/IIA*I

Comme k ¥= l on peut utiliser (e) et on trouve

ii*;ii. < «^£r. tf = - (f* - £*'-.)(!.£>,.

On utihse alors le lemme IV.3.3, car / > 2, et on obtient

l*"IL<*/- i/+i

Enfin

La condition (g) donne | c, \ < 8iP(Bi)2 II A, ||. On obtient donc

\\E*(\BT„h,) - £®(lBQA/||ao < ||A|||(£±íí + S^B,)2},

Ecrivons maintenant/,. = 2f=2b,h,/\\ h, Il et | b, | < 2|| /„

On déduit de la majoration précédente

|^r + W>,)2).
i>i
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Comme 2/>2P(P/)2 < 2, si on choisit 8¡ < 8 et décroissante on obtient

(4) ^V-^-s^oA*, l/JI  48

En utilisant le lemme IV.3.3 et en imposant 22l>i8l < 8,_,,

)i-i

b,h,
E\UkJ%-ÏE*(\Bkn)-^h, /JlU-i+7-7(5)

et

(6) ¡E*{1bO% - E*{IbK)K.\ < 211 /», H («, + ^T ) •

Les formules (4), (5) et (6) donnent donc

\E\lBOfn", - E*{\BTJ!)\<> ll/„,ll(s,_, + 68, + ^)

Si (8,) est suffisamment décroissante on a donc

(7)

\E*{iBkJ% - £®(iJ,roo/;';)|< il/„,llUs,.
,i-3

Vi > 2.    C.Q.F.D.

Corollaire IV.3.5. Pour tout (p dans Lß(B, %)on a

\\E*(lBTx<p) - E*(lBkJ<p\l<28\\<p\\.

Démonstration. Dans la démonstration précédente, on obtient, en faisant i = 2

et/," = /„ = <p, d'après les formules (4) et (5)

¡E*(lBkZ)q> - £9(lA<p)|L < H<pll(8, + 482 + 8).

Si 8, + 482 < 8, on aura donc la majoration cherchée.   C.Q.F.D.

Lemme IV.3.6. L'opérateur S de L"(B, •&, X) défini par

s( 2/„*„,)= S^to,)^,
v i>2 '        i>2

est un opérateur continu et II 5 II < l|P||.

Démonstration. On sait que \\T¡\\ < IIPII donc HP^II < IIP II.

Il suffit de montrer que pour toute suite finie f„2, f„},... ,fn¡ d'éléments de P'XP,

on a

2 E\\BTJn)en¡
¡ = 2

<liri 2 /„,«„,
i = 2

On peut en outre supposer que les/, sont dans l'espace engendré par (hk)k^N. Le

calcul que nous avons fait pour majorer la norme de

E%{\BTxf'-\BT„r)
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montre que si i > N et si qp vérifie E "<p — <p, alors

\E\\BT^-\BTn^)\< («, + IJllçl

On en déduit, pour tout k> N l'inégalité

2^(i,i'./-lK-2^(i.2;l+./.lK
1 = 2 i = 2

<22(5,.+, + ^)ii/b,ii.

Si on choisit la suite 8, de façon que 2y>,8/ < 8¡, alors

S^UK-S^U,./,)^,
1 = 2 1 = 2 i^i)

<   8t + 2 u
1 = 2

Ceci montre que S(2{=2fnen ) est limite en norme, quand k -» +oo, de la suite

2/=2£*(lBrBi+t/B/)VOr'

2 £®(iBrB,+t/,X
1 = 2

<im

2 E*(lBTHi+Jmi)emi„

2 L e„
¿-i Jn,  nl + k

1 = 2

La Umite vérifie encore cette inégalité et on a donc

= liri 2 /»«„,
i=2

S\ 2 /.,*„
1 = 2

2 fn?n,
1 = 2

.    C.Q.F.D.

Corollaire IV.3.7.  Soit /=21>2/n/en, "" élément de Lg(B, <$>, X) et /„"

(F® - £®'-'X/„.). On a a/ors

2£ÍB(iBA:B,-iXi)/n';
i>2

«C2(l +HP ||)||/||.

Démonstration. L'inégalité (3) nous donne si 21>2(58, + 8/2'+1) ^ 1

A - 2 ^(lÄ/;)«",, - 2 E*(lBkJ%eni < H/1
i*2 i>2

D'autre part A = F*(1BP/), donc ||A|| <||P||||/||.

D'après le lemme IV.3.6 on a H2/a.2^a(lir^oo/»lKH *= HrH H/H-

En additionnant ces trois inégalités on obtient

2 *9(v,»/B';k- 2^(i^,)/„%, <(i + 2iipii)ii/ii.
>2 i»2

En utihsant le lemme IV.3.4 et en supposant 2lS.22ô,_1 + 8/2'"3 < 1, on obtient

2 £*(iB«;k,- 2E*(iBQ%emi < ii/ii.
i^2 i3»2

On en conclut par addition

2 F*(lBA:ni. - lBQ/n%, <(2 + 2||P||)||/||.    C.Q.F.D.
i3>2
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Nous allons utiliser ce corollaire et l'hypothèses que X ne possède pas la propriété

9p pour montrer que £9[1B(AB — kn )] est très petit. C'est le résultat du lemme

suivant

Lemme IV.3.8. Pout tout i>2ona \\E%[\B(kn¡ - k„)]\\x < 108, + S/2'"1.

Démonstration. Pour tout i on choisit un entier N¡ tel que

Donc

28i>(N¡-m-^>S¡

8
NA < 108, +

Raisonnons par l'absurde et supposons que pour un certain i fixé on ait

|*#M**-Ç)]L>m.
En utihsant plusieurs fois le lemme IV.3.3 on trouve un atome B¡ de <$,_, tel que

pour tout/ > i on ait:

\E*[lB{knj - Q] \>{N,~ 8)8, - ^ > 8,.   sur B,.

Considérons la a-algèbre G sur B¡ = C engendrée par

AÍ = 1b,.   h'2 = h„   A'3 = A2/_,,   h'4 = h2„.:.,hk = h9(k)

où <p(2"+1 - m) - 2"l - m V« > 1 et 0 < m < 2". Si alors/ est de la forme y(k), k

> 2, ou le support de Ay ne rencontre pas C, donc si q> est dans LP(C, Q) ei k > 2 on
a (£e - £e*)(<p) = (£® - £*»<«Xç>).

Soit Ac0 le premier entier tel que k0 > 2 et cp(A;0) > i. Comme ^ ne vérifie pas ^ et

que LP(C, 6) est isométrique à LP, on peut trouver une suite (gk)k>k0 dans

¿'(C, 6) telle que

2s*e*  = !

et

3 + 2HPI
2  (Ee-Ee>)(gk)e(

k»k0

Posons alors/, = gk si/ = <p(A;) + \, k > k0,

/„ = 0   si/ n'est pas de cette forme.

On a (£® - £*>-')(/„,) = 0 si/ * ç(A) + 1, Ac > k0,

(£» - £V.)(4) = (£e - £e*)(sJ   si/ = <p(k) + 1, A > k0.

Comme d'autre part si k > k0 et/ = <p(k) + 1 on a

\E*[lB(knj-íTHj)]\>8i   surC,
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on en déduit

2 E*[lB{kttj -K)]Kenj
7>2

>8. 2  (Ee-E^)(gk)et
k»kn

>3 + 2||P|

Mais d'après le corollaire IV.3.7 on doit avoir

2£*[i*K-C;)]/;;s
j>2

<(2 + 2||P|

On obtient donc une contradiction et ceci achève la démonstration du lemme IV.3.8.

Nous pouvons maintenant démontrer les inégalités (1) et (2) de la proposition

IV.3. En utilisant l'inégalité (3), le lemme IV.3.4 et le lemme IV.3.8 on obtient

facilement

|A,-**(1*WH/J( 58,. + -— + 28,_, + —— + 208,. +
2¡+i   '   ""'-'   '   2'~3

Si S et 8, sont suffisamment petits, on obtient donc la formule (1)

|3=2 i>2

1-2

Jv.-s^tox <^n/ii.

Pour démontrer la formule (2) nous utiliserons le corollaire IV.3.5. Remarquons

d'abord que £®(1b*oo) = £®(lBj£0) à cause dès lemmes IV.3.3 et IV.3.8. La

formule (2) devient donc, avec les notations précédentes:

|S/-£®(1BC)/||<^II/II.

Nous allons montrer en fait que

||S/-£9(1B/C)/||¿-W<^II/II.

On choisit pour cela une suite dense (gk) pour a(X*, X) dans la boule unité de X*.

On pose alors

n

yk,n= 2 g*(«,-)«*■
i=i

Il est facile de voir que || yk „ Il < 1 et que pour tout x dans X

llxll = sup (yk>„,x).
k,n

Posons maintenant q>k „ = (yk¡n, 2,>2/„.e„.). <Pk,n est un élément de Lß(B, %) et on

HP*,J 2 fn e„t
r»2

l/l

On applique le corollaire IV.3.5 à <pk „ et on obtient

||F®[lBroo<p,in]-£®(lBC)<P,Jo0^28||<P/l,„||/,< 2811/11.
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Pour tout t fixé on a

115/(0 - E*(lB0(*)f(t)\\x= «"P |<A,B; 5/(0 - £*(lX)(0/(0>|
k,n

= sup |£®[iBU<p,,„)](i) - £9(iX)(0<pU0|-

L'enveloppe supérieure d'une famille dénombrable de fonctions bornées presque

partout par 281| /1| est aussi bornée presque partout par 281| /1| donc

||S/(0-£®(lBO(0/(0H*< 2811/11    ps.

On en déduit

115/-£®(1bC)/Hl»w< 2811/11.

A fortiori, si 28 < e/16

\Sf-E\\BkJf\ ¿^)<T6II/I

Ceci achève la démonstration de la proposition IV.3.2 et par conséquent celle du

théorème IV. 1.5 dans le cas I.

Cas II. On suppose maintenant que pour toute partie infinie 7 de N on a

n/e A = nie/o; = 0 Ps.
Comme fi,'c C fi,, on peut facilement déterminer une suite d'entiers px < qx < p2

< 92 < " " > telle que B — DB U^ fi¿ soit de mesure positive. On peut même

supposer, qu besoin en diminuant les fi,, que pour tout n, (fi,, pn < i < qn) est une

partition de P.

Nous allons définir un nouvel opérateur diagonal auquel nous pourrons appliquer

les résultats précédents: Posons

Qniv) = 2 ibt;(ç>iQ/).
•=p»

Lemme IV.3.9. L'opérateur Q de LP(X) défini par

Q(2Ken)=2Q„(K)e„
n 11

est continu et II g II < IIPII.

Démonstration. Pour tout t fixé, il existe un seul indice pk < ik < qk tel que t

soit dans fi, . On a donc

ß(2ABe„)(0 lTlk{\kla)(t)ek
k

lT¡k(Xkía)(t)e¡

<ik

2 2 ?;(Ma,)(0e,
k  i-pk
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En prenant les normes dans L'on obtient

|ß(2V„)[<lir/ii  où/= 2 x,v,.
?*

>=Pk

On montre facilement que  11/(011*= I^X^OeJI* pour tout t donc  II/H =

H2*Xfcefc ||. On en déduit

|ô(2x^ 2^«e« .    C.Q.F.D.

Le lemme IV.3.1 montre qu'on peut trouver un opérateur Qx de Lp et une suite

r'(n) d'entiers telles que, pour tout A dans Lp:

Um gr,(n)A = ß^A   pour a(F', F«).
n-* oo

Considérons les mesures

?»

f„= 2 Mo,.
<=/>»

?»
H„ = <PnP   avec(p„= 2 Mi

,=pn

On a donc par construction <pn S* (1 — 8)/2 sur P.

Définissons, pour tout A mesurable, une suite Yn(A) décroissante de parties de A :

Y0(A) = X(A),

Yn(A) =   A G Yn_x(A); h =   ¿ Ä,ouA, G Jf,(¿ n Q,)l.

Si A est dans Yn(A) nous avons

7=7'»

?»

(Qnh,h)=   2  (^A).
7 = P»

Or   | <7}A,, A,->- 0/^ n Qj) \< 8jP(A D fi;)3   car   A,. G A,.(^ n fi,)   donc

| (ß„A, A>- M^) |< 2^nS,P(^ n fiy)3. On a 8, < 8^ < 8„ donc

|<ß„A,A>-/x„(^)|<8„P(^)3.

Comme Yn(A) C ¿^(^4) si A < w on aura aussi

|<ß,A,A>-,i,(^)|<S,P(^)3       VA<«.

La construction des mesures associées aux opérateurs faite au §1, montre que pour

construire une mesure ßn associée à Qx en posant

fi„(A) = limsup (Qxh,h)

et

A->0

ß„(A) =inf-j 2 AB(^,-);(^i»---.^/v) partition de ̂
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il suffit de montrer les deux propriétés suivantes:

(a) 0 est adhérent à Yn(A).

(b) Si Ax et A2 sont disjoints et A, fixé dans Yn(Ax) alors il existe un voisinage de 0

pour a(P°°, P1) tel que si A2 est dans Yn(A2) n W alors A, + A2 est dans Yn(A).

Pour montrer (a) on se donne un voisinage K de 0 et on pose

*=  {« = («t. '2>•••>'»)/>* < '*<?*}•

On pose alors, pour a dans $, fi(a) = r\k=1íl¡ si a(ix,.. .,ik).On met une relation

d'ordre sur í> et on construit par récurrence, en utilisant les propriétés (a) et (b) pour

Xj(E), pour tout F mesurable et pour tout/, des fonctions A(a) telles que:

h" G X¿A n 0<«>) et 2oe<pA« G V.

Si <E>y = {a G 3>/fia C fiy} alors on imposera que 2aGfl) h" — hj soit dans

AT (i4 n fiy), ceci pour tout/^ </ < qkeik<n.

La fonction A = 2ae4(Aaest donc dans F n Y„(A).

La propriété (b) se démontre de façon analogue.

En considérant l'opérateur Qx, limite des gr<(n), on va construire les mesures

ßr'(n) = $r'(n)P associées à Qx et définies, comme il a été rappelé, à partir de

Comme <pr,(B) > (1 — 8)/2 sur P, on est dans la situation du Cas I et on va donc

pouvoir construire une sous-suite (r(n)) de (r'(n)) et une a-algèbre <$ sur P telle que

si X est l'espace engendré par (er(n))n>2 alors LP(B,9>, X) soit isométrique à

LP(X).  On  peut  également  trouver  une  fonction  (px^\   telle  que  si  X =

2n>2Xr(nfr(n) eSt danS Lfi(B, % X) &\OTS

(8) ¡F®(lBg(X))-F*(lB<pjX|<f||X||.

Nous pouvons maintenant définir F et irx

f=\ 2    2   Ar(B)vi; 2 XrinfrM^E^B,%,X) .
[B>2/=Ä<B) «*2 J

On voit facilement que P est isométrique à L£(B, 9>, X) donc isomorphe à LP(X).

Il reste à définir 77, : posons

On a

donc

■¡.(2/,«,)= 2    2* £9(/i0/)U„>.
i B>2 \ i=/»KM) /

/ qri„) 1

*2(/)=^    2     2   ft\erW
\ n*2 >'=A<i.) I

l»2/l

?r(»)

2/       2.     faa,er(n
»*2 i=/>k»)
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Pour t fixé il existe un seul indice pn < in < q„ tel que t G fi,

2   2 /,(0W0«k-)
«s» 2 i=pri„)

2 /„(0er(n)
«&2

2 aî'K
«S»2

¡/(OH*

donc en prenant les normes dan P'' on en déduit

lk2/||< Il/Il.

Posons

"3(2****1   = TälTTT U Wk»)    '
V   * ' £    Ub'ÏW  V   n '

Il 7731| < 4 car «Poo > i sur P.

Enfin

"4(2V*) = 2    ?2   l0/(£ft-£a')(AKlf)lB)e/.
k n = 2 i=pr(„,

On montre facilement que || 7741| < 2 et en outre si / est dans F alors il existe X

dans Lß(B, %, X) tel que/ = 774(X), Il X || = || /1|. Posons alors 77, = w4 ° 773 ° ir2. On

a||77,||<8.

Donnons nous/dans F,/= 774(X) avec II X|| = ||/||

77,37-/= "4U3 ° «i2/- A)>

||77,P/-/|| <2||»3o»23y-A||.

Mais on voit facilement que 772P/ = F®(gX), et la formule (8) montre que

|773°772P/-X||  <-X 4IIXI 11/11.

On obtient donc II7T,P/-/Il <e||/||.

Ceci achève la démonstration du théorème IV. 1.5 dans le cas II.

Le théorème IV. 1.1 nous permet, en utilisant la méthode de décomposition de

Pelczynski, d'énoncer le théorème suivant

Théorème IV.3.10. Soit 1 < p < 00 et X un espace de Banach à base symétrique, ne

vérifiant pas $', alors LP(X) est primaire.

En rassemblant les résultats des §§II, III et IV on peut donc affirmer que pour

tout espace de Banach à base symétrique et tout 1 <p < 00, P^A') est primaire.
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