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FONCTIONS SPHERIQUES DES ESPACES
SYMETRIQUES COMPACTS

JEAN-LOUIS CLERC

ABSTRACT. An integral formula, similar to Harish-Chandra’s formula for
spherical functions on a noncompact Riemannian symmetric space G/K is
given for the spherical functions of the compact dual U/K. As a consequence,
an asymptotic expansion, as the parameter tends to infinity, is obtained, by
using the (complex) stationary phase method.

RESUME. On démontre une formule intégrale pour les fonctions sphériques
d’un espace symétrique de type compact U/ K, analogue de la formule d’Harish-
Chandra pour le dual non-compact G/K. En conséquence on obtient un
équivalent asymptotique lorsque le parametre tend vers l'infini, en utilisant
la méthode de la phase stationnaire complexe.

Les fonctions sphériques des espaces symétriques compacts sont nettement moins
bien étudiées que leurs homologues du cas non-compact; on se propose dans cet
article de généraliser deux résultats classiques sur les polynémes de Legendre, qui
correspondent aux fonctions sphériques de ’espace SO(3)/SO(2): d’une part, la
représentation intégrale, dite de premiére espéce et due a Laplace

2r
Pp(cosf) = —21; /0 (cos@ + isinf cos p)" dp,

d’autre part 1'équivalent asymptotique, du a Laplace et Heine

/ 2)0 —7/4
0<fd<m, P, (cosf) ~ w_zn-cos[(n j}iﬁ ull ], n — +00.
sin

Voir [12] pour ces résultats élémentaires.

1. Complexification des décompositions classiques. Soit g une algébre
de Lie semi-simple réelle, de type non-compact, § une involution de Cartan de g,
a laquelle correspond la décomposition g = €@ p. Soit a C p un sous-espace de
Cartan, ¥ le systéme des racines (restreintes) de (g, a), et =% les racines positives
pour le choix d’un ordre sur a*. Si A € ¥, on note g, le sous-espace radiciel associé,

et on pose
n—zg»\’ n=4¢ n) Zga\
res+ Aex+
On désigne par m le centralisateur de a dans &.
Soit gc la complexifiée de g. Si 3 est une sous-algébre de g, on note 3c sa
complexifiée, regardée comme une sous-algébre de gc.
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Soit encore u = € + ip; c’est une forme réelle compacte de gc.

Soit G¢ le groupe de Lie complexe simplement connexe d’algébre de Lie gc,
et soit G, K, A, N, N, K¢, Ac, Nc, N¢, U les sous-groupes analytiques corre-
spondant aux sous-algebres introduites précédemment. L’involution 6 s’étend en
une involution de gc, et celle-ci est la différentielle d’une involution de G¢, notée
encore . Les points fixes de cette involution dans G¢ forment un sous-groupe
connexe de G¢, d’algébre de Lie tc, donc coincident avec Kc. De méme comme
U est un sous-groupe compact maximal de G¢, il est simplement connexe, et les
points fixes de § dans U forment un sous-groupe connexe, d’algebre de Lie €, donc
coincident avec K.

Soit b une sous-algébre de Cartan de g contenant a; h est f-stable. Soit A le
systéme des racines de la paire (gc, hc), et soit ¢ = {a € A, a|s =00u |, € 1}

La partie 9 est parabolique, et donc qc =bhc+)_ acy (8c)a est une sous-algebre
parabolique. Si oo = 0, alors le sous-espace radiciel correspondant est contenu
dans tc, et donc aussi dans mc. On en déduit aisément que qc = m¢ @ ac S nc.

Soit Q¢ le sous-groupe parabolique (fermé et connexe) correspondant.

(1.1) PROPOSITION. L’application (7,§) — ig Nc x Qc — G est une sub-
mersion injective sur un ouvert de G¢.

Comme gc = ¢ @ qc, 'application est une submersion sur un ouvert de G¢.
Reste a voir que NcNQc est réduit & I’élément neutre ce qui entrainera l'injectivité.
Soit H un élément régulier de a; alors si # € NcNQg, on a Ad A(ng) C ng, puisque
Qc n’est autre que le normalisateur de nc, par suite, pour tout X € ng, on a
B(Ad#n-X, H) = 0, puisque n¢ et ac sont orthogonaux pour la forme de Killing. Ou
encore B(X,Adn~! - H) = 0, pour tout X € nc. Mais AdAa~'H — H € fic; comme
B(X, H) = 0 pour tout X € nc, et que B est une dualité non-dégénérée entre nc
et nc, on en déduit que Ad”~!H — H = 0; mais pour H régulier, 'application
n — Adn - H — H est bijective (démonstration analogue au cas réel). Par suite
i =e.

Soit m; = m @ a le centralisateur de a dans g, et (M;)c le centralisateur de ac
dans Gc; on sait que (M;)c est un sous-groupe de Lie connexe, d’algébre de Lie
(m1)c, et qu’il normalise nc. D’autre part il est élémentaire que (M;)cNNc = {e}.

(1.2) PROPOSITION. L’application (M;) X Nc — Q¢ (mi1,n) — min est un
homomorphisme bijectif de groupes de Lie.

Soit M le centralisateur de ac dans Kc; Mc n’est pas en général connexe.
Soit F = {a € Ac,a® =e}.

(1.3) PROPOSITION. (i) Mc =F - (Mc)o,
(ii) McNAc=F.

N

DEMONSTRATION DE (i). Sia € F, alors comme a € Ac, on a 8(a) = a~'; d’'ou
6(a) = a, et donc F C K¢, d’ou on déduit F - (Mc)o C Mc.

Réciproquement, comme Mc est clairement un groupe réductif, on a Mg =
(Mc NU)exp(iunmg).

Sim € McNU, alors m commute au tore exp ia; donc il existe un tore maximal
T de U contenant a la fois m et expza. Son algébre de Lie t est #-stable, tNip = 1a,
et tNt C m. De sorte qu’il existe Z € m et H € a, tels que m = exp ZexptH.
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Mais 8(m) = m implique m = exp Z exp(—tH); d’ou exp2tH = e. Autrement dit
- exptH € F; ceci prouve (i).

Pour (ii), on a F C Mc N Ac; si maintenant @ € Ac, on a 6(a) = a™!, et
donc @ € Mc implique 6(a) = a; d’olt a® = e. On a en fait le résultat plus fort:
KcnNAc=F.

On peut donner de F une description plus explicite (cf. [6, p. 322]). Pour cela
introduisons pour chaque A € ¥ ’élément A, € a, défini par B(H, A)) = A(H),
pour tout H € a.

1

(1.4) PROPOSITION. Soit L = {H € a|exp2iH = e}; alors L est le réseau
engendré par les vecteurs 2wAy /(A A), A€ X.

11 est désirable—et nécessaire—de préciser dans la suite ’ouvert de la proposition
(1.1). Pour ce faire, considérons une représentation irréducible 7, de dimension
finie et de classe 1 de la paire (G, K). Celles-ci sont exactement les représentations
holomorphes de dimension finie de gc admettant un vecteur t-fixe; d’aprés [7] elles
sont caractérisées par leurs poids dominant. Plus précisément, fixons un ordre sur
h* compatible avec celui fixé sur a* (c’est-a-dire tel que u|, > 0 implique x4 > 0).
On a alors la caractérisation suivante.

(1.5) PROPOSITION. Soit m une représentation de classe 1 de la paire (G, K).
Le poids dominant correspondant u € §* satisfast les conditions

(i) ulycnec =0,

(ii) (#,A)/(A,X) € Z*, pour tout A € T*.
Inversement st u € a* satisfait la condition

(iii) (4, A)/(N, ) € Z*, pour tout A € T,
alors pu prolongée par 0 sur hc NEc est le poids dominant d’une représentation de
classe 1 de la paire (G, K).

On note A le sous-ensemble de a* formé des formes linéaires satisfaisant la con-
dition (iii).

Pour s € A, on note 7, la représentation de G associée; soit x, le caractere
de Ac = expac, dont la différentielle est u. Soit e, un vecteur non-nul de poids
u. Alors les propositions (1.2), (1.3) et (1.4) permettent d’établir que e, est en fait
invariant par Mc - Nc (cf. [7, p. 536]). On a donc w(man)e, = xu(a)e,, pour
m € Mg, a € Ac et n € Nc. On note encore x, le caractére de Q¢ trivial sur
Mc et Nc et prolongeant x, sur Ac.

Soit E, I’espace vectoriel de la représentation 7, et munissons E, d’un produit
scalaire hilbertien invariant par la restriction de 7, & U, et choisissons ¢, de norme
1. On a alors, pour # € N et ¢ € Q¢

(mu(g)eu, en) = Xu(9)-

En effet m,(q)ey = xu(g)eu, et mu(7)e, = €, modulo une somme de vecteurs
dans des sous-espaces de poids strictement plus petit que e,, et donc orthogonaux
a e,. D’otl I'égalité.

Posons Fy,(g) = (m.(g)ey,eu), et soit Q, = {g € Gc, Fu(g) # 0}. Clairement
(1, est un ouvert dense connexe de Gc.
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(1.6) THEOREME. Soit i € N¢ et ¢ € Qc; alors ng € Q,,; si de plus u est
régulier, alors si g € Q,,, il existe un unique i € Nc et un unique ¢ € Qc, tels
que g = ng. En particulier 1, ne dépend pas de p, et lapplication g — (#,q)
Q, — Nc x Q¢ est un difféomorphisme analytique.

Soit Q I'image de l’application (7,q) — 7g (7 € Nc,q € Qc). Nous savons
que c’est un ouvert, et que 0 C (1,. Comme (), est connexe, il nous suffit de
démontrer que (2 est fermé relativement a 2,. Soit donc (g;) une suite d’éléments
de () convergeant vers un élément g de (2,,.

On a g; = 7;qi, et Fu(g:) = xu(q:) — Fu(g) #0.

Par suite:

Tu(f)e = Tu(9ia7 e = Xu(g:) ™ mau(gi)es
a pour limite F,,(g) " m,(g)e,.

(1.7) LEMME. Soit f; une suite dans Ng, telle que 7(7;)e, converge dans E,;
alors la suite (71;) est convergente.

C’est une variante du lemme 40 de [5]; la démonstration ne réclame que des mod-
ifications mineures laissées au lecteur. L’hypothése que u est régulier est essentielle
ici.

De ce lemme on déduit aussitét que (7;) est une suite convergente, disons vers
A € Ng. Par suite ¢; = (72;) " !g; converge vers (72)~!g. Mais comme Q¢ est fermé,
il s’ensuit que (7)"!g = ¢ € Qc. D’ou le résultat.

Le reste de la démonstration du théoréme est élémentaire.

(1.8) THEOREME. L application
N¢ x (My)c x Nc — Gc
donnée par (7, my,n) — Aamn est un difféomorphisme analytique sur I’ouvert 1.

C’est une conséquence du théoréme (1.6) et de la proposition (1.2). Abordons
mintenant la complexification de la décomposition d’'Iwasawa.

(1.9) PROPOSITION. (i) L’application (k,a,n) — kan est une submersion de
Kc x Ac x N¢ sur un ouvert w de Gg.
(ii) KcNAcN¢g =F.

La partie (i) est conséquence de ’égalité gc = tc ® ac ® nc.

Pour (ii), il est clair que F est contenu dans Kc N AcNc.

Sia € Ac et n € Ng, on a f(an) = a~'0(n), et donc si an € K¢, on a
a~'6(n) = an; d’ott a® = 6(n)n~!; d’apres la proposition (1.1) cela implique a% = ¢,
et donc n = ¢; d’ou le résultat.

On va donner de 'ouvert w une caractérisation analogue & celle du théoréme
(1.8).

Pour chaque point dominant u d’une représentation de classe 1, soit ex un
vecteur K-fixe non nul (on ne fait pas figurer explicitement la dépendance en pu).
Alors (ek,e,) # 0 (cf. [7, p. 537]). On peut donc supposer que ce produit scalaire
vaut 1.

Soit f, la fonction sur G¢ définie par

fulg) = (m(g)en, ex).
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Soit w, = {g € Gc, fu(g) # 0}.
Clairement w, est un ouvert connexe et dense de G¢.

(1.10) THEOREME. Soit u un poids dominant d’une représentation de classe
1; alors w C wy; de plus si p est régulier, on a w = w,,.

Soit g € w, c’est-a-dire g = kan, avec k € K¢, a € Ac, n € Nc; alors fu(g9) =
xXu(a); en effet les deux cotés de 1'égalité sont des fonctions holomorphes sur K€ x
A€ x NC;si ge KAN, alors

fulg) = (r(k)m(a)m(n)eu, ex)
= (m(a)eu, m(k™ )ex) = xu(a)(en, ex) = xu(a);

d’ou l’égalité cherchée; par suite si g € w, on a bien f,(g) # 0.

Supposons maintenant p régulier; comme w C wy, et que w, est connexe, il
suffit de montrer que w est fermé relativement & w,. Soit g; = k;a;n; pour ¢ > 1
une suite dans w, convergeant vers un point g € w,; soit v; = 0(g; ')g:; alors
i = 0(n; ")a’n;, et donc F,(vi) = xu(a?) = fu(g:)? tend vers f,(g)? # O puisque

g € wy; maintenant

7(i)en = m(0(n;"))euxu(al)

ou encore
w(ﬁ(n;l))e# = fu(gi)_27r(’7i)eu-

La suite 7(6(n; !))e, est donc convergente dans E,; comme précédemment on
en déduit d’aprés le lemme 1.7 que 6(n; ') converge dans Nc, et donc (n;) converge
vers n dans Ng.

On en déduit aussitdt que la suite a? converge vers un élément b de Ac; soit a
une racine carrée de b (i.e. a> = b); alors comme F = K¢ N Ac est fini, on voit
facilement, quitte 4 modifier a; par un élément de F (et k; en conséquence), qu’on
peut supposer que a; — a; d'ott k; — k € K€, et g = kan € w.

Soit G = KAN la décomposition classique d’Iwasawa, et notons k(g), a(g) et
n(g) les trois composantes; ce sont des fonctions analytiques réelles sur G.

(1.11) THEOREME. (i) La fonction n(g) se prolonge en une fonction analy-
tique dans 'ouvert w, @ valeurs dans Ng.

(ii) Les fonctions a(g) et k(g) se prolongent en fonctions analytiques multiva-
lentes dans louvert w, a valeurs dans respectivement, Ac et Kc; en un point
go € w, pour toute branche a; définie au voisinage de gg, on peut trouver une
unique branche ki de k telle que g = k1(g)a1(g)n(g). Si ag est une autre branche,

et ko la branche correspondante, il existe d € F, avec ky = kod et a; = agsd = das.

DEMONSTRATION. Si g = kan, on a 8(g~')g = 8(n~')a?n.

On déduit du théoréme (1.8) que n(g) et a?(g) s’étendent en fonctions analytiques
dans w tout entier. La partie (i) en résulte aussitot. Ensuite comme AC est
isomorphe & (C*)!, ol ! est le rang de I'espace symétrique G/K (ou U/K), on
peut définir 'application b — b/2 comme une fonction analytique multivalente;
enfin k(g)a(g) s’étend en une fonction holomorphe (univalente) puisque k(g)a(g) =
gn~1(g). Ceci, compte tenu de ce que Kc N Ac = F termine la démonstration de

(ii).
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Si g € w, on désigne par ¥(g) la fonction holomorphe multivalente, & valeurs
dans g, telle que exp ¥(g) = a(g).

REMARQUE. Le théoréme (1.11) est fortement inspiré de la thése de Van den
Ban [13]; notre apport est la caractérisation de 'ouvert w en termes plus in-
trinséques (théoréme 1.10); cette caractérisation est elle-méme une variante d’un
résultat d’Harish-Chandra [5, p. 285]; voir aussi [9].

2. Formule intégrale pour les fonctions sphériques de U/K. Avec les no-
tations précédentes, introduisons la fonction sphérique associée a la représentation
Ty, SOit

vu(g9) = (mu(g)ek, k),
ol e, est un vecteur K-invariant de norme 1 (noter que @, est indépendante du
choix d’un vecteur particulier).

Comme [ 7,(k)e, dk est un vecteur K-invariant non nul, et que

([ mutbrendcnc) = (emer) =

il vient
m@=Ammmme

(2.1) LEMME. Soit g € Gc; soit Kg = {k € K, gk € w}. Alors K, est un
ouvert de K, dont le complémentaire est de mesure nulle.

Soit en effet u € A, et considérons la fonction k — (m(gk)e,, ex); Cette fonction
n’est pas identiquement nulle sur K; en effet {n(k)e,}rek est un systéme total dans
E, (& cause de la décomposition d’Iwasawa de G, le sous-espace engendré coincide
avec celui engendré par {m(g)e,}sec, donc avec E, puisque 7 est irréductible);
par suite ex serait orthogonal & E, si la fonction considérée était identiquement
nulle. Comme cette fonction est analytique réelle, le complémentaire de I’ensemble
ou elle s’annule set un ouvert dense, dont le complémentaire est de mesure nulle;
on obtient le lemme grace au théoréme (1.10).

Si maintenant k € K, alors gk € w a une décomposition de la forme gk =
k(gk)a(gk)n(gk), et

(Tu(gk)en, ex) = xu(a(gk)) = er(¥ 9k,

On notera que le membre de droite ne dépend pas de la branche choisie, puisque
Xu vaut 1 sur F.

(2.2) THEOREME.

oulg) =/ etH IR gk vg € Ge.

9

Sig € G, alors Ky = K, et on retrouve la formule classique d’Harish-Chandra (un
cas particulier en fait, puisqu’alors le second membre est défini pour tout u € ag).

REMARQUE. Qu’une telle formule existe pour g voisin de eK est élémentaire, et
a déja été utilisée par 'auteur [2] et d’autres [10; 7, p. 540].

Lorsque I’on se restreint 4 U, on a une propriété supplémentaire.



FONCTIONS SPHERIQUES DES ESPACES SYMETRIQUES 427

(2.3) LEMME. [(m(u)ey,ex)| <1, pourueU.

Soit d’abord g € G. Alors si g = kan est sa décomposition
(m(9)en, ex) = (m(a)eu, ex) = xu(a).

Mais x,(a) = |Im(a)enl| = ||(g)exll.

Soit €; = ey, e2,...,eq une base orthonormée de E, (d = dim(E,)), telle que
chaque vecteur e; soit un vecteur de poids x; pour Ac; alors

d
m(k)ey = Zci(k)ei,
=1

et
d
m(a)r(k)e, = D _ ci(k)xi(a)e.
=1
Comme les x;(a) sont, pour a € A, des réels positifs, on a
d
lim(ak)eul® = D les(k)Pxi(a)?,
=1
avec

d
> leik)? =1.
1=1
D’ou finalement

d
(m(ak)en, ex)? =D lei(k)xi(a)?.
i=1

Cette égalité est valable pour a € A; mais les deux membres sont des fonctions
holomorphes sur Ac, et donc 1’égalité est encore valable pour a € Ac, en particulier
pour a € exp1a.

Si u est un élément quelconque de U, alors u = kjaks, avec ky,ky € K, et
a € expia; et (m(u)ey,ex) = (m(akz)e,, ex). Par suite

d
[(m(w)en, ex)® < Y lei(ke)lxs(a)[* = 1.
=1

(2.4) COROLLAIRE. Pour u € U, Reu(¥(uk)) <0.

Noter que cette expression ne dépend pas de la branche choisie pour X, et que
si k ¢ K, on doit 'interpréter comme valant —oo.

3. Equivalent asymptotique des fonctions sphériques de U/K. Soit
a, = {H € a|]\(H) ¢ 7Z,VY) € L}, et soit Qo la composante connexe de a, contenue
dans la chambre de Weyl positive at = {H € a|]A(H) > 0,VA € £, } et contenant
0 dans son adhérence. Clairement pour H € Qo, on a 0 < A(H) < =, pour tout
Aezt
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(3.1) PROPOSITION. Tout élément u appartenant ¢ U peut s’écrire u =
kyexpiHky, avec H € Q. De plus u est régulier si et seulement si H € Qg

(cf. [, p. 323)).

Par suite, on voit qu’une fonction sphérique, étant bi K-invariante, est déter-
minée par sa restriction a exp:Qo.

On peut décrire A & aide des “poids sphériques fondamentaux”; plus précisé-
ment, il existe (cf. [11, 14]) des éléments 1, p2,...,u de A, avec | = dima =
rang(U/K), tel que les éléments de A sont exactement les combinaisons linéaires &
coefficients entiers positifs ou nuls des {;}1<i<i; 8i g = Yoy Mapss, alors (u, p)!/2
est équivalent a Zi=1 |m;|, et u est régulier si et seulement si m; # 0 pour tout ¢,
1<i<L.

Dans ce paragraphe, nous allons faire tendre u vers I'infini, en restant dans un
cone & base compacte contenue dans le cone a’, = {y € a*, (u,A) > Opour A € L }.

En d’autres termes, nous supposerons que ||u|| tend vers linfini, et qu'il existe
une constante ¢ > 0, avec m;(u) > c||p|l, 1 < ¢ < L.

On se propose pour a fixé et régulier (on peut en fait autoriser a & varier dans un
compact contenu dans 'ouvert des points réguliers), de déterminer un équivalent
asymptotique de ¢, (a) lorsque p tend vers 'infini au sens précédent.

Avec les notations précédentes, on a la formule produit

l l
fu= [l fmpm, 1<i<lsip=) mps.
1=1

=1

En effet, si g € G, alors:
fulg) = er0H@) = (eu:(>1(sv)))m1 (6,,,(;((9)))"“
= (fur (@)™ - (fur (g))™ -

Comme les deux membres sont des fonctions holomorphes sur G, on en déduit
I’égalité annoncée.

On va profiter de cette remarque pour éliminer 1’(éventuel) ensemble exception-
nel K\K,. Soit en effet 4 € A; on a donc po= Z£=1 m,u;; soit K, = {k €
K,|fu,(ak)| > %, Vi,1 <1 < 1}; alors si k € K\K,, on a, pour au moins une valeur
de i, | fu(ak)] < (4)™.

Par suite dans la recherche d’un équivalent asymptotique de ¢, (a) lorsque p
tend vers I'infini, on peut négliger la contribution du complémentaire de K, dans
Iintégrale [, fu(ak)dk, 'erreur étant O(||ul|=™N) pour tout N.

Maintenant, sur K, on peut utiliser ’extension analytique multiforme de la
fonction X; au moyen d’un recouvrement fini et d’une partition de I'identité subor-
donnée, on peut supposer qu’on a choisi localement une détermination de la fonction
A

L’intégrale qui exprime @, peut alors s’étudier a I’aide de la méthode de la phase
stationnaire complexe; la condition Re u(¥ (ak)) < 0 établie & la fin du paragraphe
précédent est exactement ce qui est exigé pour pouvoir la mettre en oeuvre (cf. [8,

1)).
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Il nous faut donc calculer les points critiques de la fonction de phase; pour
a € expia, et 4 € A, posons

wa,#(k) = (Ha )'((ak»’
considérée comme unc fonction définie sur K/M (localement).

(3.2) PROPOSITION. Soit u € A régulier et a régulier; alors les points critiques
de la fonction 1, , sont ezactement les classes wM , ou w parcourt le groupe de Weyl
W = Nk(T)/T.

Cette proposition résulte, par prolongement analytique de calcul de la différen-
tielle de v,,, effectué en [4].

Posons a = expiH, avec H € Qp; on a comme détermination possible de
X(aw) = ¥(w™law) =tAdw™! - H =sw™! - H.

11 faut maintenant déterminer la forme hessienne de 1), , en un tel point critique.
Nous suivons & nouveau [4]. D’abord quelques notations supplémentaires. Soit
[ = £© m Porthogonal de m dans & [ s’identifie au plan tangent en e A K /M.
Pour )\ € £, soit [y = (gx + 0gx) NE.

Onal=@ rex, s désignons par Fy le projecteur orthogonal de [ sur [. Soit
enfin (, ) le produit scalaire euclidien sur [ égal & ’opposé de la forme de Killing.

(3.3) PROPOSITION. Soit u et a comme en (3.2), et w € W. Alors la forme
hessienne de v, , en wM est donnée par

d2wa,u(Y’ Z) = (Ya La,u,w(Z))a Y, Z €],

avec

— 1 —2wA(tH
La,u,w——gé‘;+<x,u><l—e WA R,

Si Rez > 0, notons z!/2 I'unique élément p € C tel que p? = z, et Rep > 0.
Posant pour un instant Q = —L, , ., on doit calculer (det @)'/2, oti 'on choisit la
détermination de la racine carrée qui est contintiment déformée en 1 par I’homotopie
0,128 — s+ (1-29)Q.

Mais @, d’apres (3.3) est donnée sous forme diagonale. Par suite, on peut définir
Q'/2 sans difficulté.

Si wA € £, alors on écrit

% (1 - 6'2“”\(‘H)) = 1e~ WA H) gin wA(H),

et comme 0 < wA(H) < 7, on doit prendre comme racine carrée
ei1r/4e—iwA(H)/2| sin W/\(H)ll/2.

Si au contraire wA € —X, alors on écrit

1 : )
2 (1 - e'2“”\('H)) = —ie”"WAH) | sinwA(H)|,

et on prend comme racine carrée

e—i1r/4e—iwA(H)/2| sinw/\(H)ll/z.
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Pour énoncer le résultat final, introduisons pour w € W

"Y(W) = Z mx — Z my,
AET 4 rect
wAEL+ wie-Tt
ou m) = dimg, désigne la multiplicité de la racine restreinte ), et soit comme
d’habitude p = %Em,\/\ la demi-somme des racines positives restreintes. Enfin
on note vol(K/M) le volume de K/M pour la métrique riemannienne associée au
produit scalaire (, ) (opposé de la forme de Killing) sur [.

(3.4) THEOREME. Soit H € Qg et a = expiH; alors

pu(a) ~ vol(K/M) 7} 2m)*/? TT (n,w)™™/2 ] sima()=™/2
A€+ A€+t
Z e~V (W)n/4gilw(u+p). H)
weW

lorsque u tend vers l'infini en restant dans un céne d base compacte contenue dans
al.
+

Plus précisément, la différence entre les deux expressions est O(||u||~%/2~1), ol
d = 3 )cx, mr = dimK/M est la dimension d’une orbite générique de K dans
U/K. De plus cette estimation est localement uniforme lorsque H varie en restant
dans Q.

Moyennant les calculs précédents, ceci est ’application du résultat de [8]. Le
coefficient vol(K/M)~! s’introduit, car la mesure choisie sur K/M est de masse 1,
alors que la mesure riemannienne 4 utiliser est obtenue a partir du produit scalaire
(,) (opposé de la forme de Killing) sur [.
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